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reface

Cet ouvrage d’exercices et problemes corrigés de mathématiques de la collection H-Prépa est principalement destiné
aux éleves des classes préparatoires aux grandes écoles MP, MP* et aux étudiants de premier cycle universitaire.

Il propose des problémes originaux ou classiques, souvent extraits de sujets écrits ou oraux de concours.

Conformément aux nouveaux programmes, ce volume présente de nombreux exercices comportant une partie algo-
rithmique.

De plus, I’outil informatique est utilisé dés qu’il peut faciliter la résolution d’un exercice.

Chaque chapitre est constitué :

B de rappels de cours, rassemblant les notions essentielles a connaitre pour aborder les exercices du chapitre. 11 est
bien évident que ce bref résumé ne saurait se substituer a une connaissance beaucoup plus approfondie du cours. Nous
renvoyons I’étudiant au cours de son professeur et/ou aux ouvrages de la collection H-Prépa ;

B d’énoncés, comprenant chacun un titre permettant de se faire une idée du sujet traité, avec parfois une référence a
une épreuve de concours. Les questions sont échelonnées et progressives pour aider I’étudiant dans sa recherche ;

B de conseils, permettant de ne pas rester bloqué sur une question sans aller consulter trop t6t le corrigé. Cette aide
peut se présenter sous forme d’indications méthodologiques, de questions ou de références a un point particulier du
cours. Elle correspond au « coup de pouce » que peut donner un examinateur dans une épreuve orale ;

B de corrigés détaillés de tous les exercices.

Nous n’insisterons jamais assez sur le bon mode d’emploi d’un tel livre d’exercices corrigés. Il serait parfaitement vain
de se contenter de lire, méme trés attentivement, la solution a la suite de 1’énoncé. On n’apprend pas a faire du vélo
dans un manuel ! Ce n’est qu’apres avoir cherché longuement chaque question, avec ou sans succes, mais du moins
avec persévérance, que la lecture du corrigé pourra devenir profitable.

Avec ce livre, nous espérons mettre a la disposition des étudiants un ensemble d’exercices et de problemes leur permet-
tant d’acquérir des méthodes et des pratiques qu’ils pourront réinvestir en d’autres circonstances. Nous leur souhaitons
de réussir les concours et examens qu’ils préparent avec courage.

Les auteurs
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Algebre générale

RAPPELS DE COURS

D RELATION DE CONGRUENCE

¢ Les sous-groupes de Z sont les nZ ou n est un entier naturel.

Soit a et b dans Z. On dit que a est congru a b modulo n sia — b € nZ. On note a = b[n].
Deux entiers sont congrus modulo n si, et seulement s’ils ont le méme reste dans la division
euclidienne par n.

* Propriétés de la relation de congruence

Quels que soient les entiers a,b,c etd de Z et p de Ntels que : a = b[n]et c =d[n]ona:
a+c=b+d[n], ac=0bd[n], —a=-—b[n]let a? =>b"[n].

* Soit un entier relatif a, sa classe modulo n est I’ensemble @ = {a + nk ;k € Z}.

L’ensemble des classes d’équivalence sera noté Z/nZ et sera appelé ensemble quotient de 7. par
nZ.

Le cardinal de Z/nZ est n. Ses éléments sont : 0,1,2...etn — 1.

La surjection canonique de (Z,+) dans (Z/nZ,+) définie par ¢ : a +— a est un morphisme de
groupes de noyau nZ .

D PARTIE GENERATRICE D’'UN GROUPE

¢ Soit (G, .) un groupe, A une partie de G.
Le plus petit sous-groupe de G contenant A est appelé sous-groupe engendré par A, noté (A).
Lorsque (A) = G, on dit que G est engendré par A ou que A est une partie génératrice de G.

Le sous-groupe engendré par A est I’intersection de tous les sous-groupes contenant A.
SiA#J,alors: (A) = {aj'a5*---a;;n e N Vi e {l,...,n}e € {—1,1}q; € A}.

Les générateurs de Z/nZ sont les classes k telles que k An = 1.

Les générateurs du sous-groupe U, de (C*, x) des racines n-ieémes de I’unité sont les éléments
sk
e W telsquek An=1.
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Les générateurs de U,, sont appelés les racines primitives n-i¢mes de 1’unité.

e Un groupe monogéne est un groupe engendré par un seul élément a appelé générateur.

Tout groupe monogene infini est isomorphe a Z.

¢ Un groupe cyclique est un groupe monogene fini.

Soit (G, .) un groupe cyclique d’ordre n, d’élément neutre e, engendré par I’élément a. Alors :
G = {ao,al, s a"_l} et n est le plus petit entier non nul tel que a”" = e.

Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe a Z/nZ.

Les générateurs de G sont les a*, otk An = 1.

Tout sous-groupe de G est cyclique, d’ordre un diviseur de 7.

e Soit (G, .) un groupe et a un élément de G.

L application f, de Z dans G, définie pour tout entier k par f,(k) = a*, est un morphisme de
groupes de (Z, +) dans (G, .) d’image (a). Il existe n dans N tel que Ker(f,) = nZ.

Sin = 0, I'application f, est un isomorphisme de (Z, +) sur (a) : 1’élément a est d’ordre infini.

Sin # 0, ’application g, de Z/nZ dans (a), définie pour toute classe k de Z/nZ par g, (k) = a*,
est un isomorphisme de (Z/nZ,+) dans (a) : I’élément a est d’ordre fini n.

Les seuls morphismes de groupes de (Z, +) dans (G, .) sont les morphismes f, , pour a dans G.
e Le cardinal d’un groupe fini G est appelé I’ordre de G.

L’ordre d’un élément d’un groupe fini divise 1’ordre du groupe.

D PRODUIT DE DEUX GROUPES

¢ Soit (G, o) et (H, 1) deux groupes d’éléments neutres respectifs e et f.

Pour tout couple (g, #) et (g’,h') de G x H on définit :
(g. (g, h'y=(gog',h LN).

(G x H,e) est un groupe appelé le groupe produit des groupes (G, o) et (H, L).
* Soit n et p deux entiers naturels premiers entre eux.
Le groupe produit de (Z/nZ,+) et de (Z/ pZ,+) est isomorphe au groupe (Z/npZ,+).

Ce n’est pas le cas lorsque 7 et p ne sont pas premiers entre eux.

» Théoréme chinois
Soit n et p deux entiers naturels premiers entre eux.

. x=aln . . . .
Le systeme d’équations { b{ ]] d’inconnue x, ou a et b sont des entiers, admet au moins
x=b[p

une solution ¢ dans Z. L’ensemble des solutions est {c + knp ; k € Z}.

» IDEAL D’UN ANNEAU COMMUTATIF

¢ Soit (A, +, .) un anneau commutatif.

Un sous-ensemble / de A est un idéal de ’anneau (A, +, .) s’il vérifie les deux conditions sui-
vantes :

(i) (1, +) est un sous-groupe de (A, +);
ii)vVx el VYae Aaxel.
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Un sous-ensemble I de A est un idéal de I’anneau (A, +,.) si, et seulement s’il vérifie les pro-
priétés suivantes :

14D, (hvxel Vyel x+ye€l et (ili)vxcl VacA ax € 1.

e Soit 7 un idéal de (A, +,.). Alors I = A si, et seulement si : 14 appartienta I.
Les idéaux de (Z, +, .) sont les ensembles nZ ou n € N.

Soit x un élément de A. L’ensemble Ax = {ax;a € A} estle plus petit idéal de (A, +, .) contenant
x. appelé : idéal principal engendré par x.

e Soit A un anneau commutatif, f un morphisme d’anneaux de A dans (A, ®,®), I et I’ deux
idéaux respectifs de (A,+,.) et (A’,®,®). Alors f(I) est un idéal du sous-anneau f(A) de
(A, ®,®)et f1(I') est unidéal de (A, +, .) contenant le noyau de f,

Le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal de (A, +, .).

» DIVISIBILITE DANS UN ANNEAU INTEGRE

Soit (A, +, .) un anneau integre, a et b deux éléments de A.

¢ On dit que 1’élément a est un diviseur de b ou que a divise b s’il existe un élément ¢ de A tel
queb=aqg.Onnote:a | b.

Si a est non nul, I’élément g est unique, on I’appelle le quotient exact de b par a.
e a divise b si, et seulement si : Ab C Aa.

e Aa = Ab si, et seulement s’il existe un élément inversible ¢ tel que b = ac. Dans ce cas, on dit
que a et b sont associés.

¢ Un élément a non inversible est irréductible si ses seuls diviseurs sont les éléments inversibles
et les éléments associés a a.

» LANNEAU (Z/nZ,+, )

Soit n un entier naturel non nul. (Z/nZ, +,.) est un anneau commutatif d’élément unité : 1.
La surjection canonique ¢ de Z sur Z/nZ est un morphisme d’anneaux.

e L’anneau (Z/nZ,+, .) est integre si, et seulement si, 1’entier n est premier.

e L’anneau produit des anneaux (Z/nZ,+,.) et (Z/ pZ, +,.) est 'anneau (Z/nZ x 7./ pZ,+, .)
Sin A p = 1, ’anneau produit (Z/nZ x Z/pZ,+,.) est isomorphe a ’anneau (Z/npZ, +, .).

D PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR

Soit m et n deux entiers. L’ensemble mZ + nZ est un idéal de (Z, +, .).
Il existe un entier naturel d unique tel que mZ + nZ = dZ

d est le plus grand commun diviseur de m et n, noté m A n.

D ENTIERS PREMIERS ENTRE EUX

* Deux entiers m et n non nuls sont premiers entre eux lorsque m A n = 1.
e Dans Z, les éléments irréductibles sont les nombres premiers et les opposés des nombres pre-
miers.
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e Théoréme de Bézout

m et n sont premiers entre eux si, et seulement si : mZ + nZ = 7.

m et n sont premiers entre eux si, et seulement s’il existe u et v dans Z tels que mu +nv = 1.
e Soit a, b et ¢ trois entiers non nuls.

SiaAb=1letaAc=1alorsaA (bc) = 1.

Pour tout couple( p, g) d’entiers naturels :a Ab=1=a? ANb? = 1.

» Théoréme de Gauss

SiaAb=1eta| (bc)alorsa | c.

e Soita, by, ..., b, des entiers non nuls tels que pour tout i de [1, pll,a A b; = 1.
Alorsa A (by...b,) = 1

* Soit a un entier, by, ..., b, des entiers non nuls premiers entre eux deux a deux tels que pour tout
i de [[1, p]l, 'entier b; divise a. Alors le produit by..., b, divise a.

D PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

¢ Soit m et n deux entiers. L’ ensemble mZ N nZ est un idéal de (Z, +, .).

I1 existe un entier naturel » unique tel que : mZ NnZ = rZ appelé le plus petit commun multiple
de m et n, noté m V n.

e Soit a, b non nuls dans N, d leur plus grand commun diviseur, m leur plus petit commun mul-
tiple et les deux entiers a’ et b’ tels que a = da’ et b = db’. Alors ab = md etm = a’b'd.

» ELEMENTS INVERSIBLES DANS UN ANNEAU

* Soit (A, +, .) un anneau non réduit a {0}.

Un élément a de A est inversible s’il existe un élément b de A tel que ab = 14. L’élément b est
unique, on le note a__1

L’ensemble (U/(A),.) des éléments inversibles de (A, +,.) muni de la multiplication (A, +,.) est
un groupe d’élément neutre 14, appelé groupe des éléments inversibles de I’anneau(A, +, .).

¢ Soit n un entier naturel non nul et k un entier.

L’élément k de I’anneau (Z /nZ,+,.) est inversible si, et seulement si : k An =1

D CORPS

¢ On dit qu’un anneau (K, +, .) est un corps si :

lx # Ok et tout élément de K* = K\{Ok } est inversible.

e L’anneau (Z/nZ,+, .) est un corps si, et seulement si, n est un nombre premier.
* Soit (A, +, .) un anneau commutatif non réduit a {0}.

Alors (A, +, .) est un corps si, et seulement si, les seuls idéaux de A sont {0} et A.

D CARACTERISTIQUE D’UN ANNEAU, D’'UN CORPS

 Factorisation d’un morphisme de I’'anneau 7 dans un anneau
Soit (A, +,.) un anneau d’élément unité 1,.

Le seul morphisme de ’anneau (Z, +, .) dans (A, +,.) est [ : k+— k.14.
f(Z) est le plus petit sous-anneau de (A, +, .).
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Il existe un entier naturel m unique tel que Kerf = mZ, appelé caractéristique de I’anneau
(A, +,.).

Soit n un entier naturel multiple de m, ¢ la surjection canonique de Z sur Z/nZ et j I’injection
canonique de f(Z) dans A. Alors il existe un unique morphisme d’anneau f de Z/nZ dans f(Z)

telque f = jo foe. Onditque jo f o ¢ estune factorisation de f a travers ¢.
Le morphisme f est surjectif.

Le morphisme f est injectif si, et seulement si : m = n.

L’anneau (f(Z), +, .) est isomorphe a I’anneau (Z/nZ, +, .).

¢ Si 0 est le seul entier k tel que k.14 = 04, on dit que ’anneau (A, +, .) est de caractéristique
nulle.

(Z,+,.),(Q,+,.) et (R, +,.) sont de caractéristique nulle.
*Si{k € Z/k.14 = 04} n’est pas réduit a {0}, alors :

la caractéristique m d’un anneau (A,+,.) est le plus petit entier naturel non nul tel que
m.lA = OA.

klA:0A<:>m|k

» IDEAUX DE K[X]

Dans toute la suite, le corps K est un sous-corps de C.
 Tout idéal de K[X] est principal.
Tout idéal non réduit a {0} est engendré par un unique polyndme unitaire.

¢ Pour tout polyndme P et tout polyndme Q de K[X], le polyndme P divise le polyndome Q si
et seulement s’il existe un polyndme S de K[X] tel que Q = PS.

On note P | Q et on dit que P est un diviseur de Q ou que Q est un multiple de P.
Ceci se traduit a I’aide des idéaux par (Q) C (P) en notant (Q) I’idéal engendré par Q.

* Un polyndme P de K[X] est dit irréductible sur le corps K s’il est non constant et si ses seuls
diviseurs dans K[ X] sont les polynomes constants non nuls et les polyndmes associés a P.

D PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR

¢ Soit P et Q deux polyndmes de K[X].

L’idéal engendré par P et Q est I’ensemble :

(P)+(Q)={AP+BQ;A €K[X] et BeK[X]}.
Si P et Q sont non simultanément nuls, il existe un polyndme unitaire unique D tel que
(P)+(Q) = (D).
Le polynéme D est le plus grand commun diviseur de P et O, noté P A Q = D.

» POLYNOMES PREMIERS ENTRE EUX

e Soit P, Q et R trois polyndmes non nuls

On dit que deux polyndmes P et Q sont premiers entre eux lorsque P A Q = 1.

» Théoréme de Bézout

Les polyndomes P et Q sont premiers entre eux si, et seulement si : (P) + (Q) = K[X].

Les polyndmes P et Q sont premiers entre eux si, et seulement s’il existe deux polynémes U et
V tels que UP +V Q = 1.
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*Si PAQ =1,pourtoutnettoutmdeNona: P" AN Q" = 1.
eSiPAQ=1etPAR=1,alors PAN(QR)=1.
¢ Si P estirréductible dans K[X] alors P A Q = 1 si, et seulement si, P ne divise pas Q.

o Théoreme de Gauss
SiPANQ=1letsi P|QRalors P | R.

e Soit P un polynéme non nul et (P;); (1,7 une famille de polyndmes non nuls telle que, pour i
dans [1,n], P A P; = 1. Alors P A (Py...P,) = 1.

e Soit P un polynome irréductible et (P;);cfi1,,) une famille de polynémes non nuls. Pour que P
divise Pj...P, il faut et il suffit que P divise I’un des P;.

e Soit P un polyndme non nul et (P;);¢f1,,) une famille de polyndmes non nuls premiers entre
eux deux a deux telle que, pour tout i dans [1,n]], P; divise P. Alors P;... P, divise P.

D PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

e Soit P et Q deux polyndmes non nuls.
L’ensemble (P) N (Q) est un idéal de (K[ XT], +, x).

I1 existe un unique polyndme unitaire M tel que (P) N (Q) = (M). Le polynome M est le plus
petit commun multiple de P et Q,noté M = P V Q.

¢ Soit P et Q deux polyndmes unitaires, D leur plus grand commun diviseur et M leur plus petit
commun multiple, R et S les polyndmes tels que P = DS et O = DR.

Alors PQ =MD et M = DRS.

D ALGEBRE

¢ On appelle K-algebre un ensemble £ muni de deux lois internes, notées + et x et d’une loi
externe sur le corps K, notée ., telles que :

(E,+,.) est un espace vectoriel sur K.

(E,+, X) est un anneau.

Va € K V(x,y) € E2 (ax) X y=xx(a.y)=a.(x X y).

Lalgebre est dite commutative si la multiplication interne x est commutative.

e Soit (E,+, X, .) une K-algebre. Tout sous-ensemble F' de E qui, muni des lois induites, est
encore une K-algebre est une sous-algebre de (E, +, X, .).

Une partie F de E est une sous-algebre de (E, +, X, .) si, et seulement si: 1p € F;

F est stable par combinaison linéaire :  V(a, 8) € K> V(x,y) € F? ax+pByeF;

F est stable par multiplication interne :  V(x,y) € F> xy € F.

e Les applications linéaires qui sont également des morphismes d’anneaux sont des morphismes
d’algebres.

Un morphisme d’algebres bijectif est un isomorphisme d’algebres.

L’image et I'image réciproque d’une sous-algebre par un morphisme d’algébres sont des sous-
algebres.

m (© Hachette Livre — H-Prépa Exercices, Maths

La photocopie non autorisée est un délit



i

I 0 0

n Pour s’entrainer

1 = a) La réunion de deux sous-groupes est-elle un
sous-groupe ?

b) Soit A un anneau et B C A un anneau pour les
mémes lois que A.

B est-il un sous-anneau de A ?

2 = Décomposer les permutations suivantes en produit
de cycles, donner leurs ordres et leurs signatures :

[ 1234567 , _ (12345678
“=\ 5647321 )0 "7\ 14327865 )°

(123456789
— \ 378945216 )

201 b198 1000

Calculer a etc

3 = Si p est premier, a-t-on : Z/p>Z isomorphe a

(z/pZ)*?

4 = Quel est le reste de la division euclidienne de
151578 par 132

5 = Résoudre x* — 3x? + 2x = 0 dans Z/57 puis dans
7.)247..

6 = Montrer que : Vn € N(2" +3") A (2" +3™1) = 1.

7 = Factoriser en produit de polyndmes irréductibles
sur R le polynome : X + 1.

8 = Soit n un entier naturel non nul, r un réel stricte-
ment positif et P un polyndme de R[X] de degré n — 1
tel que Vk € [[1,n] P(k) = rk.

Calculer P(n + 1).

@@ Conseils
1) b) Ont-ils le méme élément unité ?
2) Revoir votre cours de premiére année.
3) Que dire de px pour x dans (Z/ pZ)2 ?
4) Calculer les puissances successives de 1511 mo-
dulo 13.
5) Tout élément est-il inversible ? A-t-on des divi-
seurs de 0 ?
6)Ona:aAb=all(b+ka).
7) Ne pas se précipiter sur la factorisation dans C
8) Penser aux polynomes d’interpolation de La-
grange

a Un groupe simple

Soit (G, .) un groupe abélien. On dit que G est simple
s’il n’est pas réduit a {0} et s’il ne posséde aucun autre
sous-groupe que {0} et G.

1 = Montrer que, si p est premier alors (Z/pZ,+) est
simple.

2 = Montrer que les deux propositions suivantes sont
équivalentes :
a) G est simple.

b) G est cyclique d’ordre premier.

@@ Conseils
Lorsque G est simple on pourra considérer un élé-
ment x distinct du neutre et montrer que le sous-
groupe engendré par x est de cardinal premier.

ED un groupe isomorphe a (Z/2Z)”
Soit (G, +) un groupe.

1 = On suppose dans cette question que :
VxeG x*=e.
a) Montrer que G est un groupe abélien.

b) Soit H un sous-groupe strict de G et x un élément
de G qui n’est pas dans H. Vérifier que H U x H est un
sous-groupe de G.

¢) Démontrer que, s’il est fini, le cardinal de G est une
puissance de 2, 27 ou p est un entier naturel.

d) Montrer que G est isomorphe a (Z/27)" .

2 = Soit (G, .) un groupe de cardinal 6.
a) Déterminer les ordres des éléments de G.

b) Montrer que G contient au moins un élément d’ordre
3 ou 6.

¢) Montrer que G est isomorphe & Z/6Z ou a (o3, o).

@@ Conseils
1) ¢) Partir d’un groupe de cardinal 2 et construire
par récurrence a 1’aide de la question b) une suite
de sous-groupes de la forme Hy,; = Hy U ay Hy.
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n Groupe possédant un unique
automorphisme

Montrer que tout groupe fini G ne possédant qu’un seul
automorphisme de groupes est isomorphe a {e} ou a
7/27.

@@ Conseils
On pourra introduire 1’application y —— xyx~—
puis utiliser I’exercice 3.

1

Les morphismes de groupes de
(03,0) dans (C*, x)

Déterminer tous les morphismes de groupes de (o3, 0)
dans (C*, x).

@@ Conseils
Il suffit de déterminer les images de toutes les
transpositions.

D Les carrés de Z/ pZ

Soit p un entier naturel premier. Combien Z/pZ
contient-il de carrés ?

@@ Conseils

Résoudre I’équation : x> 2

=a.

&2 une équation dans Z /nZ

Soit n > 2 un entier. On se propose d’étudier I’équation
(1) x> = x dans Z/nZ.

1 = On suppose dans cette question que n est premier.
Résoudre (1).

2 = Soit p un entier de [1, n] tel que p soit une solution
de(1).Onnote @ = pAnetf =(p—1)An. Montrer
quen = af.

3 = Soit a et B deux entiers premiers entre eux vérifiant
n = af3. Montrer qu’il existe une solution de (1) dont
un représentant p vérifie « = p A n.

4 = Soit p et § deux solutions de (1) telles que
p An =gq An.Montrer que p = g.

k
5 = Soit H pi" la décomposition de n en facteurs pre-

i=1

miers. Combien I’équation (1) a-t-elle de solutions ?.

6 = Résoudre I’équation (1) pour n = 12.

@@ Conseils
2) Appliquer le théoreme de Gauss.
3) Maintenant c’est le tour du théoréme de Bézout.
4) Utiliser les questions 3) et 4) puis 2).

&3 Les automorphismes de corps de
Q+QVv2

Déterminer les automorphismes du corps Q + Qv/2.
@@ Conseils

Déterminer tout d’abord I’'image de tout entier,
puis de tout rationnel et enfin de V2.

@D Les morphismes de corps de R

Déterminer les morphismes de corps de R.

@@ Conseils
Vérifier que I’'image d’un réel positif est positif. En
déduire que le morphisme est strictement croissant.
On rappelle qu’entre deux réels distincts il existe
au moins un rationnel.

€T3 Lranneau des décimaux
Soit D I’anneau des nombres décimaux.
D={xeQ; IpeN x-10" €Z}.
Montrer que ID est un anneau principal.
@@ Conseils

Pour tout idéal I vérifier que I N N* est non vide
et considérer son plus petit élément.

m Polynémes de Tchebychev

D’apres Centrale.
Pour tout entier naturel » on pose :

Vx € [—1,1] T,(x) = cos(n Arccos x).

1 = Premiéres propriétés des T,,.

a) Montrer que 7, est une fonction polynomiale & coef-
ficients entiers. Le polyndme associé est encore noté 7,
et s’appelle le n-ieme polyndme de Tchebychev.

b) Expliciter Ty, T», Ts et Ty.
¢) Montrer que pour tout entier naturel n,

Thp[X) = 2XT,(X) — T,(X).

(© Hachette Livre — H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit



d) En déduire la parité, le degré et le coefficient domi-
nant de 7,,.

e) Ecrire un algorithme pour calculer 7,,(X).
f) Montrer que pour tout ¢t de [0,w], on a
T,(cost) = cos(nt).
2 = Calcul de normes
a) Calculer |7}, ] oo-
b) Montrer que :
VneN, Vu eR, |sinnu |[<n|sinu|.
¢) En déduire || T/||o0 = n°.
3 = Encadrement de 7, sur [1,+o0l.

a) Montrer que :

r4+rt rm+r "
VrGR*,Tn< 7 > 2
b) Soit un réel x de [1,+oo[. Montrer qu’il existe r tel
_r+ r!
que x = >

En déduire que 1 < T,,(x) < (x +/x2 — 1) .

4 = Equation différentielle vérifiée sur R par T},.

a) En dérivant I’égalité T,(cost) = cos(nt), valable
pour tout réel ¢ de [0, ], trouver une équation diffé-
rentielle linéaire homogene du second ordre vérifiée sur
R par T,,.

b) Soit un entier naturel k. Déduire de la question 4) a)

que :
no (m+k)! 2kk!

n+k (n—k)! k!
Montrer que T (—1) = (—1)"** 7®(1).

Lo =

@@ Conseils
1) a) Partir de la formule de Moivre.
¢) Réviser vos formules de trigonométrie.
d), 2) b) et 3) a) Raisonner par récurrence.
2) ¢) Dériver une fonction composée.
4) b) Appliquer la formule de Leibniz.

€23 Majoration des polynomes
et de leurs dérivées
D’apres Centrale.
On introduit la subdivision o = (ay, ..., a,) du segment
[—1, 1] définie par :
Vj € [0,n]], a; =cos (1 - i) .
n

Par ailleurs, pour tout i de [0,n] on appelle
E; = [0,n]\ i et on note :

Lo = [ 224

a,-—aj
i
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-ieme

le i**™ polyndme élémentaire de Lagrange associé a la
subdivision o.
1 = Majoration d’un polyndme sur [1, +co].

a) Résoudre sur [—1, 1] I’équation |T,,(x)| = 1 et cal-
culer 7,(a;) pour j = n, pour j = 0 puis pour
jell,n—11.

b) Montrer que :

T,(X) = (=" "Li(X).

i=0

¢) On suppose que x € [1,+oo[. Montrer que :
T,(x) = |Li(x)|.
i=0

d) Soit P(X) un polyndme de C,[X]. Montrer que :

Vx € [L4ool, PG| <Pl (x Va2 1)".

2 = Majoration des dérivées successives d’un poly-
noéme sur [1, +ool.

a) On suppose que x € [1,+oo[. Montrer que :

Vk € [lnl TP =Y |LPw).
i=0
b) Soit P(X) un polynéme de C,[X]. Montrer que :

Vk € [1,n], Vx € [1,4+00, |[P®x)| < ||P|loc TP (x).

3 = Majoration des dérivées successives d’un poly-
nome sur [—1, 1]

Soit P(X) un polyndme de C,[X]. On considere un en-
tier k € [1,n].

a) On pose :

X+
2 2

avece=1siA€[0,1]ete=—1siA e [—-1,0].

A A—
VA€ [-1,1], PA(X)—P( re 8)
k
Al+1
Montrer que |P)fk)(1)| = (%) | PO

b) En déduire que || P® |00 < 2O ()] P||oo-

¢) Montrer que :

k! k)!
P9 < 2% 2 PRy
2Kk)! (n —k)!
et que, si k = 1, on a la majoration plus fine
||PI||00 < 2”2||PH00~
@@ Conseils
Utiliser les résultats de I’ exercice 11.
1) b) Revoir la dualité.
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@ Pour s’entrainer

1 = a) Jamais, sauf si I’un est inclus dans 1’autre. Soit
A et B deux sous-groupes d’un méme groupe et a un
élément de A\ B et b un élément de B\ A . Alors ab est
dans AU B. Siab € A,commea € Aeth =a '(ab)
on en déduit b € A ce qui est absurde. On conclut de
méme siab € B.

b) Non, car 'unité de A n’est pas nécessairement celui
de B. C’est le cas par exemple de A = M,(Z) et de

s={( % o )ixezf.

2 = a = (15347)(26), b = (24)(5768),
c = (138)(27)(4965).
L'ordredeaest2V 5 = 10, celuide best2 V4 =4et

celuidecest3V2V4=12.

La signature de a est (=D*! = —1, celle de b est

(—1)*! = 1 etcelle de c est (—1)*"1** = 1.

De pluSZGZOI _ a20><10+l
b198 — b49><4+2

=a,
= b* = (56)(78)

etenfin : ¢! 900 = ¢P3X12+4 — 4 — (138).

3 = Non, car dans (Z/pZ)2 on a pour tout x 1’égalité
px = 0. S’il existait un isomorphisme entre (Z / pZ)2
et 7,/ p*Z, tout élément de Z/ p*Z vérifierait également
px = 0. Ceci est absurde dans un groupe cyclique
d’ordre p?.

4 = 1515 ="7[13]et:

1515% = —3[13] ... 1515" = 1[13].

Or : 1789 = 1[12]. Donc 1515'™ = 7[13]. Le reste
est 7.

5 = 7Z/57Z est un corps car 5 est premier.

L’équation proposée se factorise en x(x — 1)(x —2) = 0.
Les racines sont les classes 0, 1 et 2 car il n’y a pas de
diviseurs de 0. Ce n’est pas la méme chose dans Z/247.
Puisque x(x — 1)(x — 2) = 0, ’élément x n’est pas in-
versible et appartient a I’ensemble :

{0,2,3,4,6,8,9,10, 12, 14, 15, 16, 18,20, 21, 22}.
La solution 0 convient.
Six =2,0ona:22 —1)(2—2)=0. 2 convient.
Six =3,0ona:3(3—1)(3—2) # 0.3 n’est pas solution.

y
On continue ainsi avec toutes les valeurs. Les solutions
sont : {0,2,4,6,8,9,10, 12, 14, 16, 18,20, 22}.

6m (2"+3) A 43" = (2" +3") A (22" +37)) +3")

= (2" +3")A3",
Q" +3)YA Q™ 3y = 2" A3 = 1.
7= X0+1=(X?+D(X*+X*+ 1
=X*+ D ((X*+1) —2X?).
XO41=X2+DX2+1 - V2X)(X*+1 — V2X).

8 = Il existe un unique polyndme vérifiant ces condi-
tions. Il est donné a I’aide des polyndmes d’interpola-

tion de Lagrange P;(X) = H l ouj € [1,n]
i=1Ai]

par I’égalité :

P(X)=Y_ r/Pi(X).

j=1
Or:
L on+1-—i
Pj(n+1)=AH'—j_i
i=1i#j
) |
ey
(= DIn—j+1)!
On obtient :

Pn+1)=r[r"—@r—-1"].

@ Un groupe simple

1 = Le cardinal de tout sous-groupe de Z/ pZ divise p.
Or p est premier, donc son cardinal est 1 ou p. On en
déduit que Z/ pZ est simple.

2 = a) Si (G, .) est cyclique d’ordre premier, la demons-
tration est identique a celle de la premiere question. Ré-
ciproquement, on suppose que G est simple. Soit x un
élément de G distinct de e . Le sous-groupe engendré
par x est distinct de {e}. Il est donc égal a G. On en
déduit que (G, .) est cyclique.

b) Montrons par 1’absurde que son cardinal p est pre-
mier. Si p = rs ou r et s sont des entiers naturels dis-
tincts de 1 et 0 alors x* est d’ordre r. Le groupe engen-
dré par x* est un sous-groupe de G. Ceci contredit la
simplicité de G.

Donc, p est premier.
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@ Un groupe isomorphe a (Z/2Z)"

1ma)Vx € Gx=x""' SoitxetydansG.Ona:

xy =@y~ =y
b) On vérifie facilement que pour tout élément x de G
n’appartenant pas a H I’ensemble H U x H est un sous-
groupe de G.

x! = yx.

¢) Soit p le plus grand entier tel que 27 < card G.
Si card G # 1, I’ensemble {e,a;} ou a; est un élé-
ment de G distinct de e est un sous-groupe H; de G.
Si card (G) = 2, c’est fini. Sinon on peut construire un
sous-groupe de quatre éléments :

H2 = H1 Ua H1 .
Par une récurrence finie, on construit ainsi une suite fi-

nie de sous-groupe Hj et une suite finie d’éléments ay
de G tels que :

Hiw=HUaH, et a € G— H.
Le sous-groupe H,, de G a 2” éléments. Si card G # 27,
il existe un élément y de G qui n’est pas dans H),. Le

sous-groupe H,UyH, de G est de cardinal 2P+ Ce qui
contredit la définition de p.

Donc, card G = 27.

d) L’ application f de (Z/27Z)" dans G définie par :
f@n,....ny) =d"..ay’

est un morphisme de groupes surjectif. Les ensembles

d’arrivée et de départ ont le méme cardinal donc f est
un isomorphisme de groupes.

2 = a) Les ordres des éléments de G divisent 1’ordre de
G.Ils sont égaux a 1, 2, 3 ou 6.

b) Le seul élément d’ordre 1 est e. Si tous les autres €lé-
ments de G étaient d’ordre 2, le cardinal de G serait une
puissance de 2. Ce qui n’est pas.

Donc, il existe au moins un élément d’ordre 3 ou 6.

¢) Si G possede un élément d’ordre 6, il est cyclique
et isomorphe a Z/6Z. Si G ne posseéde aucun élément
d’ordre 6, il en posseéde un d’ordre 3.

Soit x cet élément. Notons y un élément de G n’appar-
tenant pas au sous-groupe engendré par x. L’ordre du
sous-groupe (x) N (y) est 1 ou 3 car il divise ’ordre de
(x) -

Or, y n’appartient pas a (x) . Donc (x) N (y) = {e}.
Montrons que I’application f : (x) x (y) — G définie
par f(u,v) = u - v est injective.

V(u,u’) € (x)VQ',v") € (y).

u-v=uv<=u"u=v v

Or: (x)N(y) ={e}.Doncu'" - u=v"-v7'=e.
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On en déduit u = u’ et v = v’. L’injectivité de f
conduit a : card (x) X card (y) < card G.
Par conséquent :

card (y) =2 et G = {e,x,xz,y,xy,xzy}.
G n’est pas abelien car sinon x - y serait d’ordre 6.
L’élément x - y n’appartient pas a (x). Comme nous
I’avons étudié ci-dessus, son ordre est nécessairement 2.

On peut alors écrire la table d’opération de G et consta-
ter qu’elle est identique a celle de (o3, 0).

Donc, G est isomorphe a (o3, 0).

L’application définie par : e —— I;, x —— (123),
y +—— (12) définit un isomorphisme de (G,.) dans
(03,0).

@ Groupe possédant
un unique automorphisme

Soit x un élément fixé dans G. L’application
y — xyx~ ! est un automorphisme de G. C’est I’iden-
tité par hypothese. On en déduit que G est abélien. L’ ap-
plication y — x~! est un automorphisme de G car G
est commutatif. Par conséquent :

VxeG x*=e.

D’apres I’exercice 3, le cardinal de G est une puissance
de 2 : 27 ol p est un entier naturel et G est isomorphe a
(z/27Z)" .

*Si p = 0le groupe G est réduit a {e} .

*Si p = 11le groupe G est isomorphe a (Z/27).

* Si p > 1 l'automorphisme de (Z/2Z)” défini par
(X1, .., Xp) = (Xp, ..., x1) n’est pas 'identité.

Donc, les seuls groupes n’ayant qu’un seul automor-
phisme sont {e} ou isomorphes a (Z/27).

Les morphismes de groupes de
(o3,0) dans (C*, X)
Le groupe (o3, 0) est engendré par les transpositions.
Pour déterminer un morphisme f de (o3,0). dans
(C*, x), il suffit de déterminer les images de toutes les
transpositions.

Montrons que toutes les transpositions ont la méme
image. Soit o une permutation de {1,2,3} et 7 = (i, j)
une transposition. Alors :

flora™) = fo) f(fle™") = f(r)

car f(o~ 1) = L On en déduit que 7 et (o°(i), o°(j))
f(o)

ont la méme image.

La transposition 7 est d’ordre 2, donc f(7) est égale-
ment d’ordre 2. Donc f(7) = 1 ou f(7) = —1.
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e Si f(r) = 1, lapplication f est 1’application
constante égale a 1.

*Si f(7) = —1, I'application f est la signature.

(6 ) Les carrés de Z/ pZ

Il s’agit de calculer le cardinal de I’ensemble
{xz; x € Z/pZ}. Soit a dans [0, p — 1]. Nous de-
vons dénombrer les solutions de x> = @* dans le corps
7] pZ.

e Sia = 0, la seule solution est x = 0 car 7/ pZ est un
corps.

* Sia # 0, 1’équation se factorise en (x —a)(x +a) = 0.
On obtient x —@ = O oux —a = 0. Ily a deux solutions
x =aetx = p=alorsque a # p — a. C’est-a-dire
lorsque 2a # p[p].

Dans ce cas, le carré a* est obtenu deux fois.

Tout nombre premier, distinct de 2, est un nombre im-
pair.

Lorsque p = 2, on obtient deux carrés 0 et 1.

Lorsque p = 2n+1 ou n est un entier naturel non nul, on
obtient tous les carrés une seule fois en prenant a dans

+
[[0,n]]. Le nombre de carrés est P

(7 ) Une équation dans Z/nZ

1 = Quand n est premier I’anneau Z/nZ est un corps.
L’équation (1) équivaut a x = 0 ou x = 1.
2= p(p — 1) = 0. Donc n divise p(p — 1). 1l existe
deux entiers naturels n’ et p’ tels que :

n=oan', p=ap e n'Ap =1
Donc, n’ divise p’(p — 1).
Orn’ A p’ = 1. Donc n’ divise p — 1.
On en déduit que n" est un diviseur de 3, puis que n
divise af.
D’autre part, p et p — 1 sont premiers entre eux. Par

conséquent, a et B sont premiers entre eux. Comme
chacun divise n, leur produit a divise 7.

En conclusion : n = af3.
3 = D’apres le théoreme de Bézout, il existe deux en-

tiers u et v tels que au + Bv = 1. On pose p = au. On
vérifie facilement que p est solution de (1).

De plus, I’identité de Bézout assure que 3 et u sont pre-
miers entre eux. Donc & = n A p.

4 = On note « la valeur commune n A p = n A g . Soit
B=nA(@—1).0OnaaB=n.DoncB=nA(p—1)
également.

L’entier « divise p et g. Il divise p — g.

L’entier 8 divise p — 1 et g — 1. Il divise p — q.

Or a et B sont premiers entre eux, car p et p — 1 le sont.
Par conséquent a3 divise p — g. On en déduit p = g.

5 = D’apres les questions 3) et 4), pour tout couple
(a, B) d’entiers premiers entre eux, tels que n = ap,
il existe une unique solution de (1).

D’apres la question 2), toute solution de (1) est associée

k
aun tel couple. Pour n = H pl

;'*, on obtient les couples

i=1
(H P, H p;”’ ou (L, M) est une partition de [[1, k].
i€l jeM

y Lk
Le nombre de ces partitions est iz:; ( i ) .
Iy a 2* solutions.
6 m * Pourn = 12, les valeurs de e sont 1, 3,4 et 12 .
e Pour @ = 1, on trouve la solution 1.
e Pour @ = 12, on trouve la solution 0.
L’identité de Bézoutest4 — 3 = 1.
e Pour @ = 3, 0onau = —1. On trouve la solution I1.

e Pour @ = 4, onau = 1. On trouve la solution 4.

Les automorphismes de corps
de Q + QV2

On note K le corps Q + QV2. Soit o un automorphisme
de K. Il vérifie : 0(0) =0 et (1) = 1

Vix,y) e K ox+y)=o0)+o(y) @

Vix,y) e K o(xy) = o(x)o(y) (2
On en déduit par récurrence que Vn € N o(n) = n.
En appliquant (1) au couple (x, —x), on obtient :

Vx e K o(—x) = —0o(x).

Puis : VneZ o)=n.
En appliquant (1) au couple (g, B), on obtient :
q

VreQ o(r)=r.

On applique ensuite (2) au couple (\/5, \/5). On en dé-
duit a(\/i) =+v2ou a(\/i) = —V2.

Finalement :

Y(a,b) € Q* o(a+bV2)=a+bV2;
ou bien :

Y(a,b) € Q* o(@a+bV2)=a—bV2.
Réciproquement, on vérifie que les deux applications

définies ci-dessus sont des automorphismes de Q+Qv/2.
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@ Les morphismes de corps de R
Soit o un morphisme de corps de R dans lui-méme. On
montre comme dans I’ exercice 8 que Vr € Q o(r) =r.
Montrons que o est croissant.
Soit x un réel positif, alors \/x existe et :
o(x) = (e(Vx)’.

On en déduit que Vx € R* o(x) > 0
Puis, en appliquant ce résultat 2 y — x > 0, on obtient

Y(x,y) € R® x

Montrons que o est injectif. Soit x un réel non nul, alors

<y= o) < o).

1
— existe. On en déduit que U'(x)a'( ) = 1. Par consé-

quent o(x) # 0. En conclusion, o est strictement crois-
sante.

Montrons par 1’absurde que o est I’identité. Soit x un
réel. Si o(x) # x. On a, par exemple, x < o(x). Il
existe un rationnel r tel que x < r < o(x). L’applica-
tion o étant strictement croissante, on en déduit :

ax) < o(r).
Or, o(r) = r, contredit ’inégalité r < o(x). On pro-
cede de méme si o(x) < x.

Le seul morphisme de corps de R dans R est I’identité.

L'anneau des décimaux

D est clairement un sous-anneau de R. Il est donc in-
tegre. Montrons que ses idéaux sont principaux. Soit /
un idéal de D.

*Sil = {0} alors I = OD.

* Si I # {0} montrons que / N N* est non vide. Soit
Xxo un élément non nul de /. Il existe un entier p tel que
xo + 10? soit un entier relatif g. Or g = x( - 107 avec
xo € I et 1077 € D, donc g € I car I est un idéal.
D’autre part, / est un sous-groupe, donc —qg € I. Ainsi,
g ou —q est un élément de 7 N N*,

Notons a le minimum de 7 N N*,

On a trivialement aD C /. Montrons que / C aD.

Soit x dans /. Il appartient a D, donc il existe trois en-
tiers relatifs a, 8 et n tels que ;

x=2%Pn et nA10=1
Or 27%57 est dans D et x est dans 7, donc 2%5Px ap-
partienta /. Ainsin € I NZ.

Or I N Z est un sous-groupe de Z. Il existe un entier
naturel m non nul tel que / N Z = mZ. On vérifie que
m = a.Donc n € aZ.

On en déduit que x € aD. En conclusion : I = alD.

Dans les deux cas, I est principal.
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(11 ) Polynémes de Tchebychev

1 = a) Notons ¢
Moivre,on a :
T,(x) = Re (cost +isint)"

Z ( ;; ) (—1)? cos" 2P (1 — cos® 1).

0<p<3
Il s’agit bien d’un polyndme en cos? a coefficients en-
tiers et de degré inférieur ou égal a n.
b) T1(X) = X; Th(X) =2X>—1; T5(X) = 4X° —3X;
Tu(X) = 8X* —8X% + 1.
c¢) La relation de récurrence est obtenue a partir de la
relation :

= Arccos x, d’apres la formule de

cos(n + 1)t +cos(n — 1)t = 2cost cosnt.
d) On choisit comme hypothese de récurrence H,,.

Le polyndme 7,, a la parité de n, son degré est n et son
coefficient dominant est 2" "

L’hypothese est vérifiée pour les quatre premieres va-
leurs de n. L'hérédité est montrée facilement a 1’aide
de la relation de la question 3), en remarquant que
XT,+1(X) a une parité différente de celle de 7., et
que le terme de plus haut degré de T, est celui de
2X Tn+] (X )

e) La formule de récurrence donne I’algorithme :

on ajoute a —7;, le produit de 2X par 7,; puis on ob-
tient 7,45.

Entrée de n
u+—1

ve— X

For p from 2 to n do
W v
ve—2%x X *xv—u
u<——uw

endfor

Afficher v

Avec le logiciel Maple on utilise la commande
with(orthopoly)

f) On pose ¢ = Arccos x.

2 = a) La question 1) f) assure :
Vx € [-1,1] |T,(x) < 1

atteint pour + = 0 donc pour x = 1. On en déduit

”TnHoc = 1.

b) Cette inégalité se démontre par récurrence a I’aide de
I’expression :
sin((n + 1)u) = sin(nu) cos u + sin u cos(nu).
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¢) On dérive la fonction composée de
x — t = Arccos x et de t — cosnt. On obtient :

1
Vx € [-1,1] T)(x) = —ncosnt—.
sin ¢
D’apres la question 2) b), on en déduit :
Vx € [-1,11 |T/(x)| < n?.

Cette borne étant atteinte lorsque ¢ tend vers 0, c’est-a-
dire lorsque x tend vers 1.

Do ||} o0 = n*

3 = a) La relation se démontre facilement par récur-
rence a 1’aide de la formule de la question 1) c).

=1l
est continue strictement

b) L’ application r —
croissante de [1,+oo[ dans lui-méme. Pour tout x de
[1, +oo[ il existe un unique r de [1, +oo[ tel que :
r4r!
2
La résolution de 1’équation du second degré qui corres-
pond a cette égalité donne r = x + /x2 — 1.

P—

"+ r "
Pourr}lonalngr

n

On en déduit :

1 <T,(x) < (x+\/x2— l)n.

4 = a) Pour tout ¢ de [0, 7] on obtient :
T!(cost)(—sint) = —n sinnt
T (cost)sin®t — T/(cost)cost = —n> cos nt.
On en déduit :
Vr € [-1,1] (0 —x)T/(x) = xT/(x) +n’T,(x) = 0.

Cette expression polynomiale, nulle sur [—1, 1], est
également nulle sur R.

L’équation différentielle vérifiée par 7, sur R est :
(A —x2)y" —xy' +n*y =0.
b) On applique la formule de Leibniz a 'ordre k — 1 a
I’équation différentielle obtenue. On obtient :
(1 =)y =20 = Day® = (k = Dk = 2)y*7Y
—xy® — (k — l)y(k_]) +n?y*®=b =,

Puis, apres simplification et pour x = l on a:

2k — DTOA) = (n® — (k — 1HTE D).

En multipliant les égalités obtenues pour k variant a par-
tir de la valeur 0. On obtient :

n*(n* — 1)...(n> — (k — 1)?)

LY = 13..2k — 1)

En introduisant les termes pairs manquants on a :
n—="1)...n =k —D)nn+1)...(n+(k — 1))
1.2.3...(2k — 1)(2k)

puis la relation demandée.

2k k!

1) = -

La derniere relation s’obtient en remarquant que la pa-
rité change a chaque dérivation.

Majoration des polynémes
et de leurs dérivées

1 = a) On résout cosnt = £1 (1) en posant x = cos?.

k
L’ensemble des solutions de (1)est —Tr; k € [0, n].
n

Les solutions de |7,,(x)| = 1 sont les ;.
Ona Tn(ak) = (—l)k.
D’apres I’exercice 11 question 2) ¢), on a :

n sin nt P
T,)(cost) = ———. On en déduit :
sin¢

Vjell,n—11 T,(a;)=0.

Pour j = 0 ou j = n, 'expression précédente
est indéterminée. On va utiliser la question 4) b) de
I’exercice 11.

POUI'j =n, Tn/(l) = nz.
Pour j = 0, T,,/(—l) _ (_1)n+1n2'

b) La famille (Lo, ..., L,) est la base duale de la famille
(ug, ..., uy) ou chaque u; est définie par P — P(a;).

L’expression de tout polyndme P de degré inférieur a n
est donnée par :

P=) (u,P)L )
i=0
ou ( ) désigne le crochet de dualité.

n
Pour 7}, on obtient : T,(X) = Z(—l)””'Li(X).
i=0
¢) Pour x > 1onax —a > 0 carles g; sont dans
Le dénominateur de L; contient exactement n — i fac-
teurs négatifs. Par conséquent (—1)"~'L;(x) = |L;(x)|.

Do : Vx € [1,+00[ T,(x) =Y _|Li(x)|.
i=0

d) La relation (2) et la question 3) b) de I’exercice 11
permet d’écrire pour tout x de [1, +oo

1P < Y [PG@i] |Lix)] < [|Plloo Y ILi)|
i=0 i=0
< [P|Joo(x + V22 = D).
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2 = a) La justification est analogue a celle de la ques-
tion 1) ¢). En effet, lorsqu’on dérive le numérateur de L;
tous les facteurs des termes de la somme obtenue sont
positifs.

b) C’est la méme démonstration qu’a la question 1) d)

a I’aide de la question 2) a).

3 = a) On montre par une récurrence immédiate que :
k

P/gk)(X)z A+e p /\+8X+/\—s .

2 2 2

A+ Al +1
Or A et & ont le méme signe. Donc |TS| = | |2 .

On obtient 1’égalité attendue.
b) Comme 1 + |A[> 1 I’égalité de 3) a) assure :
PO < 24 PP
D’apres 2) b),on a :
|1POW)| < 28| Pl oo TR(1).
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A+e A—¢ x+1 x-—1
De plus : X + =A +
S 2 2 2
Or:x;1>0et—1<A<1.
Donc :
A+e A—¢
—1< X+ —<x< 1.

2 T2
On en déduit la majoration de || Py||co par || P]|co, puis
I’inégalité :

PP < 2| Pllo T, (D).

¢) D’apres la question 4) b) de I’ exercice 11, on a :

n k! (n+k)!
2Pl T,O(1) = 2% —~ 1Pl
n+k 2k)! (n —k)!
k! (n+k)!
2 [P oo-

SR (n—k)!
Pour k=1, on reprend la majoration de la ques-
tion 3) b) et on applique la question 2) ¢) de I’exercice
11. On obtient :

1P’ lloo < 2% Plco-



Compléments
d’algebre linéaire

RAPPELS DE COURS

Dans ce chapitre, K désigne un sous-corps de C et E un espace vectoriel sur K.

Soit (x;);e; une famille de E indexée par un ensemble / fini ou infini. On note K Ie sous-espace
de K’ des familles a support fini indexées par 1.

D FAMILLES DE VECTEURS

« Combinaisons linéaires

Un vecteur x de E est combinaison linéaire des x; pour i dans I, s’il est combinaison linéaire
d’une sous-famille finie de (x;);c;.

Une famille (x;);c;, d’un espace vectoriel E est génératrice si, et seulement si, tout élément de
E est une combinaison linéaire des vecteurs x; pour i dans /.
* Famille libre, famille liée

La famille (x;);e; est libre si tout élément du sous-espace engendré par cette famille s’écrit de
maniere unique comme combinaison linéaire des vecteurs x; pour i dans I.

On dit aussi que les vecteurs x; pour i dans [ sont linéairement indépendants ou plus simplement
indépendants.

Une famille (x;);c; d’un espace vectoriel E qui n’est pas libre est liée. Dans ce cas, les vecteurs
x; pour i dans I sont dits linéairement dépendants.

La famille (x;);<; est libre si, et seulement si :

¥ (e)ier €KW ZaixiZOE = Viel a; =0

iel

Une famille de vecteurs est libre si, et seulement si, toute sous-famille finie est libre.

Une famille (x;);c; d’éléments d’un espace vectoriel E est liée si, et seulement s’il existe une
famille («;);c; de K ™ non identiquement nulle telle que Z a;x; =0 .

icl
Une famille est liée si, et seulement si, I’un des vecteurs est combinaison linéaire des autres.
Soit une famille libre (x;);c;, d’un espace vectoriel E et x un vecteur de E tel que la famille

associée a {x} U{x; ; i € I} soitliée. Alors x est combinaison linéaire des vecteurs x; pour i
dans /.
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

* Base

La famille (x;);<; est une base de E si elle est libre et génératrice. La famille (x;);<;, est une base

de E si, et seulement si, tout vecteur x de E s’écrit de maniére unique x = Z a;x; ou (@;)icr
icl

est une famille de K. Les scalaires a; pour i dans I sont les coordonnées ou les composantes

du vecteur x.

» Théoréme de la base incompléte

Soit (x;);e; une famille génératrice finie de E et J une partie de / telle que la famille (x;);c, soit
une famille libre de E.

Alors il existe une partie L de I contenant J telle que (x;); <z soit une base de E.
» Application linéaire déterminée par I'image d’une base
Soit (x;);ec; une base de I’espace vectoriel E et (y;);c; une famille de 1’espace vectoriel F.

Il existe une unique application linéaire u de E dans F telle que :

Viel u(x;) = yi.

P SOMME DE SOUS-ESPACES

¢ Soit (E ;) ;e une famille finie de sous-espaces vectoriels de E.

On appelle somme de la famille (E;);c; et on note Z E ; le sous-espace de E engendré par
icl

U E;.

i€l

S E;={> xi : Viel x; €E;

iel iel

On dit que la somme E E ; est directe et on note @ E; , si tout élément de la somme E E;
icl
iel '€ iel
s’écrit de maniere unique comme une somme d’éléments de E;.

Pourtouti de 1,ED Ei = £ @ (EDE;)
i€l JEI
J#i
e La somme Z E ; est directe si, et seulement si :
icl

V(xi)iGIEHEi (inZOE = Viel )C,'ZOE>.
i€l iel
e La somme des E; pour i dans [ est directe si, et seulement si :

v jel [Zj N j{: E; ::{ Op }.

el
i#j

¢ Lorsque la dimension de E est finie, la somme Z E; est directe si, et seulement si :

iel
dimz E; = Z dim E;.
iel iel
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* Lorsque I’espace vectoriel E est somme directe de la famille (E;) ;¢;, pour tout i de I, on note
p; la projection sur E; de noyau @ E;.
j€l
J#
Alors Zpi =1Idg, pi o pi = piet pjo p; =0rE) pouri # j.
i€l

D SOUS-ESPACES SUPPLEMENTAIRES

Deux sous-espaces E; et E, d’un espace vectoriel E sont supplémentaires si, et seulement si :
E, & E,=E.

¢ Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie.

1) Tout sous-espace F admet au moins un supplémentaire.

2) Pour tout supplémentaire G de F ona:dim F +dimG = dim E.

¢ Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E.
Il y a équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) E=Imf +Ker f;

(i) E=Imf & Kerf;

(iii) Imf NKer f = {0g}.

 Tout sous-espace d’un espace vectoriel admet au moins un supplémentaire.

Tout sous-espace distinct de E admet une infinité de supplémentaires.

P SOMME ET FAMILLES DE VECTEURS

Pour tout i dans 7, soit S; une famille de E ;.

Si pour tout i dans 7 , S; est génératrice de E;, alors UISi est une famille génératrice de E E;.
i€
icl
On suppose que la somme des (E ;) ;¢; est directe.

1) Si, pour tout i dans 7, la famille S; est libre, alors ‘UJSi est libre dans & E; .
i€ iel
2) Si, pour tout i dans /7, la famille S; est une base de E;, alors ‘UIS,- estune basede @ E; .
i€ iel
e Soit (e ;) ;<7 une base d’un espace vectoriel E et (I;)  c; une partition finie de 1. Pour tout k
de J soit E ;. le sous-espace vectoriel engendré par la famille (e ;) i€y Alors E = @& Ej .
keJ

Une base (e ;) ;s de E est dite adaptée a la décomposition en somme directe E = @ Ej s’il
keJ

existe une partition (Ix) ¢ ¢ de I telle que, pour tout k de J, la famille (e;);<,, soit une base de
Ey.

» SOMMES DIRECTES ET APPLICATIONS LINEAIRES

¢ Soit E un espace vectoriel, somme directe d’une famille finie (E;) ;¢; de sous-espaces vecto-
riels, F un espace vectoriel et, pour tout i de 7, u; une application linéaire de E; dans F.

Alors, il existe une unique application linéaire u de E dans F telle que, pour tout i de 7, I’appli-
cation u; soit la restriction de u a I’espace E;.

* Soit E et F deux K-espaces vectoriels et # une application linéaire de E dans F. Alors :
1) la restriction de u a un supplémentaire G de Ker u est un isomorphisme de G dans Imu ;

2) tout supplémentaire du noyau de u est isomorphe a I’'image de u.
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¢ Soit E un K-espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel de E, G et H deux sous-espaces
supplémentaires de F dans E :

1) la restriction 2 H de la projection sur G de noyau F est un isomorphisme de H dans G.
2) les supplémentaires G et H sont isomorphes.
¢ Soit E un K-espace vectoriel et F un sous-espace de E.

Si F admet un supplémentaire G de dimension finie, tous les supplémentaires de F sont de
dimension finie égale a la dimension de G.

La dimension commune de tous les supplémentaires de F est la codimension de F, notée
codim F.

Lorsque E est de dimension finie : codim F' = dim E — dim F'.
* Soit E, F deux K-espaces vectoriels et u une application linéaire de E dans F de rang fini.

Alors Ker u est de codimension finie égale au rang de u.

D DUALITE

» Formes linéaires et espace dual

Une application u linéaire de E dans K est appelée forme linéaire sur ’espace E.
L’espace vectoriel L(E, K) est appelé I’espace dual de E. 1l est noté E*.

L’application ¢ définie de E* x E sur K, par ¢ (u , x) = u(x) est une forme bilinéaire.
L’ application ¢ est appelée forme bilinéaire canonique.

Le scalaire ¢ (# , x) seranoté (u , x), la notation (, ) sera appelée crochet de dualité.
Le zéro de E* est I’application nulle. Il sera noté 0*.

e Soit x et y dans E, u dans E*. Alors :

x=0 & VYueE (u, x)=0.
xX=y & YueE " (u, x)=u,y).

« Trace d’une matrice, d’un endomorphisme

* Soit A une matrice carrée d’ordre n dans M,(K) : A = [[a;, j 1l icqi, n) jer o1

Le scalaire Z a;,; est appelé la trace de A noté Tr(A).
i=1
L’application trace Tr définie de M, (K) dans K est une forme linéaire.
Pour toute matrice A et toute matrice B de M,(K) on a : Tr(A B) = Tr (B A).
Deux matrices semblables ont la méme trace.

¢ Soit B une base de E et u un endomorphisme de E. La trace de la matrice de u dans la base
B ne dépend pas du choix de la base B. Elle ne dépend que de I’endomorphisme #. On 1’appelle
trace de I’endomorphisme u, notée Tr(u).

¢ Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. La trace d’un projecteur p est égale a son
rang.
e Hyperplans

Un hyperplan H de E est un sous-espace de E de codimension 1 : il existe une droite D telle
que H ® D=E.

Si H estun hyperplan de E, pour tout vecteur @ de E n’appartenantpasa H ,ona:H @ Ka = E.
Pour tout hyperplan H de E et tout vecteur a de E n’appartenant pas a H, il existe une forme

linéaire u unique telle que u | soit nulle et telle que u(a) = 1.

(© Hachette Livre — H-Prépa Exercices, Maths m

La photocopie non autorisée est un délit



ALGEBRE ET GEOMETRIE

Un sous-espace H de E est un hyperplan si, et seulement s’il est le noyau d’une forme linéaire
non nulle.

* Soit # dans E* non nulle et H le noyau de u. Alors u(x) = 0 est appelée une équation de H et :

YveE* H=Kerv < 3IAeK\{0} v=2Au.
Toutes les équations d’un hyperplan sont proportionnelles entre elles.

* Base duale et préduale

¢ Soit £ un K-espace vectoriel de dimensionn et B = (e;, e, ..., €,) une base de E.

Pour i, j dans [[1, n]] le symbole de Kronecker 6{ est défini par 6{ =1sii=jet 5{ =0si
i #j.

Pour tout i dans [1, n], on définit la forme linéaire e sur E par :

Vjiell,nl (e, e)=25.

Les formes linéaires e} , e; , ..., e, sont appelées les formes linéaires coordonnées.
Alors E* est de dimension n et B* = (e} , €5 , ..., e,) est une base de E*, appelée base duale
de B .

La base B est dite préduale de B*.

n
Toute forme linéaire de E* se décompose de maniére unique dans labase B* : u = E (u, e)e;.

i=1
n

Tout vecteur x de E se décompose de maniére unique dans la base B : x = Z(ei* , X)e;.
i=1
e Soit (x1, X2, ..., X,) une famille de E et (u; , u, , ..., u,) une famille de E™ telles que :
Viell,nl Yjell,nl  (u, x;)=28/
Alors :
—la famille (x;, x, , ..., x,) estune base de E ;
—la famille (11, us , ..., u,) estune base de E*, duale de la base (x;, x2, ..., X,).
e Soit L = (uy, ..., u,) une base de E*. Il existe une base B = (x;, X2, ..., x,) de E telle que
L =B".

Elle est I’'image réciproque de la base canonique de K" par I’application f de E dans K" définie,
pour x dans E, par :

fx)= (ul(x), e un(x)).

Si F est un sous-espace vectoriel de £ de dimension p, ’ensemble des formes linéaires s’annu-
lant sur F est un sous-espace vectoriel de E* de dimension n — p.

e Soit (uy, ..., u,) une famille /ibre de p formes linéaires dans E* alors ﬁ Ker u; estun espace
vectoriel de dimension n — p et Vect (uy, ..., u,) est ’ensemble des formes linéaires nulles sur
p
ﬁlKer uj.

j=
Tout sous-espace de dimension p est I’ensemble des vecteurs de E dont les coordonnées dans la
base B sont solutions d’un systeéme de rang n — p de la forme :

ayp X+ - +dai, X =0
a X1+ -+ ay, x, =0
Qp_piX1+- - +ay_ppx, =0

Réciproquement, I’ensemble des solutions d’un systeme de p équations de rang p est un sous-
espace de K" de dimension n — p.
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I 0 0

Dans ce chapitre, le corps K désigne soit le corps R des
réels, soit celui des complexes C.

n Pour s’entrainer

1 = E estun K-espace vectoriel de dimension 7.
On considere deux endomorphismes f, g de E tels que :
f+g=1dg; re(f)+reg) <n.
Montrer que f et g sont des projecteurs.
2 = On note E I’ensemble des endomorphismes u de
M, (R) tels que :
VM € M,(R) u('M)="(u(M)).
Déterminer la structure de E et sa dimension.
3 m Les réels x;, xa, x3 sont distincts. On considére

les six formes linéaires définies sur 1’espace vectoriel
E =K[X] par:

Vi € [1,3] VP € E ¢;(P)= P(x),:(P)= P'(x;).
st

Déterminer le rang de la famille {¢y, . .

4 = Soit Q un polynéme de R[X].
Discuter 1’équation :

PX+1)+P(X—1)=-2P(X) = Q(X).
Application
Résoudre les cas particuliers Q € {1, X, Xz}.
5*m Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimension
finie et f une application linéaire de E dans F'.
Montrer que f est un isomorphisme si, et seulement si :

Vge L(F,E) fogof=0 = g=0.

6*m Soitn > 2 et A une matrice de M, (R) telle que :
VX € M,(R) Det(A + X) = Det(A) + Det(X).

Montrer que A = 0.

7 = Cet exercice utilise les développements en série en-

tiere.

a) Expliciter le développement en série entiere de

V1+xpour—1 <x < 1.
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b) M est une matrice carrée réelle telle que :
M? —3M*+3M —1=0.
Expliciter une matrice N sur le méme corps que M telle
que M = N°.
8 m A est une sous-algebre de M, (K) et M une matrice

réguliere appartenant a A.

a) Montrer que I’application ¢ (X —— M X) est un
automorphisme d’espace vectoriel de A.

b) Montrer que M ! appartient 2 .A.

¢) Calculer I’'inverse de N =

QD) =t =t = N
—_— ) = N
—_ = O\ =
—_ R = W =
A= == W

d) Ou intervient la structure de sous-algébre pour A ?

@@ Conseils
1) Question classique, s’il en est...
Vous DEVEZ savoir montrer que f et g sont des
projecteurs associés.

2) Montrer que les sous-espaces des matrices Sy-
métriques et des matrices antisymétriques sont
stables par tout endomorphisme de E.

3) Considérer une combinaison linéaire nulle des
formes linéaires et chercher a montrer que les coef-
ficients sont nuls en 1’appliquant a des polynomes
judicieusement choisis...

5) Si f est un isomorphisme et si g vérifie
fogo f=0,alors..

Réciproquement, si f vérifie cette propriété, mon-
trer que f est injective, puis surjective.

Essayer de procéder par 1’absurde.

6) Poser X = A. Qu’en déduire ?

Supposer ensuite A # ( et construire une matrice
X telle que :

Det(A + X) # Det(A) + Det(X).
7) Ecrire M = 1+ (M — 1) dans M = N2.
8) b) Regarder les antécédents de I, par ¢.
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@3 Hyperplans et formes linéaires

1 = D’apres E3A.PC.

Calculer la dimension et donner une base de 1’ensemble
E des polyndmes réels P de degré inférieur ou égal a n

1
tels que/ P =0.
—1

2*m A et B sont deux matrices de M, (R), ¢ est une
forme linéaire non nulle sur IV, (R).

Résoudre, dans M, (R), I’équation X + ¢(X)A = B.

@@ Conseils
2) Appliquer la forme linéaire aux matrices B et
X + ¢(X)A. Puis discuter suivant les cas.
Si nécessaire, et seulement dans ce cas, décompo-
ser M, (R) en somme directe de sous-espaces vec-
toriels.

@ED une équation matricielle

Résoudre dans M, (R) I’équation :

tr(X)Y +tr(Y)X = [i _i]

1 1
XY - [ b 2}
@@ Conseil
Prendre la trace de tr(X)Y + tr(Y)X.

@ Matrices de trace nulle

Soit E un espace vectoriel non réduit au vecteur nul.

1 = Déterminer les fonctions f dans L(E) telles que,
pour tout x de E, la famille {x, f(x)} soit liée.

2 = Montrer que, si M est une matrice de M,(K), non
scalaire, elle est semblable a une matrice de la forme :

0 «
1 B|°
3 = Montrer que toute matrice carrée non scalaire, de

trace nulle est semblable a une matrice dont les termes
diagonaux sont nuls.

@@ Conseils
1) Pour tout vecteur x de E, il existe un scalaire A,
tel que f(x) = A,x.
Mais attention ! ce scalaire dépend de x.
2) Utiliser la question précédente.
3) Démonstration par récurrence.
A lordre n + 1, considérer la matrice obtenue en
supprimant la premiere ligne et la premiere co-
lonne de M et travailler avec les matrices décrites
par blocs.

@& un caleul dinverse

Inverser, si possible, la matrice :
n n—1 - 1

A— n—1 n-—1

@@ Conseils
Plusieurs méthodes sont possibles...

Morphismes multiplicatifs
de M, (R) dans R

Soit f une application non constante de M, (R) dans R
telle que :

V(A,B) € M,(R)> f(A.B)= f(A).f(B).
1 = Déterminer f(I,) et f(0).

2 = Montrer que deux matrices semblables ont méme
image par f.

3 = Montrer que, si A est une matrice de rang
0 < r < n, il existe deux matrices inversibles P et
Q telles que :

SO

Q0 =PNQ.

0 --. 0
4 = Montrer que A € GL,(R) < f(A) #0.

@@ Conseils
2) Chercher d’abord I’image par f d’une matrice
inversible.
3) Noter u I’endomorphisme canoniquement asso-
cié a f et chercher deux bases de R" dans les-
quelles la matrice de u ait la forme souhaitée.
4) Regarder les puissances de la matrice N.
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@B Composés d’endomorphismes

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

1 = Soit f et g deux endomorphismes de E. On consi-
dere les trois égalités :

(@) fogof=f ()gofog=g (i)rgf=rgg

Montrer que si deux de ces égalités sont vérifiées, la
troisieme I’est aussi.

2 = Soit f dans L(E). Montrer I’existence de g dans
L(E) telle que (i), (ii), (iii) soient vraies.

3 = Soit f, g, h, f1, g1 dans L(FE) telles que :
fofiof=f et gogog=g.

Montrer qu’il existe x dans L(E) telque foxog=nh
si, et seulement si :

fofiohogiog=h.

@@ Conseils

1) Pour montrer que (i) et (iii) entrainent (ii), éta-
blir, tout d’abord, que rg(g o f) =r1gg.

Puis, établir que si a et b sont deux endomor-
phismes de E tels que : Im a = Im b, il existe
un endomorphisme ¢ de E tel que : a o ¢ = b. On
pourra alors utiliser 1’exercice 1.

2) Faire une étude suivant le rang de f.

€D Normes de forme linéaire

D’aprés X.ESPCI. PC.

On fixe un entier n dans N et on désigne par E 1’espace
vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré in-
férieur ou égal a n. On considere la forme linéaire L sur
E définie par :

1
VP € E L(P):/ P(x)dx.
—1

1 = Déterminer ’image par L de la fonction polyno-

miale P telle que P(x) = Zapx P,
p=0

Déterminer la dimension du noyau de L, puis une base
de ce noyau.

2 = Soit N une norme sur E. On pose :

N(L)= sup |L(P)|.
PeE,N(P)KI

Justifier I’existence de N(L) et montrer qu’il existe Q
dans E tel que N(Q) = l et |L(Q)| = N'(L).
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3 = Pour P dans E tel que P(x) = Za,,xp, on pose :

p=0
1/2

Noo(P)= sup |a,| et Ny(P)= [ (a,)

0<p<n p=0

Comparer les normes N, et N;.

4 = On désigne par N (L) et N»(L) les nombres N (L)
définis dans la premiere question, quand on choisit pour
N respectivement N, et N;.

a) Trouver Q. dans E tel que Noo(Qoo) = 1 et
IL(Qoo)| = Noo(L).
b) Trouver Q, dans E tel que No(Q») = Na(L).

@@ Conseils
1) Noyau d’une forme linéaire...
2)) Montrer que I’ensemble {P € E; N(P) < 1}
est une partie compacte de E.
3) Revoir le cours.
4 a)) Utiliser 2) b).
b) Une racine carrée... Penser a Cauchy-Schwarz.

g Matrices et déterminants
par blocs

Les deux exercices suivants sont indépendants.
1 = Les matrices A et B sont carrées d’ordre n > 1, a
coefficients réels.
On considere la matrice, définie par blocs :
A B
M = .
—-B A
L T
On pose, en blocs, P = |. S
i, —il,
a) Montrer que la matrice P est inversible et donner son
inverse.

b) Calculer la matrice P~ 'M P.
¢) Quelle relation en déduit-on pour Det(M) ?

2*m Soit A, B, C et D quatre matrices de M, (C).

On consideére la matrice de M,,(C) définie par
A B

M- ( A D) |

a) Montrer que si A est inversible, on a :

DetM = DetA. Det(D — CA™'B).

DetA DetB
DetC DetD /°

Montrer que, si M est de rang n, la matrice N est de
déterminant nul.

b) On considere N = <



ALGEBRE ET GEOMETRIE

@@ Conseils
1) a) Essayer directement de déterminer I’inverse
de P.
¢) Que dire du signe de Det(M) ?
2) a) On pourra déterminer une matrice inversible
P de M,,(C) telle que PM soit trigonale par
blocs.
b) On pourra distinguer les cas DetA = 0 et
DetA # 0.

EL3 Polynome et déterminant

On consideére un entier naturel non nul, n et D, le dé-
terminant :

X )C2 xn—l X"
1 1 1
Dyt = 1 2 3 n n+1
1 2n—1 3)1—1 nn—l (n + l)n—l

Montrer que D, est un expression polynomiale en x
dont on précisera le degré et le terme dominant.

Calculer D,,;.

@@ Conseil
Considérer I’endomorphisme 6 de K, _[X] défini
par :
VP e K,_1[X] 6(P)=P(X+1)
et utiliser (Id — 8)".

Déterminant, rang
et inverse de matrice

On considere (ay, ay, .., a,) un n-uplet de réels. On pose
ap = 0 etpour tout entier k (1 < k < n):

bk = day —adg—1.
On note A, la matrice (n,n) dont 1’élément situé a la
i-ieme ligne, j-icme colonne est dmyin(, )-

1 = Calculer le déterminant de A,,.

2 = Montrer que le rang de A, est le nombre d’éléments
non nuls du n-uplet (by, by, . .., by,).

3 = Dans le cas ou A, est inversible, déterminer A, I

@@ Conseils
1) On pourra effectuer des manipulations sur les
lignes de ce déterminant.
2) Les mémes méthodes s’emploient pour la re-
cherche du rang.

m Comatrice

Les deux questions suivantes sont indépendantes.

1*m Soit A dans GL,(R).

a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que la transposée de la comatrice de A, notée '‘ComA
soit égale a AL,

b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que 'ComA = A.

2 = Soit A dans M,,(Z).

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
A soit inversible et que A" soit dans M, (7).

@@ Conseils
1) et 2) Utiliser la relation liant ‘ComA, A et DetA.

A lgorithmes

&ED Les nombres de Stirling

D’apres Navale.

On note R[X] I’espace vectoriel des polyndmes a coef-
ficients réels ; pour tout entier naturel, n > 0, R, [X] est
I’espace vectoriel des polyndmes de degré au plus égal
an.

On désigne par ¢g = a9 = Ey = Fy le polyndme
X' =1

On considere, pour tout entier j # 0 et tout réel
a # 0, les polyndmes e;, a;, E;, F; respectivement dé-
finis par :

(X)) =X @X)=X-a);

1
Ej(X) = FX(X—I)---(X—j+1);

Fiy(X) = jIEj(X).

On appelle, pour tout n de N, By, B, 4, &, Fy les fa-
milles :

602(607---’&1); Bn,a:(ao,“-’an);

gn:(EO’---aEn); fn:(FO’---aFn)-
Le dual d’un espace vectoriel V dont une base est B
sera noté V*, et B* sera la base duale de B ; cette base
B elle-méme sera dite préduale de B*.
Soit A I’opérateur de R [X] dans lui-méme qui, a toute
f appartenant a R[X], associe A( f) telle que, pour tout

xdeR:
ANX) = fx+1)— fx).

On pose A = I, et pour tout entier p > O,
APHL = AP G A,
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Soit D I’opérateur de dérivation sur R[X] tel que, pour
tout réel x :
f

d
(Df)(x) = o

Partie 1 : Etude de A et nombres de Stirling
1 = a) Montrer que &, et F,, sont des bases de R,,[X] et
que A est une application linéaire.
b) Montrer que R, [X] est stable par A.
¢) L’endomorphisme de R, [ X] induit par A est noté A,,.
Montrer que A, est nilpotent.

Montrer que A n’est pas un endomorphisme nilpotent
de R[X].

d Déterminer la matrice A, de A, relativement a By.

2 = Déterminer la matrice B, de A, relativement a &,
et le plus petit entier m (dit indice de nilpotence de B,)
tel que B = 0.

3 = On pose, pour tout k dans N vérifiant 1 < k < n:

n n

Fe=Y sG.ke et e =Y olikF.
i=0 i=0
Les nombres s(i, k) et o(i, k) sont appelés respective-
ment nombres de Stirling de premiere et de seconde es-
pece.

a) Déterminer, pour tout (7, k) dans N? tel quel <i<n
et0 < k <n—1,lenombre s(i,k + 1) en fonction de
s(i — 1,k)ets(i, k).

b) Déterminer de méme une relation de récurrence per-
mettant de calculer o (i, k).

c) Ecrire un programme de calcul, a n fixé, des s(i, k)
pour tout (i, k) dans N2 tel que l <i<netl <k<n.

Méme question pour les o(i, k).

Faire fonctionner ces programmes pour calculer s(5, 6)
et o(5,0).

4 = On désigne par P, la matrice de passage de &, a
F,. Calculer Ps et Psfl.

Partie 2 : Interpolation

5 = Déterminer la base duale B, , = (ag,...,a,) de
Ba-

6 = SoitE; = (Ej, ..., E;)labase duale de &,.

a) Calculer, pour tout (k, i) de N, A*(E;) et A*(E;)(0).

b) Expliciter P = Z E’(P)E; en déterminant, pour
i=0

tout P de R,[X], les E;(P) en fonction de A, et de P.
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

¢) On suppose qu’un polyndme Q de degré g de R[X]
prend, pour g + 1 entiers consécutifs de Z des valeurs
entieres. Montrer que Q(Z) C Z.

7 = Soit i un entier. On définit I’application :

L} : R,[X]+—— Rpar L (P)= P(i).

a) Montrer que £* = (Lg,...,L)) est une base de
(R,[X])* dont on déterminera la base préduale, qui sera
notée L = (Lo, ..., L,).

b) En utilisant £, déterminer un polyndme 7', de de-
gré 3, dont le graphe contienne les points :

i,z j*| pouri dans {0,1,2,3}.
=0

Partie 3 : Lien entre A et D

8 = a) Montrer que, pour tout k > 1:

k _11'71
pEy =",

i

i=1

_l)i—l
i

b) En déduire que D = »

i=1

A,

@@ Conseils

3) a) Les s(i, k) (et les o(i,k)) sont les coordon-

nées des polyndmes F}. (respectivement ¢;) dans la

base By (respectivement JF,).

La question posée incite a écrire Fy,; en fonction

de F; k-

b) Une méthode possible consiste a écrire X*, pour

k entre 0 et n — 1, en fonction des F; et a multiplier

par X.

5) Décomposer P suivant les polyndmes de la base

B.a-

6) b) Utiliser la question précédente.

¢) On peut :

e définir, en utilisant Q, un polyndme P de méme
degré, prenant des valeurs entieres pour les en-
tiers 0,1,... ,d ;

* montrer que, pour tout k dans [[0,d], A';(P)(O)
est un entier relatif’;

e poursuivre en utilisant la question précédente.

7) a) Penser aux polynomes de Lagrange.
8) a) Récurrence sur k. Ne pas oublier que :
X —k

| = =18},
k+1 el ok
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@3 Racines d'un polynéme
par la méthode de Bernoulli

Partie mathématique

On considere le polynome P(X) = a, X" + --- + ao,
(avec a, # 0), polyndme dont on cherche les racines
supposées toutes non nulles et de modules distincts. Soit
X1,X2,- -+ , X, ces racines telles que :

[xq| > x| > -+ > |xal-

On cherche & approximer une racine de P en utilisant
une suite récurrente linéaire telle que : Vk € N.

ApUien + Qp_Ujpn—1 - - +aouy = 0 (E)

soit, pour tout entier k :

ap—1 ao
Uksn—1 — =+ — —Ug.
Ay ay

Uksn = —

On note € I’ensemble des suites vérifiant la relation (E).
Vérifier, en utilisant la méthode du cours pour les suites
récurrentes linéaires d’ordre 2, que &€ est un espace vec-
toriel et que les suites géométriques (x¥); forment une
base de €. Soit u dans E. Il existe donc n scalaires
Cy,---,C, tels que, pour tout entier k :

Uy = C1x1f+~--+C,,x,]f.

Montrer que, si la suite (u#;) n’est pas nulle, le rapport

converge vers une racine de P.
Uk—1

Partie informatique

1 = Expliciter un algorithme de recherche des racines
de P.

2 = Traduire cet algorithme en un programme.

3 = Résoudre, avec ce programme, les équations :

x2—15x—-7=0: x> —12,5x>+335x +20 = 0.

E2D Forme faible de Frobenius
d’une matrice

D’apres CCP. Maths appliquées.

Une matrice compagnon est aussi dénommée matrice de
Frobenius.

Georg Frobenius (1849-1917), mathématicien alle-
mand, travaille sur la théorie des groupes et en al-
gebre linéaire. Il fournit la premiere démonstration
générale du théoreme de Cayley-Hamilton en 1878.
Récemment, vers 1980, une autre démonstration de
ce théoréme est apparue, utilisant et approfondissant
les questions qui constituent le probleme suivant.

Notations
Pour tout entier n > 1, on note :

L(R") I’algebre des endomorphismes de 1’espace vec-
toriel R”,

Id,, I’application identité sur R",
I, la matrice identité de M, (R),
0,, la matrice nulle de M, (R).

Une matrice A, élément de M,(R), étant don-
née, on désignera par C; sa colonne d’indice j,
par L; sa ligne d’indice i et par A[i,j] = a;
I’élément de la i-ieme ligne et de la j-ieme colonne
(A<i<n,1<j<n).

On appelle matrice compagnon d’ordre n toute matrice
carrée de la forme :

0 - 0 —co
1 . —C1
C=1|yo
[0 - 0 1 —cpy |

En particulier, sin = 1, C = (—c¢y).

On dira que le polyndome P de R[X] défini par
P(X) = X"+¢c,1 X" "+ +¢1X + ¢ est le poly-
noéme associé a la matrice C.

Objectif

Dans ce probléme, on se propose de démontrer que
toute matrice A de M, (R) est semblable a une matrice
F diagonale par blocs, F' = diag(Cy,. .., Cy), ou les
blocs diagonaux C; sont des matrices compagnons. De
plus, on définit un certain nombre de procédures per-
mettant de construire effectivement cette matrice F, ap-
pelée forme faible de Frobenius de la matrice A.

Transformations élémentaires
et matrices compagnons

Pour tous i et j dans [[1,n]], E; ; désigne la matrice de

M, (R) dont les termes sont nuls sauf E; ;[i, j] qui est

égalal.

Le réel a étant donné, on définit les matrices suivantes :

Di(a)=1,+(a—-DE;;; T, j(a) =1, +aE; ; (i # ))
Pi,j :I,, — Ei,i — Ej,j+Ei,j+Ej,i-

On suppose maintenant n fixé, supérieur ou égal a 2.

Soit A un élément de M, (R).
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1 = Comment A est-elle transformée si on la multiplie
a droite par la matrice D;(a), par la matrice T; ;(a)
(i # j), par la matrice P; ; 7 Méme question pour la
multiplication a gauche.

2 = Ecrire une procédure Ddroite qui transforme la ma-
trice A en AD;(a), sans effectuer la mutiplication des
deux matrices A et D(a).

3 = Montrer que les matrices T; j(a),i # j,et P; ; sont
inversibles dans M, (R) et calculer leur inverse.

A quelle condition la matrice D;(a) est-elle inversible ?

Dans ce cas, quel est son inverse ?

4 = Ecrire une procédure ChercheNonNul qui re-
cherche dans la colonne j de la matrice A un terme non
nul dont I’indice de ligne est supérieur ou égal a j + 1.

Siles a;, j, avec i > j, sont tous nuls, ChercheNonNul
retourne n + 1.

5 = On suppose connues les procédures Dgauche,
Tdroite, Tgauche, Pdroite, Pgauche qui transforment
la matrice A en D;(a)A, AT, j(a), T; j(a)A, AP; ; et
Pl',jA.

Ecrire une procédure Dtransformation qui transforme la

1
matrice A en D; (—) ADi(a), a étant supposé non nul.
a

6 = On suppose connues les procédures Ttransforma-
tion, Ptransformation qui transforment la matrice A en
T, j(—a)AT; j(a), P; jAP; ;.

On définit alors la procédure suivante :

Avec Maple

> Compagnon:=proc(A,n)
local j,k,i,d,M:
j:=1:k:=ChercheNonNul(A,j,n);
while k<=n do
if k<>j+1 then
Ptransformation(A,k,j+1,n):
fi:
Dtransformation(A,A[j+1,j],j+1,n):
for i to n do
if i<>j+1 then
Ttransformation(A,A[i,j],1,j+1,n):
fi:od:
ji=j+1:
k:=ChercheNonNul (A, j,n):
od:
d:=j;
end;
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a) On suppose ici que n = 3 et que la matrice A est

2 1 -1
égale a 02 0
-1 1 2

Appliquer la procédure Compagnon a la matrice A.

(On donnera les transformations successives de la ma-
trice A.)

b) On se place a nouveau dans le cas général.

Expliciter les différentes transformations subies par la
matrice A pendant le déroulement de la procédure Com-
pagnon.

En déduire que la matrice A est semblable a une matrice
B’ de 1a forme par blocs :

C, B
B = 1 } ,
0 B,
ou C; est une matrice compagnon.

Dans la suite du probléme, on notera d 1’ordre de la ma-
trice Cy. En particulier, sid = n, B’ = C;.

¢) Dans I’exemple numérique de la question 6) a), don-
ner les valeurs de Cy, B}, B}, d.

7 = On suppose connue la procédure Identité qui
construit la matrice I,.

Comment peut-on modifier la procédure Compagnon,
pour qu’elle calcule, outre la matrice B’ et ’entier d,
une matrice de passage P telle que P"'AP = B'?

Quelle est la premiere colonne de P ?
Forme faible de Frobenius
8 m Ecrire une procédure Zéroadroite qui transforme la

matrice B’ de la question 6) en une matrice B” de la
forme :

bige - by,
C 0 .. 0
B" = 0 . 0
0 --- 0
: : By
0 --- 0

On admettra maintenant que, s’il existe j compris
entre d + 1 et n tel que b;; # 0, les opérations
Ptransformation(B”, j, 1), puis Compagnon(B”, n) sui-
vies de Zeroadroite(B”,d,n) transforment B” en une
matrice semblable, de 1a méme forme, 1’ordre de la ma-
trice compagnon étant d + 1.
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9 = Montrer que la matrice A est semblable a une ma-

trice : c 0
- 1
St

ou C; est une matrice compagnon d’ordre supérieur ou
égalad.

Finalement, en répétant les mémes transformations sur
la matrice B,, on obtient une forme faible de Frobenius

de la matrice A, c’est-a-dire une matrice F élément de
M, (R), semblable a A, telle que :

F =diag (Cy,...,Cp),
ou les C; sont des matrices compagnons.

Donner la matrice B obtenue avec la matrice A de
I’énoncé.

@@ Conseils
1) Regarder comment sont transformées les lignes
et les colonnes de A.
3) Utiliser la question 1) et éviter les calculs.
6) a) Détailler les différentes étapes en indiquant
les valeurs prises par j,k eti.
b) Utiliser la question 3) .

7) Se rappeler la recherche de I’inverse d’une ma-
trice réguliere en utilisant le pivot de Gauss...

8) Attention ! Rétrograderen i !

9) Présenter d’abord un algorithme simple d’ob-
tention de B, puis justifier que cet algorithme ne
boucle pas.

m Matrices de transvection
D’apres INT.

Pour (i, j) dans [[l,n]]z, on définit I’élément E; ; de
M, (R) comme étant la matrice dont tous les coeffi-
cients sont nuls sauf celui de lai — eéme ligne et de la
Jj —eme colonne qui vaut 1.

On sait que ces matrices sont appelées matrices élémen-
taires de M, (R).

On appelle matrice de transvection toute matrice du type
(I, + AE; ;) avec Aréeleti # j.

1 = a) Calculer les produits matriciels : E; ; Ej; pour
i, j,h,kdans [1,n].

b) Que peut-on dire de la famille (E;, ;) j)epinp ?

¢) Calculer le déterminant d’une matrice de transvec-
tion.

d) Soit deux réels A, weti, j, h, k dans [1,n] tels que
i#j.h#k, jF#h.

Calculer (I, + AE; ;)(I, + wEp ). En déduire I'inverse
de (In + )‘Ei,j)-

2 = Soit A dans M, (R).

a) Montrer que ’addition a une ligne de A d’un vecteur
proportionnel a une autre ligne peut se faire en multi-
pliant A a gauche par une matrice de transvection.

b) Etablir un résultat analogue sur les colonnes.

3 = Soit A = (a;, ;) dans M, (R).

On suppose, de plus, que la premiere ligne de A ou la
premiere colonne de A posseéde un élément non nul.

Montrer qu’il existe deux matrices P et Q de M, (R),
produits de matrices de transvection, telles que la ma-
trice B = PAQ soit une matrice de coefficients b; ;
telleque by =1leth;; =by; =0,pour2 <i < n.

4 = Soit A = (a;, ;) dans M, (R) et r le rang de A. On
suppose r > 0.

Montrer qu’il existe deux matrices P et Q de M, (R),
produits de matrices de transvection, telles que la ma-
trice B = PAQ soit une matrice diagonale de coeffi-
cients b; ; telle que :

@bi;=1 pourl <i<r;

() b;; =0 pourr <i <n;

(iii) b, , = d,avec (d = 1sir < n)et(d = Det(A) si
r=mn).

5 = Ecrire un programme qui fournit un couple de
matrices de transvection (P, Q) telles que la matrice

B = PAQ vérifie les conditions de la question pré-
cédente. Commenter votre programme.

6 = Montrer que le groupe des matrices carrées d’ordre
n, de déterminant égal a 1, est engendré par les matrices
de transvection.

@@ Conseils
1) b) Question de cours...
2) a) Vous pouvez appeler Ly, ..., L, les vecteurs
L,
lignes de la matrice A etregarder (I, +E; ;)
L,

3) Distinguer plusieurs cas : siaj; = 1, siay; # 1
et il existe un élément non nul, autre que a,;, soit
sur la ligne 1, soit sur la colonne 1,...

4) Faire une récurrence sur n, en commencant par
n=2.

Dans chaque cas, supposer d’abord que I’'un des
coefficients de la premiere ligne ou de la premiere
colonne de A n’est pas nul. Puis revenir ensuite a
ce cas.
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6) Montrer que toute matrice de déterminant égal a
1 est produit de matrices de transvection.

Partir du résultat de la question 4) avec une matrice
de déterminant 1.

m Décomposition LU

D’apres Centrale.

Dans tout ce probleme, n désigne un entier supérieur
ou égal a 2. Toutes les matrices considérées ici sont a
coefficients réels. On note :

* M, I’ensemble des matrices carrées d’ordre n ;

e U, ’ensemble des matrices triangulaires supérieures
(termes sous-diagonaux nuls) et u; I’ensemble des ma-
trices appartenant a U,, dont tous les termes diagonaux
sont positifs ou nuls ;

e L, ’ensemble des matrices triangulaires inférieures
dont les termes diagonaux valent 1. Le symbole I,, dé-
signe la matrice unité diag(1, 1.., 1) élément de M,,.

Pour A dans M, le terme de A situé sur la ligne i et la
colonne j est not€ A; ;.

Dans les questions 1) et 2) seulement, si | <i < n, A;
désigne la matrice extraite de A d’ordre i :

A A o Ay
Ay Ayp - Ay
A Aip o Ag

On confond respectivement :

— matrice et endomorphisme de R" canoniquement as-
Socié ;

— vecteur de R” et matrice colonne de ses coordonnées ;
—une matrice d’ordre 1 et le réel la constituant.

Si nécessaire, R” sera muni de sa structure euclidienne
rendant la base canonique orthonormale. Ainsi, si v ap-
partient 2 R”, v'v est une matrice de M, tandis que ‘vv
représente ||v||* (norme euclidienne).

Le but de ce probleme est d’étudier un type de décom-
position matricielle : la décomposition LU.

1 = a) Montrer que si A appartenant a IV, est triangu-
laire inversible, son inverse est aussi triangulaire.

b Montrer que (£,,, X) est un groupe.

2 = a) Soit A un élément de M,,.

Montrer que si A est inversible, il existe au plus un
couple (L,U)de L, x U, telque A = LU.

Sic’est le cas, on dira que A possede une décomposition
LU( L comme Lower et U comme Upper).
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b) Montrer que si A est inversible et posséde une dé-
composition LU, alors, pour tout k de [1,n]], Det(Ay)
n’est pas nul. (On pourra utiliser une décomposition par
blocs de A.)

¢) On suppose que Det(A, _;) est non nul et on écrit A
par blocs sous la forme :

(A V
=% a)

Montrer qu’il existe H dans L, telle que :
Vie[l,n—1] (HA),; =0.

Hn—l
H/
telle matrice H ainsi que son inverse, ¢’est-a-dire expli-
citer les blocs H,_; et H', ainsi que les blocs corres-
pondants de H~" en fonction des blocs de la matrice

A.

En posant, a priori, H = ( (1)), expliciter une

d) Montrer que, si pour tout k& dans [1,n]], Det(Ay) est
non nul, alors A a une décomposition LU .

(On pourra opérer par récurrence en utilisant une dé-
composition par blocs de A.)

3 = a) Soit deux entiers petg telque 1 < p < g < n.

Montrer que I’opération élémentaire consistant & échan-
ger les lignes p et ¢ d’une matrice de M, correspond a
la multiplication a gauche par une matrice de M, a dé-
terminer.

b)Pourl <k <netl <i; <ip <. <, <n,
1 < ji < jo < -+ < jx < n,le symbole
iv iy -+ L. ., .
Lo k désigne le déterminant de la ma-
Jl J2 ... Jk A
Aiji Ay o Aii
Apji Ay o Ai
trice . . . . extraite de A.
Aicji Ay A

Sous les hypotheses de la question 2) d) et notant
A = LU la décomposition de A, trouver dans 1’ordre :

(i) la premiere ligne de U ;
(ii) la premiere colonne de L ;
(iii) les éléments diagonaux de U ;

(iiii) les éléments de L des colonnes 2, 3..n. (On utili-
sera 3) a) sous forme PA = PLU, out P est une ma-
trice telle que la multiplication de M par P a gauche
permute deux lignes de M) ;

.....



ALGEBRE ET GEOMETRIE

On montreraque pour2 < j <i <n:
[1 2 . j—1 i]
1 2 - j—=1 7
L;; = / - J1a et on donnera pour
1 2 ... ]}
2 ... jA

1
(Ui, ;) 2 <i < j < n)une formule analogue.

4 = Kcriture de I’algorithme

En utilisant :

— un algorithme induit par la question 3) b) ,

— un langage de programmation (qu’on précisera) com-
prenant la fonction déterminant (notée Det),

écrire une procédure donnant, pour une matrice A sa-

tisfaisant aux conditions du 2) d) , les matrices L et U
tellesque A = LU.

5 = Exemples

a) A I’aide de I’algorithme mis en place 2 la question 4) ,
effectuer la décomposition LU de la matrice :

1 1 31
1 2 13
A=1o 1 -1 2
1 -1 21

en indiquant les différentes étapes et les calculs inter-

médiaires.

b) En déduire la résolution du systeme matriciel
X

AX = Y dinconnue X = et de parametre

~ N =

Y =

(I N

d

¢) Donner deux exemples de matrices de M, 1’une ne
possédant pas de décomposition LU, 1’autre en possé-
dant plusieurs.

@@ Conseils
1) a) Utiliser I’endomorphisme A et regarder les
sous-espaces stables par A lorsque A est triangu-
laire inférieure.
Adapter pour une matrice triangulaire supérieure...

2) a) Montrer d’abord que si A est inversible et
possede une décomposition LU, alors U est inver-
sible.

Puis utiliser ce résultat en supposant que A possede
deux décompositions LU.

b) Comme indiqué, travailler par blocs.

¢) Partir de la forme indiquée par 1’énoncé pour H
et travailler par blocs.

d) Récurrence + question 2) ¢).

3) a) Utiliser les matrices élémentaires.

b) (i) A = L,U,,donc: U, = AL, ".

(i) L, = AU, ", donc...

(iii) Regarder le raisonnement de la question 2) d),
comment obtenir la décomposition LU de Ay_; en
fonction de celle de Ay ?

(iiiif) Considérer la matrice P de la question 3) a)
en utilisant seulement le fait qu’elle permute les
lignes i et j.

Pour 1 <i < j < n,écrire PA = (PL)U et cal-
culer ce produit en isolant le bloc constitué des i
premieres lignes et i premieres colonnes. Puis cal-
culer leurs déterminants.

.....

colonnes et travaillant avec AP = L(U P).

N

4) Suivre pas a pas les calculs de la ques-
tion 3) b) pour construire votre procédure.

5) a) Utiliser votre procédure.
b) Ecrire LUX = Y et résoudre deux systemes
triangulaires successifs.
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@ Pour s’entrainer

1 = Larelation f + g = Idg entraine :
E=Im(f+g)CIm f+Im g CE.
Puis :
Im f+Im g=EFE.
D’ou:
1g( f) +1g(g) = n.

Avecrg ( f) +1g(g) < n,il vient: rg( f) +1g(g) = n.
11 suffit ensuite d’écrire, pour tout x de E :

x = f(x)+g(x)
pour obtenir :
Im f&Im g=E et Ker(f)CIm (g).
Ensuite, avec les dimensions, Ker ( f) = Im (g).
De méme :
Ker (¢) = Im ( f).
Ensuite :
(f+e=f+e=f+fe+gf+e=["+g"
D’ou:
fP-f=g-¢"
Et:
Im (> = f)=Im (g —¢») CIm (/) )Im (g).

f et g sont des projecteurs associés.

2 = FE est un sous-espace vectoriel de L(V,(R)).

Soit u un élément de E et M une matrice symétrique de
M, (R). Alors :

u('M) = "(u(M)) = u(M).

La matrice u(M) est symétrique.

Le sous-espace vectoriel 8,(R) des matrices symé-
triques est stable par u.

Montrons de méme que le sous-espace vectoriel A, (R)
des matrices antisymétriques est stable par u.

Réciproquement, soit # un endomorphisme de M, (R)
laissant ces deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires stables.

YM € M,(R) AN € 8,(R) IR € A,(R) M = N+R.
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u(M) =u(N)+u(R).

Alors :

Et:
‘u(M) =" (u(N) +u(R))
="u(N)+u(R) = u(N) —u(R) =u (‘M) .
L’endomorphisme u appartient a E.

Les éléments de E sont les endomorphismes de M, (R)
qui laissent stables §,,(R) et A, (R).

L’espace vectoriel E est isomorphe a £ (8,) x L (A,)
par I'application (v — (us,, 4}4,)-
Les dimensions de 8,(R) et .A,,(R) sont :
nn+1) nn—1)
2 ¢ 2
La dimension de E est donc :

nm+ D\ [n(n —1\>
2 2 '
Si vous n’étes pas convaincus, regardez la matrice d’un

tel endomorphisme dans une base adaptée a la décom-
position en somme directe.

3 = L’espace vectoriel E est de dimension infinie.

Pour vérifier que les six formes linéaires forment une
famille libre, considérons six réels ay, as, az, by, b, et
bs tels que, pour tout polynéme P :

3 3
> aiP(x)+» biP'(x) =0,
i=1 i=1

La relation appliquée au polyndme :
P(X) = (X —x)*(X = x2)(X = x3)
entraine :
b3 = 0.
En déduire que les b; sont nuls.

Terminer en considérant les polyndomes de la forme

0:(X) =[x —xp.
J#i

4 = Fixons n > 2 et étudions I’application ¢ de R[X]
dans R[X] définie par :

d(P)=P(X+1)+P(X —1)—2P(X).
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Cette application est un endomorphisme de R[X]. Nous
devons résoudre une équation linéaire. Soit k > 2.

H(X5) 2% (k)Xk—z
=1 N
Ce polyndme a pour degré k — 2.
Et ¢(1) = ¢(X) = 0. Le noyau de ¢ est Vect(1, X).

Un supplémentaire de ce noyau est X*R[X]. Pour tout
polyndme Q de R[X], il existe donc un unique poly-
néme P de la forme X2 P, (X), avec deg(P;) = deg(Q),
tel que :

¢(P)= Q.

Tous les polyndmes vérifiant cette égalité sont les poly-
ndmes de la forme :

a+bX + X>Py(X),

ou a et b décrivent R.

2

X
Pour Q =1, onobtient P(X) =a+bX + >

X3
Pour Q = X, onobtient P(X) =a+bX + =

4

X
Pour Q = X2, on obtient P(X) = a + bX + TR

5 = Soit f un isomorphisme et g une application li-
néaire de F dans E telle que :

fogof=0.
Composons  droite et 2 gauche par f .

Nous obtenons g = 0.

Réciproquement, soit f une application linéaire de E
dans F possédant la propriété : si g est une application
linéaire g de F dans E telle que f o go f = 0, alors
g=0.

Supposons que f ne soit pas injective.
Il existe un vecteur a # 0 tel que f(a) = 0.

Notons H un supplémentaire de la droite vectorielle
Ka.

La projection p sur cette droite vectorielle parallelement
a H n’est pas nulle, mais fopo f =0.

L application f est donc injective.
Supposons ensuite que f ne soit pas surjective.
Notons F’ un supplémentaire de Im f dans F.

La dimension de F’ est non nulle.

Soit @ un vecteur non nul de F’, b un vecteur non nul de
E et F" un supplémentaire de Ka dans F.

Considérons 1’application linéaire g définie par :
Vx € F” g(x)=0; g(a)=b.
Cette application n’est pas nulle, mais f o go f =0.

L application f est donc surjective.

6 = Appliquons la relation avec X = A.
Det(2A) = 2Det(A).

Or, Det(2A) = 2"Det(A). Donc : Det(A) = 0. La ma-
trice A estde rang p < n.

Supposons A # 0.

Considérons I’endomorphisme u# canoniquement asso-
cié a A.

Notons ey, . .., e, les vecteurs de la base canonique de
R" et fi,..., fu les vecteurs définis, pour tout i par :
fi = u(e;).

Il est possible d’extraire de la famille {f;},cy; 5 une
sous-famille libre de p (1 < p < n) vecteurs et de
compléter cette famille en une famille libre de R" par
I’adjonction de n — p vecteurs :

g1,...,gn7p.

Afin de simplifier la rédaction, nous supposerons que
les p vecteurs fi, ..., f, forment une sous-famille libre

de la famille { fi }; (.-

Définissons 1’endomorphisme v par :

Viell,pl vie)= fi; Vielp+lnl vie)=gi—p.

L’endomorphisme u + v est un isomorphisme. Notons X
la matrice de v dans la base canonique.

Alors :
Det(u + v) = Det(A + X) # 0.

Mais Det(A) = Det(X) = 0.

Nous en déduisons que la matrice A de 1’énoncé est
nulle.

7 = a) On sait que, pour tout x dans | — 1, 1] :

1 /1 1
voo = [2—=1) (2 —n+1
\/1+x:1+z . x".
n=1 '

b) Nous cherchons N telle que N> =1+ (M — ).
Or la matrice M donnée vérifie (M — I)3 =0.
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La matrice N définie par :
N=1+ 1(M ) 1(M I)?
2 8
convient.
8 = a) Vérifier que I’application donnée, ¢, est un en-
domorphisme de A.
Deplus, X €eKer¢p < MX =0.

M est réguliere. ¢ est un automorphisme d’espace vec-
toriel de A.

b) Puisque I’application ¢ est bijective, il existe M’
dans A telle que MM’ =1,,.

Composons 2 droite avec M ~'. Nous obtenons :

M =M

¢) Notons A I’ensemble des matrices de la forme :

a b b b c
b a b ¢ b
M=|b b x b b |,
b ¢ b a b
c b b b a

ol a, b et c sont des réels quelconques et x un réel a
préciser.

Nous remarquons que, pour x = a + ¢ — b, M peut
s’écrire comme combinaison linéaire des matrices Is et :

U= (”i,j)(i,j)eul,snz avec u; j = 1;

0 .- 0

0 .- 0

A est le sous-espace vectoriel de Ms(K) engendré par
U, H et I5.

De plus, A est stable dans M 5(KK) pour la multiplica-
tion, car :

UH=HU=U;U*=5U; H> =1s.
L’ élément unité Is est dans A.
A est donc une sous-algebre de M5 (K).

Si la matrice donnée, N, est inversible, son inverse
s’écrit sous la forme :

aU + BH + vIs.
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Terminer les calculs et montrer que :
29 -1 -1 -1 =21
—1 29 -1 -21 -1
N'=—]-1 -1 9 -1 -1
-1 =21 -1 29 -1
=21 -1 -1 -1 29
Et Maple confirme.

Avec Maple

> with(linalg) :
> N:=matrix(5,5,[4,1,1,1,3,1,4,1,
3,1,1,1,6,1,1,1,3,1,4,1,3,1,1,1,4])

4 1 1 1 3
1 4 1 3 1
N=|11 6 1 1
1 3 1 4 1
31 1 1 4

> inverse(N) ;

r 29 -1 -1 -1 —21 7
50 50 50 50 50
-1 29 -1 =21 —1

50 50 50 50 50

-t - -l
50 50 50 50 50
-1 21 -1 29 -l

50 50 50 50 50
e B B
L 50 50 50 50 50

d) Cette structure permet de dire que A est stable pour
la multiplication.

Elle intervient donc dans la question 2).

@ Hyperplans et formes linéaires

1 = Considérons I’application ¢ définie sur R, [ X] par :

1
¢(P)=/1P-

¢ est une forme linéaire non nulle sur R, [ X].

Son noyau, E, est un hyperplan de R, [X]. Sa dimension
estn.

De plus :
¢(X2k) _ et ¢(X2k+l) —0.

Une base de E est :

=1l 1 n
Uty < p < % _ d<k< Pl
{X ;0<k < > } {X 2k+1’1\k\2}

2k +1
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2 = Si X est une matrice solution, appliquons ¢ aux
deux membres de I’équation :

H(X) (1 + ¢(A)) = ¢(B).
Plusieurs cas peuvent alors étre distingués.
* p(A) = —1 et §(B) # 0.
L’équation n’admet pas de solution.
* p(A) # —1 et p(B) = 0.
Alors ¢(X) = 0 et I’équation donne X = B.

Vérifier cette solution.

s p(A) # —let $(B) # 0.

Alors : 5(B)
YO T gy
Nous obtenons alors :
. 6B
X =B 71+¢(A)A'

Vérifier cette solution.
e p(A) = —1letp(B)=0.
Le cas non trivial !
Nous savons que :
M, (R) = Ker ¢ ® RA.

Cherchons la matrice X sous la forme : X = C + AA,
ou C est dans Ker ¢.

L’équation équivauta X — AA = B.
Il existe donc une infinité de solutions :

X =B+ A,
A est un réel quelconque.

@ Une équation matricielle

Soit (X, Y) un couple solution.

La premiere équation donne tr(X)tr(Y) = 0.

Si tr(X) = tr(Y) = 0, la premiere équation n’est pas
vérifiée.

Sitr(X) = 0ettr(Y) # 0, alors :

I (4 8
X~ 4

Cette matrice est inversible.

Puis :

1
I 4 817'1 1
(S 1{4 —2}:”(” [4 —4] [4 —2}

w1 21 1] _w®[ 3 -1
T 12 1 =14 =2 4 |-1 1|

Vérifier que toutes les matrices X et Y de la forme :

1[4 8 al 3 —1
XE[4 4} et YZ[l 1}

avec a réel non nul, vérifient le systeme.

Si tr(X) # 0 et tr(Y) = 0, montrer de méme que les
matrices solutions sont les matrices de la forme :

a (2 1 1[4 8
X:u[z 10}’Y:a[4 —4]’

ou a est un réel non nul.

((4 ) Matrices de trace nulle

1 = L’énoncé nous indique que, pour tout x nul ou non,
il existe un scalaire A, tel que f(x) = A x.

Soit x et y deux vecteurs tels que la famille {x, y} soit
liée et x et y non nuls.

Alors: daeK y = ax.
Puis : fO) = f(ax) = af(x) = adx = Ay ax.
Nous en déduisons A, = Ay,

Supposons ensuite que dimE > 1 et notons x et y deux
vecteurs linéairement indépendants de E.

Alors: f(x +y) = Ax + Ay = Ay (X + ).

Puisque la famille {x, y} est libre, nous en déduisons :

A=Ay = Ayyy.
Il existe donc un scalaire A tel que, pour tout x de E :
f(x) = Ax.

f est une homothétie vectorielle.

2 = Notons f I’endomorphisme de K? canoniquement
associé a M.

Puisque la matrice M est non scalaire, la question pré-
cédente permet d’affirmer qu’il existe un vecteur x de
K? tel que la famille {x, f(x)} est libre. Cette famille
constitue une base de 1’espace vectoriel K? et, dans cette
base, la matrice de f a la forme requise.

3 = Démonstration par récurrence sur ’ordre n de la
matrice.

Le cas n = 2 découle de la question précédente si nous
précisons que la trace de matrices semblables est iden-
tique et nous en déduisons 8 = 0.

Supposons que, pour un certain n > 2, toute matrice
carrée non scalaire, d’ordre n, de trace nulle soit sem-
blable a une matrice dont les éléments diagonaux sont
nuls.
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Considérons une matrice M, d’ordre n + 1, non scalaire,
de trace nulle. Un raisonnement semblable a celui de
la question 2) permet d’affirmer que M est semblable a
une matrice A,.1, dont la premiere colonne est nulle a
I’exception du second terme égal a 1. Notons alors A,
la matrice obtenue en supprimant la premiere ligne et la
premicre colonne de A,;.

La matrice A,, a une trace nulle.

Si la matrice A, est scalaire, elle est nulle et nous avons
terminé.

Si la matrice A, n’est pas scalaire, ’hypothese de récur-
rence s applique. Il existe une matrice carrée inversible
P d’ordre n et une matrice N dont les éléments diago-
naux sont nuls tels que :

N =P 'A,P.
10
0

Notons P; la matrice , écrite en

blocs.

Vérifier que cette matrice est inversible et que :

1 0
0

Pl_] = P_]

Vérifier également que la matrice P,_lAn+1 P; estde la

forme :
0 =x
*

Cette matrice est semblable a la matrice M et ses élé-
ments diagonaux sont nuls.

@ Un calcul d’inverse

Considérons 1I’endomorphisme de R" canoniquement
associé a la matrice A.

Il est défini par :

yi=nx;+m—Dxy+---+x,
y=m—Dx;+(n—Dxo+---+x,

@
Yn=X1+Xp+ + X,
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Cherchons I’endomorphisme réciproque, s’il existe.
Yi—Y2=X1

Y2—Yy3=X1+x3

1) = :

Yn—1—Yn =X1tX2+ - +X,1
Yn=X1tX2+ - +X,

Ce systeme équivaut a :

X1=Y1 — 0
X2 =2y —y1— 3

Xn—1 = 2yn—l —Yn — Yn—2
Xn = 2Yn — Yn—1

La matrice A est inversible et :

1 -1 0
—i 2 =
A7l = 0
i 2 =l
0 -1 2

(6 ) Morphismes multiplicatifs
de M,(R) dans R

1 = Soit f une application non constante de M, (R)

dans R telle que, pour tout couple (A, B) de M, (R),
on ait :

Jf(A.B) = f(A).f(B).

En prenant A = B = I,,, on obtient :
fUn.L) = f(L) f) = ) = f,)*
— f(I,)=0o0ul.
Si f(I,)=0:
YM e M,(R) f(M)= f(M.I,) = f(M)f(I,)=0.

L’application f est donc constante et nulle. Ainsi

fl) = 1.

De méme, comme f(0) = £(0.0) = f(0)%, on en dé-
duit que f(0) =0ou l.

Pour tout M de M,,(R), on a :
f0) = f(0.M) = f(0)f(M).

Si f(0) = 1, pour tout M de M,(R) on aurait
f(M) = 1. Lapplication f serait constante.

Conclusion : f(I,) = 1let f(0)=0.



ALGEBRE ET GEOMETRIE

2 = Si A estinversibleona AA~! = I,.

Dot f(A)f(A™Y) = f(I,) = 1 ce qui implique que
f(A) ne peut étre nul. De plus :

1
A= —.
f(AT) (A

Si A et B sont deux matrices semblables. Il existe P une
matrice inversible de M, (R) telle que B = P'AP.
Ona f(B) = f(P~Y)f(A)f(P). Ainsi deux matrices
semblables ont méme image par f.

3 = Soit A une matrice de rang 0 < r < n et u I’endo-
morphisme canoniquement associé a A.

Prenons un vecteur f; non nul dans Ker u et une base

@( f2), ... u( fr+1)) de Im (u).

Alors la famille ( fi, f>,..., fr+1) est une famille libre
de R" que nous complétons en une base (fi);cp.p de
R".

Notons, pour tout i de [2,7 + 1], g; = u( f;) et complé-
tons en une base (g); ¢y 5 de R".

Si nous appelons P la matrice de passage de la base
canonique (€;);cy,y 2 1a base (g);cq1qp> €t O la ma-
trice de passage de la base canonique (f;); ¢,y @ 1a base

(€)ieqing :
0 1 o --- 0
0 0 1 0
A=P Q=PNQ.
0o --- 0

4 = 11 reste a prouver que, si une matrice A n’est pas
inversible, ona f(A) = 0.

On note r le rang de A ( r est donc strictement plus petit
que n).

Utilisons la question 3).

Il existe P et Q deux matrices de M, (R), inversibles
tellesque A = P.N.Q.

N est une matrice nilpotente.

Il existe k un entier naturel non nul tel que N = 0.
Ainsi f(N*) = 0.

L application f est multiplicative, donc f(N)* = 0,
c’est-a-dire f(N)=0.Or:

A=PNQ = f(A)= f(P) f(N) f(Q)
on obtient f(A) = 0.
On vient de caractériser les matrices inversibles :

A inversible <= f(A) # 0.

(7 ) Composés d’endomorphismes

1 = Supposons les conditions (i) et (ii) vérifiées.
fogof=f = 1gf<rgg.
De méme :
gofog=g = rgg<rgf.
Finalement, rg f =rgg.
Supposons les conditions (i) et (iii) vérifiées.
fogof=f = 1gf<rg(gof) <rgg.
Donc :

rg(go f)=r1gg.

Puis :
Im (go f)=1Im g.

Montrons qu’il est possible de définir un endomor-
phisme 4 de E tel que :

gofoh=g.
Plus simplement, soit a et b deux endomorphismes de

E tels que Im a = Im b. Nous allons construire un
endomorphisme c de E tel que a o ¢ = b.

Soit fi,..., f, une base de Im a = Im b.
Il existe ey, ..., e, ete,...,e. dans E tels que :
Vi € [1,r] ale;) = f; et b(e}) = fi.

Les familles ey,...,e, et e],...,e, sont des familles
libres de E.

La famille ey, . . ., e, peut étre complétée en une base de
E, (ey,...,e,), par ’adjonction de vecteurs de Ker a.

La famille ef, . . ., e, peut étre complétée en une base de
E, (e},...,e)), par 'adjonction de vecteurs de Ker b.

11 suffit de définir ¢ en posant :
Vi € [1,n] c(e)) = e;.
L’endomorphisme ¢ vérifie :
aoc=b.
Soit alors # un endomorphisme de E tel que :

gofoh=g.
Nous avons :

gofog=gofo(gofoh)y=gofoh=g.
De méme, (ii) et (iii) entrainent (i).
2=Si f =0(g =0)ousi f estun automorphisme
de E (g = 1), I'existence de g est immédiate.
Supposons ensuite que rg f =r < n.

Soit fi,..., f, une base de Im f.
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Il existe ey, . . ., e, dans E tels que :
Vi e [L,r]l  f(e) = fi.
La famille ey, . . ., e, est une famille libre de E.
La famille fi,..., f, peut &étre complétée en une base
de E, (fi,---s fn)
Posons :

Vie[l,r]l g(fi)=e et Vi>r g(f;)=0.
L’endomorphisme de E ainsi défini vérifie les condi-
tions (i) et (iii).

On peut aussi utiliser les projecteurs pour traiter cette
question.

3 = S’il existe x dans L(E) tel que foxog = h, alors:
fofiohogiog=fofio(foxog)ogiog
=(fofiof)oxo(gogiog)
= foxog=h.

Réciproquement, si f o fi o ho gy o g = h, il suffit de
prendre x = fjoh o gj.

Normes de formes linéaires

1 = Nous obtenons :
E(n/2)
ay,

Ly =2
e 2k+1

La forme linéaire L est non nulle, car L(1) = 2.

Le noyau de L est un hyperplan de E, donc :
dim(Ker (L)) = n.

Pour i dans [[1,7]], notons R; la fonction polynomiale
définie par : ] )

Ri(x) = x' — L(x").
Pout tout i dans [[1,7]], le degré de R; est i. La famille
(Ri)ieqr1.ny est donc libre.

Elle contient n éléments dont I’image par L est nulle.
C’est une base de Ker (L).

2 = [’espace vectoriel E est de dimension finie.
La forme linéaire L est donc lipschitzienne.
dJA >0 VP e E |L(P)<AN(P).

L’ensemble {|L(P)|; P € E, N(P) < 1} est une partie
non vide de R, majorée par A. Elle admet une borne
supérieure.

Plus précisément, ’ensemble {P € E; N(P) < 1} est
une partie compacte de I’espace vectoriel E de di-
mension finie. L’application (P +—— |L(P)|) est
continue sur E en tant que composée d’applications
continues. Nous savons que sa restriction au compact
{P € E; N(P) < 1} est bornée et atteint ses bornes.
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Soit Q un élément de E tel que :
N(Q) < let N(L) = |L(Q)].

QO n’est pas nul car L(0) = 0.

. 1 .
Si N(Q) < 1, alors, en posant Q| = W ,ona:
1
N(@Q)=1 et [L(Q)|= N©O) |L(Q)| > N(L).

Ceci est impossible.

3 = Soit P(x) = Zakxk dans E.
k=0

Alors, pour tout k dans [0, n]] :

lar] < (| Y aE = Ny(P).
k=0

Noo(P) < Nao(P).

De plus, a,f < NOO(P)Z. D’ou :
No(P) < Vn+ 1IN (P).

On retrouve 1’équivalence des normes N, et N, car la
dimension de E est finie.

n

4 = a) Pour une fonction polynomiale P(x) = Z agx*

k=0
de E, nous savons que :

E(n/2) p E(n/2) 1
L(P) =2 % 1 <2 — | No(P).
IL(P)] ;2k+1 ;2k+1 (P)

La question 2) b) permet d’en déduire que :

E(n/2) 1
K=2
; 2k + 1

2 Noo(L).

11 suffit ensuite de constater que cette inégalité devient
une inégalité si nous choisissons :

E(n/2)

P(x) = Z x2k,
k=0

De plus, Noo(P) = 1.

E(n/2)
Donc la fonction polynomiale Q..(x) = Z x*
k=0

convient.
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b) Ou nous retrouvons Cauchy et Schwarz qui sont au
produit scalaire ce que Roux et Combalusier sont aux
ascenseurs.

n
Pour une fonction polynomiale P(x) = Zakxk de E,
k=0

nous savons que :

E(n/2) u
L(P)| =2 2k
ILC )‘ Z: 2k +1
E(n/2) E(n/2) |
<2 2 _-
kZ:O @2k kz:;) 2k + 1)2

en utilisant D’inégalit¢ de Cauchy-Schwarz dans
R'*E"/2) eyclidien.

De plus :
E(n/2) n
> ad <\ |> ak = Ny(P).
k=0 k=0
Donc :
E(n/2) 1
VP e E |L(P) <2 ——N)(P). (1
€E |L(P) ;(Zkﬂ)z 2(P). (1)

D’apres la question 2) b) :

E(n/2)

> G 2 W)
k=0

Cherchons les polynomes tels que I'inégalité (1) soit
une égalité.
Il est alors nécessaire que :

E(n/2)

2 _
E Ay =
k=0

> a} = Ny(P).
k=0

D’ou :
E(n/2)

P(x) = Z azkak.
k=0

Il faut également que I’inégalité de Cauchy-Schwarz
soit une égalité.

Cette condition impose :

dreR
1 1

Sy A= ———— )
(ap, az WEn/2)) (3 2E(/2) + 1)
La fonction polynomiale Q, définie par :

Em/2)

X
Q=X Y
k=0

avec Ay = , convient.

E(n/2)

1
> 2k + 1)

k=0
Elle vérifie en effet :

Nx(Q2) =1 et [L(Q2)| = K = Ny(L).

Matrices et déterminants

par blocs
1 I,
Eln —E]In
1 =a) La matrice Q = | vérifie
=I, —il,
2
PO =1,.

La matrice P est inversible et son inverse est Q.
A+1iB 0

-1 .
b) P MP—{ 0 A—iB}‘

o B B A+iB 0
¢) Det(P MP)_Det(M)_Det{ o A_ip ]

A+1iB 0

La matrice [ 0 A_iB

} est une matrice diago-
nale par blocs.

Det(M) = Det(A+iB)Det(A—iB) = |Det(A +iB)[* > 0.

L . I, 0
2 = a) On considere la matrice P = ( —cA-l 1, >

Le déterminant de la matrice P est 1.

On a donc Det(P M) = Det(M).

A B ona:
0 D—CA™'B )’ :

DetM = Det(PM) = DetADet(D — CA~'B).

Puisque PM = (

b) Si DetA = DetB = 0, on a évidemment DetN = 0.

Le rang des vecteurs colonnes d’une matrice est inva-
riant par toute permutation des colonnes. Le rang de

A B ol d B A
c p )cstégalaurangde ( oo ).

On peut donc supposer, sans nuire a la généralité, que
DetA # 0.

Si on applique les résultats de la question 1), on a :

A B
PM:< 0 D-CA™'B >

La matrice P est inversible, donc rg(P M) = rg(M).

La matrice A est une matrice n X n inversible, extraite de
M. Comme le rang de PM est n, toute matrice extraite
d’ordre n + 1 X n + 1 est non inversible. On en déduit
que la matrice D — CA~' B est nulle.
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Ainsion a :

DetD = Det(CA™'B).

En effectuant le produit par DetA, on obtient :
DetADetD = DetCDetB,
c’est-a-dire que DetN = 0.

Polynéme et déterminant

L application 6 de K, [X] définie par :
VP e K,_1[X] 6(P)=PX+1)
est un endomorphisme de K, [X].
La base canonique de K, _;[X] est (1, X, ) G X”_l).

P
Py — P _ P\ vk
Ona S(XP)=(X+1) _kz;(k)x.
Dans cette base, la matrice de 6 est triangulaire avec des
coefficients diagonaux égaux a 1.

On en déduit que la matrice de Id — § est triangulaire
avec une diagonale nulle.

Elle est nilpotente, d’indice #» au maximum :

Id—6)" =0.
D’ou :
VP e K,_1[X] dId—56)"(P)=0

c’est-a-dire :
VP € K, |[X 1P ”>5PP:0.
1[X] [;( ) (p (P)

On a donc :

VP € Kuoi[X] Y (=1 (Z) P(X+p)=0.
p=0

Pour tout entier k de [[0,7n — 1]], on a :

(1) ”) +1)f = 0.
;( >(p (p+1)

On note, pour j compris entre 1 et n + 1, C; la colonne
d’indice j de D,4;.

n+l
El 3 : _ j—l n )
En effectuant 1’opération E (-1 (j . 1) Cj, on

j=1
annule les coefficients de la colonne n + 1 situés entre
les lignes 2 et n + 1.

D’ou :

1 x x2 701 =x)

1 2 3 0
Dyt = (=1)" |,

1 2n71 31171 nrzfl 0
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

Le développement de ce déterminant par rapport a la
derniere colonne donne :

1 1
1 2
Dy = (1 —x)"
i 2n'—1 nn—l

Ce dernier déterminant est un déterminant de
Vandermonde, dont la valeur est :

n—

1
I G-d=]]*-

1<i<j<n k=1
Donc :
n—1
Dy =1 —x)" [+
k=1

Déterminant, rang
et inverse de matrice

1 = A partir de la ligne n jusque la ligne 2, on retranche
a chaque ligne, la ligne précédente. Ainsi le déterminant
de A, s’écrira :

DetA,
al al e al
0 ;m—a a—aq ar — a;
0 T ap—1 —dp—2 du—] —dp—2
0 e 0 ap — Ap—1

Avec les conventions d’écriture, on a donc :

DCtAn = b] bz..bn.
2 = Le rang d’une matrice est également invariant si on
retranche une ligne a une autre ligne de cette matrice.

Le rang de A, est le rang de :

bl bl 000 bl
0O by by --- b,
0 e bn—l bn—l

Si un by est nul, la ligne d’indice k est nulle. De plus
les lignes sont « étagées ». Donc, le rang de A, est le
nombre d’éléments non nuls du n-uplet (by, .., b,).

3 = Supposons tous les b; non nuls. La matrice A, est
inversible.

Nous allons déterminer son inverse par le procédé de
Gauss en travaillant sur les lignes uniquement.
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Les opérations effectuées sur la matrice A,, dans la ques-
tion 2) transforment la matrice I,, en J,, :

1 0 .- 0
-1 1 0

—1 1 0

-1 1

Effectuons ensuite les opérations suivantes simultané-
ment sur A, et J,. On soustrait a la ligne 1 la ligne 2

b
multipliée par b—l a la ligne 2 la ligne 3 multipliée par
2

b
b—2 et de proche en proche jusqu’a la ligne n — 1.
3

La matrice A, et la matrice I, sont devenues respective-
ment :

by 0 - 0
0 b 0 - 0
0 buoy 0
0 0 by
et
TR R B 0
b b
1oas2 B 0
by bs
0
0 -1 1

Il suffit ensuite de multiplier, pour tout i de [[1,n]], la

li j —.
igne i par b
Nous obtenons :

1 1 1
bt b 0
1 1 1 1
b bbb
A7l =
1 1
b b

@ Comatrice

1 = a) Utilisons la relation :

'ComA.A = (DetA)L,.

1

Elle entraine que ‘ComA = A~ si, et seulement si :

DetA = 1.

b) Avec la méme relation, nous obtenons que :
‘ComA = A si, et seulement si, A> = Det(A)L, .

Prenons les déterminants des deux membres.
(DetA)? = (DetA)" .
D’ou :
(Det(A))" 2 = 1.
Si n est impair, nous obtenons la condition nécessaire
DetA = 1, puis A® =1,,.
Cette condition est aussi suffisante.

Si n est pair, nous obtenons Det(A) = £1 = g, puis
A* =l

Cette condition est aussi suffisante.
2 = Supposons A inversible et A~! dans M, (Z).
Alors :
Det(A) € Z et Det(A™") € Z.
Or, Det(A)Det(A~!) = 1.
Nous obtenons la condition nécessaire : Det(A) = =£1.

Réciproquement, si A est dans M, (Z) et Det(A) = +1,
alors A est inversible.

De plus, A~ =
© plus Det(A)

la comatrice de A.

Puisque A est dans M, (Z), Com(A) I’est aussi.

'Com(A), o Com(A) désigne

Donc A~! appartient également 2 M, (7).

A lgorithmes

(1) Les nombres de Stirling
Partie 1

1 = a) Les familles &, et F,, sont des familles de n + 1
polyndmes de degrés échelonnés de 0 a n.

Chacune forme donc une base de R, [ X].

La linéarité de A est immédiate.

b) Si P est un polyndme constant, A(P) est nul. Sinon,
le degré de A(P) est le degré de P diminué de 1. Nous
en déduisons que R, [X] est stable par A.

c¢) La question précédente permet d’affirmer que
An+l =0
“ 3

Soit m un entier strictement positif.
Le coefficient dominant de A(X™) est mX™ .
Montrer par récurrence que celui de A”(X™) est m!.

L’endomorphisme A de R [X] n’est pas nilpotent.
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d) Calculons :

m

AX™) =mX™ ' + Z (m) xm.

Nous en déduisons :

o () 0)
)
()
o ()

2 = Calculons, pour tout j dans [[1,n] :

An(Ej)

:,l'[(X+1)X~--(X—j+2)—X(X—1)---(X—j+1)]
J!

ZEj_].

La matrice B,, est donc :

0 1 o --- 0
0
B, = 1
: o1
0 -+ o o 0

En déduire, en considérant A”(E,), pour p entier posi-
tif, que I’indice de nilpotence de B, estn + 1.

3 = a) Ecrivons :
Fa=XX-1---(X—k+1D(X —k)
=F.(X —k)=XF, — kF}.
s(i,k + 1) est le coefficient de X' dans Fi,;.D’ou :
sti,k+1)=s( —1,k) — ks(i,k).
De plus, s(k + 1,k + 1) = s(k, k) = 1.
Et, pour toutk > 1 ettouti > k :

s(0,k) =0 et s(i,k) =0.

b) Fixons k dans [[0,n — 1]]. Nous avons :

n

Xt =" o(.k)F;.

i=0
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2. COMPLEMENTS D’ALGEBRE LINEAIRE

En effet, sik = 0, 0(0,0) = 1 et, pour touti > 0 :
o(i,0)=0.

Puis, en multipliant par X :

n n

X =3 0. hXFi =) 0. (Fiu +iF)

i=0 i=0

=Y (oG — LK+ jo(,k)F;.
j=1
Le terme o(n, k) est nul, car X* est de degré au plus
n—1.
Nous en déduisons :
oi,k+1)=0@ — 1,k)+io(i, k).
Ici également, pour toutk > 1 :
0(0,k) =0 et ok, k)= 1.
¢) Nous obtenons :
5(5,6) = —15 et o(5,6) = 15.

Avec Maple

> with(linalg) :
> s:=proc (k)
local i;
A:=matrix(k+1,k+1,0) ;
for i from 1 to k+1 do A[i,il:=1 od :
for i from 2 to k+1 do
for j from i+l to k+1 do
Ali,jl:=A[i-1,j-11-(j-2)*A[i,j-1] od:
od:
print(A) ;
end ;
>
Warning, ‘A‘¢ is implicitly declared local

Warning, ‘j¢ is implicitly declared local

s := proc(k)

locali, A, j;
A :=matrix(k+ 1, k+ 1, 0);
foritok+1doA;; :=1od;

forifrom2tok + 1do
for jfromi + 1tok + 1do

Aiji=Ai1,j-1—(—2)x A j—10d
od;
print(A)
end
> s(6) ;
1 0 0 0 0 0 0 ]
0 1 -1 2 —6 24 —120
0 O 1 -3 11 =50 274
0 O 0 1 —6 35 =225
0 0 0 0 1 -10 85
0 O 0 0 0 1 —15
L0 O 0 0 0 0 1




ALGEBRE ET GEOMETRIE

Avec Maple

> with(linalg):
> sigma:=proc (k)
local i;
A:=matrix(k+1,k+1,0);
for i from 1 to k+1 do A[i,i]:=1 od:
for i from 2 to k+1 do
for j from i+1 to k+1 do
Ali,jl:=A[i-1,j-1]1+(i-
1)*A[i,j-1] od: od:
print(A);
end;
>
Warning, ‘A¢ is implicitly declared local
Warning, “j¢ is implicitly declared local

o = proc(k)

locali, A, j;
A :=matrix(k+ 1, k+ 1, 0);
foritok+1doA;; :=1od;

forifrom2tok + 1do
for j fromi + 1tok + 1 do

Ai‘j = A,',l,j,] +(i—1)x Ai,J;] od
od;
print(A)
end
> sigma(6);
1 0 0 0 0 0 07
0O 1 1 1 1 1 1
0o o0 1 3 7 15 31
0 0 0 1 6 25 90
0 0 0 0 1 10 65
0 0 0 0 O 1 15
L0 0 0 0 0 O 1]

4 = Puisque F; = k!Ej, les matrices P, sont diago-
nales.

o o0 --- 0
|
Ps— 0 1 :
2
0 0 5!
1
o 0 0
1
0 —
p5*1: 1!
0
1
0O --- 0 =l
Partie 2

5 = Afin de déterminer la base duale de B, ,, notons

P = Za,-(X — @)’ un polyndme de R, [X].
i=0

Pour tout i de [0, n]], la forme linéaire a; sur R, [X] est

alors définie par :
PO(a)

af(P)=a; = T

6 = a) Nous avons établi dans la question 2) que :
A(Eg) =0; A(E) = E; si
En déduire que :

ANE)=E;_ysii >k et

i >0.

A¥(E;) = 0 sinon.
Puis :
AMENO)=1sii=k et  AYE)O) = 0 sinon.
b) Le calcul précédent permet de remarquer que :

V(i k) € 0,01 AL(ENO) = 8.

Or, pour k dans [O,n], les n + 1 applications
(P — A’,;(P)(O)) sont des formes linéaires sur R, [ X].

Puisque Aﬁ(E,-)(O) = 0, , ces applications constituent
la base duale de la base &,. Par conséquent :

P =Y E{(P)E, =) ALP)OE.
k=0

k=0
¢) Soit O un polynome de degré g prenant aux points
m,...,m+q (m € 7Z) des valeurs entieres.

Si g = 0, le résultat est immédiat. Supposons g > 0.

Notons P le polyndme défini par P(X) = Q(X +m). Le
polyndéme P est de degré g et prend aux points O, ..., g
des valeurs entieres. Montrons que P(Z) C Z. Nous
en déduirons que le polyndme Q possede la méme pro-
priété.

D’apres la question précédente :

q
P =Y A(P)O)E;.
k=0

Remarquons que A,(P)(0) = P(1) — P(0) € Z.

Montrer par récurrence que, pour tout j dans [0, ¢] :
AJ(PYO) =) <i>(1)’P(i) € Z.
i=0
Puis, pour tout entier s :

q
P(s) =Y AL(P)(O0)Ex(s).

k=0

Or Ei(s) = %s(s—l)~~(s—k+1).
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Trois cas peuvent alors étre distingués.

eSis>k—1:
Ex(s) = (k> eN.

eSis—k+1<0<s:

Ei(s) =

eSis <O0:

Ex(s) = (=¥ (‘S

k_l) €Z.

Dans tous les cas, P(s) est un entier relatif.

7 = a)Lesn+1réels 0,...,n sont distincts. Nous sa-
vons (polyndmes de Lagrange) qu’il existe, pour tout j
de [0, n]], un unique polyndme L ; tel que :

Vi € [0,n]l L;() =26
H (X —1)
i€l01,i] G =0
De plus, ces polynomes forment une base de R, [ X].

De plus, L;(X) =

Nous en déduisons que L£* est une base de (R,[X])",
base duale de la base (Lg, ..., L,).

b) Dans notre cas, n = 3.

T =TO)Lo+T(1)L, + TQ)Ly + T(3)L,
= OLQ + 1L1 + 17L2 +98L3

X(X —2)(X —-3)

Li¥y=——F——;

oy 2 fi)z(x - 3)

Ly XX = 16)(X -2
Partie 3

8 = a) Effectuons une démonstration par récurrence sur
k.

Pourk = 1, D(E;) = E,.

Supposons que, pour un certain k > 1, on ait :

k -1 i—1
pEy =3k

=l
NOllS savons que:
Ew =X "kp
k+1 — k+1 k
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X —k
D(Ey)

1
D(Eiy) = ——Ep + T+l

k+1

k
! X —k & (21!
_ . F Ei_;
K+l T kvl ; ;e

1
T k+1

( l)zl
k+1 Z(k+1)
k

)l 1
Z ( +1—

f= Ek—i
_[;(_1) Ik+1

Ek+1 —i

Ey

—(k—i)—)Ei

DE -

l'*

k

B Y
i1 Ere1—i

—;—n Za

Apres simplification, nous arrivons a la formule deman-
dée :

k+1

i Exni—i
Z(_ ) k+1°

i=2

k+1

_ll 1
D(Eri1) = Z ( ) Epi1—i.

i=1

b) Soit P un polyndme non nul de R[X] et d son degré.

Il existe une famille finie de réels (bg, by, . .., by) telle

que :

d
P(X) = ZbkEk.

L’application D est linéaire.

d
D(P) = Z biD(E}).

k=0

Or, pour tout k dans [[0,d]] :

ltl 111
pE) -3 & ) Ek,zz( " aiEy

i=1 i=1
d . 1\i—1
Y SV ey,
i=l1 !
D’ou:
( 1)1 1 ;
D(P):Z ~———A(P).
i=1

Or, pour touti > d :

A(P)=0.
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Finalement :

c9 _li—l )
D(P) = %A‘(P).
i=1

D’ou :

D:i(_lliwﬁ

i=1

@ Racines d’un polynéme
par la méthode de Bernoulli
Partie mathématique

Supposons la suite non nulle. 1 existe alors au moins un
coefficient C; non nul. Notons j le plus petit entier i tel

que C; # 0. Dans ce cas : uy ~ C_,-xf. Le quotient

Uk—1
tend vers x;.
Partie informatique
1 = Algorithme de recherche d’une racine
Initialisation de uo, . . . ux_;
Uy
e Calcul de r PP
Up—2
ay— a
e Calcul de v v Ty = D,
n ai’l
v
e Calcul de R R —
Up—1
Tant que |R —r| > eps faire
Décalagedesu; wug «— Uy,...,Up—2 < Up_1,Up—] <V
r <+ R
Calcul de v
Calcul de R

fin faire
Algorithme de recherche des racines
Initialisation n < deg(P)
g =l
p1 < deg(P)

Tantque n >s faire

Racine (P, eps)

Rac [s] < Racine (P, eps)

Py < quo(P;,x — R, x)

s—s+1
fin faire

2 =
Avec Maple
> restart :

> Racine:=proc(P,eps)
local u,j,k,r,v,n;
global R;
n:=degree(P,x) ;
for k from O to n-1 do ulk]:=k+1 od;
r:=1;
v:=-sum(coeff (P,x,i)*ul[i]l/coeff (P,x,n),
i=0..n-1) ;
R:=v/uln-1] ;
while (abs(R-r)>eps) do
for j from O to n-2 do
uljl:=ulj+1] ;
od ;
uln-1]:=v; r:=R;
v:=-sum(coeff (P,x,i)*uli] /coeff(P,x,n),
i=0..n-1) ;
R:=v/uln-1] ;
od ;
R;
end :
> Racine(x2-1.5%x-7,10(-48)) ;

3.500000000

3=

Avec Maple

> Bernoulli:=proc(P,eps)
local n,s,P1l;
global Rac;
n:=degree(P,x) ;s:=1;P1:=P;
while n>=s do
Racine(P1,eps) ;Rac[s]:=R;
Pl:=quo(P1,x-R,x) ;s:=s+1;

od ;
for i to n do print(Rac[il]) ;od;
end ;
Warning, ¢i¢ is implicitly declared local

Bernoulli := proc(P, eps)
localn, s, P1, i;

global Rac;

n := degree(P, x);
s:=1;

Pl :=P;

while s < ndoRacine(P1, eps); Racs := R;
Pl:=quo(Pl, x — R, x);s:=s+1od;
foriton do print(Rac;) od

end
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> Bernoulli (¥2-1.5%x-7,10(-14)) ;
3.500000000
—2.000000000

> Bernoulli (x3-12.5%x2+33.5*x+20,10(-14)) ;
8.000000011
4.999999983
—.4999999940

Forme faible de Frobenius
d’'une matrice

1 = Ecrivons les matrices D;(a), T j(a), P ;:

1
1 0
Dj(a) = a 2
1
0
L 1 -
- _
1 0
a
T; j(a) =
0 ' 0
1
L ] -
- _
0
1
0 1
Pij(a) = 0 1
1 0
1
Notons ey, ..., e, les vecteurs de la base canonique de
R", Cy,...,C, les vecteurs colonnes et Ly,..., L, ses

vecteurs lignes.

Ensuite, regardons les images des vecteurs de la base
canonique par les applications linéaires associées aux
matrices AD;(a), AT; j(a)et AP; ;.

Identifions ces applications aux matrices.

* Sik # i, e, a pour image e; par D;(a), puis ¢ par A.
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*Sik =i, e; apourimage ae; par D;(a), puis ac; par A.

En multipliant & droite la matrice A par D;(a), on mul-
tiplie la colonne i par a.

Montrer de méme qu’en multipliant a droite la matrice
A par T; ;j(a), on ajoute a la colonne j la colonne C;
multipliée par a.

Et en multipliant a droite par la matrice P;, ;, on permute
les colonnes C; et C;.

La i-eme ligne de A est la i-eme colonne de 'A. La mul-
tiplication a gauche opere donc les transformations sem-
blables sur les lignes.

2 =

Avec Maple

> restart :with(linalg)

Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

> Ddroite:=proc(A,a,i,n)

local k :

for k to n do Alk,i]:=a*A[k,i] :od :
print(A)

end ;

Ddroite := proc(A, a, i, n)localk; for k ton
do Ay,i :=a X Ag,iod; print(A) end

3 = D’aprés la question 1) , en multipliant 7; ;(—a) a
droite par 7; ;(a), on ajoute a la colonne j de 7; j(—a)
la colonne i multipliée par a.

Les autres colonnes ne sont pas modifiées.
On obtient alors la matrice unité.

La matrice T; ;(a) est inversible et :
T j@~" =T j(-a).

La permutation de [[1, n]] qui échange j et k est involu-
tive.

La matrice P; ; est donc inversible et :

Enfin, la matrice D;(a) est inversible si, et seulement si,
a # 0. Dans ce cas :

D,‘(a)fl = D,’ (l> o
a
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4=

Avec Maple

> with(linalg)

> ChercheNonNul:=proc(4,j,n)

local i :

i:=n;

while (A[i,j]=0 and i>j) do i:=i-1 :od :
if i<=j then n+1 :

else i :
fi .
end ;
ChercheNonNul := proc(A, j, n)
local i;

i:=n;whileA; ; =0and j <idoi:=i—1od;
if i < jthenn + lelseifi
end

5=

Avec Maple

> Dtransformation:=proc(A,a,i,n)
Ddroite(A,a,i,n)
Dgauche (A,1/a,i,n)

end ; . .
Dtransformation := proc(A, a, i, n)

Ddroite(A, a, i, n); Dgauche(A, 1/a, i, n)end

6-3)

Avec Maple

> A:=matrix([[2,1,-1],[0,2,0],
[-1,1,2]1]1) ;Compagnon(A,3) ;

2 1 -1
A=] 02 0
-1 1 2
2 1
-1 -2 1
0 0 2
2 1 1
12 -1
00 2
25 1
14 -1
00 2
Lo D5 3
14 -1
L0 0 2
[0 -3 3]
14 -1
L0 0 2
[0 -3 3]
14 -1
L0 0 2|
2

La matrice A subit successivement :

¢ Ptransformation(A, 3,2, 3), avec j = 1,k = 3;

¢ Dtransformation(A, —1,2,3), avec j = 1,k = 3;

e Ttransformation(A, 2, 1,2,3),avec j = 1,k =3,i = 1;
e Ttransformation(A, 0, 3,2, 3), avec j = 1,k = 3,i = 3.
Puis j =2,k =4, car az; = 0.

Le programme s’interrompt.

b) Lalgorithme travaille successivement sur les co-
lonnes 1, .. ..

Pour chacune de ces colonnes, il cherche un élément
non nul g, ;, aveck > j.

S’il ne trouve pas de tel élément, il s’ interrompt.

S’il en trouve un, une Ptransformation permute les
lignes k et j + 1. Puis une Dtransformation substitue 1 a
aj41, j- Enfin, la boucle FOR soustrait de la ligne i (pour
tout i différent de j +1) le produit de la j + 1-ieéme par le
réel a; ;. Les termes de la j-icme colonne, a I’exception
de aj,1, j, sont alors tous transformés en 0. Les termes
des colonnes situés a gauche de la j-ieme, ne sont pas
modifiés.

L’algorithme s’interrompt soit, lorsque, dans une co-
lonne, il ne rencontre pas de terme non nul sous le terme
diagonal, soit lorsque toutes les colonnes ont été trans-
formées.

Le nombre de colonnes modifiées est appelé d.

De plus, chacune des transformations effectuées est de
la forme (A — P*IAP) ol P est une matrice inver-
sible.

La matrice A est donc semblable a la matrice obtenue
par 1’algorithme qui est de la forme :

00 - 0 a
1 0 © b
0 1
I
B = 0
L f
0 0 g
0 0 0 h
C B,
0 B}

ou C; est une matrice compagnon.
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¢) Nous avons obtenu :

cl—<(1) _i>,B{—(i>,B§—(2).

7 = Apres 1’éxécution de 1’algorithme, la matrice A a
été transformée en une matrice de la forme :
—1p—1 —1
P P, _, - P APi---P,.

La matrice de passage recherchée est la matrice
P=P P,

Pour la déterminer, il suffit a chaque étape, de multiplier
I, par les matrices P; successivement.

La procédure Compagnon doit donc étre modifiée ainsi :

e ajouter P:=Identité(n) au début du programme

e faire précéder chaque transformation par la méme
transformation, a droite, sur P.

Avec Maple

> with(linalg)
> Identit:=proc(n)
local f :
f:=(i,j)->if i<>j then O else 1 fi :
matrix(n,n,f) ;
end ;
Identit := proc(n)
local f;
f = proc(i, j)option operator, arrow;
ifi # j thenOelse 1 fiend ; matrix(n, n, f)
end

Les matrices P; ont toutes la méme premiere colonne,
nulle a I’exception du premier terme égal a 1.

Cette colonne est donc aussi la premiere colonne de P.

8 = Utilisons encore les matrices 7; ;j(a) pour gagner
des zéros grace a ’opération qui transforme C; en
Cj ar ClC,'.

Mais, pour ne pas détruire ce que 1’on gagne, il est im-
pératif de rétrograder en i.

Avec Maple

> Zeroadroite:=proc(B,d,n)

local 1i,j

for i from d-1 to 1 do
for j from d+1 to n do
Ttransformation(B,-B[i+1,j],i,j,n) ;
od;od; end ;
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Zeroadroite := proc(B, d, n)
locali, j;
fori fromd — 1to 1 do
for j fromd + 1 ton do
Ttransformation(B, —Bi41,j, i, j, n)
od
od
end

Pour les mémes raisons que dans la question 6) b), nous
pouvons affirmer que la matrice obtenue est semblable
aA.

9 = Lalgorithme appliqué a la matrice A est le suivant :

¢ Appliquer Compagnon, puis Zeroadroite a A :
{on obtient B etd}.
e Tant que (3 j by, ; # 0), faire :
Ptransformation(, 1), puis Compagnon, Zeroadroite.

A chaque passage dans la boucle, d croit d’une unité.
L algorithme se termine donc.

Puisqu’on sort de la boucle, la condition qui la contrdle
devient fausse.

11 existe donc une matrice B semblable a A de la forme :

(Cc o
(5 n)

ou C; est une matrice compagnon.

Avec la matrice A de I’énoncé, nous obtenons :

0 0 6
B=|1 0 —11
0 1 6

@ Matrices de transvection

1 = a) Vérifier sans peine que :

E; jEp = 6jnEi.
b) La famille (E; ;). jeqi 2 €st une base de M, (R),
car toute matrice M = (m; ;) jyeqip S €crit de ma-
niére unique comme combinaison linéaire des matrices

de la famille :
M= >

@@, el n]?
¢) Toute matrice de transvection est triangulaire.

Sii # j, Det(l, + E; ;) = 1.
d) Calculons :

L+ AE; D@, + wEp) =1, + AE; j + By,
car j # h.

mijE,-j.
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Donc, sii = h, j =k, A = —u , on obtient I,,. Soit :
(@ + AE; )7 = — pE; ).

2 = Soiti # j.
a) Notons Lj,...,L, les vecteurs lignes de la ma-
trice A.
L
Cette matrice s’écrit, en blocs : A = :
L,
L,
1L :
Alors : (I, + AE; ;) = L; +AL;
L, .
L,

Ala i-eme ligne de A a été substituée la somme de cette
ligne et de A fois la ligne j.

b) Montrer de méme que le produit A(I, + AE; ;) est la
matrice obtenue en ajoutant, a la j-ieme colonne de A,
la somme de cette colonne et de A fois la colonne i.

3 = Considérons successivement plusieurs cas.
e Siayj; = lets’ilexistei > 2tel quea;; #Oouj > 2
tel que a;; # 0.

Utilisons la question précedente.
n
La matrice H(I,, —a;1 E;1)A a pour premiere colonne :
i=2
1
0

0

n n
La matrice 1_[(1,Z —aj Ei)A H(I" —ayjE;j) améme
i=2 j=2
premiere colonne et sa premiere ligne est :

(10 - 0).
Elle vérifie les conditions demandées.

eSiaj # lets’ilexistei > 2telquea;; #0ouj > 2
tel que a;; # 0.

Supposons a;; # 0, avec i > 2.

Alors la premiere ligne de 1la matrice (I, +AE;;)A a pour
premier terme : aj; + Ad;.

Ce terme vaut 1 si, et seulement si, aj; + Aa;; = 1, soit :
I —an
A= .
aiy

Ce choix de A est possible, car a;; # 0.

Nous sommes alors ramenés au cas précédent.

¢) Si, pour tout i > 2ettout j > 2, a;; = a;; = 0.
L’hypothése permet d’affirmer que a;; # 0.

La matrice (I, + E,;)A admet sur la premiere colonne et

deuxieme ligne :
ay; = ay # 0.

Nous sommes ramenés au cas précédent.

4 = Supposons n = 2.

Si un des coefficients de la premiere ligne ou de la pre-
miere colonne de la matrice A est non nul, d’apres la
question précédente, il existe deux matrices P et Q,
produits de matrices de transvection telles que, en

blocs :
1 0
rao= (1 %)

La matrice A’ est un scalaire d.

De plus :
Det(PAQ) = Det(P)Det(A)Det(Q) = Det(A) = d.

Si tous les coefficients de la premiére ligne et de la pre-
miere colonne de A sont nuls, la matrice A est de la

forme <8 2) avec a # 0.
0 0
(L + Epn)A = (a ) o

a

Nous sommes ramenés au cas précédent.

Supposons ensuite que, pour un certain n > 2 et pour
toute matrice A de rang r > 0, il existe deux matrices
P et Q, produits de matrices de transvection telles que
la matrice B = P AQ vérifie les conditions imposées.

Considérons alors une matrice A de rang r > 0 dans
Mn+1(R)'

Si un des coefficients de la premiere ligne ou de la pre-
miere colonne de la matrice A est non nul, d’apres la
question précédente, il existe deux matrices P et Q, pro-
duits de matrices de transvection dans M, (R) telles

que, en blocs :
1 0
pao= (1 0).

La matrice A’ est carrée d’ordre 7.

De plus :

Det(PAQ) = Det(P)Det(A)Det(Q) = Det(A) = Det(A").
Si le rang de A est 1, nous avons terminé (ouf!).

Sinon, le rang de A" est 7 — 1 > 0 et Det(A) = Det(A").
Appliquons 2 la matrice A’ I’hypothése de récurrence.

Il existe deux matrices de transvection P’et Q' dans
M, (R) telles que la matrice B’ = P’'A’Q’ vérifie les
conditions imposées.
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Revenons dans M. (IR) en travaillant en blocs.

b 7)o )6 o)l #)

Donc :

10 10 10
o #)raelo 0)= »)

Or les matrices P’, Q' sont des matrices de transvec-

tion P’'et Q' de M, (R), donc les matrices ((1) 19,)

(é g,) sont des matrices de transvection de
Mn+1(R)-

. 1 0 1 0
Les matrices (0 P’) P,0O <0 Q/) sont des ma-
trices de transvection de M, (R).

I 0
Posons B = (0 B’)'

Alors Det(B) = Det(B’) = Det(A) = Det(A’).
On vérifiera aisément que la matrice B vérifie les autres
conditions exigées.

Si les coefficients de la premiere ligne ou de la premicre
colonne de A sont tous nuls, procéder comme dans le
cas n = 2 pour vous revenir au cas précédent.

5=
Avec Maple
> restart

> transvection:=proc(A)

local m,n,i,j,r,u,P,Q,vl,v2,v3,R,k;

global P1,Q1;

with(linalg)

n:=coldim(A) ;m:=n;

r:=rank(A) ;R:=r;

if r=0 then print(‘erreur‘) ;break; fi;
while r>0 do
u:=product (A[k,1],k=2..n)

*product (A[1,k],k=2..n) ;

P[r]:=array(identity,1..n,1..n) ;
Q[r] :=array(identity,1..n,1..n) ;

#Lorsque tous les éléments de la premiére
#ligne et de la premiére colonne

#sont nuls, on améne un terme

#non nul en premiére ligne.

if uxA[1,1]=0 then i:=2;j:=2;

while A[i,j]=0 do if i<n then i:=i+1l; else
i:=2;j:=j+1;fi;od;
A:=addrow(A,j,1,1) ;
P[r]:=addrow(P[r],j,1,1) ;fi;
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#Si all est différent de 1,on cherche s’il
#existe un élément non nul en

#premiére ligne ou premiére

#colonne autre que all. S’il n’en existe pas,
#on recopie all en al2.

if A[1,1]1<>1 then

i:=1;j:=2;

while (A[i,j]1=0 and i<=n) do

if (i=1) and (j<n)

then j:=j+1;else j:=1;i:=i+1;fi;od;
if i=n+1 then
A:=addrow(A,1,2,1) ;
P[r]:=addrow(P[r],1,2,1) ;

#S’1il en existe un, on 1l’utilise pour changer
#all en 1.

else
if j=1 then
P[r]:=addrow(P[r]l,i,1,(1-A[1,1])/A[i,1]);
A:=addrow(A,i,1,(1-A[1,11)/A[i,1]) ;fi;
if i=1 then
Q[r]:=addcol(Qlr],j,1,(1-A[1,11)/A[1,31);
A:=addcol(4A,j,1,(1-A[1,11)/A[1,31) ;i
fi;
fi;
#0n utilise ensuite all pour annuler les
#autres termes de la premiére
#ligne et de la premiére colonne.

for i from 2 to n do if A[i,1]1<>0 then
P[r]:=addrow(P[r],1,i,-A[i,1]);
A:=addrow(A,1,i,-A[i,1]) ;fi;od;

for j from 2 to n do if A[1,j]1<>0 then
Qlr]:=addcol(Q[r],1,j,-A[1,j1);
A:=addcol(A,1,j,-A[1,j]1) ;fi;od;

#A,n,r sont modifiés.

A:=submatrix(A,2..n,2..n) ;r:=rank(A) ;
n:=n-1;
od ;

#Les différents produits de matrices de

# transvection, appels Pr et Qr,

#ont été créeés.

#0n reconstitue les matrices P et Q de la
#théorie.

for k from 2 to R do
vl:=matrix(1,m+k-R-1,0) ;v2:=transpose(vl) ;
v3:=stackmatrix([1],v2) ;
P[k-1] :=augment (v3,stackmatrix(vl,P[k-1])) ;
P[k] :=evalm(P[k-1]&*P[k]) ;
Q[k-1] :=augment (v3,stackmatrix(vl,Q[k-1])) ;
Q[x] :=evalm(Q[k]&*Q[k-11) ;
od ;
P1l:=evalm(P[R]) ;Ql:=evalm(Q[R]) ;print(P1,Q1) ;
end :
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> A:=matrix(4,4,[0,0,0,3,0,1,2,1,
0,3,0,5,0,2,3,01) ;
0 0 0 3
0 1 2 1
A= 0 3 0 5
0 2 30

> transvection(A) ;
Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

r -2 —14 7
1 = == -2
1 1 0 0 3 5
-4 -3 1 0 1 1
ST I R I I T
3 2 6 ’ o ! 1 0
727 39 6 2
10 20 20 10 -
0 0 1—3 0

6 = Soit A une matrice de transvection de déterminant
égal a 1. Nous savons qu’il existe P et Q, produits de
matrices de transvection, tels que : PAQ = 1,,.

Nous avons établi que toute matrice de transvection est
inversible et que son inverse est une matrice de trans-

vection. Donc :
A=P QN

A est produit de matrices de transvection.

@ Décomposition LU

1 = a) Soit A une matrice triangulaire (que nous suppo-
serons inférieure) et inversible.

Notons e, . . ., e, la base canonique de R".

Pour tout i de [l,n], le sous-espace vectoriel
Vect(ey, . . ., e;) est stable par ’endomorphisme A.

I est donc stable par A~! et A~! est triangulaire infé-
rieure.

Si A est triangulaire supérieure, le changement de base
défini par f; = e,_; montre que A est semblable a une
matrice triangulaire inférieure B. B~' est triangulaire
inférieure. En revenant a la base (e;);cpi,.7, on obtient
pour A~! une triangulaire supérieure.

b) L, est une partie de GL,(R).
Il contient I,,.
Il est stable par le produit matriciel.

Pour tout élément A de £,, A~ est triangulaire infé-
rieure.

De plus, sa diagonale est constituée de 1, car ce sont les
éléments propres de A~ !

A~ "estdans L,,.
C’est un sous-groupe de GL,(R).

2 = a) On considére deux décompositions d’une ma-
trice A inversible: A = LU = L'U’.

A, L, L' sont des matrices inversibles. Les matrices U
et U’ sont inversibles.

Onal~'L=U'U""

La matrice L' 'L est triangulaire inférieure.

La matrice U'U ~! est triangulaire supérieure.
Dou L' 'L=U'L""=1,.

Onadonc L = L' etU = U'.

Si une telle décomposition existe, elle est unique.

b) Si la matrice A est inversible et que A = LU, la ma-
trice U est inversible. Ses éléments diagonaux sont non
nuls.

Soit k un entier compris entre 1 et n. Si on utilise les
matrices A, L et U écrites en blocs :

a=( )iv=(5 )= 7).

le produit par blocs donne Ay = L;Uy.

La matrice L, est triangulaire inférieure d’éléments dia-
gonaux €gaux a 1 : Ly est inversible. La matrice Uy, est
inversible, car U est inversible, donc ses éléments dia-
gonaux ne sont pas nuls.

On en déduit que Ay, est inversible.

¢) On considere la décomposition en blocs :

(A V
A—<W Am)

On considére une matrice H de £,, écrite sous la forme :

_ (H,—; O
H—(H,1>
Le produit H A donne :

An—lHn—l ‘ Hn_1V
HA =

HA,_1+W ‘ H'V+A,,
Onveutque:Vi € [l,n—1] ,(HA),; =0.

Cette condition se traduit par H'A, | + W = 0.

La matrice A,_; est inversible, donc H' = —WAnill.

La matrice H,_; est quelconque dans £,,_; et :

anl 0
H= 71 .
—WA 1

La matrice H est inversible. H ! est dans L,, donc on

peut poser : .
H71 — Hn_—l 0
Z 1
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En effectuant le produit H H —1 on obtient :
Z=WA ' \H.

d) On va faire une démonstration par récurrence sur 7.
Pourn = 1, ona A = I,A. C’est une décomposition
LU.

On suppose le résultat vrai pour une matrice de taille
n—1)x@m-1).

Soit A une matrice de taille n telle que Det(Ay) soit non
nul pour tout k entre 1 et n.

La matrice extraite A, est inversible : il existe L,
dans £, et U,_; dans W, tels que :

A, 1=L,1U,_.

—1

D’apres la question 2) ¢) , en prenant H,_ = L, _,,

obtient :

u L', o o L, 0
S\ewal 1) S\walL,, 1)

On obtient donc :

on

Un—1 L'
HA = 1 =U
0 —WA ' V+A,,

qui est une matrice de W,
A = H~'U est une décomposition LU de la matrice A.

On vient de prouver la propriété pour 7.

3 = a) On connait la base canonique de M, :

E; ; estla matrice de M, qui posséde un seul terme non
nul, un 1 en ligne i et colonne ;.

Pour p # g dans [[1,n]], la multiplication a gauche par
la matrice (I, + E,;, — E, , — E;4 + E, ,) échange les
lignes p et ¢ d’une matrice.

b) (i) La premiere ligne de Ln_1 est 10...0 et
U =Ly 'A. La premiere ligne de U est donc la pre-
miere ligne de A.

a

0
(ii) La premiere colonne de U,, est de la forme | . | et

0
la démonstration de la question précédente montre que
a = A11.

Or, L = AU, ". La premiére colonne de U, est donc :
1

ALt

0 et nous en déduisons que la premiere colonne
0
de L est la premiere colonne de A divisée par Aj; .
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(iii) La construction de la question 2) d) nous indique
que si A = LU, estla décomposition LU de A, et, pour
tout k dans [1,n — 1], Ay = LUy, celle de Ay, alors,
pour k > 2, L;_; et Uy_; s’obtiennent en conservant
les k — 1 premieres lignes et colonnes respectivement
de Lj et Uy.

Par conséquent : Vi € [2,n]|
DetU; DetA;
"= Dett;_, ~ DetA;
(iiii) Soit 1 < i < j < n. Notons P la matrice telle

que la multiplication de M par P a gauche permute les
lignes i et j de M.

Alors PA = (PL)U.

etu; = A1,1~

Ecrivons PA, PL et U en isolant le bloc constitué des i
premicres lignes et colonnes :

U, | A

U =
0 | a™

En faisant le produit par blocs, nous obtenons :
(PA); = (PL)U;.

Ajjg  ees Ay
Or: (PA) = :
Aifl,l Aifl,i
Aps oo osa /e
1 0 --- 0
et (PL) = P
Li—ig -+ 1 0
b coa oo Jbes

En utilisant les notations de I’énoncé, considérons le dé-
terminant des deux membres :

I oo =1 ¢
Det(PA)i_L e A J']A
= Det(PL);Det(U;) = L;,;Det(A;).
D’ou
1T oo i—1 i I oo0 =1
. 1o i1, 1o i1 i,
5 Det(4;) e =1 d]
I e

.....

L; ; a été calculé en I’isolant par le calcul du détermi-
nant de (PL);.
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Soitl <i < j<n.

On procédera de méme en utilisant cette fois la matrice
P qui, multipliant a droite la matrice M, permute les co-
lonnes i et j de M. On écrira AP = L(U P), calculera
les produits par blocs en isolant le bloc des i premieres
lignes et colonnes, et on égalera les déterminants.

{1 =1 z}
Lo i1,
Lo i=2 i1
1o i=-2 i-1f,
4 = La procédure suit exactement les étapes décrites
dans la question 3) b)

Avec Maple

> restart :with(linalg)

Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

> LU:=proc(A,n)

local i,j;

global L,U;

L:=matrix(n,n) ;U:=matrix(n,n) ;

for i to n do L[i,1]:=A[i,1]1/A[1,1];

En déduire :

1o =1 i
U (i
e Det(A;-1) B

L[i,i]l:=1;
for j from i+l to n do
L[i,j]1:=0 od;
od;

for i from 3 to n do
for j from 2 to i-1 do
L[i,j]:=det (submatrix(
swaprow(A,i,j),1..3,1..3))
/det (submatrix(A,1..j,1..3)) od;
od;
for j to n do U[1,jl:=A[1,j];
for i from j+1 to n do U[i,j]l:=0;0d;
od;
for j from 2 to n do U[j,jl:=
det (submatrix(A,1..j,1..3))
/det (submatrix(A,1..j-1,1..j-1))
for i from 2 to j-1 do
U[i,j]:=det (submatrix(
swapcol(A,i,j),1..i,1..1))/
det (submatrix(A,1..i-1,1..i-1));
od; od;
end ;

5-a)

Avec Maple

> A:=matrix(4,4,[1,1,3,1,1,2,1,3,0,1,
_1’2,1)_152)1]) 5

1 1 31
1 2 1 3
A= 0 1 -1 2
I -1 2 1

> LU(A,4) :evalm(L) ;evalm(U) ;

1 0 0 0 1 1 3 1
1 1 0 0 o1 -2 2
0 1 1 0 0 0 1 0
1 -2 =5 1 0 0 4

b) La matrice A est inversible. Le systtme admet une
solution unique.

Il équivauta LUX = Y. Notons Z = =UX.

> ™R

o

La résolution du systeme équivaut a la résolution suc-
cessives de deux systemes triangulaires :

1 0O 0 O a
LZ=Y — Z=L"'vy = -1 b e
— 1 0 @
2 -3 5 1 d
a
Soit: Z = —0b . Puis :
a—b+c
2a —3b+5c+d
X=U""2
1
1 -1 -5 -
4
1 a
0 1 2 —= —a+b
= 2
a—b+c
0 0 1 ? 2a —3b+5c+d
0 0 0 1

¢) Travaillons avec n = 2. Ce sera plus simple.

Une matrice carrée d’ordre 2 de la forme LU s’écrit
donc sous la forme générale :

I 0\ (b ¢\ (b c
a 1 0 d) \ab ac+d)’
Nous remarquons que, si b = ¢ = 0, la matrice obte-

nue ne dépend pas de a. Elle admet donc une infinité de
décompositions LU.

Inversement, pour trouver une matrice sans décomposi-
tion LU, il faut chercher x, y, z, ¢ tels que le systeme :

x=b;y=ab;z=c;t=ac+d,

dont les inconnues sont a, b, ¢, d, n’ait pas de solution.

11 suffit de choisir x = O et y £ 0.
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Sous-espaces stables
et réduction
des endomorphismes

RAPPELS DE COURS

K désigne un sous-corps de C, E un K-espace vectoriel non réduit a {Og } et u un endomorphisme
de I’espace vectoriel E.

D SOUS-ESPACES STABLES

» Sous-espaces stables par un endomorphisme

Un sous-espace vectoriel F' de E est dit stable par u lorsque u(F) C F.

Si deux endomorphismes u et v de E commutent, alors les sous-espaces Ker u et Im u sont
stables par v.

e Matrice dans une base adaptée a un sous-espace stable

Soit Br = (ey,...,ep) une base de F. Le théoreme de la base incomplete permet de compléter
cette base en une base B = (ey,...,¢p,...,e,) de E. On dit que B est une base adaptée a F.

Le sous-espace F' est stable par u si, et seulement si, la matrice de u dans la base B est de la

forme A(;I ]IZ avec M dans M ,(K), N dans M, ,,_ ,(K), P dans M, _ ,(K) et 0 matrice nulle

de M, ,(K).

Dans ce cas, M est la matrice de u|r dans la base (ey, . .., e)).

» POLYNOMES D’ENDOMORPHISMES

Si I’ensemble {P € K[X]/P(u) = Ogp)} des polyndmes annulateurs de u est non réduit a
{0xk(x}, il est engendré par un unique polyndome unitaire I, appelé polynéme minimal de u.

K[u] = {P(u) ; P € K[X]} est une sous-algébre commutative de L(E).
Le polynome minimal IT, existe si, et seulement si, K[«] est de dimension finie. Dans ce cas,
n =deg II, = dim K[u] et (uo, u', ..., u"1) est une base de K[u].

* Si u admet un polyndme minimal et si F' est un sous-espace stable par u, alors I’endomorphisme
u|r induit par u sur F admet un polyndme minimal et le polyndme minimal de u | divise celui
de u.
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« Théoréeme de décomposition des noyaux

Soit A et B deux polyndmes de K[X] premiers entre eux . Alors :

Ker A(u) @ Ker B(u) = Ker AB(u).

D ELEMENTS PROPRES D’'UN ENDOMORPHISME

 Valeurs et vecteurs propres

Soit A un élément de K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) il existe un vecteur x non nul de E tel que u(x) = Ax;

(ii) Ker (u — Aldg) # {0z} ;

(iii) # — Aldg n’est pas injectif.

On dit alors, que A est une valeur propre de u et x est un vecteur propre de u associé a la valeur
propre A. Le sous-espace Ker (u — Aldg) = {x € E/u(x) = Ax} est appelé sous-espace propre
relatif a la valeur propre A et noté E)(u).

L’ensemble des valeurs propres de u est le spectre de u noté Sp(u).

*Si g, Ay,..., A, sont des valeurs propres distinctes deux a deux d’un endomorphisme u de E,
alors les sous-espaces propres associ€s E,,, .. ., £, sont en somme directe.

* Soit p vecteurs propres xi, . .., X, associés a p valeurs propres distinctes deux a deux. Alors la
famille (xq,...,x,) est libre.

¢ Si deux endomorphismes commutent, tout sous-espace propre de I’un est stable par 1’autre.

* Soit F' un sous-espace de E stable pour u. Le scalaire A est une valeur propre de u | si, et
seulement si :
F NKer (u— Mdg) # {0g}.

e Polynéme caractéristique d’un endomorphisme en dimension finie
A partir de maintenant, on suppose E de dimension 7.
Le polynéme formel P,(X) = Det(u — XIdg) sera appelé polynéme caractéristique de u.

Si A est la matrice de u dans une base B de E le polyndme caractéristique de u est :

ay] — X apn e ay,
X
P,(X) = Det(A — XI,)=| 42 G2
L7 apn — X

On remarque : P,(X) = (—1)"X" + (= 1)" "' TruX"~' + ... + Detu

e Les valeurs propres de u sont les racines du polyndme caractéristique de u.

* Si F est un sous-espace de E stable par u, le polyndme caractéristique de u|r divise celui de u.
e Soit A dans Sp(u). Alors I’ordre de multiplicité m de A dans P, vérifie : 1 < dim E)(u) < m.

¢ Si le polyndme caractéristique de u est scindé sur K, alors :

Tru = ZA,- et Detu = HA,- ot {A; ;i e[1,n]} = Spu.
i=1 i=1

Théoreme de Cayley-Hamilton

Le polynome caractéristique de u est un polyndéme annulateur de u : P,(u) = 0.

* Les valeurs propres de u sont les racines du polyndme minimal de u.
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3. SOUS-ESPACES STABLES ET REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Etude matricielle

Soit A dans M, (K), on note u 1’endomorphisme canoniquement associé a A.

Si A est une valeur propre de u, on dit que A est une valeur propre de la matrice A.

De méme le polynéme minimal de la matrice A est celui de u. 1l sera noté 11, .

¢ Deux matrices semblables ont le méme polyndme caractéristique et les mémes valeurs propres.
e La matrice ‘A a le méme polyndme caractéristique que A.

Théoreme de Cayley-Hamilton

Pour toute matrice A € M, (K), P4(A) = 0.

P ENDOMORPHISMES DIAGONALISABLES

o Caractérisations

Un endomorphisme u est diagonalisable si, et seulement si, I’'une des propriétés suivantes est

vérifiée :
eF= & E)(u);danscecas,u = Z Ap, en notant p, la projection sur E,(u) parallele-

AESp(u) AESp)
menta & E, ).

HESP(u)

HFEA
edimE = Y dimE, ).
AESP(u)

¢ [1 existe une base formée de vecteurs propres de u.
¢ [1 existe une base dans laquelle la matrice de u est diagonale.
o E est somme directe de sous-espaces stables sur lesquels u induit une homothétie.

* Son polyndme caractéristique P, est scindé dans K et, pour toute valeur propre A, le sous-espace
propre E)(u) a pour dimension 1’ordre de multiplicité de A dans P,.

¢ Son polyndme minimal I, est scindé dans K et n’a que des racines simples.
e ]I existe un polyndme annulateur de u scindé sur K et dont toutes les racines sont simples.
Matrices diagonalisables

Soit A € M, (K), nous dirons que A est diagonalisable si elle est semblable a une matrice
diagonale.

Soit u I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A dans la base canonique.
La matrice A est diagonalisable si, et seulement si, u est diagonalisable.

Diagonaliser une matrice A diagonalisable, c’est déterminer la matrice de passage P, la matrice
diagonale D correspondante et donner 1’expression matricielle : A = PDP !

Méthode pratique de diagonalisation d’une matrice A de M,,(K), diagonalisable.

1) Recherche des valeurs propres : on détermine le spectre de A en étudiant le polyndme carac-
téristique de A ou un polyndme annulateur de A.

2) Détermination des sous-espaces propres : pour A €Sp(A), on résout I’équation matricielle :

(A — AL,)X = 0 ou I’inconnue X appartient a M, ;(K) pour déterminer le sous-espace propre
associé E,.

On vérifie que A est diagonalisable en comparant dim £, et I’ordre de multiplicité de A.

3) Choix d’une base de vecteurs propres : on choisit une base dans chaque E, et la réunion de
ces bases constitue une base de vecteurs propres.

Soit P la matrice de passage de I’ancienne base a cette nouvelle base de vecteurs propres. Il
existe une matrice diagonale D € M, (K) telle que A = PDP !

(© Hachette Livre — H-Prépa Exercices, Maths m

La photocopie non autorisée est un délit



ALGEBRE ET GEOMETRIE

P ENDOMORPHISMES TRIGONALISABLES

L’endomorphisme u est trigonalisable sur K s’il existe une base de E dans laquelle la matrice
de u est triangulaire supérieure. Réduire un endomorphisme signifie trouver une base de £ dans
laquelle la matrice de u est diagonale ou triangulaire supérieure.
» Caractérisations d’un endomorphisme trigonalisable

¢ Un endomorphisme u de E est trigonalisable si, et seulement si, son polyndme caractéristique
est scindé sur K.

¢ Tout endomorphisme est trigonalisable sur C.

¢ Un endomorphisme u de E est trigonalisable si, et seulement s’il existe un polyndme annulateur
de I’endomorphisme u, scindé sur K.

e Matrice trigonalisable

Une matrice A de M, (K) est trigonalisable si elle est semblable a4 une matrice triangulaire
supérieure.

Soit u I’endomorphisme canoniquement associé a la matrice A dans la base canonique.

La matrice A est trigonalisable si, et seulement si, u est trigonalisable. Trigonaliser une matrice A
c’est déterminer une matrice de passage P et une matrice triangulaire 7 telles que: A = PT P!,
» Méthode pratique

1) On calcule le polyndme caractéristique de u et on vérifie qu’il est scindé.

2) On recherche la plus grande famille libre de vecteurs propres, puis on considére un supplé-
mentaire F' du sous-espace G engendré par cette famille.

On introduit la projection p de E sur F parallelement a2 G et I’endomorphisme v = p o u|pde
L(F).

On recherche la plus grande famille libre de vecteurs propres de v et on continue de la méme
maniere jusqu’a I’obtention d’une base de E.
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i

I 0 0

n Pour s’entrainer

n

1 1 11

1 = Calculer la matrice 1 1 1 ,oun > 1.
1 1 1

Cette matrice est-elle inversible ?

2 = a*) Soit M une matrice de M,,(R) de rang r < 1.

Exprimer le polyndme caractéristique de M :
Det(M — xI,,), en fonction de x et tr(M).

b) En déduire que, si A est une matrice inversible de
M, (R) et X une matrice colonne :

Det(A + X'X) = Det(A)(1 + tr( XA~ X)).
Donner une expression plus simple de ce résultat.

¢) Retrouver ce résultat en calculant les produits matri-
ciels suivants :

(r ) 3
(B ) (i)

3 = Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3
muni d’une base.

et

On considere 1’endomorphisme # dont la matrice dans
cette base est :

1 -1 1

A= 1 0 0

0 1 0
a) Déterminer les sous-espaces de E stables par u.
b) Montrer que tout sous-espace de E stable par u ad-
met un supplémentaire stable par u.
4*a Soit A dans GL,(C). On suppose qu’il existe p
dans N*tel que A” soit diagonalisable.
Montrer que A est diagonalisable.
La propriété subsiste-t-elle si A n’est pas inversible ?
5*= Soit E un espace vectoriel de dimension finie et p
un projecteur de E.
Soit ¢ I’endomorphisme de L(L(E)) défini par
d(f)=pofop.
L’endomorphisme ¢ est-il diagonalisable ?

Préciser la dimension des sous-espaces propres de ¢.
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@@ Conseils
1) Regarder si la matrice est diagonalisable...

2) a) Que dire des valeurs propres d une matrice de
rangr < 17

b) Mettre A en facteur dans A + X'X et regarder le
rang de A7'X'X ...

3) Le cours indique comment rechercher les droites
vectorielles stables par u.

Pour déterminer des plans stables par u, consi-
dérer les valeurs propres complexes, des vecteurs
propres associés, puis les parties réelles et imagi-
naires des produits matriciels obtenus en écrivant
que ce sont des éléments propres.

Ne pas oublier la réciproque. Avez-vous déterminé
tous les plans stables par u ?

4) Donner un polynéme annulateur de A?, puis
chercher un polynome annulateur de A.

5) Utiliser une base adaptée a la décomposition de
E en somme directe :

E =Im p @ Ker p.

Et travailler avec les matrices des endomor-
phismes.

EXD une équation matricielle

L’objectif de I’exercice est la résolution de 1’équation
2

0 00
n_ . _ | 0 1 10 L.
X'"=A= 00 1 1 lorsque X désigne une
0 0 0 1
matrice carrée complexe.

1 = Déterminer les matrices carrées complexes qui

01 0
commutent avec la matrice N = 0 0 1
0 0 O

2 = Résoudre I’équation matricielle.

3 = Préciser les solutions réelles.
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@@ Conseils
1) Lorsque deux endomorphismes commutent, tout
sous-espace propre de I'un...

2) Montrer d’abord que la matrice X cherchée a la
forme X = ( A

0 7 >, puis utiliser la question
précédente.

@ED Valeurs propres des matrices
pseudo-magiques

Une matrice A de M, (R) est dite pseudo-magique s’il
existe un réel S(A) tel que :

VG, j) € MLnl* Y aix =Y ar; = S(A).
k=1 k=1

Soit E 1’ensemble des matrices pseudo-magiques de
M,(R) et J la matrice de M,,(R) dont tous les coef-
ficients sont égaux a 1.

1 = Vérifier que E est un sous-espace vectoriel de
(Ml‘l (R)s +’ )

2 = Montrer que A est pseudo-magique si, et seulement
s’il existe un réel wtel que AJ = JA = uJ.

3 = Soit A une matrice de E inversible. Montrer que
S(A) # Oetque A7! appartient a £. Que vaut S(A*I) ?

4 = Soit A une matrice de E. Montrer que S(A) est une
valeur propre de A.

5 = Soit A une matrice de E dont tous les coefficients
sont positifs. Montrer que si & est une valeur propre
réelle de A alors |a| < S(A).

@@ Conseils
X1

5) Considérer un vecteur propre X = | : | asso-
Xn

cié a la valeur propre « et isoler dans 1’expression

de la j-ieme ligne de I’égalité AX = aX le terme

contenant x; ot |x;| = max{|x;| ;i € [1,n]}.

n Deux spectres infinis non
dénombrables

On considéere I’ensemble E des suites réelles
u = (u,)qen telle que, pour tout entier naturel k, la
série Z n*u, est absolument convergente.

1 = Montrer que E est un sous-espace de 1’espace des
suites réelles.

2 = Soit ¢ définie sur E par ¢(u) = v ou, pour tout n
de N, Unp = Upyl-

Montrer que ¢ est un endomorphisme. Donner ses é1é-
ments propres.

3 = Mémes questions avec ’application ¢ définie sur
E par (u) = w ou, pour tout n de N, w,, = nu,e1 —u,.

@@ Conseils
2) et 3) Chercher simultanément les valeurs
propres et les vecteurs propres.

B Déterminant

d’'une matrice circulante
Soit J la matrice de M, (C) définie par :

0 1 O --- .. 0
0 0 1
o J =
0
0 1
1 0 0
ao al az ... .« .. an
ap—1 do 4ap

o M lamatrice M =
ap

ay
ay . e . e .. .. ap

1 = Montrer que J est diagonalisable.

2 = En déduire que M est diagonalisable. Calculer
DetM.

@@ Conseils
1) Chercher un polynéme annulateur de J.
2) Expression du déterminant a I’aide des valeurs
propres.

@3 une réduction de matrice
Réduire la matrice A de M, (R) définie par :
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2 -1 0 0
-1 2 -1 0
A=10
1
0 -1 2
@@ Conseils
X
Considérer un vecteur propre X = associé a
Xn

une valeur propre A.
La résolution de AX = AX se ramene a I’étude
d’une suite récurrente.

@B un endomorphisme de C(R,R)

Pour toute application f de C(R, R) et tout entier n, on
définit I’application 7'(f) de R dans R par :

Vx e R* T(f)x)= xan/x " f()dt
0
et
0
o =10

1 = Montrer que I’application 7'( f) est continue sur R.

2 = Soit E lespace vectoriel des fonctions
polynomiales sur R de degré inférieur ou égal a p.

Montrer que la restriction ¢ de T a E est un endomor-
phisme. Est-il injectif ? Surjectif ?

Donner ses valeurs propres et ses sous-espaces propres.

3 = Mémes questions avec E espace des fonctions
polynomiales sur R.

4 = Mémes questions avec E = C(R, R).

@@ Conseils
1) Vérifier la définition ou appliquer la regle de
L’Hospital.
3) Attention, en dimension infinie, un endomor-
phisme injectif n’est pas nécessairement surjectif.
4) Remarquer que, si A # Oet T(f) = Af, alors
f est dérivable sur R*. Puis résoudre une équation
différentielle.

@} série de Fourier et éléments
propres d’'un endomorphisme

. L. . .t
1 = Déterminer la série de Fourier de ¢ — ‘sm 2 ‘
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2 = Soit E 1’espace vectoriel des applications 2-
périodiques continues de R dans R et ¢ I’endomor-

phisme de E défini par :
sin [ ~—1
2

VfeE VxeR
w
Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de ¢.

f(@)dzr.

1
PN = 5 /

—T

@@ Conseils
2) Le réel A est une valeur propre pour ¢ si, et
seulement s’il existe une fonction f de E non iden-
tiquement nulle telle que ¢(f) = A f.
Comparer les séries de Fourier de ¢(f) etde A f.

@) Trente secondes pour répondre !

Un endomorphisme f d’un espace vectoriel E de di-
mension finie vérifiant (f — 2Ig)(f + 315)2 = 0et
(f —2Ig)(f +31g) # 0 est-il diagonalisable ?

@@ Conseil
Rechercher le polyndme minimal de f.

€T calcul d'une puissance de matrice

Calculer A" pour n dans N et :

A= k +cos 6 sin 6
- sin @ k—cosf) "

@@ Conseils
Plusieurs méthodes possibles, remarquer que A est
la somme d’une matrice de symétrie orthogonale et
de kI, et appliquer la formule du bindme ou bien
diagonaliser la matrice A ou encore utiliser un po-
lyndme annulateur de A.

Valeurs propres et image
d'un endomorphisme de M;(C)

l J J2 2im
SoitA=|j j* 1| olujdésignee™.
P

Pour X dans M;(C), on pose ¢(X) = AXA.

Déterminer les valeurs propres et ’image de ¢.

@@ Conseils
Etudier le rang de A, écrire A comme le produit
d’une matrice colonne et d’une matrice ligne, cal-
culer A% puis I'image de I’endomorphisme canoni-
quement associé a A.
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Recherche de sous-espaces
stables par un endomorphisme

Quels sont les sous-espaces stables par f endomor-
phisme de R?® canoniquement associé a la matrice

2 1 1
A=11 2 1
0 0 3

@@ Conseils

Rechercher les sous-espaces stables en les classant
par dimension.

Considérer la restriction de I’endomorphisme u ca-
noniquement associé a A a un sous-espace stable F'
de dimension 2.

&ED un endomorphisme bien caché

Soit M la matrice réelle triangulaire inférieure telle que,

sin>i>j>1lm; = (;:i)
1 = Donner les éléments propres de M.

2 = Calculer M* pour k dans Z.

@@ Conseil
2) Chercher un endomorphisme de R, _;[X] asso-
cié a la matrice ‘M.

Un endomorphisme encore mieux

caché
0 1 0 0
n 0 2
Soit N lamatriceréelle: [ o ,, 1 -, . 0
o -~ 0 1 0

Trouver un endomorphisme de R,[X] dont N est la ma-
trice.

En déduire les éléments propres de N. La matrice N
est-elle diagonalisable ?

@@ Conseil
Introduire 1I’endomorphisme « de R, [X] associé a
N dans la base canonique, puis résoudre 1’équation
différentielle vérifiée par la fonction polynomiale
associée a un vecteur propre P de u.

m Deux équations dans M;(R)

Résoudre I’équation X 2 = A dans M5(R) dans les cas
suivants :

13 -7 4 5 5
TmA=(26 14| 2= A= 5 4 5
13 -7 -5 -5 -6
@@ Conseils
Réduire A et remarquer la commutativité de deux
matrices.

Une matrice décomposée
par blocs

Soit M dans M, (C), diagonalisable. La matrice
A= (MI ;j) de M, (C) est-elle diagonalisable ?
Inversible ?

@@ Conseils
Réduire la matrice inl 7n1> de M,(C) et utili-

ser les décompositions par blocs.

€D une exponentielle de matrice
p i 4
Résoudre dans M, (C) : exp(M) = (0 i)’
@@ Conseil

i
Remarquer que M et 0
duire qu’elles ont un vecteur propre commun.

4 P
i) commutent. En dé-

&I Recherche d’un polynéme
minimal
Soit A une matrice de M, (C) de polyndme minimal
p
A T
_ o\ —
w(X) = H(x a;))" et B (0 A).
Déterminer le polyndme minimal de B.

@@ Conseil
Ecrire pour tout polynéme P 1’expression de P(B)
al’aide de P(A) etde P'(A).

m Convergence vers l'inverse
d’'une matrice

Dans M, (R), on considére une matrice A inversible.
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On construit une suite (A,),en de matrices de M ,(RR)
par :
Ay € MI,(R)
{ VneN A, =24, — AAA,/

1 = Exprimer I, — AA,, en fonction de I, — AAy.

2 = On suppose que AAp est diagonalisable dans
M, (R).

a) Montrer 1’équivalence des trois propriétés suivantes :
(i lim I, - AAp" =0;
n—-+0o0o

(i) les valeurs propres de I, — A A ont toutes une valeur
absolue strictement inférieure a 1 ;

(iii) les valeurs propres de A Ay sont dans ]0, 2[.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante portant
sur Ag pour que la suite (A,),cn converge vers AL

Surjectivité d'un endomorphisme
de M, (C)

Soit A et B deux matrices de IV, (C).

On note u I’endomorphisme de M, (C) défini par
u(X)= AX — XB.

Montrer que I’endomorphisme u est surjectif si, et
seulement si, A et B n’ont pas de valeur propre com-
mune.

@@ Conseils
Remarquer tout d’abord que I’injectivité de u est
équivalente a sa surjectivité.
On suppose I’endomorphisme u injectif, il existe
une matrice X de M, (C) telle que AX = XB. En
déduire que le polyndme minimal de A annule B.
On rappelle que A est une valeur propre de B si, et
seulement si, la matrice B — A1, est non inversible.
Conclure.
Inversement si A et B ont une valeur propre com-
mune, introduire deux matrices Z et Y vecteurs
propres respectifs de A et ‘B. Puis considérer
X=177v.

3D Relations polynomiales entre
deux matrices

Soit A une matrice de M, (R) diagonalisable sur R.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur une
matrice B de M, (R) pour qu’il existe deux polyndmes
P et Q de R[X] tels que P(A) = Bet Q(B) = A.
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@@ Conseils

On suppose qu’il existe deux polyndmes P et QO de
R[X] tels que P(A) = Bet Q(B) = A.

En déduire que B est diagonalisable et que A et B
ont les mémes sous-espaces propres.
Réciproquement, si A et B ont les mémes sous-
espaces propres, construire les deux polyndémes P
et O en utilisant les valeurs propres.

m Trace des puissances
d’'une matrice

Déterminer toutes les matrices A de IV(,(C) telles que :
Vk € [1,n] Tr(A%) = n.

@@ Conseils
Remarquer que les matrices dont le spectre est {1}
conviennent.
Pour la réciproque :
e montrer, en utilisant le théoréme de Cayley-
Hamilton, que 1 est une valeur propre de A ;
e montrer, par récurrence, que 1 est la seule valeur
propre.

€= Ssupplémentaire stable
d’un sous-espace stable

D’apres St Cyr.

Soit G un sous-groupe fini et commutatif du groupe
GL(E) de cardinal g.

A tout élément u, endomorphisme de E, on associe

1
ﬁ:—Zvouov_'.
q

veG
1 = Montrer que u est un endomorphisme de E.

1

2 = Montrerque Vvw € G wouow  =Tu.

3 = Soit un sous espace F stable par G, c’est-a-dire
stable par tout élément de G et un projecteur p d’image
F.Montrerque : YVw € G w(F)=F.

Montrer que p est un projecteur d’image F et de noyau
stable par G.

4 = En déduire que tout sous-espace de E stable par G
admet un supplémentaire stable par G.

5 = Soit # un endomorphisme idempotent de E et F' un
sous-espace vectoriel de E stable par u.

Montrer que F admet un supplémentaire stable par u.
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@@ Conseils
2) Remarquer que {wov ;v € G} =G.
3) Vérifier que p o p = P en remarquant que

Vx € E pop(x) = p(x).
Montrer que Im p C F, puis que F C Im p.

A lgorithmes

& calcul du polynéme
caractéristique par la méthode

de Souriau

Partie mathématique

On admet, dans ce texte, les formules de Newton. Soit
n est un entier naturel non nul, et P,(X) le polyndme
unitaire, a coefficients réels, de degré n :

Pi(X)=X"-a\ X" ' —a, 1 X—a, = [ [(X—x).

i=1

n
On note, pour tout entier k > 1, Sy = Z x{‘.
i=1
Les formules de Newton permettent de calculer S; a
I’aide des coefficients du polynome P, para; — S; =0
et, pour tout entier k dans [2,n] :

kay +ar_1S1+ag_2S+---+a;Si—1 — S =0.
Soit A une matrice carrée d’ordre n, a coefficients réels.

On note P4(X) le polyndome caractéristique de A, et
X1, ,X, Ses racines :

Pa(X) = (—1)"Det(A — X1I,)

—1
=X"-a X" - —a,1 X —ay,

=[x —x.

i=1

1 = Montrer que, pour tout entier k de [1,n]],ona:

n
Tr(AY) = xf = 5.
i=1
Vous pourrez admettre que toute matrice carrée com-
plexe est semblable & une matrice triangulaire.

2 = On définit la suite de réels (uy) et la suite de ma-
trices carrées d’ordre n, (By)r par By = A, et pour tout
k>1:

_ Te(BY)

U © Biy1 = (Br — url,)A.

Montrer que, pour tout k dans [1,7,],ona:

k—1
up =ai et By = Af — Zuk,,'Ai.

i=l
3 = Montrer que B, = 0.

4 = Montrer que, si A est inversible, ’inverse de A est :
Al — B, —u,_11,
Up

Partie informatique

5 = Ecrire un programme qui calcule le polyndme ca-
ractéristique d’une matrice A. L’ appliquer a une matrice
A que vous choisirez.

@3 Résolution d’un systeme linéaire
par la méthode de Gauss-Seidel

Partie mathématique
Soit A une matrice complexe carrée d’ordre n telle que :
Vi€ [Lal lail > > laud
ke nl ki
Une telle matrice est dite a diagonale strictement do-
minante. Nous avons montré dans le livre de cours,
Algebre-Géométrie, en exercice du chapitre 1, que la
matrice A est alors inversible. Ce résultat est appelé
théoréeme d’Hadamard.

1 = On écrit A = L + U ou la matrice L est triangu-
laire inférieure et la matrice U triangulaire supérieure,
avec tous ses éléments diagonaux nuls et on pose :
M=L""U.

Montrer que les valeurs propres de M sont de module
strictement inférieur a 1.

On admettra que toute matrice carrée complexe est sem-
blable a une matrice triangulaire.

En déduire que la suite (M?”), converge vers 0.
2 = Soit B un vecteur identifié 4 une matrice colonne et
X la solution du systetme AX = B.
Montrer que la suite définie par :
Xo € M, 1(K) Vp €N X,y = L7 (B-UX,)
converge vers X.
Partie informatique

3 = Ecrire un programme de résolution du systéme.
L appliquer a un systeéme que vous choisirez.
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@ Pour s’entrainer

1 = Maple nous aide.

Avec Maple

> restart:with(linalg):
A:=matrix(3,3,[1,1,11,1,1,1,1,1,1]);

(11 1]
A=|1 1 1
REREEE

Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

(11 1]
A=|1 1 1
REREEE

> eigenvects(A) ;

[57 1’ {[3’ 17 1]}]7 [0’ 17 {[71’ 17 0]}]7
(-2, 1, {[-4, 1, 1]}]

La matrice A admet trois valeurs propres distinctes : —2,
5 et 0. Elle est diagonalisable.

Mais O est valeur propre de la matrice. Elle n’est donc
pas inversible.

Un vecteur propre associé a la valeur propre —2 est :
(_43 ls 1)‘

Un vecteur propre associé a la valeur propre 5 est :
3,1, 1).

Un vecteur propre associé a la valeur propre 0 est :
(—=1,1,0).

Par conséquent :

-4 3 -1 -2 0 0 —4 3 -1

A= 1 1 1 050 1 1 1

I 1 0 000 I 1 0

Tous calculs faits :

1 1 4
-4 3 -1 -2 0 0 7 T
A= 1 1 1 050 11 3
0 0 00 7 7 7
0 I -1
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Par conséquent, pour toutn > 1 :

1 11
11
11 1
1 1 4
-4 3 -1\ /=2 0 O\"| 7 T 7
= 11 1 050 1 3
11 0 000 77 1
Ry 0 1 -1
11 1
11 1
1 1 4
-4 3 -1\ [(=2y 0 77 1
= 11 1 0 5 0 11 3
0 0 0 0 7 7 1
0 1 -1
Finalement :
1 o11\"
1
1
4(=2)" +3.5" 4(=2)"+3.5" —16(-2)"+9.5"
= | —(=2"+5"  —(=2)"+5"  4(=2)"+3.5"
—(=2)"+5" = (=2"+5"  4(=2)+3.5"

2 = a) La matrice M est de rang r < 1.

0 est donc valeur propre d’ordre au moins n — 1 et le
polyndme caractéristique de M se factorise par x" .

D’ou :
Det(M — x1,) = (—x)" " (tr(M) — x).
b) Ecrivons A + X 'X = A(I, + A~ X 'X).
Si la matrice X n’est pas nulle, le rang de X 'X est 1.
Le rang de A~' X 'X est donc inférieur ou égal a 1.
Par conséquent :
Det(A + X 'X) = Det(A)Det(I, + A~ X 'X).

Appliquons le résultat de la question précédente avec
x=—1:

Det(L+A "' X 'X) = (A~ ' X 'X)+1 = tr(( X A~ ' X)+1.

Or la matrice ‘X(A~'X) est une matrice carrée
d’ordre 1. Nous I’identifions a un scalaire.

Et nous obtenons :
Det(A + X 'X) = Det(A) (XA™'X +1) .



ALGEBRE ET GEOMETRIE

¢) Calculons les deux produits matriciels donnés par
blocs :

1 0 1 'x\ (1 B4

X L,/)\-x A) 0 A+X'X
1 X 1 0\ [l1+'xA7'x 'x
-X A)J\A'X 1,) 0 A

Les matrices LY et ! L ont pour dé-
X I, A7'X T, p
terminant 1. Donc :

1 D¢ 1+ XA 'x X
Det(o A+x‘x>Det( 0 A)
Soit :
Det(A + X 'X) = Det(A) (XA™'X +1).

3 = a) Une pincée de Maple.

Avec Maple

> A:=matrix(3,3,[1,-1,1,1,0,0,0,1,01) ;

I -1 1
A= |1 0 0
0 1 0

eigenvects(4) ;

[1, 1, {11, 1, 11}, 4, 1, {[-1, 1, 11}],
[_17 17 {[—1, _1’ 1]}]

La matrice A n’est pas diagonalisable dans R.

Elle admet la valeur propre simple 1 et deux valeurs

propres complexes conjuguées i et —i .

La seule droite vectorielle stable par u est donc la droite
1

engendrée par | 1
1

Recherchons les plans vectoriels stables en utilisant les
valeurs propres complexes.
Ainsi
—1 —1 —i
A i| =i i|=1-1
1 1 i

b) Considérons alors la partie réelle, puis la partie ima-
ginaire de ce produit matriciel.

—1 0 0 —1
A O)l=1|-1]; A|l] = 0
1 0 0 1

Nous en déduisons que le plan vectoriel engendré par
—1

0 et —1
1

Est-il le seul ?

est stable par u.

Supposons qu’il existe deux plans vectoriels distincts
stables par u.

Leur intersection est une droite vectorielle stable par u,
c’est-a-dire la droite vectorielle déterminée ci-dessus.
Mais cette droite n’est pas contenue dans le plan vec-
toriel stable trouvé. Ce plan est donc le seul plan vec-
toriel stable par u. Et il est supplémentaire de la droite
vectorielle stable trouvée.

De méme, E et {0} sont stables par u et supplémen-
taires.

4 = La matrice A? est diagonalisable.

Nous connaissons un polyndme P annulateur de A”
dont les racines sont simples :

Px)= [] x-wn.
AESp(AP)
Or, la matrice A est inversible. Donc A? est inversible
et 0 n’est pas valeur propre de A”.

Chaque valeur propre de A” admet p racines p-ieémes
complexes distinctes.

Notons E I’ensemble de ces racines et Q le polyndme

tel que Q(X) = H(x — .

HEE

Puisque P(A?) = H (AP — 2) = 0, nous avons :

AESpP(AP)
o) = [[A-u)=0.
neEE

La matrice A admet un polynome annulateur dont les
racines sont simples. Elle est diagonalisable.

Si A n’est pas inversible, il suffit de considérer une ma-
trice nilpotente non nulle.

Il existe p > O tel que A” = 0. La matrice A est dia-
gonalisable. Mais, pour toute valeur propre A de A, A?
est valeur propre de A”.

0 est donc la seule valeur propre de A, qui n’est pas dia-
gonalisable.

5 = Considérons une base B de E adaptée a la décom-
position de E en somme directe :

E =1Imp & Ker p.

Dans cette base, la matrice de p a la forme par blocs :
I. O
0 0/

Notons la matrice de méme forme associée a

A B
C D
un endomorphisme f de L(E).
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La matrice de po f o pest:

(6 0)(E ) (6 0)=( o)

L’endomorphisme f est vecteur propre de @ si, et seule-
ment si :

A 0 A B
sex (4 9=a(4 2)

Cette égalité équivaut a :

A=AA; 0=AB; 0=AC; 0=AD.

Attention, les matrices écrites B, C et D n’ont pas la
méme taille !
¢ Si A = 0, nous obtenons :

(€ 5)=(¢ o)

0 est valeur propre et la dimension du sous-espace

propre associé est n> — 2.

¢ Si A = 1, nous obtenons :
(A B) B (A 0)
C D 0 0)°
1 est valeur propre et la dimension du sous-espace

propre associé est r>. La somme des dimensions des
sous-espaces propres est n°.

L’endomorphisme ¢ est diagonalisable.

@ Une équation matricielle

1 = Soit ¥ une matrice commutant avec N. Tout sous-
espace propre de la matrice N est stable par Y.

1
Le sous-espace engendré par le vecteur | O | est stable
0
par Y.
La matrice Y s’écrit sous la forme :
a b c
Y=10 d e
0 f ¢

Elle commute avec N si, et seulementsi: NY = Y N.
Cette égalité équivaut a :
a=d=g; b=e; f=0.

Nous obtenons : Y = al; + bN + ¢N>.
Réciproquement, vérifier sans douleur que ces matrices
commutent avec N.
2 = Soit X une matrice solution. Alors :

X" = AX = XA.
Les matrices A et X commutent. Tout sous-espace
propre de la matrice A est stable par X.
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Le sous-espace engendré par le vecteur est stable

(=R

par X. De méme :
t(Xn+1) _ (tx)l’l+l — tAtX — tX[A.
Nous en déduisons que ce sous-espace est aussi stable
par 'X.
A0
0 Z
désigne une matrice carrée d’ordre 3 et A un scalaire.

La matrice X a donc la forme X = ,ou Z

L’équation devient alors X" = (% Zon) = A.

Elle équivaut a :

1 1
NM=2;, Z'=B=|0 1 =L+N.
0 0

—_— = O

Nous savons que la matrice N est nilpotente et vérifie :

0 0 1
N2=[0 0 0 et N3=0.
0 0 0

Si la matrice Z vérifie Z" = B, elle commute avec B,
donc avec N.

Utilisons la premiere question. La matrice Z est de la
forme Z = al; + bN + cN>.

Les matrices I,,, N, N 2 commutent et forment une fa-
mille libre.

L’équation Z" = B se traduit par :

1
a"Ty +na"~\(bN +cN?) + %an_z(bN+cN2)2
=L+N.
Soita" =1;p=2; oz =1
n 2n

Les solutions complexes de I’équation matricielle sont

. A0
les matrices X = (O Z)’ avec :

N'=2; Z=ualz+bN +cN?,
ol a est une racine réelle de 1’équation a" = 1, b,c
—1
définis par b = Tete=-"
2n

3 = Les solutions réelles s’obtiennent en prenant a = 1
et A réel.

@ Valeurs propres des matrices
pseudo-magiques

1 = Simple vérification de la caractérisation des sous-
espaces.
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2 = On conclut facilement en remarquant :

(AJ),',J‘ = Z(l,’,k et que (JA),',J‘ = Zak,j.
k=1

k=1

3 = La matrice A est inversible. Il existe une matrice B
telle que AB = BA =1,.

Or,AJ =JA=S(A)J.
Par conséquent, BAJ = S(A)BJ, puis J = S(A)BJ.
De méme, J = S(A)J B.
La matrice J n’est pas nulle. Le réel S(A) ne I’est pas.
La relation BJ = JB = S(A)~'J prouve que B est
une matrice pseudo-magique et que S(B) = S(A)~".
4 = S(A—-SAI,) =0.
D’apres la question 3) la matrice A — S(A)I, n’est pas
inversible. Le réel S(A) est une valeur propre de A.

X1
5 = Soit « une valeur propre de A et X = | : |un

Xn
vecteur propre associé.

Il existe un indice j tel que |x;| = max{|x;|;i € [1,n]}.

n
Ona: (aj; — a)x; :—Zaj,kxk.

k=1
k#j

n n
l(aj; — x| <D lajel el < 1x;1 ) lajal -
k=1 k=1
=y KZj
Le vecteur X est non nul. Donc |x;| # 0.

On en déduit :

n
|a| < lajl+laj; —al <lajjl+ ) lajl-
k=1
k#j
Or les coefficients de A sont positifs. |a| < S(A).

Deux spectres infinis non
dénombrables

On considere 1’ensemble E des suites réelles
u = (up)en telles que, pour tout entier naturel k, la

série E n*u, est absolument convergente.

1 = Simple vérification de la caractérisation des sous-
espaces.

2 = [application ¢ est linéaire.
Soit # dans E. Pour tout entier naturel k, nous avons

k
nkv,, = (L) (n+ l)kun+1.
n

+1
80

k
lim ( " ) :1.D0ncnkvn~(n+l)ku,,+1.
n+1

n—+0o0

Or la série E n*u, est absolument convergente.

La série Z n*v, est absolument convergente.
La suite ¢(u) appartient a E.
L application ¢ est un endomorphisme de E.

Recherchons A dans R et u dans E non nulle tels que :
o(u) = Au.
Vn eN u, = Au,.

La suite u est une suite géométrique de raison A. Elle
appartient a E si, et seulement si, [A| < 1.

Si A = 0, la suite nulle a partir du rang 1 et de premier
terme u©( non nul est un vecteur propre.

Le spectre de ¢ est | — 1, I[. Pour A dans ] — 1, 1], le
sous-espace propre associé est la droite engendrée par
la suite (A"),eN.

3 = D’apres la question 2), pour tout u# dans E, la suite
(Up+1)nen est dans E.

Pour tout k dans N, la série E n**u,,. est absolument
convergente.

On en déduit que la série anwn est absolument
convergente.

La suite () est dans E.
On en déduit que ¢ est un endomorphisme de E.
Recherchons A dans R et # dans E non nulle tels que
Y(u) = Au.

VneN nu,p = A+ Du,.

La suite u est enticrement déterminée par :

epourn =0,onaAd=—1louuy=0;
A+1 .
e pour n non nul, on a wu,; = u,; puis
A+ D!
U, = ———uj.
n—1 "

La suite u est enticrement déterminée par ces deux
conditions.

Si A = —1, le sous-espace propre associé est la droite
engendrée par la suite définie par ug € R* et u,, = 0
pour n dans N*.

Si A # —1, la suite définie par uy = 0,u; € R* et

A+ 1!

VneN* u,= ¥u1 est-elle dans E ?
(n—1)!

Soit k dans N, étudions 1’absolue convergence de la

A+ D!
série Z a, avec a, — nkﬁul.
Gl _ (””)k“l. im 2L —o.
Ay n n n—+0o Ay

(@© Hachette Livre — H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit



On en déduit que A est une valeur propre et que le sous-

espace propre est la droite engendrée par la suite définie

A lnfl
parup =0,etVn € N* u, = L
i —1)!

Le spectre de ¢ est R.

Déterminant
d’une matrice circulante

1 = Le polynéme X" — 1 est annulateur de J. Il n’a que
des racines simples sur C. La matrice J est diagonali-
sable sur C.

L’ensemble des racines n-ieme de 1’unité est le spectre
de A.

Notons D la matrice diagonale de diagonale
(A1,...,A,)ou, pour tout k de [[1,n] :

2ik
Ak :exp< ! ﬂ).
n

Il existe une matrice inversible B telle que :
A=BDB™".

2 = La matrice M s’écrit :
n—1

M = P(J) ennotant P(X)= Zaka.
k=0
On en déduit M = BP(D)B~".

La matrice P(D) est diagonale de diagonale
(P(A1), ..., P(Ap).
On en déduit que M est diagonalisable et que

DetM = [ P(A.
k=1

@ Une réduction de matrice

X1
Considérons un vecteur propre X = associé a

Xn
une valeur propre A.

L’équation AX = AX équivaut au systeme :
2—=—MDx;—x=0
Vke2,n— 1] —xxg_1+Q2— Mxp — xx41 =0
X+ (2= Dx, =0

En complétant par xp = 0 et x,;; = 0, on obtient le
systeme équivalent :

X0 = 0

Vk € [1,n]] — x3—1 + (2 — Axp — x341 = 0.

X1 =0
La suite récurrente ainsi définie a pour équation carac-
téristique : r? + A—=2)r+1=0.
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Son discriminant est A = A(A — 4).

¢ Si A > 0, il y a deux racines réelles r et s distinctes.
Vk € [0,n+1] x; = ark +Bsk.

Pour vérifier xo = 0 on choisit @ = —pB.

Légalité x,,; = 0 équivaut 2 a(r"' — s"*') = 0. Ceci

. 2imm
n’est possible que pour & = 0 ou r = s exp 1/
n

Cette dernicre condition n’est pas réalisable donc :
a = 0. On obtient X = 0.

Dans ce cas, A n’est pas valeur propre.

¢ Si A =0, il y a une racine double r.

Vk € [0,n+ 11 x¢ = (a +kB)s*.

Pour vérifier xo = 0 on choisit @ = 0.

L’égalité x,,.; = 0 conduita 8 = 0.

On obtient X = 0.

Dans ce cas, A n’est pas valeur propre.

¢ Si A < 0,il y adeux racines complexes conjuguées.
Danscecas:0 < A < 4.

6
Il existe 6 dans 0, 7| tel que A = 4 cos? X

Les deux racines sont : —e'? et —e 7.

On obtient :

Vk e [0,n+ 11 xx = (—1)*[ae*? + Be k0],
Pour vérifier xo = 0 on choisit « = — .
Vk € [0,n+ 1] x; = 2a(—1)" sin(k0).
L’égalité x,,; = 0 conduita § = nm:rl avecm € [1,n]|
car0 < 0 <O0.

On obtient n valeurs propres distinctes deux a deux :
mr

2(n+1)
Soit D la matrice diagonale de diagonale (A, ...,A,) et
P la matrice de passage.

Le terme d’indice (i, j) de P est 2(—1)" sin (i ]+ 1)'
n
Ona:

A = 4 cos? avec m € [1,n].

A=PDP .

(7 ) Un endomorphisme de CR,R)

1 = Notons & I’application T'(f).

L’application ¢ +— ¢" f(t) est continue sur R, donc 1’ap-
X
plication x +— t" f(t)dr est continue et dérivable

0
sur R. On en déduit la continuité de & sur R*. Montrons
la continuité en 0.

Utilisons la regle de L’Hospital.
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X
La dérivée de x — / t" f(r)drest x — x" f(x) et
0
celle de x — x™ est x — (n + D)x".

De plus lim

. Donc lim h(x) =

x=0 (n+ Dx" o+l x—0 n+1

L application A est continue sur R.

On peut également effectuer la démonstration suivante.

l X
xn+l /0 tn[f(t) - f(O)]dt
L application f est continue en O :
Ve>03da>0VieR [f|<a=|f@)—f0)]<e

Pour x tel que |x| <

Calculons h(x) — h(0) =

a,0na:

/0 t|" | f(t) — f(O)|dt

|h(x) — h(0)] < ——
|X\
1 .
S |t| dt| = © .
|x‘ n+1

On en déduit la continuité de /4 en 0.

2 = L’application 7T est clairement linéaire. Si f est une
fonction polynomiale de degré inférieur ou égal a p, la
X

fonction x +— t" f(¢)dt est une fonction polyno-

miale de degré in(%érieur ouégal an + p + 1 et de valua-
tion au moins égale a n+ 1. Par conséquent, la fonction &
est bien une fonction polynomiale et son degré est infé-
rieur ou égal a p. L’application ¢ est un endomorphisme
de E.

Recherchons son noyau.

Soit f dans E telle que ¢(f) soit I’application nulle.
Alors :

X
Vx € R* / t" f(t)dt = 0.
0

En dérivant, on obtient Vx € R* x" f(x) =0
L application f est nulle.

Ker ¢ = {0}

L’endomorphisme ¢ est injectif.

Or la dimension de E est finie. L’endomorphisme ¢ est
surjectif.

Recherchons les valeurs propres et les vecteurs propres.
p

Soit AdansRet f : x — Z agx*telle que o(f) = Af.
0

On en déduit, aprés intégration :

Vx eR Zakk n+1 Zakx

En identifiant les coefficients, on obtlent :
1

Vke[[O,p]] ak:() ou /\.:m

X f@) 0 . O

Par conséquent, le spectre de ¢ est :

1
— ;k € [0, .
{k +n+1 € 10, 1}
Le sous-espace propre de ¢ associé a la valeur propre
——— est la droite engendrée par la fonction
k+n+1

)C’—>)Ck.

3 = On montre de la méme maniere que 1’espace E est
stable par 7. L’endomorphisme ¢ induit par 7" sur E est
injectif. On vérifie que I’'image de la base canonique par
i est une base de E. L’endomorphisme ¢ est surjectif.

On vérifie de la méme maniere que le spectre de ¢ est
{ 1

Tinel ;k € N} et que le sous-espace propre de ¢
associé a la valeur propre

1
— est la droite engen-
k+n+1 s
drée par la fonction x +— x*.

4 = La question 1) prouve que 7 est un endomorphisme
de E.

On montre comme a la question 2) que 7T est injectif.
Etudions la surjectivité de T

Soit g dans E. Supposons qu’il existe une application f
de E telle que f(0) = (n + 1)g(0) et telle que :

Vx e R* g(x) = 11/ " f()dt.
0

L’application g est dérivable sur R* et :

Ve € R* x™g/(x)+ (n+ Dx"g(x) = x" f(x).
Lorsque g est dérivable sur R* on trouve f définie par :
Vx € R* f(x) = xg' (x)+(n+1)g(x) et £(0) = (n+1)g(0).
Lorsque g n’est pas dérivable sur R*, I’application g n’a
pas d’antécédent par 7.

L application 7 n’est pas surjective.

Déterminons les éléments propres de 7.

Tout d’abord, 0 n’est pas valeur propre de T car T est
injective.

Soit A non nulle et f dans E non identiquement nulle
telle que T(f) = Af.

On vérifie que f est dérivable sur R* et que :

T(f)=Af & Vx € R*  f(x) = Axf(x)+A(n+1) f(x)
et £(0)(1 —A(n+1)) =0

Les solutions de I’équation différentielle sont de la
forme :

Cpxc k=D
R ST

L’application f est prolongeable par continuité en O si,

pour x > 0
pour x < 0
et seulement si : 1 n+1)>0
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3. SOUS-ESPACES STABLES ET REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

1 [ee]

! 2
Pour 1 (n+1)=0,0ona f(0)=C #0etA = il La convergence normale de la série - Z yr— cos(nt)
Pour l —(m+1)>0,0ona f(0)=0. entraine la convergence normale de la serle
1 2 431
Par conséquent, le spectre de T est ]0, ?]. ;f(t) - = Z A COS("(X —D)f@).
n
Le sous-espace propre de T associé a la valeur propre Ceci permet d’écrire :
est la droite des fonctions constantes.
n+1 L. (x—t
Le sous el:space propre de T associé a la valeur propre A o . S ( 2 ) ‘ f@dt
de 10, 1 [ est un sous-espace de dimension 2, engen- ™ 7 X T 1
n - - —
dré par les deux fonctions : f nulle sur R* définie par ﬂTf(t)dt 2 Z_*: /ﬂT 4n? — 1 cos(n(x — D)/ (D) d¢
filx) = (—x)%_(”“) sur R™ et f, nulle sur R™ définie ] ) & q: ]
1
par f>(x) = x3 0D qur RY = ;ao(f) - Z /_1T 1 cos(nx) cos(nt) f(t)dt
Série de Fourier et éléments ‘= Z/ oz SN sinun) f(1) .
propres d’'un endomorphisme w2
t
1= La. foTlction h :t— |sin §| est continue, paire et —ao(f) e o cos(nx)an(f)
2m-périodique.
L [™). t 2 (™ .t 4 2= 1
ao(h):;/_ﬁ Slni’dt:;‘/o Slnidt:; +_Z42 s1n(nx)b (f)
Vn € N*
e 1 (™ Or, I’application f est continue. Le développement ci-
an(h) = p /_ Sl 5‘ cos(nr)dz dessus est le développement en série de Fourier de la
’ - ; fonction A f. On identifie les coefficients :
== sin = cos(nt)dt a(f) 1
Ft D _ o)
1 / T, t , t Tr
= — [sm (nt+—) — sin (nt——)}dt . 2 1
T 2 2 Vn € N Aa,(f) = — 7 an(f)
: 1( ) o
T n+1/2 n—1/2 et Ab,(f) = 42 b(f)
I m- Ceci donne les condltlons suivantes :
2
La fonction % est continue, 2m-périodique et e! par A= —ouay(f)=0
morceaux. Sa série de Fourier converge normalement m
vers h sur R. Par conséquent : Vn e N* )= 21 oua,(f)=0
w4n? — 1
== _ - . 2 1
2y SIS ’sm( )‘ Z4n2 cos(nt) etVn € N* /\——42 oub(f)—O
2 = On vérifie que ¢ est un endomorphisme de E. Par conséquent, le spectre de pest:
i -périodi 2 1 2 1
Pour tout f de E la fonction ¢( f) est 2m-périodique. < neNbuUlZ neN* L.
. . . ox—t m4n? — 1 w4n? — 1
Elle est continue car la fonction (x, ) — | sin( )N f(@) R
. Le sous-espace propre associé a la valeur propre
est continue sur R x [—1r, 7). 2 .
Le réel A est une valeur propre pour ¢ si, et seulement Cmdn? — 1 sl drelis o = eeesd) o 1Y,
s’il existe une fonction f de E non identiquement nulle Le sous-espace propre associé a la valeur propre
telle que : 2 . .
———— est la droite {x — asin(nx) ;a € R}.
1 (™| [x—t wan? — 1
VxeR — sin [ —— || f(&)dt —Af(x) = 0.
2w ). 2
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@ Trente secondes pour répondre !

Le polyndme minimal de f divise (X — 2)(X +3)* et ne
divise pas (X —2)(X +3). llestégal a (X — 2)(X + 3)2
ou a (X + 3)%. Ses racines ne sont pas simples. L’endo-
morphisme f n’est pas diagonalisable.

Calcul d'une puissance de matrice

1 = Premiére méthode
A k +cos @ sin 6
o sin 6 k — cos 6

__[cosf®  sinf

B <sin0 — cos 0)'
Les matrices I et S commutent. On applique la formule
du bindme.

) = kI + S en notant :

On remarque que : S° = 1.
Soit n dans N*,

A" = Z (5) kP + ZO (5) KPS,
-

p=0
p pair p impair

or 32 (1) wrr = T

p=0
p pair

=

p=0
p impair

Donc A" =

(k — D"
2

k+1)
2

I+s+ a—->=s.

2 = Deuxieme méthode

Le polyndme caractéristique de A est :
P(X)=X>— QX +k*— 1.

Il est annulateur de A.

Effectuons la division euclidienne de X" par P. Il existe
un unique polynéme Q et un unique couple (a,, b,) de
R? tels que : X" = P(X)Q(X) +a, X +b,,.
Les racines de P sontk — 1 etk + 1.
Onen déduit: (k+1)" = a,(k+ 1) + b,
etk —1)"=a,(k —1)+b,.

k+1)"—(k—1)"
Onobtient:an:( +D 2( )
A =k)k+1)"+ 0 +k)(k—1)"
n 2

et b,

puis :
:(k+1) —2(k—1) A

An

N (1 —k)(k+1)" -;(1 +k)(k — 1)”I

(k+ )"
2
3 = Troisieme méthode

(k— 1)

D Aﬂ =
onc )

I+S)+

a-29).

Pour # # 0[27], les racines du polyndme caractéris-
tique sont simples. La matrice A est diagonalisable.

Le spectre de A est {k — 1,k + 1}.

Le vecteur (sin 4, 1 — cos 6) est un vecteur propre pour
la valeur propre k — 1.

Le vecteur (sin #, —1 — cos #) est un vecteur propre pour
la valeur propre k + 1.

Nous avons A = PDP~! en posant :

sin 6 sin 0 k—1 0
P<10059 10050>etD< 0 k+1)'
k—1" 0

n __ —1
Pour toutn de N, ona A P( 0 (k+1)”> P

Valeurs propres et image

d’un endomorphisme de M;(C)
En notant L la matrice ligne : (1 j j?), on écrit :

A='LL et ¢oX)='L(LX'L)L =(LX'L)A

car (LX"L) est un réel.
OrL'L =0.
On en déduit que : A> = 0 puis que : X est un poly-
ndme annulateur de ¢.

L’endomorphisme ¢ n’est pas identiquement nulle,
donc le polyndme minimal de ¢ est X2, scindé 2 ra-
cine double. L’ endomorphisme ¢ est trigonalisable, non
diagonalisable et son spectre est {0}.

Le sous-espace propre associé a la valeur propre O est
son noyau Ker (¢).

X € Ker (¢) <= LX'L =0.

Or X —— LX'L est une forme linéaire non nulle. On
en déduit que Ker (¢) est de dimension 8.

Le théoréme du rang, nous donne : rg (¢) = 1.
On déduit de ¢(X) = (LX'L)A que Im (¢) = Vect(A).

Recherche de sous-espaces
stables par un endomorphisme

Notons u I’endomorphisme de R* canoniquement asso-
cié a A.
Le polyndme caractéristique de A est (3 — X)*(1 — X).

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est la
droite D; engendrée par le vecteur (1, —1,0).

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 3 est la
droite D, engendrée par le vecteur (1, 1, 0).
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Le seul sous-espace stable de dimension 0 est {0}.

Les seules droites stables, sont les droites dirigées par
un vecteur propre : D; et D;.

Le seul sous-espace de dimension 3 est R>.
Recherchons maintenant les plans stables.

Soit F un plan stable par u et notons u|r la restriction
deuakF.

Le spectre de u|r est contenu dans celui de u et son
polyndme caractéristique est de degré 2 et divise celui
de u.

Iy a deux possibilités : (3 — X)(1 — X) et 3 — X)*.

Si le polyndme caractéristique de u | est (3—X)(1—X),
alors F C Ker (u — Id)(u — 31d).

Or, d’apres le théoreme de décomposition des noyaux
Ker (# — Id)(u — 31d) est le plan D; & D;.

Donc F = D, & D,.

Si le polynoéme caractéristique de u | est (3 —X )2, alors
F C Ker (u — 31d)*.

Or Ker (u — 31d)? est le plan P d’équation x = y. Par
conséquent F = P.

En conclusion, les sous-espaces stables par u sont :

{0}, Ker (u—Id),Ker (u—3Id), Ker (u—3Id)®Ker (u—I1d),

Ker (u — 31d)? et R,

@ Un endomorphisme bien caché

1 = La matrice est triangulaire inférieure et sa diago-
nale ne contient que des 1. Le spectre de M est {1}.

Le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est la
droite engendrée par le vecteur (0, ...,0,1).

La matrice M n’est pas diagonalisable.
2 = On remarque que ‘M est la matrice de I’endomor-
phisme ¢ de R,,_{[X] défini par : ¢(P) = P(X + 1).

La matrice (' M)* est la matrice de ¢* : P — P(X +k)
pour tout k de Z.

Or (X' =Y <;:

L\ i it
1) E=/X—.
=1

Le terme de la i-ieme ligne et de la j-ieme colonne de
kg (F7 1) pici
M* est (l B 1) k',

- Un endomorphisme encore mieux
caché

Soit u I’endomorphisme de R,[X] associé a N dans la
base canonique.
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On observe que pour tout j de [0,n]],on a :
uXH) =XV e m— X

On en déduit que :
VP e R,[X] u(P)=(1—X*P +nXP.

Le scalaire A est une valeur propre de u si, et seulement
s’il existe un polynome non nul P tel que :

(1—-X»HP +nXP = AP.

Ceci nous conduit a résoudre I’équation différentielle :
(1 —x?)y" +(nx — )y = 0.

1,1[ ou 1, +o0[ sont
n+A/2

Les solutions sur | — oo, —1[, | —
de la forme x — Clx — 1["~*/2|x + 1|

Il s’agit de fonctions polynomiales si, et seulement si, le
scalaire A appartienta {n —2p ; p € [0,n]}.

On trouve ainsi n+ 1 valeurs propres distinctes. Le sous-
espace propre associé a la valeur propre n — 2p est la
droite engendrée par le polynome (X — 1)P(X + 1)" 7.

On en déduit que N est diagonalisable, que son spectre
est {n —2p ; p € [0,n]]} et qu'un vecteur propre as-
socié a la valeur propre n — 2p est le vecteur dont la

r-iéme coordonnée dans la base canonique de R™*! est :
min(r—1,p)

Z (= Dk (i) (r i; f k)’ coefficient de X" !

k=r—1—n+p
dans le développement de (X — 1)?(X + 1)" 7.

@ Deux équations dans M;(R)

1 = La matrice A s’écrit A = PT P~ avec :

-3 1 1 0 0 O
0 0 O
0 1 —2
et P! 00
1 3 —
En posant Y = P~!X P. L’équation devient : Y2 = T.
a b c
Onécrit Y souslaforme: [ d e f
g h i

Or Y et T commutent. On en déduit: b = g = h = 0.

En identifiant Y> et 7 on trouve : a = 0, e=0 et
dc = 1. Les solutions sont de la forme :

0 0 ¢

1
Pl- 0 fFf|pP".

C

0O 0 O
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2 = La matrice A s’écrit A= PDP ! avec :

1 1 1 4 0 0
—1 0 -1 0 0 -1
1 1 1
etP'=| 1 0 1
-1 -1 2
Un calcul analogue donne a = 2 oua = —2,i = —e,

hf =—1—¢é*etb=c=d=g=0.

Une matrice décomposée
par blocs

Soit B = (’" _1>.
—1 m

. 1 /1 1 m—1 0 1 1
OnobtlentB—E (l _1>( 0 m+1> (1 —l)'

On en déduit :

A_lIIM—IO I I
T2 \I -1 0O M+1)\I —-I)"

La matrice M est diagonalisable. Elle s’écrit
M = PDP~! ol D est une matrice diagonale et P
une matrice inversible.

A_L(P P\(D-I 0 p~t  p!
T 2\P -P 0 D+I)\pP! —pl)

La matrice A est diagonalisable et le spectre de A est
{A=1;AeSpM)}U{A+1;A € Sp(M)}.

La matrice A est inversible si, et seulement si, 1 et —1
ne sont pas valeurs propres de M.

(17 ) Une exponentielle de matrice

On note A = (1 4)
0 1

Les matrices M et A commutent. Elles ont un vecteur
propre commun.

La seule direction propre de A est ( 1, 0). Le vecteur
(1, 0) est donc également un vecteur propre pour M.

On en déduit que M s’écrit : (g lg)

MA =AM & a =c.
La seule valeur propre de exp(M) est e.

LT q
Par conséquent : a = 15 + 2ikT avec k dans Z.

< (0 b
M—aI+N0uN—(0 0).

La matrice N est nilpotente : N> = 0.

Donc :
exp(M) = exp(al + N) = exp(al) exp(N)
=eexp(N) =iexp(N) =i(I+ N).

Onidentifier (Lo e T o )
0 1 0 1

Les solutions sont les matrices de la forme :
i (3 + 2k1'r) 4
2 o ouk € Z.
0 i (5 + 2qu)

Recherche d’un polynéme

minimal
Soit k dans N. On montre par récurrence que :
Bt — A Ak

0o A )

Pour tout polyndme P I’expression de P(B) est :

_ (P& P4
P(B)_< 0 P(A))'

On en déduit que le polyndme P est annulateur de A si,
et seulement si, P et P’ sont annulateurs de A.

Le polyndme minimal de B est le polyndme unitaire de
plus bas degré tel que m divise P et P’.

Soit S le polyndme tel que P = Sw. Alors m divise
S’m+ Sm’ si, et seulement si, le polyndme 7 divise ST’
C’est-a-dire si, et seulement s’il existe un polyndme 7
tel que 77w = S7’.

On cherche donc le polyndme T de plus bas degré tel
que Tll soit un polyndme.
m

: T w2
On pose ensuite S = 7'—, puis P = T —;.
T o

Déterminons 7.

T(X) &~ m
Or = .
m(X) ; X — a;

P P P
De plus les polynomes H(X —a;)et Z my H(X—ozj)
i=1 k=1 j=1
. iz
n’ont pas de racine commune. Ils sont premiers entre
eux.
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Par conséquent :

p p 4
T = ka H(X —a;) et S= H(x — ).
k=1 7=l =l
J#k
On obtient :

14 p
P(X) = S(X)m(X) = [[(X — a)) [J(X — ay™
i=1 i=1

p
= [Jox —anymet.
i=1
P

Le polyndme minimal de B est H(X —a;)™ 1

i=1

Convergence vers l'inverse

d’une matrice
1 = 11 suffit de faire le calcul.
I, —AA =1, —2AA,+AAA- A, = (I, — AA,)%.

Donc: VneN (I, — AA,) =, — AAg)* .

2 = a) AAj est diagonalisable :
3P € GL,(R) AA¢ = Pdiag(Ay,..,A,)P ™"

Donc I, — AA, = Pdiag((1 — A,)*,..,(1 = A,)*)P~L.
La matrice I, — AA, est diagonalisable.

Les valeurs propres de [, — AAp sont donc
1—2q,..,1 —2,.On sait que :

A<l -1<A<1
—=0<1-A<2.

L’application M — P ~!'M P est continue puisque c’est

une application linéaire dans un espace de dimension
finie.

On peut dire que lim (I, — AAp)" = 0 si, et seule-
n—--+00
ment si :
lim P~'(I, — AAy)"P =0.

n—---+0oo

lim (I, — AAp)" = O si, et seulement si :
n—---+0oo

lim diag((1 — A)",..,(1 —A,)") = 0.
n—--+0o0o
On doit donc avoir :
Vk e [L,n]l |1 — A < 1.
Ainsi :
lim (I,—AA))" =0<=Vke[l,n] 0< A <2

n—--+0o0o
b) A, converge vers A~" i, et seulement si, AA,
converge vers [,.

Donc A, converge vers A~ si, et seulement si,
I, — AA, converge vers 0 quand n tend vers +00.
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D’apres la question précédente, une condition néces-
saire et suffisante pour que A, converge vers A~ ' est
que :

Sp(A - Ap) C 10,2[.

Surjectivité d’'un endomorphisme
de M, (C)

L’espace vectoriel est de dimension finie. L’injectivité et
la surjectivité de I’endomorphisme u sont équivalentes.
Nous allons démontrer les implications contraposées.

Supposons tout d’abord I’endomorphisme u non in-
jectif. Il existe une matrice X de M, (C) telle que
AX = XB.

On montre par une récurrence immédiate que
VkeN A*X = XB*.

Vérifier que, plus généralement, pour tout P de C[X]
ona P(A)X = XP(B).

En particulier, pour le polyndme minimal w4 de A, on
obtient X4 (B) = 0.

La matrice X n’est pas nulle. Par conséquent, la matrice
w4 (B) n’est pas inversible.

P
Or ws(B) = H(B — N L)ou{A; ;i €1, pll} désigne

=l
le spectre de A dans C.

Montrons par I’absurde que ’'une des matrices B — A; I,
est non inversible. En effet, si cela n’était pas le cas,
toutes les matrices B — A; I, seraient inversibles et leur
produit 4 (B) également. Ce qui n’est pas.

Par conséquent, il existe j dans [1, p] tel que B — A; 1,
ne soit pas inversible.

On en déduit que A; est une valeur propre commune de
Aetde B.

Réciproquement, on suppose que A est une valeur
propre commune de A et de B.

Les matrices B et 'B ont le méme spectre. Le complexe
A est également une valeur propre de 'B.

Notons Z une matrice de M, ;(C) vecteur propre de A
et Y une matrice de M, ;(C) vecteur propre de 'B pour
cette valeur propre.

AZ = AZ. 'BY = \Y.

Posons X = Z'Y. La matrice X, non nulle, appartient a

M, (C).

AX = (A2)YY = AZ'Y = Z(A'Y) = Z'("BY)
=Z7'YB = XB.

Le noyau de u contient X. Il n’est pas réduit au vecteur
nul.
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Nous avons montré :
u non injectif < Sp(A) N Sp(B) # &.
En contraposant, on obtient :

u injectif < Sp(A) N Sp(B) = .

Relations polynomiales

entre deux matrices
On suppose qu’il existe deux polyndmes P et O de
R[X] tels que P(A) = Bet Q(B) = A.
La matrice A est diagonalisable. Il existe une matrice
inversible M telle que A = M DM " avec D matrice
diagonale de diagonale («ay, ..., a;).
Alors B = M P(D)M ™" et la matrice P(D) est diago-
nale de diagonale (P(«a;),. .., P(ay)).

On en déduit que B est diagonalisable et que les vec-
teurs propres pour A associés a une valeur propre «
sont vecteurs propres pour B associés a la valeur propre
P(a).

On en déduit que le
Ey(A) C Ep(a)(B).

Les sous-espaces propres de A sont inclus dans les sous-
espaces propres de B.

sous-espace  propre

De méme, a I’aide de Q(B) = A, on montre que les
sous-espaces propres de B sont contenus dans les sous-
espaces propres de A. En conclusion, les matrices A et
B ont les m&mes sous-espaces propres.

Réciproquement, supposons que les matrices A et B ont
les mémes sous-espaces propres.

Notons (Ay,...,A,) le spectre de A sans répétition et
(M1, ..., mp) celui de B.

On suppose que les valeurs propres de A et de B sont
rangées de telle sorte que :

Vi € [1,pl Ej(A) = E,(B).

On sait qu’il existe un unique polyndme P de degré p

tel que :
Viel[l,pl PA)= pi

(On le construit a ’aide des polynomes d’interpolation
de Lagrange.)
De méme, il existe un unique polyndme Q de degré n
tel que :

Vielll,pll O(mi) = A
Soit X un vecteur quelconque de E), (A) = E,, (B).

P(A)X = P(A)X = wX = BX. On en déduit
P(A) = B.

Vérifier de méme : Q(B) = A.

Trace des puissances
d’'une matrice

Remarquons tout d’abord que les matrices dont le
spectre est {1} conviennent.

Montrons la réciproque par récurrence sur 7.

Le résultat est acquis pour n = 1. Supposons que pour
tout entier m < n, toute matrice C de M,,(C) telle que
Vk € [1,m] Tr(C*) = m admet 1 pour unique valeur
propre. Montrons le résultat au rang n.

Soit A dans M,,(C) vérifiant : Vk € [1,n] Tr(A¥) = n.

e Montrons que 1 appartient au spectre de A.

n
Notons P4, = Zaka le polyndme caractéristique

k=0
de A.

Le théoreme de Cayley-Hamilton assure :

n
> a At =0,
k=0
L application trace est linéaire.
n n
ZakTr (A% =o. n Zak =0.
k=0 k=0

Le réel 1 est racine de Py.

e Montrons par I’absurde que 1 est la seule valeur
propre.

Si 1 n’est pas la seule valeur propre, il existe p dans
[1,n] et O dans C[X] tels que Px = (X — 1)7Q et
X-DHDAQ=1.

L’entier p est la multiplicité de la valeur propre 1.

Notons u# I’endomorphisme canoniquement associé a A
et e I’application identique.
Le théoreme de décomposition des noyaux permet
d’écrire :

C" = Ker (u — e)” ® Ker Q(u).
Les sous-espaces Ker (u — ¢)? et Ker Q(u) sont stables
par u.
Ker (1 — e)? est le sous-espace caractéristique de u pour
la valeur propre 1. Il est de dimension p.
Ker Q(u) est un sous-espace de dimension n — p.
Il existe une base BjdeKer (u — e)” dans laquelle la
matrice M de la restriction v de u a Ker (u — e)? est
triangulaire supérieure et ne comporte que des 1 sur la
diagonale.

Complétons cette base B; en une base adaptée a la dé-
composition en somme directe.

La matrice de u dans cette base est :
M 0
P ( " N) |
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L’application v admet (X — 1)” comme polyndme an-
nulateur. L’ unique racine est 1.
Le polyndme caractéristique de M est (X — 1)”.
M+ 0
Vk € [1,n] PF= ( Q N")'
Vk € [1,n]l n=Tr(P*) = p+Tr(N").
Or N matrice de M,_ ,(C) vérifie :
Vk € [1,n — p Te(N*) =n — p.
p> 1

L’hypothese de récurrence appliquée a n — p prouve
que 1 est I'unique racine du polyndme caractéristique
P N de N.

Par conséquent Q(1) =0. Ceci contredit encore
(X —1)A Q = 1. Donc 1 est la seule racine de Pjy.

En conclusion, la solution du probléme est 1’ensemble
des matrices de spectre {1}.

(23 ) supplémentaire stable
d’un sous-espace stable

1 = Immédiat.
2 = Soitw € G.

_ 1 _ _
wouowlsz wo@ouov How™!
veEG

1 = =i
:—Z(wov)ouo(v ow )

q vEG

1

womow ! = —Z(wov)ouO(wov)fl.
queG

Montrons que {wov/v € G} = G.

L’application v — w o v est bijective de G dans G car
w est inversible. (Translation dans un groupe.)

1 1
— (wov)ouowov)™ ==Y vouov™ =
qUGG quG

3 = Montrons que Vw € G w(F) = F.

* Soit w € G. L’ensemble G est un sous-groupe de

GL(E).
L application w ™' appartient 2 G et w™'(F) C F.
Par conséquent F C w(F), puis w(F) = F.

e Montrons que p est un projecteur en vérifiant que
pop=p.

|

oﬁ:12ﬁ<vopov‘l).
4 veEG
D’apres la question 2), nous avons v o p = p o v pour
tout v de G.
ﬁoﬁ:lZvoﬁopov_l,
q veG
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3. SOUS-ESPACES STABLES ET REDUCTION DES ENDOMORPHISMES

Montrons que Vx € E  p o p(x) = p(x).
Soit x dans E. Le vecteur p(x) appartient a F.

1

Or F est stable par v~ '. Donc v~ o p(x) appartient a F.

La projection p a pour image F. Par conséquent la res-
triction de p a F est I’identité.
(povlop)x) =@ o p)x).
(vopov'op)x) = p).

Puis : (P o p)(x) = p(x).
Revenons au calcul de p o p.
1 1
pop=— Zvoﬁopovfl =] —Zvopouf1 =p.
veG veG
* Montrer que Imp C F.

Soit x quelconque dans E. Le vecteur p o v~'(x) ap-
partient 2 F et F est stable par v. Donc v o p o v~ '(x)
appartient a F'. Ainsi p(x) appartient a F.

Montrons que F C Im Pp. 1l suffit de vérifier que
Vx € F px)=x.
Soit x dans F. Alors v~'(x) est encore dans F, donc
dans I’image de p.
po v x) = v ().
1 1
px) = —ZUOpov_l(x): —Zvov_](x):x.
q veEG 4 veEG

e La commutativité de p avec tout élément de G assure
la stabilité de Ker p par G.

4 = Conclusion immédiate.
5 = Soit G le groupe (u) engendré par u. Il est fini car
u est idempotent.

D’apres la question 4), le sous-espace vectoriel admet
un supplémentaire stable par (u), donc par u.

A (gorit/m/;e.s

@ Calcul du polynéme
caractéristique

par la méthode de Souriau

Partie mathématique

1 = Nous avons admis que toute matrice carrée com-

plexe est semblable a une matrice triangulaire. Il existe

donc une matrice carrée, complexe, inversible, P, et une

matrice carrée, complexe triangulaire 7 telles que :
A=P'TP.

T et A ont méme polyndme caractéristique. Puisque 7
est triangulaire, ses éléments diagonaux sont les racines
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du polyndme caractéristique. Nous en déduisons que,
pour toutk > 1 :

Tr(AY) = Te(T) = ) “xk = 8.
=l

2 = Nous ne vous ferons pas I’injure de rédiger cette
récurrence simple !

3 m C’est le théoreme de Cayley-Hamilton.

4 = D’apres la question précédente :

n

Al Z Ups—i AL = 0.

=l
Soit : A[A(B,_1 — an_11,) — ayI,] = 0.

D’ou le résultat.

Partie informatique
5m

Avec Maple

> restart :

> Souriau:=proc(A)

local P,B,k,u,n,J,v,C;

with(linalg) ;

n:=coldim(A) ;J:=array(identity,1..n,1..n) ;
B:=A ;u:=trace(B) ;

P:=Xn-u*X(n-1) ;

for k to n-1 do

B:=evalm((B-u*xJ)&*A) ; u:=trace(B)/(k+1) ;
P:=P-u*X(n-k-1) ;

#Pour pouvoir calculer 1l’inverse de A, si A
#est inversible

if k=n-2 then v:=u ;C:=evalm(B) ;fi;

od;

print (P) ;

if u<>0 then print(evalm((C-v*J)/u)) ;fi;
end :

> A:=matrix(3,3,I[1,2,3,-1,-4,2,0,2,1]) ;

1 2 3
A=| -1 —4 2
0 2 1

> Souriau(A) ;
Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

X3+2x2-9x+12

r2 0 -1 —4 7
33 3
-1 -1 5
7 12 12
1 1 1

L 6 6 6

> charpoly(A,X) ;inverse(4) ;
X3 +2Xx2-9Xx+12

ro2 -1 —4 7
33 3
-1 -1 5
7 12 12
1 1 1

L 6 6 6

Résolution d’un systéme linéaire
par la méthode de Gauss-Seidel

Partie mathématique

1 = Soit A un complexe de module supérieur ou égal
al.Alors: M — AL, = L™'U — Al,

La matrice L est inversible. Donc la matrice M — Al est
inversible si, et seulement si, la matrice U — AL I’est.
Vérifier que cette matrice est a diagonale strictement
dominante. Elle est inversible, donc A n’est pas valeur
propre de M.

Nous avons admis que la matrice M est semblable a une
matrice triangulaire.

Il existe une matrice carrée complexe inversible P telle

que :
M =PDP™!
avec D diagonale.

Pour tout entier p,ona: M? = pPDPP!,

La suite (D?) converge vers 0, car les éléments diago-
naux de D sont de module strictement inférieur a 1.
Les matrices P et P~' sont fixées. L’application ¢ de
M, (K) dans lui-méme, définie par ¢(N) = PNP~!
est linéaire, donc continue car M, (K) est de dimension
finie. La suite (M?) converge vers 0.

2 = Vérifier que : X = L™'(B — UX).

On en déduit :
Xpn —X=L"'"UX-L'UX,=-M(X, - X).
Donc, pourtout p > 1: X, — X = (—M)"(Xo — X).

La convergence de la suite (M?) vers 0 entraine celle de
la suite (X ) vers X.

Partie informatique

3=
Avec Maple
> restart:

> GaussSeidel:=proc(A,B,eps)
local i,j,k,n,X,L,U,IL,M,Y;
with(linalg) ;
n:=coldim(A) ;
#0n teste si la matrice est a diagonale
#dominante.

for i to n do

if sum(abs(Ali,k]),k=1..n)>2*abs(A[i,i])

then print(’error’) ;break

fi;od;
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> A:=matrix(4,4,I[7,2,1,0,2,8,1,-2,1,2,9,1,0,

#0n construit les matrices L et U. XS
L:=matrix(n,n,0) ; B:=matrix(4,1,[1.,2,3,4]) :eps:=10(-2)
for i to n do
) . . . > GaussSeidel(A,B,10(-3)) ;
for j from 1 to i do L[i,jl:=A[i,j];o0d; od; Warning, new definition for norm
U:=evalm(A-L) ; Warning, new definition for trace
#0n calcule M, puis on construit la suite Xp. [.005299083986]]
IL:=inverse(L) ; ?28‘5‘;?223{
M:=evalm(IL&*U) ;X:=matrix(n,1,1) H 6762716112
Y:=evalm(IL&* (B-U&+*X)) ; ) .
while evalf(norm(evalm(Y-X),2))>eps do > linsolve(A,B) ; ~ _
X:=evalm(Y) ;Y:=evalm(IL&x (B-U&*X)) ; 005347593583
od - 3965446318
’ 1694775812
end : | 6762649116 |
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Formes bilinéaires
symeétriques
et formes quadratiques

RAPPELS DE COURS

Dans ce chapitre, E est un R-espace vectoriel.

» FORMES BILINEAIRES

Une application ¢ de E x E dans R est dite bilinéaire sur E lorsque les applications de E dans
R définies, pour tout x de E, par g, : y — ¢(x, y) et, pour tout y de E, par dy : x — @(x, y)
sont linéaires.

Une forme bilinéaire ¢ est symétrique lorsque :
Vix, y) € EXE o¢(x, y)= ¢y, x).

e L'ensemble BL(E) des formes bilinéaires sur E est un sous-espace vectoriel du R-espace
vectoriel (REXE 4, ).

L’ensemble BS(E) des formes bilinéaires symétriques sur E est un sous-espace vectoriel du
R-espace vectoriel BL(E).

* On suppose maintenant que 1’espace vectoriel E est de dimension 7.

Considérons une base B = (eq,...,e,) de E.

La matrice A = (@(e;, €;))ief1, n], jeri, 1 9¢ M, (R) est appelée matrice de la forme bilinéaire ¢
dans la base B.

« Sinous notons X et Y les matrices colonnes des coordonnées de x et de y dans la base B, nous

obtenons :
e(x, y) ="'XAY.

« L’application de BL(E) dans M, (R) qui associe, a toute forme bilinéaire, sa matrice dans la
base B est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. La dimension de BL(E) est n°.
- La forme bilinéaire ¢ est symétrique si, et seulement si, A est une matrice symétrique.

« L’application de BS(E) dans 8, (R) qui associe, & toute forme bilinéaire symétrique, sa matrice
dans la base B, est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.

La dimension de BS(E) est :
nn+1)

2
« Soit P la matrice de passage de la base B a la base B’.

Notons A’ la matrice de ¢ dans la base B’. Alors A’ ='PAP.
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4. FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES QUADRATIQUES

D FORMES QUADRATIQUES

L’application @ définie de E dans R est une forme quadratique s’il existe une forme bilinéaire ¢

telle que :
Vx € E P(x) = o(x, x).

e L’ensemble Q(F) des formes quadratiques sur E est un sous-espace vectoriel du R-espace
vectoriel (RE .+, ).

¢ Pour toute forme quadratique @, il existe une unique forme bilinéaire symétrique ¢ associée.
On I’appelle la forme polaire de ®. Elle est donnée par :
1
V(x, y) € E? o(x, y) = 5[45()( +y) — @(x) — D(y)] (Identité de polarisation.)
L’application qui, a toute forme quadratique, associe sa forme polaire est un isomorphisme de
Q(E) dans BS(E).
¢ Soit @ une forme quadratique sur E.

Alors :
Y(x, y) € E* &(x+ )+ @(x — y) = 2(D(x) + D(y)) (Identité du parallélogramme.)

¢ On suppose maintenant que 1’espace vectoriel E est de dimension 7.

Considérons une base B = (ey,...,e,) de E.

Notons A la matrice de ¢ dans la base B.

« Alors, si nous notons X la matrice colonne des coordonnées de x dans la base B, nous obtenons :
D(x) ="XAX.

- L’application de Q(E) dans 8,,(R) qui, associe a toute forme quadratique, la matrice dans la base
B de sa forme polaire est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. La dimension de Q(E) est :

nn+1)
7
La matrice de 8,(R) associée a la forme polaire de la forme quadratique @ est appelée matrice
de la forme quadratique @ dans la base B.

- Soit P la matrice de passage de la base B a la base B’. Notons A’ la matrice de @ dans la
base B’. Alors :
A" ="'PAP.

Deux matrices A et B de M, (R) qui représentent la méme forme quadratique dans des bases
différentes sont dites congruentes.

D CARACTERISATIONS D’UNE FORME QUADRATIQUE

¢ Une application @ de E dans R est une forme quadratique sur E si, et seulement si, elle vérifie
les deux propriétés suivantes :

« I’application ¢ : (x, y) — %[(D(x +y) — @(x) — P(y)] est bilinéaire sur E ;
Vx € E o(x, x) = P(x).

¢ Une application @ de E dans R est une forme quadratique sur E si, et seulement si, elle vérifie
les deux propriétés suivantes :

1
« I’application ¢ : (x, y) — Z[@(x +y) — @(x — y)] est bilinéaire sur E ;

Vx € E ¢, x) = D(x).

¢ Lorsque E est de dimension finie, soit B = (ey, ..., e,) une base de E.
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Une application @ de E dans R est une forme quadratique sur E si, et seulement si, elle s’exprime
al’aide d’un polyndme homogene de degré 2 en fonction des coordonnées (xi, . . ., x,) du vecteur
xde E.

n
2
Vx € E QP(x) = in b; + Z xiiji,j
i=1 1<i<j<n

avec, pour tout i et tout j de [1,n]] distincts, b; et b; ; réels.

Dans ce cas, on obtient I’expression de la forme polaire de @ en dédoublant les termes de la
maniere suivante :

Xi Vi se substitue a xl-2

et
1 . N
E(xiyj +X;y;)  se substitue & x;x;.

De plus, la matrice de @ dans cette base B est la matrice de la famille :

<1 oD 1 09

3 a_xl’”"i 8—xn> dans la base B*.

» RANG D’UNE FORME BILINEAIRE SYMETRIQUE
OU D’UNE FORME QUADRATIQUE

¢ Le noyau d’une forme quadratique @ et le noyau de sa forme polaire ¢ sont définis par :
Ker®=Kero={x € E;Vy € E ¢, y)=0}

Une forme bilinéaire symétrique ¢ ou une forme quadratique @ sont dites non dégénérées
lorsque leur noyau est réduit a {Of }. Elles sont dites dégénérées dans le cas contraire.

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique, le rang de ¢ est le rang de I’application linéaire g,
associée a gauche, définie par x —— g,

Soit @ une forme quadratique. Le rang de @ est celui de sa forme polaire.

¢ Lorsque E est de dimension finie, soit (ey, . . ., ¢,) une base de E, @ une forme quadratique sur
E, ¢ sa forme polaire et A sa matrice dans la base (ey,...,e,). Alors :

« le noyau de @ est le sous-espace de E d’équation AX =0;
« les formes @ ou ¢ sont dégénérées si, et seulement si : Det(A) = 0.
Le déterminant Det(A) est appelé discriminant de @ dans la base (e, .. .,e,).

Une forme quadratique @ sur un espace vectoriel £ de dimension finie est non dégénérée si, et
seulement si, son discriminant dans une base (eq,...,e,) de E est non nul.

18 (@) = 18 (P) = 1g (A).

» FORMES QUADRATIQUES POSITIVES ET DEFINIES POSITIVES

Une forme quadratique @ est positive lorsque @(x) > 0, pour tout x de E.
Elle est définie positive lorsque @(x) > 0, pour tout x non nul de E.

Une forme quadratique @ est négative lorsque —@ est positive et définie négative lorsque —@
est définie positive.

Soit ¢ une forme bilinéaire symétrique.

On dira que ¢ est positive (respectivement négative) lorsque la forme quadratique associée est
positive (respectivement négative).
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4. FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES QUADRATIQUES

On dira que ¢ est définie positive (respectivement définie négative) lorsque la forme quadratique
associée est définie positive (respectivement définie négative).

Soit A une matrice symétrique.

On dira que A est positive si la forme quadratique sur M, ;(R) canoniquement associée est
positive :
VX € M, (R) 'XAX >0.

On dira que A est définie positive lorsque :
VX eM, (R) X#0="'XAX >0.

A est négative lorsque :
VX e M, (R) 'XAX <0.

et définie négative lorsque :

VX eM, (R) X#0="'XAX <0.

¢ Soit @ une forme quadratique positive de forme polaire ¢. On a :
Y(x, y) € E? o(x, y)2 < P(x)D(y) (Inégalité de Cauchy-Schwarz.)

¢ Une forme quadratique est définie positive si, et seulement si, elle est positive et non dégénérée.

¢ Soit @ une forme quadratique positive. On a :

Y(x, y) € E* ox+y) < Vo) +/p(y)  (Inégalité de Minkowski.)

¢ Soit A une matrice symétrique réelle. Alors :

— A est positive si, et seulement si : Sp(A) C R, ;

— A est définie positive si, et seulement si : Sp(A) C R}.

¢ Notons A une matrice de @ dans une base fixée quelconque de E.

le couple s = (card (Sp(A) N R**, card (Sp(A) N IR*™) est appelé la signature de @
¢ Soit @ une forme quadratique sur E de signature s = (p, ¢) et de rang r. Alors :

ep+q=r.
- La forme quadratique @ est positive si, et seulement si :

s = (r,0).

- La forme quadratique @ est négative si, et seulement si :
s = (0, r).

« La forme quadratique @ est définie positive si, et seulement si :
s = (n,0).

- La forme quadratique @ est définie négative si, et seulement si :
s = (0, n).

- La forme quadratique @ est non dégénérée si, et seulement si :

p+q=n.
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« Il existe une base (ey, . . ., e,) orthogonale pour @ telle que :
Vie[l,n] i<p=De)=1
Vie[l,n] p<i<p+q= De)=-1
Vie[[l,n] i>p+qg= D(;)=0.

La base (e, ..., e,) est dite réduite relativement a .
Dans cette base, I’expression de @(x) en fonction des coordonnées de (xy, .. ., x,) de x est :
P Ptq
_ 2 2
LOED DD DR
i=1 j=p+l

¢ Toute matrice A symétrique réelle de 8, (IR) est congruente a une matrice :

I, 0 0
Jpan=10 —I, 0|de8,®.
0 0 0

* Soit (E, (])) un espace euclidien de dimension n et ¢ une forme bilinéaire symétrique.

Il existe un unique endomorphisme auto-adjoint u tel que :
VxeR  VyeE  ox, y)=(ux)]y).

L’endomorphisme u est appelé endomorphisme auto-adjoint associé a ¢.

N

La matrice de I’endomorphisme u auto-adjoint associé a ¢ dans une base orthonormale
(e1,...,e,) de E est la matrice de ¢ dans cette méme base.

« Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie, @, une forme quadratique sur E définie
positive et @, une forme quadratique sur E.

Il existe une base de E orthonormale pour @ et orthogonale pour @,.

« Soit A et B deux matrices symétriques. On suppose A définie positive. Alors il existe une
matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que :

A='PP et B='PDP.
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& négalités entre formes
quadratiques

Soit E I’espace des polynomes a coefficients réels de
degré inférieur ou égal a 2. Déterminer le plus petit A
dans R tel que :

1 1
A/ P(t)zdt>/ P'(1)*dt
—1 —1
pour tout P de E.

@@ Conseils
Pour A donné, étudier la forme quadratique Q dé-
finie par :

1 1
Q(P):A/ P(t)zdt—/ P'(t)*dzr.
—1 —1

Déterminer une base orthogonale pour Q.

@3 siorthogonal

d’un sous-espace vectoriel

Soit E un R espace vectoriel de dimension finie n et ¢
une forme bilinéaire symétrique sur E. F est un sous-
espace vectoriel de E. On note :

eFt = {y € E | ¥x € F ¢(x,y) = 0} et
Ker ¢ = E+ ;
e f ’application de F dans E* le dual de E définie par :
VxeF  f(x)=e¢k,.);
* ¢ ’application de E dans F* le dual de F définie par :
Vx e E gx)=¢(x,)F-

1 = Montrer que f et g ont méme rang.

2 = Déterminer Ker f et Ker g. En déduire la dimen-
sion de F*.

3 m En déduire la valeur de dim (FY)*, puis que
(FHt = F + Ker ¢.

@@ Conseils
1) Ecrire les matrices de f et de g dans des bases
adaptées.
2) Appliquer le théoréeme du rang.
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Une forme quadratique
sur M,(R)

Soit ¢ I’application de M, (R) x M, (R) dans R définie
par :

¢(A, B) = aTr(AB) + BTr(A)Tr(B)
ol « et B sont deux réels fixés.

Montrer que ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
Donner la forme quadratique associée.

@@ Conseils
Commencer par montrer que 1’application est sy-
métrique. I1 suffira ensuite de montrer la linéarité a
gauche.

@& pédoublement des termes

On définit sur R? 1’application Q par :
Q(x, y, z) = 3x% — 2y* + 8xy + 6yz — 4xz.

Montrer que Q est une forme quadratique sur R?. Don-
ner sa forme polaire et sa matrice dans la base cano-
nique.

@@ Conseil
Méthode du dédoublement des termes.

@3 Reconnaitre

une forme quadratique

Soit E un R-espace vectoriel, ¢ une forme bilinéaire sur
E et u un endomorphisme de E.

On définit D'application Q de E dans R par
Q(x) = @(u(x), x).

Montrer que Q est une forme quadratique sur E. Quelle
est sa forme polaire ?

@@ Conseil
Utiliser I'une des caractérisations des formes
quadratiques.

n Quand le noyau et le c6ne
isotrope sont confondus

Soit Q une forme quadratique sur un R-espace vecto-
riel E.
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Montrer que Q est de signe constant si, et seulement si,
le noyau de Q est égal a son cone isotrope C(Q) défini
par :

C(Q) = {x € E; 0(x) = 0}.

@@ Conseils
Lorsque Q est de signe constant, écrire I’'inégalité
de Cauchy-Schwarz.
Raisonner par 1’absurde pour la réciproque.

Signature d'une forme
quadratique sur M, (R)

Soit S une matrice de 8§, (R).

Montrer que I’application Q de M, (R) dans R définie
par :

Q(A) = Tr(SA'A)
est une forme quadratique sur M, (R). Donner sa forme
polaire.
Quelle est sa signature ? son rang ?

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
la forme quadratique Q soit respectivement positive, dé-
finie positive, non dégénérée ?

@@ Conseils
Trouver une forme bilinéaire ¢ telle que :
0(A) = ¢(A, A).

Pour déterminer la signature de Q écrire que la ma-
trice S est congruente a une matrice de la forme :

I, 0 0
0 -1, 0
0 0 0

&3 orthogonalité pour une forme
bilinéaire symétrique

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et ¢

une forme bilinéaire symétrique.

Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux pour ¢

quand ¢(x, y) = 0.

1 = Soit A une partie de E. L’orthogonal de A est I’en-
semble, noté AL, des vecteurs de E orthogonaux a tout
vecteur de A.

a) Montrer que A est un sous-espace vectoriel de E.
Comparer A et (AH* .

b) Donner E* et {0z}

2 = Soit F et G deux sous-espaces de E.

a) On suppose F C G. Comparer F- et G*.
b) Comparer (F + G)yret F- NG* .
¢) Comparer Fr+Gtet(FNG)*,.

d) On suppose, dans cette question, que ¢ est non dégé-
nérée. Montrer que :

dim F +dim F+ =n
(FHy-=F
AtonE=F@F+?
e) Montrer que :
dim F +dim F* = n + dim(F N Ker ¢)
FNFt={0s} & E=FaF*
(FHt = F+Ker ¢

A quelle condition a-t-on (F Hl =F9

@@ Conseils
Pour la question 2) d), introduire une base
(er,...,ep) de F, la compléter en une base
(e1,...,e,) de E et utiliser la base duale
(ef,...,e;) dans E*.
Remarquer que, dans ce cas, 1’application linéaire
a gauche g est un isomorphisme de E dans E*.
Puis montrer que :

x € Flt o g(x) e Vect(€p415- - - »€,)-

Pour la question 2) e), introduire un supplémen-
taire K de Ker ¢ N F dans F et un supplémentaire
L de Ker ¢ dans E contenant K. Puis, considérer
la forme bilinéaire ¢ restriction de ¢ a L X L.
Vérifier que ¢ est non dégénérée.

€2 Réduction simultanée de deux
formes quadratiques

Soit Q et R deux formes quadratiques sur R* définies
par :
O, y, 2)= 3x2 + y2 +322 — 2xz

R(x, y, z) = 2y? — 322 + 2xz
Trouver une base de R? dans laquelle Q et R s’écrivent
respectivement :
X2 +Y*+Z%etaX? +bY? +cZ%
@@ Conseil

Penser a la diagonalisation d’une matrice symé-
trique.
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KT Forme quadratique et produit
mixte

Soit u et v deux vecteurs de R* muni du produit scalaire
canonique, orienté par sa base canonique.

On définit I'application Q de R® dans R par
O(x) =[x, u, v Ax],oul[,,] désigne le produit mixte
sur R3.

Montrer que Q est une forme quadratique sur R>.

Préciser sa signature et son noyau. Donner une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que Q soit non dégé-
nérée.
@@ Conseils
Séparer les cas (u, v) libre et (u, v) liée.
Dans le cas ou (#, v) est libre, utiliser une base
orthonormale convenablement choisie.

&P une somme de formes
quadratiques

Soit E un espace euclidien de dimension n et Q la forme
quadratique sur E associée au produit scalaire.

On suppose qu’il existe n formes quadratiques
0Oi,...,0, sur E telles que :

> 0i=0 et > rgQi=n

i=1 i=1
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4. FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES QUADRATIQUES

Montrer que E est somme directe orthogonale de sous-
espaces Ey, ..., E, et que les projecteurs orthogonaux
D1, .-, Pn associés vérifient :

Vx € E Vke[l,n]
0i(x) = (pr(x) | x) = (pr(x) | pr(x))

@@ Conseil
Pour tout k de [1, n]], il existe un endomorphisme
de E auto-adjoint uy tel que :

Vi € E  Qu(x) = (up(x) | x)

Une derniére forme quadratique
sur M, (R)
Soit Q I’application de M, (R) dans R définie par :
Q(A) = Tr(A?).
Montrer que c’est une forme quadratique sur M, (R).
Préciser sa signature et son rang.

@@ Conseil
Considérer les cas particuliers des matrices symé-
triques et des matrices antisymétriques.




b 0 R R

Inégalités entre formes
quadratiques

On considere la forme quadratique sur E définie par

1 1
O\(P) = )\/ P(t)zdt — / P/(t)zdt de forme po-
=il 1

laire :

1 1
qu(P,R):A/ P(t)R(t)dt—/ P'(t)R'(t)dt.
—1 —1

On voit que ¢(1, X) = 0 et P (X, X?) = 0.
Donc X est déja Q,-orthogonal a 1 et 2 X2, et une base
orthogonale possible est de la forme 1, X, X 2

2 1
Mais ¢A(1,X2 +a) = §A+2a)1 s’annule sia = ~7

1
Donc une base orthogonale pour Q, est 1, X, X 2 _ B

Dans cette base la matrice de Q) est :

0.1 0 0
0 OixX) 0
1
0 0 0. <x2 = §>
2 0 0
2
_| o 3()‘ —3) 0
8
0 0 E(A —15)

La forme est positive si, et seulement si, A > 15.

Ainsi A = 15 est la meilleure constante vérifiant :

1 1
VP e E A/ P(t)zdt2/ P'(r)*dt.
-1

—1

@ Biorthogonal d'un sous-espace
vectoriel

1 = On choisit une base (er) = (e1, ..., e,) de F com-
plétée en une base (¢) = (ey,...,e,) de E.

On considere alors la base duale de E et la base duale
de F notées (¢*) = (ef,...,e,) et(ep) = (e],...,€},) .

La matrice de f dans les bases (er) et (¢*) est A définie
par :

Vi e [L,n]l Vje [L,pll ai; =e/(fle;)) = ele,e;)

E

De méme dans les bases (e) et () la matrice de g est
B telle que :

Vi € [1,n]l Vjell,pl bj; = ¢lej,e).
Les matrices A et B sont transposées ’'une de 1’autre.
Elles ont le méme rang.
2mx € Ker(f)<xcF VYyeE ox,y)=0.
Donc Ker f = F N Ker ¢.
Deméme x € Kerg < Vy e F o(x,y) =0.
Donc Ker g = Ft.
Or :
rg (f) = dim F — dim Ker f = p— dim (FN Ker ¢)

et
rg (g) = dim E — dim Ker g =n — dim F*.

On en déduit que :
dim E — dim F* = dim F — dim (F N Ker ¢).
Ceci prouve que :

dim F* = dimE — dim F + dim (F N Ker ¢).

3 = En appliquant la formule précédente on obtient :
dim (FY)* = dim E — dim F* + dim (F N Ker ¢).

Mais F- N Ker ¢ = Ker ¢ et en remplagant dim F~*
par [D’expression obtenue dans la question 2)
on obtient :

dim (FY)* = dim F + dim Ker ¢ — dim (F N Ker ¢)
= dim (F + Ker (¢)).

Puisque F + Ker (¢) C (F)* , I'égalité des dimen-
sions donne I’égalité des espaces.

Conclusion : F + Ker (¢) = (F1H)™*.

(3 ) Une forme quadratique sur M, (R)
V(A, B) € M,,(R) x M,(R)

@(A, B) = aTr(AB) + BTr(A)Tr(B)

= aTr(BA) + BTr(B)Tr(A) = ¢(B, A)
L application ¢ est symétrique.

Montrons la linéarité a gauche.
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V(A,A’, B) € M,(R)® V(x,y) € R?
o(xA+yA',B)
= aTr(xAB + yA’B) + BTr(x A + yA")Tr(B)
= axTr(AB) + ayTr(A'B) + BxTr(A)Tr(B)
+ ByTr(A)Tr(B)

=x¢(A,B) + yp(A', B).

L application ¢ est bilinéaire symétrique.

L’expression de la forme quadratique associée est :

0(A) = ¢(A, A) = aTr(A%) + BTr(A)%.

(4 ) Dédoublement des termes

L’expression de Q(x, y, z) en fonction des coordonnées
dans la base canonique est un polyndme homogene de
degré 2.

Par conséquent, Q est une forme quadratique sur R>.

La forme polaire ¢ s’écrit, en appliquant la méthode du
dédoublement des termes :

Y(x,v,2) € R* Y(x',y',7) € R?
o((x,y,2),(x",y", 7)) =3xx" — 2yy' +4x"y +4y'x
+3y'z+3y7’ — 2x'z — 2x7’.

La matrice de Q dans la base canonique est :

3 4 -2
4 -2 3
=2 3 0

Reconnaitre une forme
quadratique

On introduit 1’application ¢ définie sur E X E par :
1
W, y) = Sletu +y), x +y) =), ©)=e@(), y)]

1
= 5[<0(u(x), ¥) + e (y), x)].

On vérifie facilement que ¢ est bilinéaire symétrique et

que :
Vx € E ¢(x, x) = Q(x).

On en déduit que Q est une forme quadratique et que ¢/
est sa forme polaire.

@ Quand le noyau et le c6ne
isotrope sont confondus

Notons ¢ la forme polaire de Q.
On a toujours Ker QO C C(Q).

Supposons Q de signe constant. Alors :
Vix, y) € B2 g(x, y)* < Q)Q®).
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4. FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES QUADRATIQUES

Soit x quelconque dans C(Q). Alors Q(x) = O et,
d’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

VyeE o(x, y)=0.
On en déduit C(Q) C Ker Q.

Réciproquement, supposons que C(Q) = Ker Q. Mon-
trons par I’absurde que le signe de Q est constant.

Si Q n’est pas de signe constant, il existe deux vecteurs
x etyde E tels que Q(x) > 0et Q(y) < 0.

Pour tout réel A, ona:
Q(Ax +y) = X2 Q(x) +24¢(x, y) + O(y).
e(x, ¥’ = Q)Q(y) > 0.

Par conséquent, il existe un réel non nul A tel que :

A Q(x) +24¢(x, y) + Q(y) = 0.

O(Ax +y)=0.

Le vecteur Ax + y appartient au cone isotrope.
Mais il n’appartient pas au noyau. En effet :

P(Ax +y, x) = A0(x) + ¢(x, y).
Or A n’est pas une racine double du trindme du second
degré. Donc ¢(Ax +y, x) # 0.
Ceci contredit I’égalité C(Q) = Ker Q.

Par conséquent, la forme quadratique Q est de signe
constant.

Signature d'une forme
quadratique sur M, (R)

On remarque que Q(A) = Tr('ASA). L applica-
tion ¢ de M,(R) x M,(R) dans R définie par
¢o(A, B) = Tr("*ASB) est bilinéaire et, pour tout A de
M, (R), ona Q(A) = ¢(A, A).

L application g est une forme quadratique sur M, (R).
Tr('ASB) = Tr('(ASB)) = Tr(‘B'SA) = Tr('BSA),
car S est symétrique.

L’ application bilinéaire ¢ est symétrique, c’est la forme
polaire de Q.

Notons (p, ¢) la signature de la forme quadratique de

I, 0 O
matrice S et J la matrice | 0 -1, 0
0 0 O

11 existe une matrice P de GL,(R) telle que J = "PSP.
Pour toute matrice M de M,,(R) on a :
O(PM) = Te(M'PSPM) = Tr(MJI M).
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Notons m;, ; le terme général de la matrice M.

P n
2
2> mii—

j=1i=1

p+q n

Z Zm?,j

j=p+li=1

Q(PM) =

Notons u;, ; la forme linéaire M —— m;_;.

La famille (u;, )iefi,01, jeri.ag est une base de M, (R)*.
Par conséquent, la famille (u;, j)ieqi, p+ql, jeqt, n) €St
libre.

Notons v D’automorphisme de M, (R) défini par
v(A) = P7'A.

Alors :
ptq n
Q(A) = ZZ(u, jov(A) — Z > (ui, jov(A)y
j=1i=1 =p+l i=1

et la famille (u;, j o v)ier1, p+q1, jert, o7 €St libre.

La matrice de Q est congruente a la matrice

L, 0 0
0 —I, O
0 0 0

La signature de Q est (np, nq).
Le rang de Q est nrg (S).

La forme quadratique Q est positive si, et seulement si,
q = 0. C’est-a-dire si, et seulement si, S est positive.

La forme quadratique Q est définie positive si, et seule-
ment si, ¢ = 0 et p = n. C’est-a-dire si, et seulement
si, S est définie positive.

La forme quadratique Q est non dégénérée si, et seule-
ment si, p+q = n. Cest-a-dire si, et seulement si, S est
inversible.

Orthogonalité pour une forme
bilinéaire symétrique
1=a)0p € AL, At CE.

On vérifie facilement la stabilit¢ par combinaison
linéaire de A~ et I’inclusion :

AcC(AH*t.
b) EX =Kerg et {OE}J- =
2 = a) On vérifie facilement que G+ C F*.

b) On remarque que F C F + G. On en déduit
(F+G)* c Ft.

De méme :
(F+G) cGt.

Par conséquent :
(F+G)r c FtnG*t.

Montrons la deuxiéme inclusion.

Soit x quelconque dans F- N G+.
Pour tout y de F + G, on considere z dans F et ¢ dans
G telsque y = z+1t. Alors :

e(x, y) = o(x, 2) + o(x, 1).

Or x appartient 3 F~. On en déduit ¢(x, z) =
De méme, ¢(x, t) =0

On montre ainsi que x appartient a (F + G)*.
En conclusion :
(F+G)yt = F-nGt.
¢) On remarque que FN G C F.
Donc: F C (FNG)™ .
De méme : G- C (FNG)*.
On en déduit :
Ft+GtC(FNG)™ .
Mais, en général, il n’y a pas égalité.
d) La forme bilinéaire ¢ est non dégénérée. Donc 1’ap-

plication linéaire g associée a gauche a ¢ est injective
de E dans E*.

L’espace vectoriel E est de dimension finie et

dim E = dim E*. Par conséquent, g est un isomor-
phisme de E dans E*.
Soit (ey,...,e,) une base de F. On complete en une

base B = (eq, ...,

Notons B* = (ej, ...,

Soit x dans E.
xeFltevVyeF

e,) de E.

e;) la base duale dans E™.

o(x, y) =0
gx)(y) =0
< Viel[l,p]l gkx)e)=0

SVyeF

n
Or g(x) s’écrit Z (g(x),e;) e dans la base B*.
i=1
xeFltegwe Vect(ep1s- - - 1€,)
Ft = g_l(Vect(e;H, coen)
dim F* = dim g~ '(Vect (¢*
Or g est un isomorphisme.

rilpeaco@a))
Par conséquent : dim F+ =n — p.

Puis : dim F + dim F* = dim E.

Nous avons F C (F l)L. L’égalité des dimensions as-
sure 1’égalité F = (FH* .

On ne peut pas en déduire F @ F+ =
dérer la forme ¢ sur R? définie par :

E. En effet, consi-

P(x, y) = x> =%,
Nous avons déja montré qu’elle est non dégénérée.
Soit la droite D = Vect (1, 1)). Vérifier que D+ = D.
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e) Soit H = Ker ¢ N F et K un supplémentaire de H

dans F :
F=K®H.

D’apres la question 2) b), on a :
Fr=K+*nH"'

Or H C Ker ¢. Donc E = (Ker ¢)* C H™.

Onen déduit E = H, puis Fr=K" .

Soit L un supplémentaire de Ker ¢ dans E contenant
K. Il existe car K N Ker ¢ = {0g}.

Considérons la forme bilinéaire symétrique ¢ sur L res-
trictionde ¢ a L x L.

Kerpg={x€L;VyeL ¢,y =0}
={xeL;VyeE ¢,y =0}
car E = L & Ker o.
Par conséquent, Ker iy = Ker ¢ N L = {0g}. La forme
bilinéaire ¢ est non dégénérée.
Notons K ° I’orthogonal pour ¢ de K. Alors, d’apres la
question d), on a :

(K=K et dimK +dimK°=dimL.
Montrons que K+ = K° & Ker .
x€EKtoVyeE ok, y)=0
SVzeL VieKere ox, z+1) =0
SVzeLl o, z)=0.

Or tout élément x de E s’écrit de maniere unique
X = X1 + X2, ou x| estdans L et x; dans Ker ¢.

xeKtevziel o, 2)=0
& x e K°.

On en déduit K+ = K° & Ker ¢.
dim F* = dim K+ = dim K° + dim Ker ¢
=dim L — dim K + dim Ker ¢
=dimE — dim K.
Ordim K = dim F — dim(F N Ker ¢).
Donc :
dim F* + dim F = dim E + dim(F N Ker ¢)
11 suffit de démontrer :
FNFt={0z}=E=FaoF*
Supposons que F N F- = {0z }.
On sait que Ker ¢ C F=.
Donc F N F+ = {0g} entraine F N Ker ¢ = {0g}.
On en déduit dim F* + dim F = dim E.
Puis E=F @ F.
(FHt = F +Ker ¢.
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On adéja F +Ker ¢ C (FH)L.
Montrons 1’égalité des dimensions.
dim(F +Ker ¢) = dim F +dim Ker ¢ — dim(F NKer ¢)
Or:
dim(F)* +dim F* = dim E + dim(F* N Ker ¢)
= dim E + dim Ker ¢.
On a également :
dim F + dim F+ = dim E + dim(F N Ker ¢).
Par conséquent :
dim(F + Ker ¢) = dim E — dim F* + dim Ker ¢
= dim(F )™ .
En conclusion, F + Ker ¢ = (FH*.
(Fhyt=F&< F=F+Kerg
& Ker g C F.
Réduction simultanée de deux
formes quadratiques

Il s’agit de trouver une base orthonormale pour Q et or-
thogonale pour R. Nous savons qu’elle existe si la forme
Q est définie positive.

La matrice de Q dans la base canoique (e;, e, e3) est

30 -1
0 1 0
1 0 3

Son spectre est {1,2,4}. On choisit une base or-
thonormale de vecteurs propres (e}, €5, e3) en posant

el =e, e = %(81 +e3) et €= %(31 — e3).
1 00
Dans cette base la nature de Qest [0 2 0
0 0 4
On choisiti = e}, j = Leé et k= leg.
V2 2
Dans la base (i, j, k) orthonormale pour Q, la matrice
2 0 0
-1 3v2
de R est 2 5
o W2 -3
8 8
Son spectre est {2, -1, é}

On choisit une base orthonormale de vecteurs propres

1
(I, J,K)enposant I = i, J = —3(j — V2k) et

V3

1
K=—W2j+k).
\/gofw)



ALGEBRE ET GEOMETRIE

Dans labase (1, J, K) I’expression de Q est R 72772
1
etcellede R est 2X% — Y2 + gZz.

La base demandée est (I, J, K) ou I = (0,1,0),

V3 V6 V6
(20 2) « k- (%0 %)

Forme quadratique et produit
mixte

La forme bilinéaire symétrique ¢ :
1
(x, y) — 5([x, u, vAyl+[y, u, v Ax])

est telle que :
Vx e R® Q) = o(x, x).
L application Q est une forme quadratique sur R et ¢
est sa forme polaire.
« Premier cas : (u, v) est libre.

Considérons la base orthonormale (i, j) de

F = Vect(u, v) telle que :

_u
]

avec 6 dans 10, [.

i et v =|v||(cosbi +sin ;)

j Vv

Notons k =i A j.

Q@) =0

0@) = [[v[[l[u[ cos 0Lj, i, k]
Y

O(k) = ||v]|||u|| cos Ok, i, —j]1+ ||v]|x| sinOlk, i, i]

= —[[vll[ju]l cos &

co | o 1 .
(i, j) = Sllvlllu] sin6Lj, i, —k] = 5lv]|jul| sin8

et:
@i, k) =0 et (), k)=0.
La matrice de Q dans cette base est :
0 sin 6 0

1
§Hv||||u\| sinf —2cos 6 0

0 0 —2cos 6

La signature de Q est celle de la matrice :

0 sin 6 0
A= |sinf —2cosf 0
0 0 —2cos 6
Les valeurs propres sont —2cosf, 1 — cosf et

—1 —cos 6.

Sif= g, la signature est (1, —1).

La forme Q est dégénérée de rang 2 et son noyau est
Vect (k) = Vect (u A v).

Si 6 # g, la signature est (1,2) pour 6 dans ]0, g { et
@ 1)dansB, .

La forme Q est non dégénérée et son noyau est

{(0,0,0)}.
« Second cas : (1, v) est liée.

Siu = (0,0,0)ouv = (0, 0, 0), la forme Q est identi-
quement nulle.

Si u et v sont non nuls, il existe A dans R* tel que
v = Au.

Dans ce cas, Q(x) = A[x, u, u Ax] = —Alu A x|

La forme quadratique est négative. Donc le noyau est
égal a {x € R®; Q(x) = 0} = Vect (u). Le rang de Q
est 2.

En conclusion, la forme quadratique Q est non
dégénérée si, et seulement si, (#, v) est libre et u non
orthogonal a v.

Une somme de formes
quadratiques

Pour tout k£ de [[1,n]], notons ¢; la forme polaire de
Qk. 1l existe un endomorphisme de E auto-adjoint uy
tel que :

Vx, y) EEXE @ilx, y) = (up(x) | y).
En particulier :
Vx € E Qr(x) = (ur(x) | x).

La matrice de u; dans une base orthonormale pour Q
est identique a celle de Q. Le rang de uy est celui de

Ok.
Notons Ej I'image de uy.

D’autre part, pour tout x de E,on a:

VyeE (x|y) = D ¢oix, »)=> @) |y
i=1 i=1

(Z u;i(x) | y>.

i=1
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n
On en déduit que x = Z u;(x). Donc E est la somme

i=1
des E;.

n
Orz dim E; = n. On en déduit que E est la somme
i=1
directe des E;.

n

On a Z u; = Ig et, pour tout i de [[1, n], I'endomor-
i=1

phisme u; est la projection sur E; de noyau : 6’119 By

I

pour tout i, j telsque i # j;u; ou; = 0.

Montrons que cette somme est orthogonale.

Calculons (x | y) pour x dans Ej et y dans E;, avec

k #1.

Notons ¢y la forme polaire de chaque Q.

Alors :

n

G =D @il y) =Y @) |y
i=l1 i=l1

Or I’endomorphisme u; est auto-adjoint. Donc :

n
@y =) (| w)+ ) | y).
il
Le vecteur y est dans le noyau de u;, pour tout i distinct
de /, et x est dans le noyau de u;.

Par conséquent, (x | y) est nul.

On en déduit que la somme de E; est directe orthogo-
nale et que, pour tout i de [1,#]], I’endomorphisme u;
est la projection orthogonale p; sur E;.

Pour conclure, il reste 2 montrer que :
Vx € E Vk € [L,n]l (pi(x) | x) = (p(x) | pi(x))
Or py est auto-adjoint et py o pr = pxk-
Donc, pour tout x de E :
(pr(x) | pr(x)) = (pg © pi(x) | x)
= (pr o pe(x) | x) = (pi(x) | x)
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4. FORMES BILINEAIRES SYMETRIQUES ET FORMES QUADRATIQUES

Une derniére forme quadratique
sur M, (R)

L application ¢ : (A, B) — Tr(AB) est bilinéaire sy-
métrique.
Elle vérifie, pour tout A de M, (R) :

0(A) = ¢(A, A)

Par conséquent, Q est une forme quadratique et ¢ est sa
forme polaire.

La forme quadratique @ définie sur M,(R) par
®(A) = Tr('AA) est définie positive.

Nous savons que :

Soit A dans 8, (R) une matrice symétrique.

Alors Q(A) = Tr(A?) = Tr(‘'AA).

La restriction de Q a §,(R) est définie positive.

1
Or la dimension de 8,(R) est i+ 1)

Il existe une base (E 1ryen E n(nm) orthonormale pour Q
2
de 8,(R) telle que

Vi € [[1, "(”2+ Dﬂ

Soit B une matrice de A, (R). Alors ‘B = —B.
Q(B) = Tr(B*) = Tr(—'BB) = —Tr('BB).

La restriction de Q a A, (R) est définie négative.

-1
La dimension de A, (R) est %

1l existe une base orthogonale (E7, .., E .y ) de A, (R)

2

Q(Ei) =1

telle que

Vj e [[1”("7_1)]] Q(E'j) = —1.
De plus (El,..,E@,E’,.., ’l(,%l)) est une base de
M, (R).
La forme quadratique Q est non dégénérée. Son rang
nn+1) n(n—1)
2 7 2 >

est n’ et sa signature (



Espaces vectoriels
euclidiens

RAPPELS DE COURS

D ESPACE PREHILBERTIEN REEL

« Définitions
¢ Soit E un R-espace vectoriel.

Une application ¢ de E x E dans R bilinéaire symétrique définie positive est un produit scalaire
sur E. Nous noterons couramment (| ) le produit scalaire.

Un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire ¢ est appelé espace préhilbertien réel et noté
(E, @)
Lorsqu’il est de dimension finie non nulle, on dit que c’est un espace euclidien.

L application : ¥ — [x = m

définit sur E une norme, appelée norme euclidienne et notée || ||.

e Soit ( | )un produit scalaire sur E. Alors :

Vx, e EXE (x| )< x|l-|yll (Inégalité de Cauchy-Schwarz.)

Vx,y) e EXE |(x|y)=x].]yll< (x,yliée (Casd’égalité de I'inégalité de
1 Cauchy-Schwarz.)
Identité de polarisation (x | y ) = Z(” x+y P =lx—y>.

Un espace préhilbertien réel complet est dit hilbertien.
e Orthogonalité
Vecteurs orthogonaux
e Soit (E,( | ))un espace préhilbertien réel et || . || 1a norme associée. Alors :
Vo, y) €E* (x| y)=0<|x+y|*=|x|?>+| yI|? (relation de Pythagore).
¢ Soit (E, ¢) un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace de E. Alors :
« FNFt ={0g};
- F C(FH*t
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5. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

Supplémentaires orthogonaux

Soit (E, ¢) un espace préhilbertien réel.
— Deux sous-espaces F et G sont dits supplémentaires orthogonaux lorsque :

L E=F®G e F _L1G.
Onnote E = F&®G.

— Si F et G sont supplémentaires orthogonaux, alors G = F* et F = (F1)*t.

— Un projecteur p d’image F est un projecteur orthogonal si, et seulement si, F admet un
supplémentaire orthogonal G = F* etsi Ker p = F*.

Si F admet un supplémentaire orthogonal, le seul projecteur orthogonal d’image F est la projec-
tion orthogonale d’image F et de direction F, on le note pp.

Distance d’un élément a un sous-espace

« Soit (E, ¢) un espace préhilbertien réel et || . || 1a norme associée.

¢ Soit a un élément de E et F un sous-espace de E. Alors :

—pourtout x de F , ||a —x |=d(a,F) <= a —x € F*;

—il existe au plus un vecteur x qui vérifie || a — x ||=d(a, F);

— si F admet un supplémentaire orthogonal, pr(a) est I'unique vecteur x de F' tel que :

|a—x|=d@F) et | al|*=pra)’+d(a,F).

Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace de dimension finie

e Soit (E, ¢) un espace préhilbertien réel. Tout sous-espace de dimension finie admet un supplé-
mentaire orthogonal.

e Soit (E, ¢) un espace préhilbertien réel et F un sous-espace de E de dimension finie. Alors :

1
- E=F&F"*,
~(FH)t =F;
—codim F+ = dim F.

* Si(ey,...,ep) est une base orthonormale de F, alors :

P P
Vx € E pr(x)= Z( ei | x)e et Vx €E Z( ei | x ) <|| x||* (Inégalité de Bessel.)

i=1 i=1
Somme directe orthogonale

* Soit (E,( | ))un espace préhilbertien réel et || . || la norme associée.

e Soit (F;);c; une famille finie de sous-espaces vectoriels de E orthogonaux deux a deux. Alors

la somme F; est directe.
1

e Soit (F})ief1,,7 une famille de n sous-espaces vectoriels de E telle que E = @ F;.
1<i<n

n
Pour tout x = (xy,..,x,)de F; X --- X F,,onal| x ||2: Z I| x; ||2 (Théoréme de Pythagore.)
i=1
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ALGEBRE ET GEOMETRIE

D ESPACES EUCLIDIENS

Un espace vectoriel euclidien est un espace préhilbertien de dimension finie. Il est complet.
* Bases orthonormales dans un espace vectoriel euclidien
Une base (ey, . .., e,) de E est orthonormale lorsque :

Vi, j)e l,nll i#j (e]ej)=0, et Vie[ln] |e]=1

* Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit p dans N* et (ey, . . ., e,) une famille libre de E. Il existe une et une seule famille (g1, ..., &)
orthonormale de E telle que :

Vk € [1, p]l Vect (ey,...,ex) = Vect(ey,...,&) et (ex|e)>0

Le procédé permet de construire par récurrence la famille (gy, ..., &,) en posant :
e fi a
1 k+1
gl = Terl et Vkell,p—1] &1 = T Fen 1 avec  fry1 = epy1— E (ers1 | & )e
1 k+1

i=1
On I’appelle le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Dans un espace préhilbertien, si (e, ),en+ est une famille libre dénombrable de E, il existe une et
une seule famille (&,),cn+ orthonormale de E telle que :

Vk € N* Vect (ey,...,ex) = Vect(e1,...,8;) et (ex|e)>0

* Existence de bases orthonormales

Dans tout espace euclidien, il existe des bases orthonormales et le procédé de Gram-Schmidt
permet d’en construire.

Dans un espace euclidien, toute famille orthonormale peut étre complétée en une base orthonor-
male.

* Soit (ey, . .., e,) une base orthonormale d’un espace vectoriel euclidien (E,( | ))etu un
endomorphisme de E.

n

Vx € E x:Z(x|e,-)e,-.
i=1
n

Tr(u) = Z( u(e;) | ei)

i=1
Det(u) = Det(( u(e;) | e; )

n n
Et, pour tout vecteur x = Z X;e; ettout vecteur y = Z vie; de E :

i=1 i=l1

Fxf= D oat =D (xle) et (x|y)=> xyi= (x]e)y]e).

i=1 i=1 i=1 i=1

e Groupe orthogonal

Caractérisation des automorphismes orthogonaux d’un espace euclidien

Le cas particulier des espaces euclidiens.

e Soit (E,( | ))un espace euclidien de dimension 7 et # un endomorphisme de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

—I’endomorphisme u est un automorphisme orthogonal de E ;
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5. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

— I’endomorphisme u conserve le produit scalaire ;

—I’endomorphisme u conserve la norme ;

—la matrice A de u dans une base orthonormale vérifie : '"AA =1, ;

— I’endomorphisme u transforme toute base orthonormale de E en une base orthonormale ;
— I’endomorphisme u transforme une base orthonormale de E en une base orthonormale.
On notera O(E) I’ensemble des automorphismes orthogonaux de E. C’est un sous-groupe de
GL(FE) appelé le groupe orthogonal de E.

Une matrice A de M,,(R) qui vérifie '"AA = A'A = I,, est appelée matrice orthogonale.

e Soit A une matrice de M, (R). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

— la matrice A est orthogonale ;

— la matrice 'A est orthogonale ;

—la matrice A admet 'A pour matrice inverse ;

— les vecteurs colonnes de A forment une famille orthonormale ;

—les vecteurs lignes de A forment une famille orthonormale.

e ’ensemble des matrices orthogonales d’ordre n est un sous-groupe de type GL,(R) appelé
groupe orthogonal d’ordre 7 et noté O,. O, = {A € M, (R);'AA = A'A =1,}.

e Soit (E,( | )) un espace euclidien et # un automorphisme orthogonal de E. Alors le
déterminant de u est 1 ou —1.

Le déterminant de toute matrice orthogonale est 1 ou —1.

e Soit (E,( | ))un espace euclidien. On appelle rotation ou déplacement tout automorphisme
orthogonal de déterminant égal a 1.

Une matrice orthogonale dont le déterminant est 1 est appelé matrice de rotation.
On appelle antidéplacement tout automorphisme orthogonal de déterminant égal a —1.

On appelle réflexion ou réflexion d’hyperplan H ou symétrie hyperplane toute symétrie orthogo-
nale par rapport a un hyperplan H.

Les réflexions sont des antidéplacements.

L’ensemble des rotations de E est un sous-groupe de ((’)(E ), O), appelé groupe spécial orthogo-
nal et noté SO(E) ou O*(E).

L’ensemble des matrices de rotation est un sous-groupe de (O, .) appelé groupe spécial d’ordre
n et noté SO, ou 0.

S0, ={A € 0,; DetA = 1}.

Automorphismes orthogonaux et sous-espaces stables

* Soit (E,( | )) un espace euclidien de dimension n, F un sous-espace de E et  un automor-
phisme orthogonal. Si F est stable par u, alors :

«u(F)=F,

. F* est stable par u et uw(FHy=F*;

- u|r appartient a O(F);

- u|pL appartient a O(F1).

e Soit (E,( | ))un espace euclidien et u un automorphisme orthogonal. Alors :

«Spu C {—1,1};

« Ker(u —Idg) L Ker (u+1dg);

- I’endomorphisme u est diagonalisable si, et seulement si, « est une symétrie orthogonale ;
« Im (u — Idp)*t = Ker (u — Idg).
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ALGEBRE ET GEOMETRIE

* Soit a et b deux vecteurs unitaires distincts d’un espace euclidien (E,( | )). Alors il existe
une unique réflexion s, , échangeant a et b, elle est définie par :
-b
Vx €E s,p(x)=x—2(x|e)e, avec e= 472
la—b|
Les automorphismes orthogonaux en dimension 2 et 3
En dimension 2
f estun élément de O(E). Ey = Ker ( f — Idg) est le sous-espace des vecteurs invariants de f
et E_; = Ker (f+1dg).
Sp (f) sous-espaces propres de f nature de f Det (f)
%) pas de sous-espace propre f estune rotation d’angle 6 # 0[] 1
{1} E,=FE f=1Idg 1
{-1} E_=F f=-ldg 1
{=1,1} | E, et E_; sont deux droites f réflexion par rapport a E| -1
vectorielles orthogonales
En dimension 3
Sp (f) sous-espaces propres de f nature de f Det (f)
{1} E\=E f=1Idg 1
{1} E est une droite f estune rotation d’axe E; 1
{-1} E_=F f=-ldg -1
{-1} E_ est une droite f estla composée d’une rotation -1
d’axe E_; et de la réflexion par
rapport a E fl
{—1,1} | Ejestunplanet E_; ladroite E{- | f estla réflexion par rapport a E; —1
{=1,1} | E, est une droite et E_; le plan Ei- | f est le demi-tour d’axe E, 1

Isomorphisme d’un espace vectoriel euclidien sur son dual

* Soit (E,( | ))un espace euclidien. Notons E* son dual.
Pour tout a de E, I’application j(a) : x — ( x | a ) est une forme linéaire sur E.

L’application j : @ — j(a) est un isomorphisme canonique de E sur son dual E* :
Voe E* dlacE VxeE okx)=(x]a).

e Soit (E,( | ))un espace vectoriel euclidien orienté de dimension n > 3. Pour toute famille
(x1,...,x,—1)den — 1 vecteurs de E, il existe un unique vecteur a de E tel que :

Vx €E [x1,...,X—1,x] =(x|a).

Ce vecteur a est appelé produit vectoriel de la famille (x,...x,—;). llestnoté x; A ... A x,_1.

D ADJOINT D’UN ENDOMORPHISME

* Dans un préhilbertien réel
e Soit (E,( | ))un espace préhilbertien réel et u un endomorphisme de E.

S’il existe un endomorphisme v de E tel que :

V(x,y) € E* (u(x)|y)=(x]v(Q))

on dit que v est un adjoint de u.
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5. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

Si un endomorphisme u de 1’espace préhilbertien réel (E,( | ))admet un adjoint, il est unique.
On le note u™.

Un endomorphisme u de E qui vérifie u™ = u est dit auto-adjoint ou endomorphisme symétrique.
11 est caractérisé par : )
V(x,y) € E5 (ux)[y)=(x|uy)).

Un endomorphisme u de E qui vérifie u* = —u est dit endomorphisme antisymétrique. 1l est
caractérisé par :

Vo y) € B2 (u() | y) = —(x [u(y).
e Soit (E,( | ))un espace préhilbertien réel, u et v deux endomorphismes de E admettant des
adjoints u™ et v™*. Alors :
e u* admet un adjoint et (u™)* = u;
e u o v admet un adjoint et (u o v)* = v  ou™;

e pour tous réels a et b, I’endomorphisme au + bv admet un adjoint et (au + bv)* = au™ + bv™.

Une projection orthogonale est un endomorphisme auto-adjoint.

Toute symétrie orthogonale s est un endomorphisme auto-adjoint.

— Soit u un endomorphisme admettant un adjoint *. Alors Ker u* = (Im u)~.

¢ Soit # un endomorphisme admettant un adjoint ™ et F un sous-espace de E stable par u. Alors
F* est stable par u*

e Dans un espace euclidien

Tout endomorphisme d’un espace euclidien admet un adjoint.

Si A est la matrice de I’endomorphisme u dans une base orthonormale, alors ‘A est la matrice de
u* dans la méme base.

L application de £(E) dans L(E) définie par u — u™ est un automorphisme involutif.
Si u appartient # GL(E), alors u* appartient 2 GL(E) et (u®) ™' = (u™")*.
Le sous-espace F est stable par u si, et seulement si, F~ est stable par u* :
Keru* = Imu)™ et Imu* = (Keru) .
Les endomorphismes u et u™* ont le méme rang, la méme trace, le méme déterminant, le méme
polyndme caractéristique et le méme spectre.
e Soit (E,( | ))un espace préhilbertien réel et u un endomorphisme continu de E.

La norme subordonnée de u est :

lull=sup{(ux)[y); x€E,y€E [[x|<1, [|y[<1}

Soit (E,( | )) un espace préhilbertien réel et u un endomorphisme continu admettant un
adjoint u*. Alors :

[ (=] u™ |l

luwou =l u*ou||=|lul.
e Soit (E,( | ))un espace euclidien de dimension 7 et # un endomorphisme de E.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

¢ I’endomorphisme u est un automorphisme orthogonal de E ;
eu*ou=1Ig;
euou® =1Ig;

*

« I’endomorphisme u est inversible et u ™' = u*.
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ALGEBRE ET GEOMETRIE

Endomorphismes auto-adjoints

e Soit (E,( | ))un espace euclidien de dimension .

L’endomorphisme u de E est auto-adjoint si, et seulement si, la matrice A de u dans une base

orthonormale vérifie 'A = A.

L’ensemble S(E) des endomorphismes auto-adjoints de E est un sous-espace de L(E) de dimen-
nn+1)
—

¢ Soit F un sous-espace de E et u un endomorphisme de E auto-adjoint. Alors :

—le sous-espace F' est stable par u si, et seulement si, F -+ est stable par u;

—Keru = (Im u)™*.

e Soit u un endomorphisme de E auto-adjoint. Alors :

— u est diagonalisable ;

— ses valeurs propres sont réelles ;

— ses sous-espaces propres sont orthogonaux deux a deux ;

— il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est diagonale réelle.

Soit A une matrice symétrique réelle de 8, (R). Il existe une matrice D diagonale réelle d’ordre
n et une matrice orthogonale P d’ordre n telles que A= PDP~! = PD'P

e Soit # un endomorphisme auto-adjoint.
1l est positif lorsque Vx € E (u(x)|x)=0
Il est défini positif lorsque Vx € EN{0} (u(x)|x)>0

e Soit u un endomorphisme de E.

Alors u™ o u et u o u*sont auto-adjoints positifs.

Si, de plus, u est un automorphisme, u™ o u et u o u*sont auto-adjoints définis positifs.
Pour tout A dans M, (R), les matrices 'AA et A'A sont symétriques positives.

Pour tout A dans GL,,(R), les matrices "AA et A'A sont symétriques définies positives.

e Soit u un endomorphisme auto-adjoint de E. Alors :

* i est positif si, et seulement si, Sp(u) est inclus dans R* (idem pour une matrice A symétrique
positive) ;

e u est défini positif si, et seulement si, Sp(u) est inclus dans R** (idem pour une matrice A
symétrique définie positive).

* Soit # un endomorphisme auto-adjoint de ’espace euclidien (E,( | )).

Alors la norme de u subordonnée a la norme euclidienne est égale a son rayon spectral :
[['u||= p(u) = sup{|A|; A € Sp(u)}.
* Soit u est un endomorphisme auto-adjoint positif alors :
e p(u) = max(Sp(u)) o |ull=p@w)=sup{(ux)|x); x€E ||x]|<1}
— Soit u un endomorphisme quelconque de I’espace euclidien (E, (| )). Alors || u ||= \/m.

(© Hachette Livre — H-Prépa Exercices, Maths
m La photocopie non autorisée est un délit



i

I 0 0

n Pour s’entrainer

Les exercices suivants sont indépendants.

1 = On considere sur £ = M;(R) le produit scalaire
défini par :
Y(A,B) € E* (A|B)=1tr('A-B).

On considere le sous-espace vectoriel :

F{<Z 72 );(a,b)eR2}.

a) Trouver une base de F' L

b) Déterminer la projection

1 0
B—(1 O)surF.

2 = a*) Donner I’expression développée du polynome
[(1—xyx "
b) Trouver, aprés avoir justifié son existence,

+00
inf (I+ax+---+a,x")e *dx.
(ay,....ap)ER" 0

orthogonale de

@@ Conseils
1) Ecrire I’orthogonalité d’un élément de E au
sous-espace F, donc a une de ses bases.
2) a) Utiliser la formule du bindme, puis dériver.
b) Interpréter I’expression indiquée : espace vecto-
riel, produit scalaire, distance...

B Et Gram-Schmidt...

1 = Orthonormaliser par le procédé de Schmidt, dans
I’espace euclidien R3 , la famille :

(1,1,1),(1,0,1),(0,1, 1).

2 = Orthonormaliser par le procédé de Schmidt, dans
I’espace euclidien R,[X], la famille :

X? - 1,3X+1,X*+X.
3 = a) On considere ’espace vectoriel E = R[X].
Montrer qu’il existe une unique base (P,),en de E
1
telle que V(, j) € N? P(t)Pj(t)dt = &

—1
deg(P;) = i et le coeffcient de plus haut degré de P,
est strictement positif.
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b) Montrer qu’il existe une suite de réels (a,),cn telle
que YneN P,(t)=a, ((t2 - 1)")(n).
Indiquer comment il est possible de déterminer les a,.

Donner Py, P; et P.

(n)

Les polyndmes ((+* — 1)")"" sont appelés polyndmes

de Legendre.

4 = On considere 1’espace vectoriel £ = R[X].

a) Montrer que, pour tout P de E, la fonction
(x — e"*P(x)) est intégrable sur [0, +oc[.

b) Montrer que 1’application :

((P, 0)— / e"‘P(x)Q(x)dx)
0

définit un produit scalaire sur E.

¢) Montrer que le polyndome L,, défini, pour tout n dans
n

N, par L,(x) = e"% (e™*x") , est un polyndme de
degré n.
Les polynomes L, sont appelés polynomes de La-
guerre.

d) On note, pour tout k dans N, P le polyndme de degré
k défini par Pu(X) = X*.

Montrer que, pour tout k < n, (L, | Px) = 0. En dé-
duire que la famille (L,),cn est une famille orthogo-
nale.

e) Préciser quelle est la base orthonormalisée de Gram-
Schmidt de la base canonique (P,),cn, c’est-a-dire la
base orthonormée (R),),cn telle que :

*Vn €N R, € Vect(Py, ..., Py);
eVneN (R, | P,) > 0.

@@ Conseils
1) Normer le premier vecteur, projeter le second
sur la droite vectorielle dirigée par le premier, dé-
terminer un vecteur orthogonal, le normer....
2) Méme cuisine...
3) a) Munir ’espace E d’un produit scalaire, inter-
préter les conditions données et faire le lien avec le
cours sur I’orthogonalisation de Gram-Schmidt.
b) Considérer les polyndmes Q, = ((¢* — 1)”)(n).
Montrer qu’ils vérifient la premiere condition...
Intégrer par parties.
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4) b) Question de cours.
¢) Intégrer par parties.

@ED Conditionnement d'une matrice

La notion de conditionnement d’une matrice est utilisée
pour mesurer la sensibilité des solutions d’un systéme
linéaire aux données.

L’espace vectoriel R? est muni de son produit scalaire

canonique et M,(R) de la norme subordonnée a la
norme euclidienne de R?.

10 9 19
<9 8>etB:(l7>.
Résoudre le systeme linéaire AX = B.

19,2
16,9

¢) On veut comparer la perturbation initiale a la pertur-
bation finale du systéme.

1 = a) On pose A =

b) On pose B’ = ( ) .Résoudre AX' = B’'.

18"~ B| , [IX"— X]|
1Bl 1X1]

Calculer les erreurs relatives

Calculer leur quotient.

d) On procede de maniere analogue en perturbant cette

. . , (10 8,9
fois la matrice A et posant A" = ( 0.1 8.1 )
Yy -X
Résoudre A’Y = B. Calculer w

2 = On souhaite expliquer I’'importance de la perturba-
tion finale par rapport a la perturbation initiale.

a) Montrer que :

X" = X]| —1y 18" =B|
X< pay AL
1X]] 1Bl

1Y — X]| —y 1AT=A4]

b <Al gaty S
1Z]l 1Al
Le réel |A]| ||A™"|| est appelé conditionnement de la

matrice A et noté Cond(A).

b) Calculer ||A|| et |A~"|| et en déduire Cond(A). Ex-
pliquer 1)c) .

¢) Calculer ||A” — A||. Expliquer 1)d) .

d) Quel est le conditionnement d’une matrice orthogo-
nale ?

@@ Conseils
2) a) Revoir les définitions et propriétés de la
norme subordonnée.
b) A est une matrice symétrique. Utiliser ses va-
leurs propres.

XD une propriété des bases
orthonormales

Soit E un espace vectoriel euclidien. On considere n
vecteurs non nuls (ey, ez, .., e,) de E tels que :

n

VxeE  x]P =) (x| e

i=1

1 = Montrer que (e, €3, .., €,) est une base deFE.

2 = Démontrer que, pour tous x et y de E,on a:

=) (x|e)y|e).
i=1

3 = On note G (dite matrice carrée de Gram) la ma-
trice G = ((e; | e_/))(i’j)eﬂl’n]].
a) Montrer que G = G.

b) Montrer que G est inversible.

¢) Que peut-on en conclure sur la famille (ey, €3, ..,e,) ?

@@ Conseils
1) Pour x dans E, introduire y = Z(xi | e)e;

i=1
2) Rechercher la forme polaire associée.
3) b) Etudier une combinaison linéaire nulle des
colonnes de la matrice G.

@3 un hyperplan dont I'orthogonal
n’est pas une droite

Soit E I’espace vectoriel C([0, 1],R) des applications
continues de [0, 1] dans R muni du produit scalaire :

1
(fle)= / fHgdr.
0
On considere H = {f € E; f(0) =0}.
1 = Montrer que H est un hyperplan de E.

2 = Déterminer 1’orthogonal de H.

@@ Conseil
1) Construire une forme linéaire dont H soit le
noyau.

&P une inégalitée d'Hadamard

L’espace vectoriel R" (n > 1) est muni de sa structure
euclidienne canonique.

1 = Déterminer toutes les matrices M de M, (R) telles
que ‘MM + M +'M = 0.

(© Hachette Livre — H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit



2 = Montrer que, pour toute matrice A de M, (R), dont
les vecteurs colonnes sont notés (Cy,...,C,) :

DetA| < [Tl -
i=1
Cette inégalité est appelée inégalité d’Hadamard.

3 = Démontrer que, pour toute matrice M vérifiant la
relation de la question 1), on a |DetM| < 2".

@@ Conseils
1) Remarquer que (A+1,)(B+1,) = A+B+AB+1,.
2) Orthonormaliser les colonnes de M quand
DetM n’est pas nul.

Réduction d’'un endomorphisme
défini a I'aide du produit scalaire

L’espace vectoriel est E = R" (n > 2), muni de sa
norme euclidienne. On considere u et v deux vecteurs
unitaires tels que (u | v ) = 0 et ’application f définie
par :

Vx e E fx)=x+(u|x)v+(v]|x)u.

Déterminer les éléments propres de I’application f.

@@ Conseils
Remarquer que le plan P = Vect(u, v) est stable
par f. Puis considérer la restriction de f a P et
Pt

Projection orthogonale
dans M, (R)

Soitn > 3 et p unentier tel que 0 < 2p < n.

Dans M, (R), on note I,, la matrice unité, U, la matrice

dont tous les termes ont la valeur 1 et s ’application
n

définie sur M, (R) par s(M) = Z Z mi .

i=1 j=1
Enfin, M, désigne la matrice définie par blocs :

© O O
Mp - Un - (O) Un72p (O)
@ O (O

1 = a) Montrer que M, et U, sont diagonalisables dans
M, (R) (admis en 3/2) et déterminer les dimensions de
Ker (U,) et Ker (M ).

b) Calculer tr(M,) et tr(M 1,)2. En déduire les valeurs
propres non nulles de M ,.

¢) Montrer que Vect(l,, M, Mlz,) est stable par le pro-
duit matriciel.
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2 = L’espace vectoriel M, (IR) est muni du produit sca-
laire défini par (M | N) = t(( M N).

a) Soit F = Vect(I,, U,). Déterminer 1’orthogonal de
F, le résultat étant exprimé a 1’aide de la trace et de s.
b) Soit M dans M, (R) et ayl,, + BoU, sa projection or-
thogonale sur F.

Déterminer «g et By en fonction de tr(M) et de s(M).

@@ Conseils
1) b) Calculer les traces demandées de deux ma-
nicres différentes...
¢) Déterminer un polynéme annulateur de M,. En
déduire que MZ appartient a Vect(l,,, M, MIZ,).

Elements propres
d’un endomorphisme

MiEEn
2 2
D’apres ESTP.

On note E I’espace vectoriel sur R des fonctions conti-

™. ;
nues sur —2 3 a valeurs réelles.

Si f est dans E, on note F I’application de [—g, g}
dans R définie par :

wre [-2.7] F(x):/2 sin (2]x — y[) £(»)dy.

(SE]

N

1= Pour f et g appartenant a E, on pose
3

(fle)= / _ fgnds.
2

Montrer que I’on définit ainsi un produit scalaire sur E.

Dans la suite du probléme, E est muni de ce produit

scalaire et de la norme associée.

2 = a) Montrer que F est de classe @? sur [—g, g}
et, pour tout x de [—g, g} , calculer F”(x) +4F(x) en
fonction de f(x).

b Compuse £ () ot £ (<), s #/(3)

°(-3) 2

On note A D'application de E dans E définie par
VfeE A(f)=F.

3 = Montrer que A est un endomorphisme injectif de E.

4 = Montrer que :

VFEEVgeE (A(H)|g)=(f]A®).
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5 = Déterminer I’'image de I’endomorphisme A.

6 = Soit f dans E, f # 0. Montrer que f estun vecteur
propre de A associé a la valeur propre A si, et seulement
si:
f €Im(A)
m
t e [-2.2
s

7 = Déterminer les éléments propres de A.

} A" (x) +4A — 1) f(x) = 0.

@@ Conseils
1) Question de cours.
2) a) Partager I’intégrale en deux, en intégrant sur
[—g,x} , puis sur [x, g}
Ensuite développer vos sin.
4) Utiliser la formule de Fubini apres avoir bien
vérifié ses hypotheses.
5) Utiliser la question 2), et ne pas omettre la réci-
proque.
6) Vous devriez avoir besoin de 3).
7) Rechercher, comme I’indique la question 6), les
solutions de I’équation différentielle qui vérifient
les deux conditions trouvées en 2) b).

m Pour s’entrainer.

Espaces euclidiens

1 = ESTP.

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 ot A
représente le produit vectoriel.

Soit quatre vecteurs a, b, ¢, d de E tels que a et b soient
indépendants, c est orthogonal a a et d est orthogonal a
b, ¢ et d non nuls.

Calculer, si v existe, le déterminant de la famille
(a,b,v).

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b,
¢, d pour qu’il existe au moins un vecteur v tel que :

aNv=c et bAv=d.

Montrer qu’alors v est unique.

2* = Soit E un espace vectoriel euclidien et f un en-
domorphisme auto-adjoint de E.

a) Montrer que, si I’endomorphisme f vérifie la condi-

tion :
(x| f(x) =0,

alors f est I’endomorphisme nul.

Vx € E

b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour

que :
Vx e E || fol = (x| f().

3 = Soit A, B deux matrices symétriques réelles. On
suppose qu’il existe un entier k tel que :
A2+ _ g2kl

Montrer que A = B.

4 = Dans I’espace euclidien R4, on considere le sous-

espace F' d’équations :
X+y+z+t=0;x+2y+3z+4t=0.

a) Indiquer la dimension de F.

Donner une base de 1’orthogonal de 1’hyperplan d’équa-

tionx+y+z+t=0.

Donner une base de F*.

b) Donner la matrice, par rapport a la base canonique,
de la symétrie orthogonale par rapport 2 F-.

5 = Soit u I’endomorphisme de R* de matrice dans la
base canonique :
2

a ba—c ca+b
A= 1| ab+c b* ch—a |,
ac—b bc+a c?

avec a* + b* + ¢ = 1. Donner la nature de u.

6 = E est un espace euclidien.

u,v sont deux endomorphismes symétriques positifs
de E.

Montrer que 0 < tr(uv) < tr(u)tr(v).

@@ Conseils
1) Calculer le déterminant indiqué de deux ma-
nieres différentes.
Puis résoudre la premiere équation et chercher
parmi les solutions obtenues lesquelles vérifient la
deuxieme équation.
2) a) Regarder (x +y | f(x +y)).
b) Traduire la condition, puis utiliser a).
3) Utiliser les endomorphismes u,v canonique-
ment associés aux matrices et une base de vecteurs
propres pour u.
4) a) Penser aux hyperplans.
Pour trouver une base de F L, penser aux vecteurs
de F* que vous connaissez.
b) Chercher une base orthonormée de F - puis
écrire I’image d’un vecteur par la projection ortho-
gonale sur F*.
5) Eviter les « gros » calculs...
Considérer les vecteurs colonnes pour reconnaitre
le type de matrice. Puis un vecteur invariant non
nul est (presque) évident.
6) Ecrire la trace de uv en utilisant un produit sca-
laire et une base bien choisie.
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€3 Adjoint et norme
d’'un endomorphisme

Soit E un espace euclidien de dimension n > 2, a et b
deux vecteurs non nuls et orthogonaux de E.

On définit u dans £(E) par :
u(x)={a | x)b— (b | x)a.

1 = Expliciter u™ et calculer |/u]|.

2 = On suppose que ||b

< |lal|-
Trouver f dans L(E) vérifiant les trois conditions :

O ff==f @[ fI<1: G fla)=>b.

@@ Conseils
1) Calculer (u(x) | y) pour trouver u*.
Utiliser une base orthonormée de E, bien choisie,
pour exprimer un vecteur x unitaire, puis u(x).

Construisons un automorphisme
orthogonal...

Soit E un espace euclidien, (u;);eqig et (v;)jering
deux familles de vecteurs de E telles que :

Vi, j) € Tl (u; |u;) = (v | vj).

1 = Montrer que les familles de vecteurs (u;) 1,0y €t
(vj)jeri,n) ont méme rang.

2 = En déduire qu’il existe un automorphisme orthogo-
nal f de E tel que f(u;) = v; pour tout i dans [1,n].

@@ Conseils
1) Prendre une base orthonormée (e;) eq1,p) de E,
la matrice A de la famille (u;);ef1,,7 Telativement
a cette base. Ecrire le terme général de la matrice
'AA en fonction de (u; | u;).
2) Supposer la famille () jef1,,7 ordonnée de telle
sorte que la sous-famille (u;);ef1, soit une base
de Vect(uj)jeﬂl,,,]].
Montrer qu’alors la sous-famille (u ;) jef1,- st une
base de Vect(v;) jefing-

Bases et automorphismes
orthogonaux

Soit E un espace vectoriel euclidien.

1 = f est un endomorphisme de E.

a) Montrer que I’endomorphisme f* o f est un endo-
morphisme auto-adjoint positif.

b) Montrer qu’il existe une base orthonormale de E dont
I’image par f est une famille orthogonale.
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¢) En déduire que f peut s’écrire sous la forme
f = s ou, avec s un endomorphisme auto-adjoint et
u un automorphisme orthogonal.

2 = A et B sont deux sous-espaces vectoriels de E, de
dimension p, munis chacun d’une base orthonormale,
(ai,...,ap)pour Aet(by,...,b,) pour B.

On recherche une base orthonormale (cy,...,c,) de B
telle que :

VG, k) € [1, pl* (@i | ) = {ax | i)

P
Pour cela, on pose ¢, = E X; xb;. On note :

i=1
X = (xi,k)(i,k)elll,p]]2 et M= (a|bj)i jerpr

Démontrer que le probleme posé a au moins une solu-
tion.

3 = Déduire de ce qui préceéde que, pour tout couple
(A, B) de sous-espaces vectoriels de méme dimension
p, il existe un automorphisme orthogonal f tel que
f(A)= Bet f(B) = A.

On pourra admettre le résultat de I’exercice précédent.

@@ Conseils
1) a) Un endomorphisme auto-adjoint est diagona-
lisable...
2) Utiliser avec M la décomposition de la question
précédente. Remarquer la propriété que doit possé-
der X.

3) Reprendre les bases (ay, . ..,ap), (bi,...,bp) et
(ct1,...,cp) de la question précédente.
Puis construire (vy, ..., Vp, Upsl, ..., V2p) aVeC :

Vi € [1,pll vi =a;+ci; vigp =a; —¢;.

A vous de continuer....

EZE) Matrices diagonalisables
commutant avec leur transposée

1 = E est un espace vectoriel euclidien, F un sous-
espace vectoriel de E et u un endomorphisme de E.

Montrer que F est stable par u™ si, et seulement si, F €
est stable par u.

2 = Soit A une matrice de M, (R), dont le polyndme
caractéristique est scindé sur R et dont le spectre est
{A1, ..., A, }. Ces valeurs propres sont supposées dis-
tinctes.

a) Montrer qu’il existe une matrice triangulaire supé-
rieure 7' et une matrice orthogonale P telles que :

A="PTP.
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b) Démontrer que, si 7 est une matrice triangulaire su-
périeure de M, (R), alors :
'TT =T'T <= T diagonale.
¢) En déduire que A'A = "AA si, et seulement si :
n
> A7 =u(AA).
i=1
@@ Conseils
2) a) Raisonner par récurrence et utiliser 1).

b) Regarder d’abord le cas n = 2.
¢) Regarder tr('AA), tr(‘'TT), tr(A?)...

&I} Vvaleurs propres de matrices
symétriques réelles

Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n, définie
positive et r un réel strictement positif.

1 = Montrer que la matrice A + rI,, est symétrique, dé-
finie positive.

2 = On considere la matrice B = (r 1, +A)*1(r1n —A).
Montrer que B est symétique.

3 = Montrer que les valeurs propres de B sont dans
1—11[.

@@ Conseils
2) Calculer 'B. Conclure en montrant que, si M
est une matrice inversible telle que M et N com-
mutent, alors M~ et N commutent également.
3) Exprimer que A est une valeur propre de B. En
déduire, en fonction de A, une valeur propre de la
matrice A qui est symétrique, définie, positive.

€ Des matrices qui commutent

1 = Soit A une matrice symétrique réelle. Montrer que
la matrice A peut s’écrire comme un polyndme de la
matrice exp(A).

2 = Soit A et B deux matrices symétriques réelles.
Montrer que les matrices exp(A) et exp(B) commutent
si, et seulement si, A et B commutent.

@@ Conseils
1) Matrices symétriques réelles... le réflexe ! En-
suite, penser aux polyndmes de Lagrange.
2) Si exp(A) et exp(B) commutent, utiliser la ques-
tion 1). Pour la réciproque, utiliser la continuité
d’un endomorphisme bien choisi de M, (R).

m Décomposition
d’'un endomorphisme

D’apres E3A PC.

1 = Soit # un endomorphisme d’un espace vectoriel
E de dimension n. Montrer que I’on peut trouver au
moins un automorphisme w et un projecteur p vérifiant
u = p o w (on pourra pour cela commencer par déter-
miner I’image de p).

2 = Si E est muni d’une structure euclidienne, peut-on
choisir pour w une isométrie et pour p un projecteur
orthogonal ?

3 = Montrer que le résultat obtenu en 1) est faux si
on suppose que I’espace vectoriel E n’est plus de di-
mension finie. (On pourra construire un endomorphisme
simple sur £ = R[X].)

@@ Conseils
1) Analyser les images et noyaux des applications
p et o candidates a la décomposition.
2) Etudier les normes des vecteurs images.
3) Etudier, par exemple, la dérivation polynomiale.

& sur le groupe orthogonal
On considéere £ = R" muni du produit scalaire cano-

nique (x |y ) = inyi. On note O(E) le groupe
i=1

orthogonal de E.

1 = Déterminer tous les morphismes de groupes ¢ de
O(E) dans R™™, c’est-a-dire :

Y(u,v) € O(E)  ¢(uv) = e(u)p(v).

2 = Soit # un élément de O(E).

a) Montrer que Ker(Ig — u) et Im(Iz — u) sont orthogo-
naux.

b) Etudier la convergence de la suite de terme géné-
N—1
ral Wy = — uF. On précisera sa limite en cas de
N 2 u-Onp

k=0
convergence.

@@ Conseils
1) Déterminer I’image de I’identité, puis d’une ré-
flexion quelconque.
2) Etudier les restrictions de u et de Wy aux deux
sous-espaces Ker(Ip — u) et Im(Ig — u).
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EEX) Somme de deux automorphismes
orthogonaux

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension
n,(n > 2).

1 = a) Soit # un automorphisme orthogonal de E tel
que Sp(u) = .

Montrer que E est somme directe de sous-espaces or-
thogonaux, de dimension 2, stables par u et étudier la
restriction de u a ces sous-espaces. Que remarquez-vous
concernant la dimension de E ?

b) Soit u;, u, deux automorphismes orthogonaux de E
tels que Det(u;) = 1; Det(uy) = —1.
Montrer que Det(u; +up) =0

2 = Déterminer les automorphismes orthogonaux u de
E tels que I + u soit encore un automorphisme ortho-
gonal.

3 = u et v sont deux éléments de O(E). Déterminer une
condition nécessaire et suffisante pour que u + v soit
dans O(E).

@@ Conseils
1) a) Regarder une valeur propre complexe de u et
sa conjuguée.
b) u;+u; = u(Ig +u1_1u2), puis étudier les valeurs
propres de ul_lug.
2) Etudier d’abord le cas n = 2. Dans le cas géné-
ral, déterminer la parité de n.

EX3) utilisation de matrices
symétriques réelles de rang 1

1 = Soit A une matrice symétrique réelle, positive de
M, (R), de rang r > 0.

Montrer qu’il existe r matrices (Lj,...,L,) de
M, »(R), linéairement indépendantes et telles que :

A= i 'LiL;.
i=1

2 = Soit A et B deux matrices de M, (R), symétriques,
réelles, positives.
On note C la matrice de M, (R) définie par :

(i, j) € [1,n]?

a) Montrer que C est une matrice symétrique positive.

¢i.j = ai jbij.

b) Que peut-on dire de C si A et B sont symétriques,

définies positives ?

3 = On suppose de plus que V(i, j) € [1,n]? ai,j # 0.
1

ai, j

On définit la matrice A" par ses coefficients a; ; =
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Montrer que A’ est positive si, et seulement si, A est de
rang 1.

@@ Conseils
1) Réduire la matrice A, puis effectuer la décom-
position demandée sur la matrice diagonale A ob-
tenue...
2) a) Commencer par le cas rg(A) = 1, puis regar-
der le cas général en utilisant 1).
b) Utiliser toujours la décomposition...
3) Lorsque A’ est positive, considérer I’espace
euclidien R" et appliquer I’inégalité de Cauchy-
Schwarz aux formes bilinéaires symétriques défi-
nies par les matrices A et A’ pour obtenir des rela-
tions entre a; ;, a;; et aj ;.

m Racines carrées de matrices
symétriques définies positives

On considere ’ensemble 8, des matrices symétriques
réelles définies positives. Soit A dans 8.

1 = a) Montrer qu’il existe une unique matrice B dans
8™ telle que B> = A.

On note Ay, ..., A, les valeurs propres distinctes de A.

b) Montrer qu’il existe un unique polynéme P, de degré
inférieur ou égal a p — 1 tel que :

Vie [l pll PA)= A
Exprimer ce polyndme en fonction des A;.

¢) En déduire que la matrice B de 87,

= A, est B = ZH(/\ _)\)H(A AD).
VES

telle que :

d) Calculer B quand A = G ;)

2 = a) Soit uy = 1, a un réel strictement positif et la
suite u définie par le relation de récurrence :

1
VneN u,y == <un+i>.
2 Uy,
Etudier la convergence de la suite (¢, ),eN-.
b) Montrer que, si A et B sont deux matrices symé-
triques réelles telles que AB = BA, il existe une ma-
trice orthogonale Q telle que 'QAQ et 'QBQ soient
diagonales.

3 = Soit M une matrice de 8" telle que AM = M A.

a) Justifier que M est inversible et que M ! est dans

++
8.



ALGEBRE ET GEOMETRIE

1
b) Soit N = E(M + M~'A). Montrer que AN = NA
etque N estdans 8, .

On définit alors la suite (B )ren de matrices de 8" par :

By =1,
1 .
Vk €N By = 5(3,( + B 'A)

¢) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale Q telle
que, pour tout k de N, Q™! B, Q soit une matrice diago-
nale Dy qu’on notera :

a0 -0
0 a®

Dy = :
0o ... a®

d) Btudier la convergence de la suite (By)en et préciser
sa limite.

@@ Conseils
1) a) A est une matrice symétrique réelle donc...
b) Utiliser les polynomes de Lagrange.
¢) Considérer la matrice P(A) = 'QP(D)Q...
2) a) Etude classique de suite récurrente. Etudier
d’abord la fonction...
b) Diagonaliser d’abord A, puis utiliser le fait que
A et B commutent...
3) a) Connaitre les valeurs propres de A~".
b) Utiliser 2) b).
¢) Si Q est une matrice orthogonale diagonalisant
A et By, alors elle diagonalise...
d) Raisonner sur les valeurs propres des matrices
By.

Valeurs propres d’'une matrice
de Hilbert

D’apres Saint-Cyr.

Dans ce texte, on identifie 1’espace vectoriel R",
(n > 2), muni de sa structure euclidienne canonique,
a I’ensemble des matrices a n lignes et une colonne.

Le but de ce probleme est 1’étude de la matrice :

1 1
1 Z -
2 n
1 1 1
H=|2 3 n+1 | appelée matrice
: : : : de Hilbert.
1 1 1
n n+l 2n —1

1 = Montrer que H a toutes ses valeurs propres réelles.

X1
2 = Soit, pour tout X = dans R" :
Xn

¢(X)='XHX.

a) Vérifier la relation suivante :

1
q(X) :/ (x) +1x0 4+ 1" 1x,)?dr.
0
b) En déduire que :
(i) toutes les valeurs propres de H sont strictement po-
sitives ;
(ii) H est inversible.

¢) Montrer que, pour tout X dans R", 'X H ~1X estun
réel positif, qui est nul si, et seulement si, X est le vec-
teur nul.

3 = Dans cette question, n est égal a 2.
a) Déterminer les valeurs propres a, 8 (o < ) de H.
b) Soit E le plan affine euclidien rapporté au repere or-
thonormé (O, 7, 7).
On note C I’ensemble des points M de E tels que le
vecteur m, de matrice X, vérifie I’équation :

'XHX = 1.
Reconnaitre la nature de C, la tracer avec soin et inter-
préter géométriquement « et 3.

4 = On note H' la matrice de M,,_(R) définie par :

1 1
1 Z
2 n—1
1 1 1
H = 2 3 n
1 1 1
n—1 n 2n —3
La matrice H peut ainsi s’écrire, par blocs :
1
n
H| T 1
H=|, 1 , avec T = n+1
T .
2n —1 :
1
2n —2
a) Montrer que la matrice H' est inversible.
1
b) Soit Aunréel nonnuletY = : dans R" 1
Yn—1
Lioi|Y
locs P = .
On note, par blocs ( 0 A)

Calculer le produit par blocs "PH P.
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¢) Montrer que :
Det(H) = Det(H’) (L — tTH’—1T> .
2n — 1
2"n!
emt’
On note, dans la suite de ce probleme «, et 8,, la plus

petite et la plus grande des valeurs propres de la matrice
H d’ordre n.

d) En déduire que Det(H) <

5 = a) Justifier, pour tout élément X de R”", les inégali-
tés :

an | X P<q(X) < Bu || X |
b) Montrer que :

Vn € N* 1n(n+1)<z
i=1
¢) Calculer la somme des valeurs propres de H.

| —

< 1+ 1In(n).

~

d) En déduire que :

na, < %ln(n)+ (1+1n(2)).

6 = a) Soit A = (a;, ;) jeq1,.2 Une matrice de M, (R).

On suppose qu’il existe un vecteur X non nul, dans R",

telque: AX =0 et max |x|=1.
i€ln]
Montrer que, pour tout i dans [1,n] :

laii| |xi| < Z
JElLnl,j#i
En déduire qu’il existe un i dans [ 1, n]] tel que :
laiil < > ai -
JElnl.j#i

b) Soit A une valeur propre de H, montrer qu’il existe i
dans [ 1, n]] tel que :

1 1
A— < —
21’1’ ‘ Zui+j—1
JEM,n],j#i

¢) Montrer alors I'inégalité, pour toutn > 2 :
By < 1+1n(n).

lai | 1x;] -

@@ Conseils
2) a) Calculer I’intégrale.
b) Soit X un vecteur propre associé a la valeur
propre A. Alors g(X)...
0 n’est pas valeur propre de H.
¢) Calculer 'X H ' X apres avoir diagonalisé H.
3) b) Réduire I’équation de la conique pour I’iden-
tifier.
4) b) A est donné non nul, choisir le vecteur ¥ pour
pouvoir calculer le déterminant de ‘P H P.
¢) Récurrence sur 7.
5) a) Reprendre le calcul de 2) c).
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1
b) Faire le graphe de la fonction (t — ;) sur

R*™* et raisonner en termes d’aires...

¢) Comment trouve-t-on la somme des valeurs
propres d’une matrice ?

6) ¢) Utiliser 5) b).

€X) Interprétation géométrique
de la matrice de Hilbert
D’apres Saint-Cyr.

Dans ce texte, on identifie 1’espace vectoriel R",
(n > 2), muni de sa structure euclidienne canonique,
a I’ensemble des matrices a n lignes et une colonne.

Le but de ce probleme est I’interprétation géométrique

1 1
1 = Z
2 n
1 1 1
de la matrice H = | 2 3 n+l | appelée
1 1 1
n n+l 2n — 1

matrice de Hilbert. (L’étude des valeurs propres de cette
matrice a fait I’objet de 1’exercice précédent.)

Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R, donnée.
On désigne par F ’espace vectoriel des fonctions po-
lyndmes, de [0, 1] dans R, de degré inférieur ou égal
an—1.

A la fonction f, on associe la suite des réels (b ,,)
définie par :

I
Vp>1 b, :/ xP71 f(x)dx.
0

On désigne par B le vecteur de R" défini par :
b

pEN*

B = :
by

1 = a) Montrer que H a toutes ses valeurs propres
réelles.

On admettra que ces valeurs propres sont strictement
positives. (En fait, ce résultat a été établi dans la ques-
tion 2) de I’exercice précédent.)

b) Montrer que, pour tout V dans R" :
'WHV >0 et 'VHV =0 < V =0.

On note alors Uy 'unique élément de R" défini par
HU, = B.



ALGEBRE ET GEOMETRIE

2= Soit U = un élément de R" et soit Q

Uy
I’élément de F' défini, pour tout x de [0, 1], par :

n

0(x) = Z upx@=D,

i=1
Montrer que :

1 1
/ (0(t) — f(t))y*dt ='UHU —2‘UB+/ f(r)dr.
0 0

3 = Soit I’application de F dans R définie, pour tout Q
dans F, par :

1
2(0) = /0 ) — F)dr.

a) Montrer qu’il existe un unique élément Q, de F en
lequel g atteint son minimum.

b) Préciser Q¢ en fonction de Uj.

¢) En déduire une interprétation géométrique de H.

4 = Dans cette question, n = 2 et f désigne la fonc-
tion :
f 1011 — R,

x — f(x) = x>

Déterminer explicitement Q et le minimum de g dans
ce cas.

5 = Montrer que, si on suppose Vp € N* b, = 0, alors

ona: |
Vx € [0, 1] / @D 4 o,
0 1_t.x

6 = On suppose, dans cette question, que f est positive.

a) Exprimer, pour N entier naturel non nul, a 1’aide
d’une intégrale, la somme :

N
> by
p=1

b) En déduire I’équivalence des deux propositions sui-
vantes :

(i) 1a série Z b, converge ;

t
(ii) la fonction 4 : <t — &> est intégrable sur

1 —1
[0, 1[.

¢) Montrer que, si la fonction A ci-dessus définie, est
intégrable sur [0, 1], alors :

1 +00
SO 4 - > by
p=1

) 1—1

@@ Conseils
1) b) Ecrire que H est diagonalisable et calcu-
ler "V HV en utilisant une matrice diagonale sem-
blable a H.
2) Développer Q(7) et intégrer...
3) a) Munir I’espace vectoriel C([0,1],R) d’un
produit scalaire et interpréter g(Q)...
b) Exprimer g(Q) en fonction de g(Q’), ou Q' est
I’élément de F associé a Uy. Puis utiliser 1) b)
5) Fixer x dans [0, 1[, puis écrire un dévelop-

et étudier la

pement en série enticre de .
—tx
convergence uniforme de cette série de fonctions

sur [0, 1].

6) a) Classique...

b) Utiliser 6) a) et un théoreme sur la somme d’une
série de fonctions positives et intégrables sur un in-
tervalle...

c) Etudier la continuité en 1 des deux fonctions

+00 1

1

de x : Zb,,x” et 7@ dz.
p=1

0 1 —1x

A Lgorithmes

& Tridiagonalisation d’'une matrice
symétrique réelle.
Matrices de Householder

La recherche des valeurs propres de matrices symé-
triques réelles peut s’effectuer en deux temps. Tout
d’abord, on transforme la matrice donnée en une
matrice tridiagonale symétrique avec des matrices de
projection orthogonale.

Ensuite, la recherche des valeurs propres repose sur la
méthode de dichotomie. Elle fera 1’objet du probleme
suivant.

Un autre intérét des matrices tridiagonales symétriques
sera étudié un peu plus loin. La méthode de Choleski
permet la résolution d’un systéme linéaire dont la ma-
trice est tridiagonale plus rapidement que la méthode de
Gauss.

Partie mathématique

L’espace vectoriel R" est muni du produit scalaire
canonique. Soit C = (c¢;;) une matrice symétrique
réelle, d’ordre n, Id, la matrice unit€ d’ordre n, v

une matrice colonne a n lignes a éléments réels et

v/ =" v = (vy,...,v,) sa transposée.

R" est muni de la norme euclidienne canonique.
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Soit, pour i dans [1, z]], les matrices colonnes e; :
e ="(8i1,...,8in).

On associe a v la matrice carrée d’ordre n :
/
H[v]:Id,,—Zﬁ siv£0; H[0]=0.
v
La matrice H[v] est appelée matrice de Householder.

1 = Montrer que H[v] est la matrice d’une symétrie or-
thogonale. Donner H[v]™ L
2 = On pose w = v — vye;. Montrer que :
Hlw + ||w|le](v) = vier — ||w]|ez.
3 = Calculer les éléments de la premiére ligne et de la
premiére colonne de H[w + ||w]|ez].
4 = En déduire qu’il existe une matrice H; telle que :
H\CH ' = Cy,
avec C; = (cj;), symétrique et ¢; = ¢’ = 0 pour

3<j<n.

5 = Montrer que toute matrice carrée symétrique est
semblable a une matrice tridiagonale.

Partie informatique

6 = Ecrire un programme de trigonalisation d’une ma-
trice symétrique réelle. Le tester sur un exemple.

@@ Conseils
1) Faire une figure géométrique. Puis utiliser le
cours sur les symétries orthogonales.

@3 Vvaleurs propres d’une matrice
tridiagonale réelle

La méthode de Givens de recherche des valeurs propres
d’une matrice tridiagonale symétrique permet, avec la
méthode de tridiagonalisation d’une matrice symétrique
réelle, de déterminer des valeurs approchées de cette
matrice. Elle consiste a séparer les valeurs propres cher-
chées, puis a construire, par la méthode de dichoto-
mie, deux suites adjacentes convergeant vers les valeurs
propres.

Les matrices tridiagonales interviennent en mécanique
des vibrations et la détermination de leurs valeurs
propres permet de calculer les modes propres de vibra-
tion de certaines structures.

Le résultat trés ingénieux de la question 1) sur les chan-
gements de signe des polynomes est di a Charles Sturm
(1803-1855), francais né a Geneve.
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Partie mathématique

(@n)n>=1,(bp)n>1 sont deux suites de nombres réels tels
que, pour toutn > 1,b, # 0.

Soit (p,), la suite de polyndmes définie par :

pox)=1; pi(x)=a; —x
Vn =2 pu(x) = (ay — X)pu_1(x) — bi_| pp—r(x)

1 = Soitn > 1.
a) Etudier les limites en +00 et —oo des fonctions Dn-

b) Montrer que, si le nombre x,, est racine de p,, alors :
Pn—1 (X)Pn+1 ()C) < 0.
¢) Montrer que p,(x) admet n racines réelles distinctes :

Xpg < Xpp <o < Xpp
etque,sin > 2,pourtoutk de [[1,n — 1] :
Xng < Xn—1hk < Xpk+l-

d) Comparer les signes de p,i(x) et de p,(x) pour x
dans 1x,41 4, X, k[ et pour x dans |x, k, X1 et [-

On associe aux suites (a,), et (b,), introduites précé-
demment la suite des matrices (A,), a n lignes et co-
lonnes, symétriques et tridiagonales de la forme :

ar b
by ay b
0
A, =
0
bn—2 ap—1 bn—l

bnfl Ay

2 = Montrer que les racines de p, sont les valeurs
propres de la matrice A,,.

. X
Pour tout x réel non nul, on pose :signe(x) = — et,

[x]

pour tout y réel et tout entier n > 1, on pose :

signe(pa(y)) si p(y) # 0

sgn(p,(y)) = { signe(p,—1(y)) si p,(y) = 0.

On désigne par N(n,y) le nombre d’éléments égaux a
—1 dans I’ensemble

{sgn(pr_1(y)sgn(pr(y))) ; 1 <k <n}

en prenant sgn(po(y)) = 1.

3 = Montrer que N(n,y) est le nombre de racines du
polyndéme p, inférieures strictement a y.
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4 = Montrer que les valeurs propres de A, appar-
tiennent au sous-ensemble de R défini par :

U lai — |bi—1| = |bil,ai + |bi—1| + |b;]]

i=1

avec by = 0.

5 = On suppose n et i fixés, avec 1 < i < n. Construire
deux suites (ay)x et (Bi)x telles que :

ap < Xpi < Br
lim o = lim By = x,;
k—o0 k—o0

Partie informatique

6 = Ecrire un programme qui donne des valeurs ap-
prochées des valeurs propres d’une matrice tridiago-
nale réelle. L’appliquer a la matrice A,, définie par :
ap = 2 ) bk =—1.

@@ Conseils
4) Utiliser la définition d’une valeur propre, écrire
le systeme obtenu, et noter j I’indice tel que :
[x;| = maxigigalxil-
5) Utiliser la question 3).

@E® L= méthode de Choleski

Cet exercice présente un algorithme de résolution d’un
systeme linéaire dont la matrice est tridiagonale symé-
trique d’ordre n et réguliere.

Cet algorithme utilise, dans un cas particulier, une mé-
thode développée par le commandant d’artillerie Cho-
leski, tué pendant la grande guerre.

Cette méthode est plus rapide que la méthode de Gauss.
Si vous souhaitez plus de précisions sur ce sujet, vous
pouvez vous référer au probleéme Ensait 1991, dont cet
exercice est inspiré.

Partie mathématique

La matrice
a
T a O
0
A:
0
Chp—2 dap—1 Cpn—1
Cn—1 ay

est tridiagonale symétrique, réguliere, et on note A®
la sous-matrice obtenue en conservant les k premicres

lignes et colonnes de A. On conviendra de prendre
AQ =1.

P(A) = Det(A — Ald,) est le polyndme caractéristique
de A et P(A) = Det(A“‘) — Aldy) est le polynome ca-
ractéristique de A®.

On se propose de factoriser A sous laforme A = LD'L,
ou D est une matrice diagonale d’éléments diagonaux

(dy,...,d,) et L une matrice bidiagonale :
1 0
L 1 0
0
L =
0 .. -
Lo 1 0
0 Liq 1

1 = a Montrer que les coefficients a;, ¢;, d;, [; sont liés
par les relations (R) :

d = a;
alﬁld,-,l +ydi=a; 2<i<n
od;l; = ¢; 1<i<n—1

ou «, 3, y et 4 sont des constantes a déterminer.

b) Montrer que le systeme (R) admet une solution si,
pour tout i de [1,n] : d; # 0.

¢) Montrer que la décomposition A = LD'L existe et
est unique si, et seulement si, pour tout i de [1,x] :
DetA®

Detai D 7 -
2 = [’objet de cette question est la résolution du sys-
teme linéaire (S) , AX = B ou la matrice A est tri-

diagonale symétrique et réguliere, écrite sous la forme
A=LD'L.
La méthode décrite ci-dessous est appelée méthode de

Choleski. On pose :
X1 b]

Xp by

a) Montrer que (S) s’écrit LZ = B, et exprimer Z en
fonctionde D, L, X.

Déterminer les relations liant les z;,1;, b;.

b) Montrer que la résolution de (S) se ramene alors a
celle de (S;), DY = Z et exprimer Y en fonction de L
etde X.

Déterminer les relations liant les z;, d;, y;.
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¢) Montrer que la résolution de (S7) se ramene alors a
celle du systeme (S,),/LX =Y.

Déterminer les relations liant les y;, [;, x;.

Partie informatique

3 m Ecrire un programme de décomposition d’une ma-
trice A tridiagonale, symétrique, réguliere et d’ordre .
Ecrire un programme de résolution du systéme
AX =Y, ou A est tridiagonale, symétrique, réguliere
et d’ordre n.

Tester vos programmes.

@@ Conseils
1) ¢) Supposer que la décomposition existe. En dé-
duire Det(A). Pour la réciproque, faire une récur-
rence.

@ Probléme des moindres carrés.
Décomposition QR

Lorsqu’un systeme linéaire Ax = b n’admet pas de so-

lution, on cherche un vecteur x tel que Ax soit « aussi

proche que possible » de b.

Pour mesurer la distance entre Ax et b, on utilise alors
la norme euclidienne, d’ou I’appellation « moindres car-
rés ».

Nous retrouverons les matrices de Householder rencon-
trées dans 1’exercice 1 des Algorithmes.

Partie mathématique

n et p sont deux entiers de N*. L’espace vectoriel R”,
(n > 1), est muni de la norme euclidienne || ||, notée
plus simplement || ||

A désigne une matrice de M, ,(R), b est un vecteur
de R".

Le probleme aux moindres carrés associé consiste a
chercher x tel que :

|b— Ax|| = inf
yERP

b — Ayl (E)

Lorsque n = p et lorsque A est inversible, il existe une
unique solution x.

1 = Montrer que le probléme (E) admet toujours une
solution. Préciser le nombre de solutions de (E).

2 = a) Montrer que le probléeme (E) équivaut a la réso-
lution de 1’équation linéaire : 'AAx = ' Ab.
b) Montrer que la matrice ‘AA est symétrique, posi-

tive. A quelle condition est-elle symétrique, définie, po-
sitive ?
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Dans la suite, C désigne une matrice carrée réelle
d’ordre n.

3 = a) Soit a un vecteur non nul de R”, (ey,...,e,) dé-
signent les vecteurs de la base canonique de R".

Montrer qu’il existe un vecteur v non nul dans R" de la
forme :

vV =a+ ae (a € R)

tel que la symétrie orthogonale par rapport a Vect (v)~*
transforme a en un vecteur de Vect (ey).

b) Montrer que I’image d’un vecteur quelqonque u de
R" par cette symétrie orthogonale est :

(u,v)v

u—2 .
[[v]?

En déduire que, en identifiant un vecteur et la matrice
colonne de ses coordonnées, la matrice de cette symé-
trie est :
t
v
Id, —2—.

R
¢) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale Q; telle
que la premiere colonne de QC ait au plus un terme
non nul, le premier.

d) En déduire une méthode de construction d’une ma-
trice orthogonale S telle que la matrice SC soit triangu-
laire supérieure.

On dit que la matrice C admet une factorisation QR.

4 = Soit Cx = d un systeme linéaire dans lequel la ma-
trice C est supposée factorisée en QR et inversible.

Indiquer une méthode simple de résolution de ce sys-
teme.
Partie informatique

5 = Ecrire un programme de décomposition QR d’une
matrice carrée.

Ecrire un programme de résolution du systéeme Cx = d,
utilisant la décomposition de C en QOR.

Ecrire un programme de recherche d’une solution d’un
probléme aux moindres carrés.

@@ Conseils
1) a) Faire une figure et transformer cette question
en géométrie...
2) b) Considérer une valeur propre de "AA.
3) a) Faire une figure...
3) ¢) Attention aux dimensions des matrices...
4) Décomposer le systeme donné en deux systemes
successifs.




b 0 R R

@ Pour s’entrainer

1 = a) Une base de F est donnée par :

10 0 1
=0 1) = (o)

Donc une matrice M = (JZC f ) est dans I’orthogonal
de F si, et seulement si :
<M|U1>=O et <M|U2>=0

Nous obtenons :

Les éléments de F- sont les matrices :

55 2)

. 1 0 0 1
b) Si on pose Us = <0 1) et Uy = <1 0>, alors
(Us, Uy) est une base de F*.

La matrice B s’écrit de maniere unique comme somme
d’un élément de F et d’un élément de F.

On doit avoir I’existence de (a,b,x,y) dans R* tels

que :
_f(a b Xy
= =)+ 1)

D’ou le systeme :

a+x=1
b+y=0
b—y=1
—a+x=0

. 1 1
Sa résolution donne : a = x = 3 et .

1
Le projeté orthogonal de B sur F' est > G i)

2 = a) Utilisons d’abord la formule du binéme :

A-Xyx =Y (i) (=D X

k=0
Dérivons ensuite :

w100 xR, G
[(1 - X)"X'] _Z(n)( 1) (k+1)!X .

k=0

i E 3

b) Considérons 1’espace vectoriel £ = R,[X] muni du
produit scalaire défini par :

(P| Q) :/ P(x)Q(x)e “dux.
0

La question posée s’interprete alors comme la recherche
du carré de la distance du polynome 1 a I’hyperplan
H={P € E; P(0)=0}.

Appelons p(1) le projeté orthogonal de 1 sur cet hyper-
plan.

Alors :
+00
inf(, ....q,) R / (I+aix+---+a,x")e”"dx
0

=11 - p(|.

p(1)

H)

n
Le vecteur 1 — p(1) = 1 — Z aka est caractérisé par :
k=1

Vie[Lal (1—p1)|X)=0.

Montrer par récurrence que :
+00
VjeN / xke™ dx = k.
0
Nous obtenons la condition :

Vi € [1,n] ! —Zak(i+k)! =0.

k=1

Comparons avec le résultat de la premiere question dans
lequel nous faisons x = 1. Nous obtenons :

D [k
Vk € [1,n]] a = *+ D)l (n)
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D’ou:
11— p) = 1> = [[pW* = 1> = (1 | p(D))
+oo I
=1- Zakxke_xdx
0 =1
n n (_1)k k
=i = =1
dek Zk+1 7
k=1 k=1
1 < k+1
=l=—— =1ljft
n+1;( ) <n+1>
n 1

@ Et Gram-Schmidt...

1 = Notons :

up=(1,1,1;u=(1,0,1); u3 = (0,1, 1).

ur 1
Al = = —
Y PPV BV

Ensuite, projetons orthogonalement le vecteur u; sur la
droite vectorielle engendrée par e .

(1,1, 1).

Nous obtenons

2
(uz | er)er = 5(1, L 1).

up

€]

(e, lep)e .

Le vecteur u; se décompose en somme de deux vecteurs
qui sont orthogonaux :

u = (up | ey) e + (uz — (uy | 61)61)
uy — (uy | e1) ey = (1,0,1) — %(1, 1,1) = %(1,—2,1).
D’ou :
uy — (ua | er) e V6

e — — Y20,-2,1).
: lup — (uz | e) er| 6

Enfin, projetons orthogonalement le vecteur u3 sur le
plan vectoriel engendré par u;,u, muni de la base or-
thonormée (e;, e;). Nous obtenons :
2v3 V6,
6

(3 | en) el +(us | ex)er = 3

@j Do
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us

€3

(uz,e1)e; + (uyer)ey
€]

Le vecteur u3 se décompose en somme de vecteurs or-
thogonaux :

(2\/§ \/6> < 2V3 \/6>
usz = Tel—?eg + Uy — —e+—er | .

3 6
Enfin :
usz — %61 + §62 \/E
es = 2\3/3 \?6 = S50,0,-1).
| us — ?61 ar ?62

2 = Notons u; :X271;u2:3X+1;u3:X2+X.
uj 1 2

Alorse; = —— = —(X°" —1).
Tl ~ v2

Ensuite, projetons orthogonalement le vecteur u, sur la
droite vectorielle engendrée par e;. Nous obtenons :

1
WAmmzie#+m

Le vecteur u, se décompose en somme de deux vecteurs
qui sont orthogonaux :

ur = (uz | er) e + (uz — (uz | €r) er)
1 1
Uy — (l/lz | 61)61 = §X2+3X+ 5
D’ou :

é) — — _
27 uz — (uz | ener] 19

Enfin, projetons orthogonalement le vecteur u3 sur le
plan vectoriel engendré par u;,u, muni de la base or-
thonormée (e, ¢;). Nous obtenons :

us —(M2 ‘ 61)6’1 2 1 2 1
X" +3X+- ).
2 2

7 /2
(u3 | er)e; + (u3 | er) e, = 761 + 5 Eez-

Le vecteur u3 se décompose en somme de vecteurs or-
thogonaux :

_(v2, .7 /2 1\, v2 7 [2
BENTZATIV 2TV T T3V 19%2 )
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Enfin :
V2 7 [2
BT a5\ 192
e3
V2 7 [2
Uz — —e; — =4/ —e
3T T2V 192

1
= 1—9(6X2 —2X +6).

3 = a) Munissons 1’espace vectoriel E du produit sca-
laire :

1
V(P,Q) € E2 (P| Q)= / PO,

Interprétons ensuite les conditions imposées.

La premiere condition exprime que la base (P,) cher-
chée est une base orthonormale de E.

La deuxieme condition entraine que, pour tout n dans
N*, la famille (Py)reqo.g est une base orthonormale de
R,[X] telle que, pour tout k < n :

P € Vect(1,X,...,X").

Le théoreme d’orthogonalisation de Schmidt, appliqué
a la base canonique de R,[X], établit, avec la condi-
tion supplémentaire portant sur le coefficient de plus
haut degré des polynomes, 1’existence et I’unicité d’une
telle base dans R, [X]. Les polyndmes ainsi construits
ne dépendent pas de n. Il existe donc une unique base
de R[X] vérifiant les conditions données.

b) Soit  un entier et 0, = ((¢* — 1)”)(n).
Le polyndme Q,, est de degré n.

Soit n et m deux entiers distincts.
1
0. 10m = [ 0000
=1
1
- / (@ = 1) (@ = )™ de.
=i
Supposons n < m et intégrons par parties :
) m-n]!
Q| @m) = [( =) " (@ =)™ "]
1
_/ ((t2 _ 1)n)(rz+l) ((t2 _ 1)”1)(17171)(1[
=il

1
_ _/ (@ -1 ™" (@ = 1ym) " Var
—1

car —1 et 1 sont racines d’ordre m de (1> — 1)" et donc
racines d’ordre 1 de ((,2 _ 1)m)(m—1).

Réitérons plusieurs fois. Nous obtenons :

(Qn | Om)
1
- (_1)"/ (@ = 1) (@ = 1ym) " ar.
—1

or (> — 1)")*" = @2n)!

Donc :
1
(On | On) = (=1)"2n)! /1 ((l2 . 1)m)(m—n)dt

m—n—1)] !
— (—1Y'2n)! [((r2 — 1) ”} =0

Sin = m, un calcul analogue donne :

1
(0| 0 = (—1)"<2n>z/1<t2 _1ydr £0.

11 suffit alors de choisir la suite (a,), telle que :
1
Vn €N aﬁ(fl)”(2n)!/ (t* —1)"dt =1eta, >0.
—il

La suite (a, Q,), vérifie les conditions imposées dans la
question 3) a).

L’unicité établie dans cette question permet d’affirmer
quevVn e N P, =a,0,.

Nous obtenons :

Puis :

Py = g; Py = \/g(zxx P, = @(3){2 - .

4 = a) Pour tout P de E, la fonction (x — e*xP(x))
est continue sur [0, +oo[.

De plus, e P(x) = 0;00(e™ p) ).
Cette fonction est intégrable sur E.
b) Question de cours.

¢) Il suffit de remarquer que, si P est un polyndme de
degré p, alors :

(e P(x)) = e ™" (—P(x) + P'(x))

oll (—P(x) + P'(x)) est un polyndme de méme degré
que P.

L, est donc un polyndme de degré n.
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d) Soit k < n. Alors :

(L | Pr) =/ Ooe*)‘Ln(X)Pk(x)dx
0

A
= lim {(e*"x”)(nfl) xk}

A—s+00 0

oo (n—1)
— k/ (e*xx”) xldx
0

+00
= —k/ (e_"x”)(n_])xk_ldx.
0

Réitérons ce calcul. Nous obtenons :
k+1 e —x n\(m—k—1)
(Lo | P) = (=D)""k! (e™*x") 0dx = 0.
0

Considérons deux entiers m, n tels que m < n.

Le polyndéme L,, se décompose sur la base canonique

(Po)ken s
m
Lm = Zd,‘ Pi-
i=0

Par conséquent :
(L, | Ln) = Za,- (L, | P) =0.

La famille (L,),en est une famille orthogonale.

e) Les polynomes L, ne sont pas nuls.
L
Notons K,, = m La famille (K, ),cn est une famille
n

orthonormée de polyndmes telle que :
vneN K, € Vect(1,X,...,X")

De plus, pour tout n dans N, vérifier que le coefficient
dominant de K, est (—1)".

P, — p(P
Or, le vecteur R, cherché est R, = M

. S 1P = p(P)
ol p désigne la projection orthogonale sur

Vect(Py, ..., P,_1).

Donc R, = (—1)"K,, car nous savons qu’une base or-
thonormée vérifiant ces conditions est unique.

Conditionnement
d’'une matrice

1 = a) La matrice A est réguliere et X = < i >

oo [ =15
b) On obtient : X ( 3.8 .

B’ — B R
©) ——— ~ 00,88 et 1 —— 1 ~72,6542 .
1Bl X

d) Le quotient vaut environ 301.
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2 = a)Leségalités: X' —X = A~'(B'—B)et B = AX
donnent, en prenant les normes :

I =30l < [ATHIB" =Bl Bl < [lA]llIX]

D’ou le premier résultat.

Puis : A(Y — X)+ (A" — A)Y = 0. Soit :
Y-X=—-A1A"— A)Y.

Le second résultat s’en déduit en prenant les normes.

b) La matrice A est symétrique, réelle. Elle est diago-
nalisable et admet une base orthonormée de vecteurs
propres (U, V), en identifiant un vecteur et la matrice
colonne de ses coordonnées. Notons AU = aU et
AV = BV. a et B sont les valeurs propres, 9 + V82, de
A. Pour tout vecteur 7 = 14U +,V,ona:

AT = t1aU +5,BV.

En déduire que :
|A]] = max(a, B) = 9+ v 82.
En procédant de méme avec A~ I on trouve :

1
ATl |=——=9+V82
1471 = 5=V
Enfin :
Cond(A) ~ 326.

Ce résultat explique la multiplication par 300 environ
des erreurs relatives.

0 -0,1
/ _ s
c)A A_(O,l 0.1 )
Cette matrice n’est pas symétrique. Nous devons revenir

a la définition pour calculer sa norme.

Soit X un vecteur de norme 1. On pose :

[ cos(u)
2= ( sin(u) >

o _ —0.1 sin(u)
ATEBUT S AP ( 0L i) coin) )
Et:
[(A" — A)X||
=10"" \/% + ? <% sin(2u) — % Cos(2u)).

2 .
En prenant § = Arccos—~, on obtient :

V5

(A" — A)X|| =107"4/ 3+Tﬁ

d) Puisqu’une matrice orthogonale, O, vérifie :
00~ =1,, son conditionnement est 1.
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Une propriété des bases
orthonormales

1 = Vérifier que (ey,...,e,) est une famille orthogo-
nale en appliquant la relation a8 x = ¢;. On note
n

y = Z(xi | e)e;.Onalx — y|| =0.

i=1
La famille (ey, . . ., e,) est génératrice et (e, ez, - - , €,)
est une base de E.

2 = La décomposition de ||x + y||* fournit :

n

2
e+ ylP =S+ y | e

i=1
= el + P +2 30 ey | en.

i=1
Le produit scalaire de x et y est donc :

Gl =) &le)y|e.
i=1

3 ma) G est la matrice dont les coefficients sont
Gi,j=C(ei|e;).
Soit H = G*; on a, pour tous i et j de [1,n] :

n

H; ; :ZGi,ka,j :Z(Ei | ex ek | ej)
p

k=1
=(ei|ej)=Gi;

d’apres la question 2) .
Donc G% = G.

G annule le polyndme scindé a racines simples X* — X.
G est diagonalisable. C’est la matrice d’une projection,
car G* = G.

G annule X — X donc ses valeurs propres sont racines
du polynéme X? — X, c’est-a-dire dans{0, 1}.

b) Si on note Cy,C»,---,C, les colonnes de G, la
relationz A;jC; = 0 entraine que :
j=1
VielLnl > Ajei|ej)=0

. j=1
puis :
Viellnl (e | Ajej)=0.
j=1
Ceci veut dire que le vecteurz Aje; est dans I’ortho-
j=1
gonal de E qui est I’espace vectoriel {0}.

La famille (e, es,--- ,e,) est une base de E. L'éga-

n
lité Z)‘fef = 0 entraine que, pour tout j de [1,n]],

j=1
Aj =0.

Les colonnes de G sont indépendantes et donc G est
inversible.

¢) G est inversible et GZ = G donc G = 1,,.

Labase (e, ez, - - , e,) est donc une base orthonormale.

Un hyperplan dont I'orthogonal
n‘est pas une droite

1= Lapplication ® de E dans R définie par

D( f) = f(0) est une forme linéaire sur E. Cette forme
linéaire n’est pas nulle.

f = exp, par exemple, n’annule pas P.

Donc H = {f € E ; f(0) = 0} est un hyperplan de
E.

2 = Prenons f un élément de HL. f est orthogonal a
toute application continue sur [0,1] s’annulant en 0.

Considérons I’application g :

g x — xf(x).

1
Elle est dans H donc ( f | g)z/ t- fAr)dr = 0.
0

L application (t —— ¢ - f 2(1)) est positive et continue
sur [0, 1], donc :

Vr €10,11 tf*(r) = 0.
Ainsi on obtient par continuité, f(0) = 0, donc f = 0.
D’oll f = 0etdonc H = {0}.
Dans un espace vectoriel euclidien (donc de dimension
finie) 1’orthogonal d’un hyperplan est une droite. La

propriété n’est plus automatiquement vraie si la dimen-
sion n’est pas finie.

(6 ) Une inégalité d’'Hadamard

1 = On peut remarquer que :
‘MM +M+'M+1, ="'M+1L)M+1,).
Donc 'MM+M+'M =0 <=1, = (‘M +1,)(M +1,).

Ainsi ‘MM + M +'M = 0 si, et seulement si, la matrice
M +1,, est une matrice orthogonale. L’ensemble des ma-
trices M est donc formé des matrices M de M, (R) de
la forme M = P — I, avec P une matrice orthogonale
quelconque.

2 = On notera B = (ey,...,e,) la base canonique
de R”".
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Si le déterminant de M est nul, on aura toujours :
n
Detm| < [T IICiI-
i=1

Sinon, les colonnes de M forment une base de R", base
que I’on peut orthonormaliser.

Appelons B’ = (g, - ,&,) une base orthonormale ob-
tenue par le procédé de Gram-Schmidt.

La calcul du déterminant par changement de base,
donne :

DetM = Detp(Cy,---,Cy)
= DetB(sl, voog Sn)DetB/(C], ey Ci’l)

Detg(er,--- ,&,) vaut 1 ou —1 puisque c’est le
déterminant d’une matrice de passage entre deux
bases orthonormales. En revanche, le déterminant
Detp/(Cy,-- - ,C,) est triangulaire par construction de
la base orthonormale par le procédé de Gram-Schmidt.
11 suffit de calculer le produit des termes diagonaux. Le
i-eéme terme diagonal vaut ( C; | &; ), car la base B’ est
orthonormale.

En utilisant I’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :
n n
[Dety (€1, Cl = | TICCi len)| < TT G-
i=1 i=1

Nous obtenons ainsi I’inégalité de Hadamard.
3 = Appliquons I’inégalité de Hadamard a la matrice
M=P—1,.

Les colonnes de P sont orthonormales et la colonne C;
de M est la colonne P; de P alaquelle on retranche e;.
Donc :

2 2 2 2
ICill” = 1P = eill” = [[P]l” + lleil]” = 2C Pi [ e )
:1+1—2(Pi|€,’).

Or: (P e <[l P ||| e [I=1.

Nous en déduisons que, pour tout i de [1,n]], ||C; H2 <4
et donc |DetM| < 2".

Réduction d'un endomorphisme

défini a l'aide

d’un produit scalaire
La famille (u«, v) est orthonormale de E, donc libre. On
peut donc la compléter en une base orthonormale de E :
B = (u,v,e3,--- ,ep).

Ona fuy=u+v, flo)=v+uet:
Vi23 f(e)=e.
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Dans cette base B, la matrice de f est donc :

110
110
M—|0 01

— o OO

0
Le rang de M est n — 1. Le plan P = Vect(u, v) est

stable par f. Sur ce plan, la restriction de f possede 0
et 2 comme valeurs propres. Des vecteurs propres ortho-

2
normés associés sont T(M — v) pour la valeur propre
\/E b
0 et — (u +v) pour la valeur propre 2. Sur I’orthogonal
de P, f estl’identité donc de valeur propre 1.

Conclusion

f est diagonalisable, son spectre Sp( f) = {0, 1,2} et
les sous-espaces vectoriels propres sont :

2
e Vect <§(u — v)) pour la valeur propre 0 ;

2
e Vect <§(u + v)) pour la valeur propre 2 ;

« le sous-espace vectoriel Vect (u,v)’ pour la valeur
propre 1.

Projection orthogonale

dans M, (R)

1 = a) U, et M, sont diagonalisables, car elles sont sy-
métriques réelles.

Le rang de U, est 1, car Im U,, = Vect(V;), avec :
1
Vi=|:
1
Lerang de M), est2 et Im M, = Vect(Vy, V>) avec :

1

— e e

Vo =

1

D’ou dimKerU, = n — 1 etdimKerM, =n — 2.
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b) Le calcul par blocs de MI% donne :
(m) @2p) @)
M;=|@2p) 2p) @p)
(n)y @p) 0
Donc tr(M,) = 2p et tr(M,z,) =4np — 4p2.
La matrice M, est diagonalisable.

0 est valeur propre d’ordre n — 2. Il reste donc deux
valeurs propres a déterminer pour lesquelles on a :

M+A=2p A +A3=4dnp—4p°.

A1 et Ay vérifient donc A1 +A; = 2p, Ajdy = 4p> —2np.
Les valeurs propres A; et A, sont solutions de 1’équation
x? —2px +4p* —2np = 0.

Cette équation a pour solutions :

Al =p++y/pQ2n—3p) et Ay =p—+/pQ2n—3p).

¢) Le polyndme P(X) = X(X — A;)(X — Ap) est un po-
lyndme annulateur de M, car M, est diagonalisable et
Sp(M;,) = {0, A1, A2}
Comme P(M,) =0, MZ est
Veet(L,, My, M).
Ce sous-espace vectoriel est bien stable par le produit
matriciel.
2 m a) F = Vect(l,, U,), donc : F+ = (I,)* N (U,)*
M 11, < u(M)=0.
M1U, < (M|U,)=0.

élément de

Ainsi :
M e Ft «— u(M)=0ets(M)=0.

b) M = agl, + BoU, est la projection orthogonale de M
sur F si, et seulement si, M — M est dans F.

On doit donc avoir :
M—-M|1,)=0 et (M—M|U,) =0.
Traduisons :
M—M|1,)=0
<= aoly | L)+ Bo(Up|l) = (ML)

(M—-M|U,)=0

= al, | Uy)+ BoUy, | Up) = (M | Uy).
Ce systeme donne :

nag+nBy = tr(M)
nag + n2,30 =s(M)

On en déduit donc que :

M:

2 [n~tr(M)—s(M)]-I,,
nc—n

1 [s(M) — tr(M)]U,,.

n?—n

Eléments propres
d’'un endomorphisme

e

1 = L’application définie sur E X E par :

z
(flg) = / F(x)g(x)dx est bilinéaire (par linéarité
de 1’intégrale)2et symétrique. De plus, pour tout f de E :

(f1f)=0.

Et (f | f) = O entraine f = 0, car f est continue sur

3]

2 = a) Ecrivons :

Fx) = / sin(2x — 2y) £(3)dy

(SE)

™

+ /7 sin(2y — 2x) f(y)d y.
= sin(2x)/x cos(2y) f(y)dy
) / " sin2y) F()dy

sin(2y) f(y)dy

X

z
— sin(2x)/ cos(2y) f(y)dy.
. . x m T
Les fonctions sin, cos, f sont continues sur {—5 5} .
Donc les fonctions :

X — / cos(2y) f(y)dy

SE]

e / sin2y) ) dy

]

(SIE)

i / cos(2y) Fo)dy

et

3
X — / sin(2y) £(y)dy
X
t de classe @' [—E, E].
sont de classe G sur ) _
La fonction F est donc de classe @' sur [_E’ —} et:

X

F'(x) = 2003(2x)/ cos(2y) f(y)dy

g
2

sin(2y) f(y)dy

X

%
+ 2 cos(2x) / cos(2y) f(y)dy
car les termes en sin(2x) cos(2x) f(x) s’éliminent.
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Un raisonnement analogue permet alors d’établir que F’
a T

est de classe @' sur [——, —]
2°2

F est de classe € sur {—g, g} et:

F'(x)=—4 sin(Zx)/ cos(2y) f(y)dy
sin(2y) f(y)dy

— 45sin(2x) /5 cos(2y) f(y)dy +4 f(x).
Nous en déduisons :
F'(x)+4F(x) = 4 f(x).

b) Calculons :

F(3)= [ sin(2y) f(y)dy

F (—3) = /_22 sin(m +2y) f(y)dy = —F(

o)

2 2
De méme :
F (g) ) /2 cos(2y) f(y)dy = —F" (—g) .

3 = Pour tout f dans E, A( f) est dans E.

Vérifier sans peine que A est un endomorphisme de E.
Enfin, si f est dans Ker A, alors F = A(f)=0.
Donc F"+4F =0.

f est nulle.

A est un endomorphisme injectif de E.

4 = Soit f et g deux éléments de E.

(ACf)|g) = / " ACH@Em) dx

e

g

]

La fonction ((x,y)— sin(2|x — y| f(y)g(x)) est
continue sur {—E Er
2°2
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:/Zﬁ (/Zﬁ sin(2x_y|f(y)dy> g(x)dux.
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Nous pouvons appliquer le théoréme de Fubini :

(anle)= | (/ sin(ﬂx—yg(x)dx) f)dy

sy a
2 2

— [ apw swdx = (4@ 5).

5 = Nous avons établi, dans la question 2), que, si

F = A(f), alors F est de classe C? sur {—g, g} et:
F(-3)=-F(3) F(3)=-F(3)
2 2 2 2

L’ensemble :

@ (-3) - ()

'1T
2

est un sous-espace vectoriel de e? ([—g, g} ,R) qui

contient Im (A).

Réciproquement, soit G un élément de cet ensemble.

Notons g = Zl—l(G” +4G).

. . T
Cette application est continue sur {_E’ E} .

Posons A(g) = H.

1
L application H vérifie g = Z(HH +4H)et:

#(F)=-n(-3) a w(F)=-r(-D
2/ 2 2/ 2/
Les fonctions G et H vérifient la méme équation diffé-

rentielle y” + 4y = 4g.

Les solutions de cette équation différentielle linéaire
d’ordre 2 s’écrivent sous la forme :

y = a cos(2x) + b sin(2x) + o,
ol yy désigne une solution particuliere de 1’équation.

La condition y (;) =—y (— g) détermine a en fonc-

. ) T
tion de yg (E) et — y (—E)

La condition y’ <g) = —y/ (—g) détermine b en

™ m
fonction d ’(—) t — ’(——).
onction de yg {5 ) et —yo (—3
Nous en déduisons que G = H, puis A(g) = G.

ImA est donc le sous-espace vectoriel de

o ({—g g} [R) défini ci-dessus.
6 = Soit f un vecteur propre de A associé a la valeur
propre A.

Alors f estdans Im A et A( f) = Af.
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Utilisons la relation calculée dans la question 2).
A(S)" +4A(f)=4f.
Soit : Af/+4Lf =4 f.

Nous obtenons la condition nécessaire :
Af"+4A—1) f =0.

Réciproquement, soit f dans Im A telle que, pour tout

T

e [-2,7]
xde | =2,
Af(x)+4A—1) f(x)=0.
Puisque f est dans Im A, il existe g dans E telle que
1
A(g) = f. Alors g = Z(f”+4f).
Or, A(f"+4f)=4f.
De plus, A est injectif, donc 0 n’est pas valeur propre de
A.
1

Aestnonnulet g = Xf.
Soit A( f) = A(Ag) = AA(g) = Af.
f est vecteur propre de A associé a la valeur propre A.
7 = Nous sommes conduits, d’apres la question précé-
dente, a rechercher les solutions d’une équation diffé-

rentielle de la forme Ay” + 4(A — 1)y = 0 qui vérifient
de plus :

(D> « /(- ()

Nous reconnaissons une équation différentielle linéaire
d’ordre 2 homogene.

L’équation caractéristique associée est :
A2 +40—1) =0.
Si A(A — 1) < 0, les solutions sont de la forme :
y = aexp(wx) + b exp(—wx).
Vérifier que les deux conditions supplémentaires im-
posent:a =b = 0.
Il n’y a pas d’élément propre dans ce cas.
Si A(A — 1) > 0, les solutions sont de la forme :
y = a cos(wx) + b sin(wx).
Vérifier que les deux conditions supplémentaires im-
posent :
T
a=b=0 ou cos(a)E) =0.

Un vecteur propre n’est pas nul, donc :

JdkeZ w=2k+1.

41— A
De plus, > = M= o2

Nous calculons :

o4 4
S 4—w? 4—(k+ 1)

Vérifier que tout A de cette forme satisfait I’'inégalité :
AA—1) > 0.
Les valeurs propres sont les réels de la forme :
4
A= ——,
4 — 2k +1)?

Le sous-espace propre associé a une telle valeur propre
est le plan vectoriel :

[A—1 . [A—1 ] )
{acos(Z 3 x)+bsm(2 3 x),(a,b)ER}.

Pour s’entrainer.
Espaces euclidiens

avec k dans Z.

1 = Supposons qu’un tel vecteur v existe. Alors :
Det(a, b,v) = —Det(a,v,b) = —a ANv-b = —c - b.
Mais aussi :
Det(a, b,v) = Det(b,v,a) =bAv-a=d-a.

Nous obtenons donc la condition nécessaire d’existence
dev:

c-b+d-a=0.
Regardons si cette condition est suffisante. Supposons
qu’elle soit vérifiée.
Cherchons d’abord a résoudre I’équation a A v = c.

Considérons le vecteur e unitaire tel que la famille
(a, e, c) soit orthogonale directe.

Ce vecteur e existe et est unique. De plus :

—M donc a/\Me:c.

alNe=
llell all

En effet, d’apres 1’énoncé, les quatre vecteurs a, b, ¢ et
d sont non nuls.

[ell

Le vecteur u = We est donc une solution de 1’équa-
a
tion.

Un vecteur v de E est solution si, et seulement si :
aNv=c=alu.
Cette égalité équivaut a :

aN(@w—u)=0.
Donc :
dkeR v=u+ka.

Déterminons alors, parmi ces vecteurs, lesquels véri-
fient la seconde égalité.

bANu+ka)=d < k(aNb)=bANu—d.

Le vecteur a Ab est non nul. Il dirige la droite vectorielle
orthogonale au plan engendré par a et b.
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L’équation admet une solution unique si, et seulement
si, les vecteurs @ A b et b A u — d sont colinéaires.

Calculons :
a-bANu—d)=a-(bANu)—a-d
=—(@aANu)y-b—a-d=0;
b-(bANu—d)=0.

Il existe donc un unique vecteur v tel que :

aNv=c et bAv=d.

2 = a) Soit f un endomorphisme auto-adjoint de E vé-
rifiant :
VxeE (x| f(x))=0.

Alors :
V(x,y) € E* (x+y| f(x+y))=0.

Ceci entraine que :

Y, y) € EX (x| f))=—( f@)|y).

Ainsi f*=—f.0r f* = f,donc f =0.
b) On sait que :

Vxe E | f@) [*= (x| fx)).

On a ainsi :

Vx€E (x| (f>= fHx))=0.

% — f est un endomorphisme auto-adjoint. En utilisant
le résultat préliminaire, appliqué a2 f> — f = 0, on en
déduit que f2— f =0.

L’endomorphisme f est un projecteur auto-adjoint,
c’est la projection orthogonale sur f.

Réciproquement, si f est la projection orthogonale sur
Imf, on sait que :

Vx € E x=x— f(x)+ f(x)
avec :

x— f(x)eKer f et x— f(x)L f(x).

Done (x | f(x)) = (x—f() | fO))H( f) [ f(x)).

Ceci prouve que :

2
Vx € E || f)[I= (x| f(x)).

3 = Soit u et v les endomorphismes canoniquement as-
sociés 2 A et B. On a donc ! = p2**1,

Soit (ey, - - - , e,) une base de vecteurs propres pour u et
D et E les matrices de u et de v dans cette base. On a
D+ = 21 donc E**! est diagonale et (ey, - - - ,e,)
est une base de vecteurs propres de v2**!.
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L’endomorphisme v est diagonalisable. L’espace vecto-
riel R" est donc somme directe des sous-espaces vec-
toriels propres de v. Mais tout sous-espace vectoriel
propre de v associé a une valeur propre A est contenu
dans le sous-espace vectoriel propre de v**! associé
a A%+ Donc v et v***! admettent les mémes sous-
espaces vectoriels propres. Il en résulte que E est dia-
gonale.

Or 2k + 1 est impair et le corps de base est R.

On en déduit que D = E, donc u = v et finalement
A =B.

4 = a) Le sous-espace F est I’intersection de deux
hyperplans distincts. Il a pour dimension 2.

La droite vectorielle orthogonale de I’hyperplan d’équa-
tion x + y + z +t = 0 est dirigée par le vecteur :

u=(1,1,1,1).

La droite vectorielle orthogonale de I’hyperplan d’équa-
tion x + 2y + 3z + 4t = 0 est dirigée par le vecteur :

v=(1,2,3,4).

Le sous-espace F L a pour dimension 2, contient u et v.
Il admet pour base (u, v).

b) Construisons une base orthonormée de F + en ortho-
normalisant la base (u, v).

u 1
u=——==(1,1,1,1) ;
ul 2
v— (v | uu NG
uy = —CVEURL VI 3 11,3).
2= =@ [upm]] - 10 )

Notons p la projection orthogonale sur F* et s la sy-
métrie orthogonale par rapport 2 F-.

Pour tout w de R :
p(w) = (w | upui+(w | uxusz; s(w) = —w+2p(w).

Calculer s(e;), s(e2), s(e3), s(eq) pour obtenir la ma-
trice :

1[4 2 2 1
5101 2 -2 4
-2 1 4 2

5 = Les vecteurs colonnes, Cq, C, et C3 de la matrice
ont pour norme 1. La matrice est orthogonale et :

C;=C; NC,.

Nous avons une matrice de rotation.
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Cherchons les vecteurs invariants :

(@* — Dx + (ba — ¢)y + (ca +b)z =0
(ab+c)x +(b* — Dy +(chb—a)z=0
(ac —b)x + (bc+a)y +(c* — 1)z =0

Une solution (presque) évidente de ce systeme est
(a,b,c).

Ce vecteur n’est pas nul.

Choisissons pour axe de la rotation, la droite vectorielle
dirigée et orientée par (a, b, c).

L’angle 6 vérifie 1 + 2 cos(f) = tr(u) = 1. Donc :
cos(f) =

Le vecteur (—b, a, 0) est orthogonal a (a, b, ¢).
1l a pour image (—ac, —bc, a* + b?).

Et:
—b —ac a
al| A —be | =@+b>)|b
0 a’ +b? G

. o
L’angle de la rotation est 5

A(a,b,c)

6 = Appelons (e;);cfi1.,7 une base orthonormée qui dia-
gonalise v.

Alors :

0 < tr(uv) = Z (uv(e) | e;) = Z)\[ (u(e) | e;)
i=1 i=1

< tr(u)tr(v)

car, pour tout i, (u(e;) | ¢;) = 0.

Adjoint et norme
d’'un endomorphisme

1 = Pour tous vecteurs x et y de E, nous avons :
(u(x) | y) ={a | x)(b|y)—(b[x)aly)
= (x[(b]y)a—(a|yb).
Par conséquent :
u'(y)=(b|yla—{al|y)b=—u@y).

Donc u™* = —u.

Notons <e1 = ﬁ,ez =

thonormée de E.
n

Soit x = Z X;e; un vecteur unitaire de E.
i=1
Alors u(x) = xi||al|b — x2||b||a . Donc :
lu@)|* = xF lal*|B]|* + x7]|al*|1b]12
= (xi +x3)|al?|B]I* < llal[|5]*.

la*15]1*.

b

— 3 ¢, | une base or-
151 )

Nous en déduisons que |[u|* <

292 a
Plus précisément, pour x = — :

llall -

(i) =l

Do [uf| = |lall||b]]-
2 = Avec les vecteurs a et b donnés, nous avons :

u(a) = ||al*b.

Posons f = ——u. Vérifier que f convient.

la ||2

Construisons un automorphisme
orthogonal...

1 = Considérons une base orthonormée (e;);eq1,py de
E, les matrices A et B des familles ()i et
(v})jeq1,.] T€Spectivement relativement a cette base.

Alors :
p
'AA = (Zu, | ex){ex | u; ))
k=1

= (<“l | uj))(i,j)elll,nl]2 :
De méme, ‘BB = ((v; | vj>)(i’j)€[[l’n]]2.
Par conséquent, 'AA = "'BB.
Nous en déduisons que ||AX||> = || BX||. Puis :
AX =0 < BX =0.

Les matrices A et B ont méme rang. Les deux familles
de vecteurs ont également méme rang.

@i, HEM n]?
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2 = Appelons r le rang commun des deux familles de
vecteurs.

Supposons la famille () jcf1,,; ordonnée de telle sorte
que la sous-famille (u )y, soit libre.

En procédant avec les familles (u;) ey, €t (vj)jeir
comme ci-dessus, montrer que la famille (v;);epi,q est
libre.

Supposons que r < n. Soit u;, avec j > r. Alors :

I, A) ERT u; :Z/\kuk.
P k=1
Montrons que v; = Z/\kvk.
k=1

En effet, grice a ’hypothese (u; | u;) = (v; | v;) :

vj—Z/\kvk uj—Z/\kuk
k=1 k=1
Sir = dim E, I’application f définie par :

Vjiellrl fluy) =vj

est un automorphisme orthogonal (il conserve la norme)
qui convient.

2 2

=0.

Sir < dim E. Considérons un supplémentaire orthogo-
nal, U, de Vect(u; ,...,u,), un supplémentaire ortho-
gonal, V, de Vect (vy, ..., v,). Complétons (u; ,...,u,)
en une base de E par I’adjonction d’une famille or-
thonormée (u41,...,up) €t (vy,...,v,) en une base
de E par l’adjonction d’une famille orthonormée
(Vr+15 - - -, Up). Enfin, définissons f par :

Vjiell,rl f(uj;)=v;;
Vke[r+1,pll f(ur) = v.

Vérifier que f est un automorphisme orthogonal, car
les endomorphismes qu’il induit sur les deux sous-
espaces supplémentaires orthogonaux stables sont or-
thogonaux.

11 vérifie de plus la condition imposée.

Bases et automorphismes
orthogonaux

1 = a) Vérifier que f*o f estun endomorphisme auto-
adjoint en cherchant son adjoint.

De plus, pour tout vecteur x de E :

(fro fx)|x) = (f@x)] f(x)) >0.

b) Nous savons qu’il existe une base orthonormée,
(e1,...,e,), de vecteurs propres de f*o fetAy,..., A,
les valeurs propres correspondantes.
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D’ou :
v, j) € [1,n]?

(fro fle)|ej) = (fle)]| flep) = Aidi ;.
La famille ( f'(e;),..., f(e,)) est orthogonale.
L’endomorphisme f transforme la base orthonormée
(e1,- . .,ey) en une famille orthogonale.

¢) Supposons la base (ey, . . ., e,) ordonnée de maniere
telle que les vecteurs f(ey),..., f(ep,) soient non nuls
et que les vecteurs f(ep+1), ..., f(e,) soient nuls.

fe)
H f(ei)H

plétons la famille vy, ...,v, en une base orthonormée
(vi,...,v,)de E.
L application linéaire u définie par :

Vi € [1,n]] ule;) = v;

Posons, pour tout i de [[1, pll, v; = et com-

est orthogonale.

Soit s I’application définie par :

Viell,pl s(w)= f(e) Viell,pl s)=0.
La matrice de cette application dans une base orthonor-
male est diagonale, donc symétrique.
L’endomorphisme s est auto-adjoint. De plus, f = sou.
Cette décomposition est dite « décomposition polaire

de f ».

2 = [a matrice cherchée, X, est orthogonale puis-
qu’elle admet pour vecteurs colonnes les vecteurs
(c1,...,cp), relativement a la base (by,...,b)).

La matrice M de M ,(R) admet une décomposition po-
laire M = SU, avec S une matrice de M ,(R) symé-
trique et U une matrice de O ,(R).

Onadonc MU~ ! =§.

On prend pour X la matrice U_l, on notera (cy, . .., Cp)
les vecteurs de B dont les coordonnées dans (b, ..., b))
sont les colonnes de U . On aura donc :

Vk € [[1,p]] Cy = xl,kbl +)C2’kb2 + - +xp’kbp.
(c1,...,cp) est bien une base de B.

Le calcul de ( g; | ¢, ) donne :
P
(aila) = xjulai|b;).
=1

On reconnait I’élément s, ; de la matrice S. Comme S
est symétrique, on en déduit que :

VG, k) € [, pl* (aile)=(a|ci).
Ainsi, il existe une base orthonormale de B telle que :

Y, k) € [Lpl* (ai|e)=(ax|ci).
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3 = Considérons A et B avec deux bases orthonormales
(ai,...,a,)pour Aet(by,...,b,) pour B.

Notons (cy,..
que :

.,Cp) la base orthonormale de B telle

V@i, k) € [L, pI* (@ e )= (a|ci).

On construit (vy, -+, Vp, Ups1, - -+ , V2p) AVEC :
Vie[l,pl vi=a;+c¢ Bhap = @ = G
Et de méme, pour une suite (wy, -+ , Wy, Wps1, -+ , Wap)
avec :
Vi € [1,pll w; =a; +¢; Wivp = Ci — 4.
La condition imposée a (cy,--- ,c,) permet de remar-

quer que :
VG, j) € [L2p1* (v [v;) = (wi | w)).
Donc, il existe un automorphisme orthogonal f tel que :

Vie[1,2p]  f(vi) = w;.

Ainsi, pour tout i de [[1, pJ],ona:

flai+c)=ai+c¢ et fla—c¢)=c—a.
Ceci prouve que f(a;) = ¢; et f(c;) = a;. Donc :
f(A)=B et f(B)=A.

Matrices diagonalisables
commutant avec leur transposée

1 = Vu en cours.

2 = a) On se place dans £ = R"” muni de sa base ca-
nonique orthonormale pour le produit scalaire usuel.On
note u I’endomorphisme canoniquement associé a A.

Soit H R(n) la propriété : pour tout espace vectoriel eu-
clidien E, de dimension n, pour tout endomorphisme u
de E dont le polyndme caractéristique est scindé sur R,
il existe une base orthonormale de E dans laquelle la
matrice de u est triangulaire supérieure.

Sin = 1, la propriété est évidente.
Supposons HR(n — 1) vérifiée. On prend donc E un

espace vectoriel euclidien de dimension # et u un endo-
morphisme de E.

u et u™ ont méme polyndme caractéristique.

Le polyndme caractéristique de u est scindé donc éga-
lement celui de u™. 1l existe donc une valeur propre de
1™ dans R et un vecteur propre unitaire associé, noté e,,.

Soit F = Vect(e,).

F est stable par u* donc F1 est stable par u.

Si on note @ la restriction de u & F*, son polynéme
caractéristique divise celui de u, donc le polyndme ca-
ractéristique de & est scindé sur R.

En appliquant I’hypothése de récurrence a F* et @, il
existe une base orthonormée ¢’ = (ey, - - - ,e,_1) de F+
dans laquelle i a une matrice triangulaire supérieure.
Notons M,,_; cette matrice.

La base e = (ej,- - ,e,) est bien orthonormale et la
matrice de u dans cette base est :

M = M, _,

0O --- 0
Elle est bien triangulaire supérieure.
Conclusion

u étant un endomorphisme de E dont le polyndme ca-
ractéristique est scindé sur R, il existe une base ortho-
normée dans laquelle « a une matrice triangulaire supé-
rieure.

b) Soit 7 une matrice triangulaire supérieure réelle.
Sin = 2, on voit que :
(a b) (a O) . (a 0) (a b)
0 ¢c/J\b ¢ b ¢/ \0 ¢
se traduit par :
a+b*=a*>; ab=bc; c*+b>=c%
D’ou b = 0 et la matrice est diagonale.

On suppose la propriété vraie pour une matrice de
M, (R).

Soit T triangulaire supérieure dans M,,;1(R) telle que
'TT =T'T.

Ecrivons T sous la forme :

0 -+ 0 au

avec T’ triangulaire supérieure de M, (R).

L’égalit€ ‘'TT = T'T entraine :

al+---+a’+a, =a’, et 'T'T' =T"T.

Donca; = a = --- = a, = 0 et T’ est diagonale
(d’apres I’hypothese de récurrence).

Ainsi T est elle-méme diagonale.

La réciproque est évidente.
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¢) Notons T, ;(R) I’ensemble des matrices de I, (R)
triangulaires supérieures.

A est orthogonalement semblable a une matrice triangu-
laire :

T € T,,(R) U € O,(R) A='UTU.
Supposons que A’A =" AA.
A'A='AA = T'T="TT.
Si A'A ="'AA, la matrice T est diagonale.
Comme T est diagonale et semblable a A :
tr(AA) = w(\TT) = Z 22,
i=l n

Réciproquement, on suppose tr('AA) = Z /\iz.
i=1

Les matrices A et T sont semblables, ainsi que A'A et

T'T.Ona:
n n
SN =wA)=> 1.
i=1 i=1
n n

Or, tr(AA) = u('TT) = Z Z fi2,j-

i=1 j=I

n
L égalité tr(AA) = (‘T T) = Z A? entraine que :
i=1
Vi # j Lij = 0.
Donc T est diagonale.

Dans ce cas, les matrices ‘7 et 7 commutent. Donc A
et 'A commutent également.

@ Valeurs propres de matrices
symétriques réelles

1 = A est une matrice symétrique réelle, définie posi-
tive.

Elle est donc diagonalisable et ses valeurs propres
Al, ..., A, sont strictement positives.

La matrice A + rl, est symétrique. Ses valeurs propres
sont Aj+r,..., A, +r qui sont strictement positives. Elle
est définie positive.

2 = Soit B la matrice B = (rI, + A)~'(rI, — A).

Ona'B = (rI,—'A)L,+'4) " = 'L, — AL, +A) "L
A est symétrique, de plus (rI, — A) commute avec
rl, + A.

Montrons que (v, + A)_l commute avec rl, — A.

Soit M une matrice inversible. Si M et N commutent,
alors M ! et N commutent également :

MN=NM — M 'MNM~'=M'NMM~'.
D’ou 'B = B et B est symétrique.
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3 = Les valeurs propres de B sont réelles, car B est sy-
métrique réelle.

Soit A est une valeur propre de B. Il existe X vecteur
non nul tel que BX = AX. On en déduit que :

(L, + AL, — A)X = AX.
Multiplions par I, + A :
rl, —AX =01, +A) - X.
Dot (1+M)A.X =r(1 —AN)X.
On ne peut pas avoir A = —1, car alors 0 = 2r X.
C’est impossible puisque 7 > 0 et X non nul.
1—A
I+A

est une valeur propre de A. Elle est strictement

Donc AX =r
1—A

I+A
positive. Par conséquent, A est dans | — 1, 1[.

Des matrices qui commutent

1 = La matrice A est symétrique réelle. Elle est donc
diagonalisable.

X.

r

Il existe une matrice inversible P et r réels distincts
AL, ..., A tels que :

A 0O
—1
A=P 0 . 0| P
0 0 A

Nous savons qu’alors :
exp(A;) O 0
exp(A) = p~! 0 0 P.
0 0 exp(A,)
Notons ) = exp(Ay),. .., g = exp(A,).
Appelons R le polynome de degré au plus r — 1 tel que :

Vjellrl R(uj)=A;.

La matrice R(exp(A)) est la matrice :

R(u) 00
Pl o . o |P=A
0 0 Ru)

2 = Supposons que les matrices exp(A) et exp(B) com-
mutent.

La matrice exp(B) commute alors avec toute puissance
de exp(A), donc avec tout polyndme de exp(A), donc
avec A. Nous obtenons ensuite que A commute avec
tout polyndéme de exp(B), donc avec B.

Réciproquement, supposons que les matrices A et B
commutent. La matrice A commute alors avec tout
polyndéme de la matrice B.
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Considérons alors I’endomorphisme ® de M, (R) défini
par &(X) = AX — X A.

L’espace vectoriel IV, (R) est de dimension finie, donc
@ est continu.

La matrice exp(B) est la limite d’une suite conver-
gente de matrices de la forme (R,(B)), ou (R,) dé-
signe une suite de polyndmes de R[X]. La continuité de
® entraine que la matrice A commute avec la matrice
exp(B).

Montrer ensuite, de la méme maniere, que la matrice
exp(B) commute avec la matrice exp(A).

Décomposition
d'un endomorphisme

1 = Soit # un endomorphisme d’un espace vectoriel E

de dimension n. Supposons qu’il existe p un projecteur
et  un automorphisme de E tels que u = p o w.

Un projecteur est déterminé par son image et son noyau.
Comme w est un automorphisme, on a w(E) = E,
donc :

Im(u) = p(w(E)) = Im(p).
Ainsi, nécessairement, on a Imp = Imu.
Les vecteurs de Im(u) sont invariants par p.

Soit (ey,...,er) une base de Keru. On la complete
pour avoir une base (ej,...,e,) de E et on notera
S = Vect(exi1, -+, €n).

L’application # = ug est un isomorphisme de S sur
Imu (tout supplémentaire du noyau de u est isomorphe
a son image).

Nous pouvons prendre comme base de Imu les vec-
teurs (u(ex+1)s - - -, u(e,)). On posera €; = u(e;) lorsque
k+1<i<n.

Complétons cette base de Imu pour former une

base de E. Soit (g1,---,¢&,) cette nouvelle base et
F = Vect(ey, -, ).

On considere o 1’automorphisme de E transformant la
base (e, - - ,e,) enlabase (g, ,&,). De méme, soit
p la projection sur Imu parallelement a F.

Pour prouver que u = p o w, il suffit de prouver que
ces applications coincident sur une base de E. Soit donc
(ey,--- ,ey,) cette base :

Vi € [1,kll w(e;)) =¢; € F.

Donc pow(e;) = p(ei) =0 = u(e;).
Deplus, Vi€ [[k+1,n] w(e)=¢; € Imu.

Puis, pow(e) = p(e;) =¢& = u(e).

Nous avons prouvé que ¥ = p o w, avec @ un automor-
phisme et p un projecteur.

2 = Supposons maintenant que E est euclidien.

Une isométrie conserve la norme. En revanche, si p est
un projecteur orthogonal, on a toujours :

lell* = llx = PN + 1P > PGl

Donc Vx € E |p)| < |lx]-

La composée u d’un automorphisme orthogonal et d’un
projecteur orthogonal vérifie donc :

Vx € E [uto)| < |lx| (*)

Donc si la norme de # subordonnée a la norme eucli-
dienne de E est supérieure strictement a 1, on ne peut
construire w automorphisme orthogonal et p projecteur
orthogonal tels que u = p o w.

3 = Soit E = R[X], et u ’endomorphisme de dériva-
tion : P — P’ qui n’est pas injectif, car I’image des
polyndmes constants est nulle, mais u est surjectif.

Si on avait u = p o w, avec w automorphisme et p pro-
jecteur, on aurait Imp = E.

Puis p = I et donc w = u qui n’est pas bijective.

Sur le groupe orthogonal

1 = Prenons u = v = Ig. Alors ¢(Ig)* = ¢(Ig), donc
o(lg) = 1.

Pour toute réflexion s, on a P Ig, donc go(s)2 = 1,
puis ¢(s) = 1.

Le groupe orthogonal étant engendré par les réflexions,

tout automorphisme orthogonal est le produit d’un
nombre fini de réflexions. Soitu = sy 0s---05,;d ou

() = @(s1) - ¢(sp) = 1.
L’ application ¢ est I’application constante égale a 1.
2 = Fixons u dans O(E).

a) Soit x un élément quelconque de Ker(Ir — u) et y un
élément quelconque de Im(Ig — u). On a donc u(x) = x
et il existe t dans E tel que y = ¢ — u(¢).

Alors (x | y)=(x|1)—(x|u®)).

Or (x| u@® )= (ux)|u@))=(x|1)caru
conserve le produit scalaire. D’ou (x | y ) = 0.

Ainsi Ker(Iz — u) et Im(Ig — u) sont orthogonaux.
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b) Etudions les restrictions de Wy aux sous-espaces
Ker(Ig — u) et Im(Ig — u).

Vx € Ker(Ig —u) Wy(x) =x.
Vx €Im(Ig —u) It € E
t—uN@)
—

L application u# conserve la norme, donc la quantité
t — u™(t) est bornée (||t — u™ (1)|| < 2]|t])). Ainsi :

x=t—u(t) Wykx)=

Vx € Ker(Ig — u) N lim Wy(x) = x.
—+00
Vx € Im(Ig — u)

t —uN () _

Iim Wy(x)= lim 0.
—>+00 N

—>+00

N

La limite W de (Wy)yen est donc la projection ortho-
gonale sur Ker(Ig — u).

Somme de deux automorphismes
orthogonaux

1 = a) Soit A une valeur propre complexe de u et x un
vecteur propre associé.

Notons B une base de E, A la matrice de u dans la base
B et X le vecteur colonne associ€ a x.

Alors AX = AX.Donc: AX = AX = AX. Puis :
A(X +X) = 2Re (AX)
A(X — X) = 2im (AX) = 2iIm (AX).

Vérifier que les vecteurs X + X,i(X — X) forment une
famille libre de vecteurs de E et que le sous-espace vec-
toriel H = Vect(X + X,i(X — X)) est stable par u.

L’automorphisme de ce sous-espace induit par u est
un automorphisme orthogonal dont le spectre est vide.
C’est une rotation de H.

Si E = H, nous avons terminé.

Dans le cas contraire, montrer que le sous-espace vecto-
riel H est stable par u, que I’automorphisme induit par
u sur ce sous-espace est un automorphisme orthogonal
et terminer la démonstration.

La dimension de E est paire.
b) Nous savons que u; +up; = u(Ig + ul_luz).

L’automorphisme u = ul_luz est un automorphisme
orthogonal de déterminant —1.

Les valeurs propres réelles éventuelles d’un automor-
phisme orthogonal sont —1 et 1.

Si le spectre de u est vide, la question précédente permet
d’affirmer que Det(u) = 1.

Ce n’est pas le cas.
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Si 1 est seule valeur propre de u, vérifier que le sup-
plémentaire orthogonal du sous-espace propre E_; est
stable par u et que I’automorphisme induit par u sur ce
sous-espace est un automorphisme orthogonal dont le
spectre est vide. Nous obtenons encore Det(u) = 1.

Nous en déduisons que —1 est valeur propre de u.

L’endomorphisme u; + u, n’est pas bijectif.

2 = Etudions, dans un premier temps, le cas n = 2.

¢ Si u est une rotation, dans une base orthonormale de
E, la matrice de u est :

| cos(f) —sin(6)
~ | sin(0) cos(6) |-

La matrice de Iz + u est dans cette base est :

I +A= [ 1+cos(d) —sin(6) } .

sin(@) 1 + cos(6)

Les deux colonnes de I, + A sont orthogonales. Elles
sont unitaires si, et seulement si : 2 + 2cos(d) = 1,

c’est-a-dire si, et seulement si : cos(f) = —5 Ig +u
. . 27
est donc orthogonal si, et seulement si : = ?[217] ou

0= 4;[217].

* Si u n’est pas une rotation, —1 est valeur propre de u,
donc 0 est valeur propre de I + u.

Iz + u n’est donc pas bijective. Iz + u ne peut pas étre
un automorphisme orthogonal.

Supposons n > 2 et u un automorphisme orthogonal tel
que Ig + u soit un automorphisme orthogonal.

Si n est impair, u a une valeur propre dans R, car le po-
lyndme caractéristique est de degré impair. Cette valeur
propre est 1 ou —1. Alors, Iz +u a 0 ou 2 comme valeurs
propres, ce qui est impossible pour un automorphisme
orthogonal, car son spectre réel est inclus dans{—1, 1}.

n est donc pair et u ne peut pas posséder de valeur
propre réelle (—1 ou 1), car 0 ou 2 serait valeur propre
de Iz +u.

E se décompose en une somme directe de sous-espaces
vectoriels de dimension 2, deux a deux orthogonaux,
sous-espaces stables par u.

Sur chacun de ces plans, u est une rotation vectorielle.
Ainsi, dans une base orthonormale (ey, . . ., e,), adaptée
a cette somme directe, la matrice A de u est constituée
de blocs diagonaux de la forme :

cos(f) —sin(#)
sin(f)  cos(0)
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Le cas n = 2 a fourni comme solutions :

cos(f) —sin(#)
sin(d) cos(6)

2 4
avec 0 = %[2«] ouf = ?“[m].

L’endomorphisme u est donc tel qu’il existe une base
orthonormale dans laquelle A la matrice de u est diago-
nale par blocs. Les blocs diagonaux sont de la forme :

cos(f#) —sin(6)
sin(#) cos(6)

2 4
avec § = —[2m] ou § = — [2m].

3 3
3 = u et v sont deux automorphismes orthogonaux.
Ona u+v=ullg+u'v).

Ainsi u + v est un élément de O(E) si, et seulement si,
u~ v vérifie les conditions du 2).

Utilisation de matrices

symétriques réelles de rang 1
1 = A est une matrice symétrique réelle positive.

Elle est diagonalisable dans une base orthonormale. Ses
valeurs propres sont positives ou nulles.

I existe une matrice orthogonale, P, et
D = diag(a?,a3,--- ,a’,---,0) tels que A = ‘PDP
avec, pour tout i de [1,r] : a; # 0.
r
De plus, D = Y diag(0,0,---.,a7,0,--,0) et
i=1

diag(0,0--- ,a?,0,---,0) = 'A;A;, en notant :
Ai:(()’O’.."ai’O’.'.’O)'

On peut écrire :

r r
A='PY 'AAP =) 'PAAP.
i=1 i=1
Les lignes A; sont linéairement indépendantes, donc

les lignes L; = A; P sont également linéairement in-
r

dépendantes. Ainsi A = ZtLiLi, avec la famille
i=1
(Ly,...,L,) libre.

2 = a) Soit A et B deux matrices de M, (R) symé-
triques réelles positives. On note C la matrice de M, (R)
définie par :

V(. j) € [Lnl® e = aijbi ;.
Il est évident que C est une matrice symétrique réelle.

Prouvons d’abord le résultat lorsque rg(A) = 1. Alors :

ILeM,R), L#0, A='LL.

Donc, si on note L = (Iy,l,--- ,l,),ona:
Y@, j) e l,n*] a ;=1
X1
Posons X = . Nous obtenons :
Xn
'XCX = Zbi,jai,jx,-xj = Zbi,jliljxixj.
iL,j i,
En notant X’ le vecteur colonne défini par :
l1x,
X'= : ,on obtient ' XCX ='X'BX’ > 0.
Lax,
La matrice C est symétrique positive.

Si maintenant A est symétrique positive de rang r > 1,
il existe r matrices lignes linéairement indépendantes,
(Ly, Ly, -+, L,), telles que :
A= tL]L[ +tL2L2 qreoo +tLrLr.

Pour i élément de [[1, 7], on note A; = 'L;L; et C; la
matrice obtenue en faisant le produit des éléments de
mémes indices dans A; et B. Les matrices C; sont sy-
métriques positives. Alors C = C; + Cp + --- + C, est

somme de r matrices symétriques positives. Elle est sy-
métrique positive.

b) Que se passe-t-il si A et B sont définies positives ?

On a r = n. On reprend les notations précédentes. Soit
X un vecteur tel que :

‘XCX =0, avecC =C; +Cr+---+C,.
'XCX = 0 se traduit par :
XC X +'XCoX +---+'XC, X = 0.

Donc, Vi € [[1,n[ 'XC;X = 0 puisque ces réels sont
positifs.

lik)xl
LAy et X = c ],

(k) 7(k)
1ol :
1®x,

Sion note L, = (I

onadonc 'XCyX ='X;BX; =0.
B est définie positive, donc X; = 0.
Nous obtenons le systeme Vk € [1,n] X, = 0.
La somme des éléments de ce vecteur colonne donne :
n
Vk € [1,n] Zz}’“ x; = 0.
i=1
La matrice de ce systtme a pour lignes
(Ly, Ly, - -+, Ly), qui sont indépendantes. Donc le sys-
teme est de Cramer. Il n’a qu’une seule solution : 0.

D’ou X = 0 et donc C est définie positive.
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3 = La matrice A’ est symétrique.

Supposons A de rang 1. Il existe une matrice L de
M,,(R) non nulle telle que A = 'LL.

Donc :
n

11 1 \2
t ! — X — — X
XAX_;EEx,xJ = (;lix,) .

A’ est symétrique positive.
Réciproquement, supposons A’ symétrique positive.

Considérons I’espace vectoriel euclidien R”, muni de sa
base canonique (ey, . . ., €,), et la forme bilinéaire symé-
trique ¢ associée a la matrice A.

Nous savons que :
VG, ) e Lnl? a; ;= dlei,e)).
Appliquons I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
(i, j) € [1,n]? Cl,-z,_,- < Ple,e)dlej,ej) = ajia;, ;.
La méme inégalité appliquée 2 A’ donne :
Wi, j) e Ml < -

a; ;G jdj;

Nous en déduisons que :

Y@, j) € [1,n]? d?

7 aidj, j-

L’égalité dans 1’inégalité de Cauchy-Schwarz prouve
I’existence de ¢ réel tel que ¢(e; +tej,e; +tej) =0

Ainsi, en fixant i = 1 et en faisant varier j de2an :
E'l‘jGR ¢(€1+tj€j,€1+lj€j):0

Le noyau de A contient n — 1 vecteurs indépendants
(e1 + hey, ey +13e3,-- - , e +1,ep).

D’ourg(A) <
Finalement rg(A) = 1.

1. Mais A n’est pas nulle.

@ Racines carrées de matrices
symétriques définies positives

1 = a) La matrice A est symétrique, définie positive.
Elle est diagonalisable.

Plus précisément :

30 € 0,(R) A ='Qdiag(Ay,...,\,)0.

Les A; sont positifs. Notons, pour tout i dans [1, 7] :
Mi =/ /\i et B thdiag(,u,l,...,,u,n)Q.

Par construction, la matrice B est symétrique, définie
positive. Et B> = A.

Nous devons ensuite prouver que B est unique.
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Soit B; une matrice symétrique, définie positive, telle
que B} = A.

La matrice B; est diagonalisable. Tout vecteur propre
de B; associé a la valeur propre u est vecteur propre
de A, associé a la valeur propre u’. Et E est somme
directe des sous-espaces propres de Bj.

Donc, les sous-espaces propres de B; sont les sous-
espaces propres de A. La matrice B; est la matrice B
définie ci-dessus.

b) Lesréels Ay, . .., A, sont distincts. Nous savons alors,
grace au cours sur les polyndmes de Lagrange, qu’il
existe un unique polyndme de degré inférieur ou égal
ap—1ltelque:

Vie[l,p]l P)= /A

Soit (e, ez, -+ ,ep) la base canonique de R”. On note
L; = go_](e,-). Ona:

Y, j) € 1, pI* Li(A)) = 5;‘

donc :

P
X — A
L= I —*
j=rj#i

Le polynéme P est donc :
PoX -
P(X) = Z VA H .

i=1 ]1]751 ]

¢) Considérons la matrice P(A).

A est diagonalisable.

Nous savons qu’il existe une matrice diagonale D et une
matrice orthogonale Q telles que :

'0AQ = D.

On aura donc 'Q P(A)Q = P(D). La matrice P(D) est
diagonale. Ses valeurs propres sont les P(A;) = /A;,
chacune avec la multiplicité dim(Ker(A — A;1,,)).

Nous en déduisons P(D)> = D, ce qui implique
P(A)Y =

La matrice A est symétrique réelle. De plus :

spP(A) = (VAL v/Ay)

Ces valeurs propres sont strictement positives. La ma-
trice P(A) estdans 8)*.

Par unicité de la racine carrée symétrique positive de A,
P(A) est cette racine carrée. D’ou :

P
B:ZH()\ _/\)H(A AD).

—
B
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d) Calculer pour obtenir :

V6 V6

1+ — —-1+—

B— 2 2
—l+ﬁ l+ﬁ

2 2

2=a) On note [ [Dapplication définie par
1
fx)= 2 (x + %) Son tableau des variations est :

x [0 Va +00

') - 0 +

+00 +00

N . -

L’intervalle ]0, +oo[ est stable par f. Ainsi la suite (u;,)
est définie et :
Vn e N* u, >+/a.

la—u?
Onauy, —u, =~ 1
2 u,
La suite est décroissante a partir de ’indice n = 1,

puisque u,, est minoré par \/a.

La suite (u,),en-est décroissante, minorée par +/a,
donc convergente. Sa limite / vérifie :

I>va et 1= fQ).
On en déduit que [ = /a.

b) Les matrices A et B commutent et sont symétriques
réelles. Elles sont séparément diagonalisables. On se
propose de prouver qu’il existe une base propre com-
mune et orthonormale. On notera a et b les endomor-
phismes canoniquement associés a A et B.

La matrice A est symétrique réelle. Elle est diagonali-
sable de méme que a.

E=R"'"= & * Ker(a — Alp).

AESp(A)

A et B commutent donc chaque sous-espace
Ker(a — Alfg) est stable par b.

bKera—a1,) €St encore un endomorphisme auto-adjoint

de Ker(a — Alg).

Il existe une base orthonormale de Ker(a — Alg) qui dia-
gonalise la restriction de b a Ker(a—Alg). La réunion de
ces bases est une base orthonormale de R”. Cette base
diagonalise B et A, car elle est constituée de vecteurs
propres pour A et pour B.

3 = a) La matrice M est inversible, car elle est définie
positive. Son spectre est dans R**. Tl existe une matrice
de passage orthogonale Q telle que :

'OMQ = diag(ar, -, ap).

1 1
Ainsi 'QM ' Q = diag ( : —).

—_— e,
aq ay

La matrice M~ est symétrique réelle avec un spectre
dans R**. Elle est dans 8.

b) Si AM = MA, alors M—'AM = A. On en déduit
que M~ 'A =AM,

A commute avec M et M ', elle commute avec N
1

puisque N = E(M + M~ 'A).

La matrice A commute avec M. A et M sont des ma-

trices symétriques réelles. Elles sont diagonalisables
dans une méme base orthonormale.

Il existe Q une matrice orthogonale telle que :

*'QAQ = A soit une matrice diagonale réelle d’élé-
ments diagonaux 6;; tous strictement positifs ;

*'OMQ = D soit une matrice diagonale réelle d’élé-
ments diagonaux d; ; strictement positifs.

On en déduit que :

1 1
‘ONQ ='0MQ + E(tQM”QtQAQ)

2

1 1
=_-D+-D"'A.

2 2

'ON Q est diagonale, de coefficients diagonaux :

1 1
_dii ar —6,',' ~d»_»1.
7 “e 7 .0

N est symétrique réelle définie positive.

¢) D’apres la question précédente, si O est une matrice
orthogonale diagonalisant A et By, celle-ci diagonali-
sera A et By,q.

Au départ, on dispose de A et By = I,.

Q est une matrice orthogonale diagonalisant A. Elle dia-
gonalise aussi By et donc, par suite, O diagonalisera
toutes les matrices Bjy.

d) En utilisant les matrices diagonales semblables aux
matrices By, A et By, alors :

(k+1) 1 (k) /\i
. =—-|la +
] 2 ( 1 agk))
(k

ol a; ) représente 1’élément de la ligne i, colonne i de
'0B0.

Avec I'initialisation aEO) = 1, pour tout i de [1,n]], cha-
(k)
i
Ainsi la suite (By) converge vers B, la racine carrée dé-
finie positive de A.

Vi e [1,n]] VkeN

cune des suites a; = est convergente vers 4/ A;.
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Valeurs propres d’une matrice
de Hilbert

1 = La matrice H est une matrice symétrique réelle.
Elle est diagonalisable dans IV, (R).

Toutes ses valeurs propres sont donc réelles.

2 = a) D’apres la définition donnée :

gx)="'XHX
n
1, 1
=2 moitt 2 o
i=1 (i, DENINI?,i#]
D’autre part :

1
_ 2
/ (x1+tx2+--~+t” lxn) dr
0

1 n
[T Y iy
0 N
i=1

@i, HENn]?i#]

"1
=it 2

; xixj = q(x).
(i, HENnIPi#)

+j—1

b) Soit A une valeur propre de H et X un vecteur propre
associé. Alors :

gX) ='XAX) = ACXX)= A || X ||

1
_ 2
:/ (x1+txz+-~-+t” 'x,,) dr.
0

Or, la fonction (t — (X +txp+ -+ t”*lx,,)z) est po-
lynomiale, non nulle sur [0, 1] (car le polyndme est non
nul) et positive. Donc g(X) > 0et A > 0.

Lamatrice H atoutes ses valeurs propres réelles et stric-
tement positives. 0 n’est pas valeur propre de H.

H est inversible.

¢) La matrice H est symétrique réelle. Il existe
une matrice orthogonale P et une matrice diagonale
D = diag(A, ..., A,) telles que H = 'PDP.

Par conséquent H~' = P~'D~'P ='PD7!P,

1 1
avec D~! = diag (A—l,,/\—n) .

Puis :
‘XH'X =X'PD'PX =Y PX)D"}(PX).

Y1

Notons PX = . Alors :

Yn

el
'XH™'X = —y2 > 0.
>

i=1
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= 1
Et‘XH’lX:ZA—ylZ:O — PX=0.
i=1 "

Enfin, PX =0 <—= X =0.

1
=5
S3ma)lciin=2etH = |1
2 3
Le polynome caractéristique de la matrice H est :
1
P =2 X
(X)) =x 3x + B
Do V13 P 2 N V13
La=-— — =+ —.
3 6 3 6

b) C est définie par :

'XHX =1 < qX)=1
2

— x2+xy+y?:1.

Cette équation est celle d’une conique. Dans le but de la

préciser, nous devons réduire 1’équation, donc diagona-
liser H.

Une base de vecteurs propres associée a « et 3 est :

-3 =3
X = X == .
! (2—\/13)’ : (2+\/13)
Une base orthonormée de vecteurs propres associée a a
1 X
| X1 |I” | X2 ||
Dans cette base, la conique C a pour équation :

ax’? +By? =1.

etBestu; = 2

1
C’est une ellipse de demi grand-axe a = —, de demi
Va
1
petit-axe b = — et d’excentricité donnée par :
VB

2 =ad*>-b*=4V13.

Avec Maple

> with(plots) :
> implicitplot (x"2+y"2/3+x*y-1,x=-3..3,y=-4..4);
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4 = a) Lamatrice H’ est une matrice de Hilbert d’ordre
n—1.
D’apres la question 2), elle est inversible.
b) Calculons le produit par blocs :
! I
L, 0 H H'Y + AT
Y A)\'T Ty +

_< / Z>
'Z u)’
avec :

A
w="YHY+ANYT+N'TY+
2n — 1

¢) Supposons A donné et choisissons Y tel que Z = 0.
Soit Y = —AH'~!'T. Alors :

Det('PHP) = (DetP)*(DetH) = A’DetH.

'PHP = (

2n — 1

2

Mais aussi, en calculant par blocs, avec Z = 0 :
2

A
Det('PHP) = uDet(H') = (/\tTY t5

n —

Puisque A # 0 :

1 1
Det(H) = Det(H'’ —'Ty
et(H) et( )<2n—1+)\ >
1
=Det(H)( —— —'TH'™'T ).
2n — 1
d) D’apres la question 2) ¢), 'TH'~!'T est strictement
positif. D’ou :

Det(H) < Det(H').

2n —1
Une récurrence simple vous permettra de conclure que :
np

2
Det(H) < ok

5 = a) Reprenons le calcul de 2) ¢)) :
qg(X)='X'PDPX ="' (PX)D(PX).
2]
Notons PX =

et Ar,..., A, les valeurs propres

Zﬂ
de H. Alors g(X) = Z/\,-ziz. Donc :
i=1

n

dp ZZ? =a, | PX H2 < q(X)

i=1

n
<Bud d=an| PX|?.
i=1

Or la matrice P est orthogonale, donc || PX ||=|| X || .

D’ou le résultat.

et Z = H'Y+AT.

1) Det(H').

b) Un petit schéma
nous aide a recon-
naitre la compa-
raison entre 1’aire
sous la courble

d’équation y = —
X
et celles des rec-

tangles encadrant
le graphe.

\

n

. Ly . ..
La fonction <t — ?> étant strictement décroissante et

positive sur R™ :

n+l
dr 1 1
1n(n+l):/ —<1l+=+---+-
1 t 2 n

" de
<l+ln(n)=1+ e
1

¢) La somme des valeurs propres de H est la trace de
1

H : .

d) Puisque a,, est la plus petite valeur propre :

_ n 1 B 2n 1 1 n 1
AP e S D IR P

Utilisons I’inégalité de la question précédente :

1 1
na, < 1+1InQ2n) — 3 Inn+1) < 1+1In(2) + 3 In(n).
6 = a) Supposons AX = 0, avec max, |xi| = 1.
i€[ln
L’égalité AX = O se traduit par :

Vi € [1,n] Za,’,]‘x}‘ = (.

j=1
D’ou —a;iXi = Z a, jXj. Et:
JElLnll,j#i
Vi € [1,n] |a,-,,-| |)C,'| < Z |Cl,"j| |)Cj| .
JEMLnl.j#i

Le maximum des |x; | est atteint pour un indice i, donc :
lxi,|=1 et Vjell,nl j#i = |x;] <L

Nous en déduisons : |a;, ;,| < E
JELnl,j#io

‘aio,]‘ | o
Vous reconnaissez la contraposée du théoréeme d’Hada-
mard :

Si, pour tout i dans [[1,n]], on a|a; ;| > Z
jEllnl.ji

lai, ;.
alors la matrice A est inversible.

b) Soit A une valeur propre de H. La matrice H — Al,
n’est pas inversible.
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Il existe donc un vecteur X # 0 tel que :
(H — AL)X =0.
Par linéarité, on peut imposer a X de vérifier :

max |x;| = L.
i€1l,n]

La question 6) a) permet de conclure qu’il existe i dans

[1,7] tel que :
> =

i+j—1
jerianj#i " T

1
<
2i —1

-

¢) Si B, < 1, alors I’inégalité 8,, < 1+In(n) est vérifiée.
Si B, > 1, alors il existe i dans[[1, n]] tel que :
1 1 1
_ =8, ——— < —_—
P 1| =h o ‘ Z i+
JElLnl,j#i
Donc, d’apres 5) b) :

Bn < Z ﬁ< Z l,<1+1n(n).

. +J .
JEllnl J€lln]

Interprétation géométrique
de la matrice de Hilbert

1 = a) La matrice H est symétrique réelle. Toutes ses
valeurs propres sont réelles.

b) Il existe une base orthonormée de vecteurs propres
de H, donc :
AP €O, H ='Pdiag(Ay,...,A,)P.
Soit V dans R” :
'WHV =" (PV)diag(Ay, ..., A)(PV).
21
Notons Z = PV = . Alors :

Zn

'WHV =) Xz7>0 et 'WHV =0 <= PV =0.

i=1
La matrice P est réguliere :
‘'VHV =0 < V =0.

1
2 = Calculons / (0(t) — f(1))*dt.
0

1
/0 Q@) — f())*dt

1 1 1
= / 0%(r)dr — 2 / Q1) f(1)dr + / F(r)dr.
0 0 0

Vérifier en développant et intégrant Q% que :
1
/ Q*1)dt ='UHU.
0
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De plus :

1 1 n
| owswa = [ (Zuir“‘—‘)) Flede
g 0 \i=1

= iu,‘b,’ = tUB
i=1

3 = a) Considérons I’espace vectoriel C([0,1],R),
muni du produit scalaire :

1

w1 = [ swno.
La fonction g mesure le carré de la distance entre f et
0.
L’espace vectoriel F est un sous-espace de dimension
finie de C([0, 1], R).
Il admet un supplémentaire orthogonal. Le minimum de
g(Q) est atteint pour un unique polynoéme Qq de F, qui
est le projeté orthogonal de f sur F. Et ce minimum est
le carré de la distance de f a F.

b) Posons U = Uy + V. Alors :

1
2(Q)="Uy+V)HUy+ V) —2'(Uy+V)B + / f2(r)de
0

= tU()[‘IUO +'VHV + lU()I’IV + lVI‘IUQ — 2tU()HU()

—2‘VHU0+/1 F2(1)dr.
Or, 'UyHV est réel : 0
‘(‘UyHV) ='V'HUy ='VHUy ='UgHV .
D’otl, en notant Q' I’élément de F associé a U :
8(Q) =g(Q)+'VHV.

La question 1) b) permet d’affirmer que g(Q) > g(Q")
et que g(Q) est minimal si, et seulement si, V = 0.

Donc :

Oo(x) = Q'(x).
¢) La matrice Uy = H ' B donne les coordonnées dans
la base canonique de F du vecteur projeté orthogonal de
fsur F.

1 1
4 = Danscecas, by = — etb, = —. Puis :

3 4
1 1
— 1 =
3 _ 2 up
7 1w
4 2 3
_1
Résoudre et obtenir <u1> = ( 6
uy 1

1
Soit Qp(x) = x — c Puis :

)—/I r—1_p 2dt—1
§(Qo) = | 6 180
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5 m Soit x fixé dans [0, 1[. Pour tout ¢ dans [0, 1], la
série Z(tx)f” est une série géométrique, de raison po-
sitive strictement inférieure a 1. Elle converge et :

+00 1
tx)Y = )
D" = ——
p=0
D’ou:

Vx € [0,1[ Vr € [0, 1] lf Zf(t)(tx)"

De plus, f est continue sur [0, 1], donc majorée sur ce
segment.

Vx € [0, 1[ V7 € [0,1] | f(D)(x)P]| < xP sup |f(@®)].

La convergence de la série de fonctions Z f@®)(x)?
est donc normale sur [0, 1].

Nous pouvons donc écrire, pour tout x de [0, 1] :

1 +00

dr = / > f)axy” | de
0 \)=0
+00 1

= fo’/ f()tPdr = 0.
p=0 0

0]

0 1 —1x

6 = a) C’est tres classique :
N N 1 1 N
> b, = Z/ P! f(r)dt = / fO e
p=I p=l1 0 0 p=1
1 N
1—1¢
= t dr
| rot=
b) La fonction f est positive. Si la fonction £ est inté-

grable sur [0, 1[, alors :
N 1
dr < / h(t)dr.
0

N 1 1 —
Z%=/ﬂn“
—1 0
P
La série Z b, est a termes positifs et ses sommes par-
tielles sont majorées. Elle converge.

Réciproquement, supposons que la série E by
converge.

1
La série de foncti t
a série de fonctions z:f()1
f@)

ment sur [0, 1] vers la fonction 1

N
. converge simple-

Ces fonctions sont positives et intégrables sur [0, 1[.

La fonction 4 est donc integrable sur [0, 1 si, et seule-

ment si, la série Z/ f(t)

C’est le cas, car nous retrouvons la série E b,.

dt converge.

¢) Nous avons établi, dans la question 5) , que, pour tout
xde[0,1]:

0]

o 1—1tx

1 +00
dt = / D f@ax)r | de
0 \p=0
+00 1 +00
— Zx”/ f@rrde = " xPb,,.
p=0 0 r=0

La série entiere Z b,x” converge normalement (les b,
sont positifs), donc uniformément sur [0, 1]. Sa somme
est continue sur [0, 1].

La fonction ¢ définie sur [0, 1[x[0, 1] par :

_ f (1)
o(t,x) = -
est continue sur cet ensemble.
t
Pour tout x de [0, 1], on a 1f ; < lfg = h(t) et
x _
la fonction £ est intégrable sur [0, 1[.
La fonction définie sur [0, 1] par :
1
(1)
s = [ 124

0 1 —tx
est donc continue sur [0, 1]. Par conséquent :

1 +00
: @ 4 ®) :
lim / / / xh_n}l E xPb,

—dt
x—1 Jo l—tx —

= ;ij”.
A lgorithmes

(1) Tridiagonalisation d’une matrice
symétrique réelle.
Matrices de Householder

Partie mathématique

1 = Supposons v # 0. Soit u un vecteur orthogonal a
v. Alors :

Hvl(u) =u — ﬁv(’vu)
=u— WU(O) =u.
Siu = v, alors :
Hv](v) =v — Wu(’vv)
=v— vmw
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VA u

€3

\
N
\

5
el
v+ h

HIvl() N

La matrice H[v] est donc la matrice de la symétrie or-
thogonale par rapport au sous-espace vectoriel v, Par
conséquent : Hv]~! = H[v).

2 = Vérifier que :
Hlw + [|[wlle2](v) = vie; — [|w]lez
en montrant que :

v+ (viep — |wllez) € (w+ [|wllex)*
v — (vier — [wlles) € Vect(w)

3 = La premiere colonne de H[w + ||w/||ez] est donnée
par H[w + ||w||e2](e;). Or le vecteur e; est orthogonal a
w + ||w||e2. La premiere colonne de H[w + ||w||e,] est
'(1,0,---,0).

La matrice d’une symétrie orthogonale relativement a
une base orthonormée est symétrique. La premiere ligne
de la matrice H[w + ||w]||ez] est donc : (1,0, - - ,0).

4 = Notons v la premiere colonne de C, et
H, = H[w + ||wl||ez] la matrice associée. D’apres la
question précédente :

H]CH]E] = H[Cé‘] = H]U = Ve — ||w||e2.

La matrice C; = H,C H, est symétrique. Donc :

v —fwl 0
—[lw]|
C = 0 B,

5 = Recommencons ce procédé avec By, de taillen — 1.
En nommant K, la matrice de Householder obtenue et
en posant :

H,

I
(=]
&
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on aura : H,C1H, = C,. Itérons :
HCH, = C; H,C1Hy = Cy; -
La matrice C,,_ est tridiagonale, symétrique et :

(Hy—y -+ HyH)C(H,—y -+~ HyHy) ™.

Partie informatique
6 =

Avec Maple

> restart:with(linalg)

Warning, the protected names norm and trace
have been redefined and unprotected

> Householder:=proc(A)

local n,v,J,el,e2,w,u,N,C,k,nm,K,v1,v2,v3,C1,
TriDiag ;

global H;

N:=coldim(A) ;n:=N;

C:=A;

#Calcul des Hi

for k to N-2 do
v:=submatrix(C,1..n,1..1)
J:=array(identity,1..n,1..n)
el:=submatrix(J,1..n,1..1)
e2:=submatrix(J,1..n,2..2)
w:=evalm(v-v[1,1]*el) ;nm:=norm(w,2) ;
u:=evalm(w+nm*e?2) ;
#Pour éviter une division par O.
if norm(u,2)=0 then K:=J;C1:=C;
else K:=evalm(J-(2/norm(u,2)"2)
* (u&*transpose (u))) ;Cl:=evalm(K&*C&*K) ;
fi;
#0n modifie la taille de K si k>1
#et on calcule la matrice tridiagonale.

if k>1 then vi:=matrix(N-n,n,0) ;
v2:=transpose(vl) ;
v3:=stackmatrix(array(identity,1..N-n,
1..N-n),v2) ;

K:=evalm(augment (v3, stackmatrix(vi,K))) ;
H:=evalm(K&*H) ;

else H:=evalm(K) ;TriDiag:=A;

fi;

TriDiag:=evalm(K&*TriDiag&+*K) :

C:=submatrix(C1,2..n,2..n) ;n:=n-1;

od ;print (H,TriDiag) ;end :

> A:=matrix(4,4,[2,0,3,4,0,-1,1,-2,3,1,0,1,

4,,-2,1,-21)
> Householder (A) ;
1. 0. 0. 0.
0. 0. —.6000000000  —.8000000000
0. —.6277524473  .6227304341 —.4670478256
0. 7784130422 5022019577  —.3766514682
2. —5.000000000 0. 0.
—5.000000000 —.3200000000 —1.592984620  0.790 10~°
0. —1.592984620 —3.366633038 0914249886
0. 7901078 09142498848  .6866330375

5 Hn—lcn—ZHn—l = Cn—l .
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Valeurs propres d’une matrice
tridiagonale réelle

Partie mathématique

1 = a) Vérifier par récurrence que le degré de p,, est n.
Puis :

~+oo (_x)n.

Pp(x) ~ioo (=X)Pp—1(X) ~ioo <+

D’ou : lim p,(x) = (—1)" + (c0).
+o0
En procédant de méme : lim p,(x) = +o0.
+00

b) D’apres la relation de définition des p, :

DPns1(Xn) = (@ps1 — X)) pu(Xp) — b;%pnfl(xn)
= —b} Pn—1(%n)-

b, n’est pas nul. Supposons p,_i(x,) = 0. Alors x,
est racine commune de p, et de p,_;. En utilisant de
proche en proche la relation qui définit les p,,, on montre
que x, est aussi racine de p; puis de py. Ceci est impos-
sible.

Par conséquent, p,—1(x,) pu+1(x,) < O.

¢) Raisonnons par récurrence. Pour n = 2, pas de diffi-
culté.

Supposons que, pour un certain n > 2, le polyndme p,
admet n racines réelles distinctes, séparées par les n — 1
racines de p,,_;.

d) Les racines de p, et de p,.; sont simples. Ces poly-
ndmes sont positifs au voisinage de —oo. Leurs signes
sont donnés par le tableau.

X Xn+l,K Xn,K Xn+1,K+1
pa(x) | (=11 0 (=D
Pus1(x) (-DF (=¥

2 = Calculons g, (x) = Det(A,, —xId,). En développant
suivant la derniere colonne :

Gn(X) = (an — X)qn—1(x) — by Gn—2(x).
Et:
qi(x) = a1 —x 3 g2(x) = (@2 — x)(ar —x) = by
Posons ¢p(x) =
qn = Pn-
Les racines de p, sont les valeurs propres de la matrice
A,.

1. Nous obtenons, pour tout n :

3 = Fixons y,n > 1 et notons s; = sgn(pi(y).

Le nombre N(n,y) est le nombre de changements de
signe dans la suite finie (sg)x<n-

Nous devons établir que ce nombre est le nombre
de racines de p, strictement inférieures a y. Notons
m = N(n,y).

Vérifier le résultat pour n = 2.
Supposons le résultat vrai au rang n :

Xn,1 < xn,2 Looo L -xn,m < y < Xnm+1

X —0O0 Xp,1 Xn—1,1 Xn,2 Xn—12 Xnn—1 Xn—1,n—1 Xn,n +00
Pna(x)| + + — - + (12 (-1 (!
Pu(x) | + - - + + (—1"! (—=1"! (="
Pun@) | + |- +] —1"! D1 (=™

On déduit de la derniere ligne du tableau les signes des *Siy < Xpstmsl
Pn(xn,k)-
Pour tout k de [1,n — 1], la fonction p,; est continue
Sur [, X k1] €t Pt (Xnge) Pt (K ist) < 0. * Trm Y Fntlmel  Xnmil
Il existe donc une racine Xx,4+1 x+1 de p,.1 sur ’intervalle Pn(x) 0 =" 0
1% k5 X st [-
e . : . P (x) (—n" 0 (1!
Montrer également 1’existence d’une racine x,.;; de
Pnt1 SUr ] — 00, X, 1[ et d’une racine X,.1,+1 de ppi S Sns1(x) + -:- -

sur ]x, ,, +ool.

Nous avons ainsi obtenu au moins »n + 1 racines, donc
toutes les racines de p,,;. Ces racines sont séparées par
les racines de p,,.

Alors : N(n+ 1,y) = m.

par convention
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* Si y > Xn+1,m+1

2 Xnn  Xn+lm+l y P
Pa(x) 0 (—1)" 0
Pni1(x) 0 (—1y" (=1 0
SnSna1(x) |+ + _

I
par convention

Alors : Nn+1,y) =m + 1.

4 = Soit A une valeur propre de A, X = (x1,--- ,x,)
un vecteur propre associé et j l’indice tel que

s = max |x;|. Légalité AX = AX se traduit par
1<i<n

le systeme :

A—a)x = bixy
()\ — az)XQ =byx; + bzX3

(A — ap)xg = br_1xx—1 + bixps1

(A —ay)x, = bnfl-xnfl

En regardant la ligne j :
A —a;| < |bj—1| +[bj].

L’indice j n’est pas connu. On peut conclure :

AE U [ai — |bi_1| — |b,»|,a,- + |bi_1| Tr |b,|] 5
i=1

5 = D’apres la question précédente, nous savons que A
est dans [m, M, avec :

m = mln (Cli — |b,',1| — |b,|) 5
1<ikn
M = max (a,' + |bi—l‘ + |b,|) o
1<ign
Utilisons la méthode de dichotomie.
Notons ag =m ; By = M.
Supposons les suites (& )i et (Bx)x construites jusqu’au
rang p.
a,+ By

Ona:a, <x,; < B, Posons: vy, = 3

Deux cas peuvent se présenter.
*SiN(n,yp,) =i,alors x,; <v,.
Onpose: ap1 = a, 5 Bpa1l = Vp-
*Si N(n,y,) <i,alors y, > x;.

Onpose: ap1 = vy 5 Bpe1 = Bp-
Les suites (ay)r et (B)r sont adjacentes et convergent
VErs X, ;.
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Partie informatique

6=

Avec Maple

> restart :with(linalg)
Warning, the protected names norm and trace
have been redefined and unprotected
> N:=proc(A,y)
local n,N1,p,q,r,s,k;
n:=coldim(A)
p:=1 :q:=A[1,1]-y :
if g=0 then q:=p;fi;
s:=p*q :N1:=0 :
if signum(s)=-1 then N1:=N1+1 :fi :
for k from 2 to n do
r:=(A[k,k]-y)*q-Alk,k-1]"2%p :
if r=0 then r:=q :fi :

S:i=qg¥r :
if signum(s)=-1 then N1:=N1+1 : fi :
p:=q :q:=r :

od :end :

> Givens:=proc(A,i,eps)
local n,j,m,M,a,b,c;
with(linalg) ;
n:=coldim(A) ;
m:=min(A[1,1]-abs(A[1,2]),
Aln,n]-abs(A[n,n-11),
seq(A[j,jl-abs(AL]j,j-11)-abs (AL, j+11),
j=2..n-1))
M:=max(A[1,1]+abs(A[1,2]),
Aln,n]-abs(A[n,n-1]),
seq(A[j,jl+abs(A[j,j-1]1)+abs(A[j,j+11),
j=2..n-1))
a:=m;b:=M;c:=(a+b)/2;
while abs(b-a)>eps do c:=(at+b)/2;
if N(A,c) >=i then b:=c;
else a:=c;
fi;od;c;
end :
> A:=LinearAlgebra[BandMatrix] ([-1,2,-1], 1, 6,
outputoptions=[storage=rectangular])
> Givens(A,3,10"°(-5)) ;
512865
131072

@ La méthode de Choleski

Partie mathématique

1 = a) En calculant le produit LD'L, on obtient les
équations indiquées avec :
b) Immédiat.

B=2.
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¢) Si la décomposition A = LD'L existe, alors, pour
tout k de [[1,n]],ona:

A(k) _ L(k)D(k)tL(k).
Par conséquent :
Det(A®) = [Det(L®)]* Det(D®) = d, - - - d..

La condition « pour tout i de [1,n] : d; # 0 » se traduit
DetA®

—— #0.

DetAG—D

Une récurrence va établir la réciproque.

par : pour tout i de [1,n] :

Pour n = 2, les relations (R) s’écrivent :

ay=d ; a=dll+d, ; dl =c.
L’hypothese s’écrit :

a #0

Le systeme possede une unique solution.

aja; — cicy # 0.

Supposons que, pour un certain n > 2, toute matrice A
tridiagonale, symétrique, réguliere et d’ordre n qui vé-
rifie la propriété se décompose, de maniere unique sous
laforme: A = LD'L.

Soit A une matrice tridiagonale, symétrique, réguliere
et d’ordre n + 1 qui vérifie la propriété.

La recherche de la décomposition de A se traduit par le
systeme (R) :

d1=a1
liz_ldi_1+d,‘=ai 2<i<n+1
dili:Ci 1<l<l’l

L’hypothése de récurrence appliquée a la matrice A
nous indique que le systeme :

d1:a1
I di1+di=a; 2<i<n
d,'li:C,' 1<l<n—1

posseéde une unique solution et que d; - - - d, # 0.

Restent les équations :
2
lndn +dp1 = ap et dyl, = ¢,
d, est non nul. Donc [, puis d,; sont déterminés, de

maniere unique.

La décomposition de A existe et est unique.

2 = a) Puisque A est factorisable, 1’équation (S)
s’écrit
D'LX =Z
LZ =B

Et z;,1;, b; sont liés par les relations :
721 = by

Lzi+z0="Db

licizici+zi = b;

lh1zZn1+ 2, = by

b) En posant'LX = Y, le systéme devient :
DY =Z
LZ =B

Soit, pour tout i de [1,n] : diy; = z;.

¢) Finalement, on obtient :

LZ =B
DY =7
'LX =Y

Et:
X1 +1lixy =y

X +hx3 =y

Xn—1+ 1%, = Yn—1

Xn = Yn

Ce systeme se résout tres facilement, en remontant.

Partie informatique
3=

Avec Maple

> restart:with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace
have been redefined and unprotected
> DecompLD:=proc(A)
local i,U,V,n,j;
global L,delta;
n:=coldim(4A) :U:=vector(n) :V:=vector(n-1):
U[1]:=A[1,1]:
for i from 2 to n do
if U[i-1]=0 then print(‘erreur‘) ;break;
else V[i-1]:=A[i-1,i]/U[i-1]:
U[i]:=A[1,i]1-Uli-11*V[i-1]"2:
fij;od;
delta:=Matrix(n,n,U,shape=diagonal) :
L:=Matrix(n,n,0) ;L[1,1]:=1:
for j from 2 to n do
L[j,j-11:=V[j-11:L[j,jl:=1:0d:
end:
> A:=matrix(s,5,[2,-1,0,0,0,-1,2,-1,0,0,0,
-1,2,-1,0,0,0,-1,2,-1,0,0,0,-1,2]):
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> DecompLD(A) ;print(L,delta) ;
1

10 0 0] 2 0 0 0 0]
_71 10 o of |0 % 0 0 0
0 %2 10 o |00 %‘ 0 0
0 0 _73 1 ol [0 0o o % 0

—4 6
0 0o 0 — 1] ]o o 0o 0 2
I s 1L 5.

> Choleski:=proc(A,B)
local i,Z,Y,n,X;
n:=coldim(A) :Z:=vector(n) :Y:=vector(n):
X:=vector(n):
DecompLD(4) ;
# Calcul de Z
Z[1]:=B[1]:
for i from 2 to n do
Z[i]:=B[i]1-Z[i-1]1*L[i,i-1]:0d:
# Calcul de Y
for i from 1 to n do Y[i]:=Z[i]/deltali,i]:od:
# Calcul de X
X[n]:=Y[n]:
for i from n-1 to 1 by -1 do
X[i]:=Y[i]+L[i+1,i]*X[i+1]:0d:
print (evalm(X)) ;
end:
> Choleski(A,[1,2,3,4,5]);
{7 —4 9 —4 55

63’2376

@ Probléme des moindres carrés.
Décomposition QR

Partie mathématique

p(b)
ImA

Notons p la projection orthogonale sur Im A.

On sait que le probleme posé revient a déterminer x tel
que Ax = p(b).

Si Ker A ﬂ Im A = J, le probleme admet une unique
solution.
Sinon, soit xo tel que Axo = p(b). Les solutions sont

les vecteurs de xg + Ker A.
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5. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

2 = a) Résoudre (E) revient a chercher x tel que Ax —b

est orthogonal a Im A.

Ax —b€lm At < VYu € R’ (Ax —b,Au) =0
< VYu e R” (Ax,Au) = (b, Au)
< YueR? ("AAx,u) = ("Ab,u)
<~ "AAx ="Ab

b) La matrice ‘AA est symétrique réelle. Elle admet
donc une base orthogonale de vecteurs propres. Soit v
un vecteur propre associé a la valeur propre A.

('AAv,v) = (Av, Av) = ||Av|?

= Allv|?

Les valeurs propres de ' A A sont positives. Cette matrice
est symétrique, positive.
Elle est définie positive si, et seulement si, les valeurs
propres sont strictement positives, si, et seulement si, A
est injective.

3 = a) Notons : o

Uy
le vecteur cherché et Ae; I’image du vecteur a par la
symétrie orthogonale.
On doit avoir :
a+ ey € Vect(v)l‘ ;. a— dep € Vect(v).
Soit : (a + Aej,a — Aey) = 0.
On en déduit :
A= ta].
Vérifier que le choix de v = a + ||a||e; permet de définir
une symétrie orthogonale qui convient.
b) Le projeté orthogonal de u sur Vect(v) est :

v, U
(u, —=)——. D’ou le résultat.
Par conséquent :

[l * vl

v, v 2
u—2u,—)— =u— ——Cvu)
ol “ flvll [l
2
=u— Wv(lvu)
2
=U— W(U[U)M

La matrice de la symétrie orthogonale est :
2
Id, — ——="v).
Tl

¢) Si la premiere colonne de C est nulle, il n’y a rien a
faire.

Sinon, on note a le premier vecteur colonne de C,Q;
la matrice de la symétrie orthogonale par rapport a
a + ||alle;. D apres la question précédente, la premiere
colonne de Q| C comporte au plus un terme non nul, le
premier. Nous retrouvons les matrices de Householder.



ALGEBRE ET GEOMETRIE

d) Notons C la matrice obtenue en conservant les n — 1
dernieres lignes et colonnes de C. Il existe une matrice
R, orthogonale telle que la matrice R,C| ait au plus un
terme non nul en premiere colonne, le premier.

On pose :
1 0

Q=10 R,

La matrice Q, est orthogonale et :

1
0
0:01C= 1 o R,C,

Les éléments des deux premieres colonnes situés sous
la diagonale sont nuls.

En itérant le procédé, on construit une matrice ortho-
gonale O = Q,_;--- Q) telle que la matrice QC est
triangulaire supérieure.

On a décomposé la matrice C sous la forme QR.

4 = ['équation Cx = d se traduit par STx = d, en
décomposant C sous la forme QR : C = ST.

Soit :
Tx =y

Sy=d
Or Sy = d équivauta y =" Sd.

On calcule d’abord y =" Sd, puis on résout le systéme
triangulaire : 7x = y.

Partie informatique
5=

Avec Maple

> restart:with(linalg):
Warning, the protected names norm and trace
have been redefined and unprotected
> QR:=proc(4)
local n,J,el,v,N,C,k,nm,R,v1,v2,v3,Cl,c;
global S,T;
N:=coldim(A) ;n:=N;
C:=A;T:=array(identity,1..N,1..N):
#Calcul des Ri
for k to N-1 do
c:=submatrix(C,1..n,1..1):
J:=array(identity,1..n,1..n):
el:=submatrix(J,1..n,1..1):
v:=evalm(c+norm(c,2)*el) ;nm:=norm(v,2);
# Pour éviter une division par O.
if nm=0 then R:=J;C1:=C;
else R:=evalm(J-(2/nm"2)* (v&*transpose(v)));
C1:=evalm(R&*C) ;
fi;

#0n modifie la taille de R
if k>1 then vl:=matrix(N-n,n,0);
v2:=transpose(v1l);
v3:=stackmatrix(array(identity,1..N-n,1..N-n),v2);
R:=evalm(augment (v3,stackmatrix(v1i,R)));
S:=evalm(S&*R) ; T:=evalm (R&*T) ;
else S:=evalm(R);T:=evalm(S&*A);

fi;
C:=submatrix(C1,2..n,2..n);n:=n-1;
od;end:
> A:=matrix(4,4,[2.,0,5,-1,2,0,-2,1,0,-3,1,2,

-1,2,0,2]):
> QR(A):evalm(S);evalm(T);

—.666606600  —.1254294494  —.7337914241  —.0370561046
—.6666006006 —.1254294488  .6448998267  —.3520329849

0. .8466487818  —.1185221298  —.5187854528
.3333333333 5017177964  —.1777831951  —.7781781789.

—2.999999998 6666666666 —1.999999997 6666666660
331071 —3.543381938 4703604327 6898619720
6.89345625410710 3101894960 10710 —5.077278903 7860806019
—1.57488440210~10 3921510890 1010 —4107%  —2.908904144
> evalm(S&*T) ;
1.999999996  1.713082800 107 4.999999997  —.9999999988
1.999999998  —1.33809127010~%  —2.000000003  1.000000002
351071 —3.000000001 19999999987 2.000000004
— 9999999992 2.000000000 3512712716107 2.000000002

> RésolSyst:=proc(4,d)
local N,j,y,i;
global x;
N:=coldim(A) :QR(A) ;y:=matrix(N,1) ;x:=matrix(N,1);
y:=evalm(transpose (S)&*transpose(d)) ;
for i from N to 1 by -1 do
if T[i,i]=0 then print(‘erreur‘):break:
else if i=N then x[N,1]:=y[N,1]/T[N,N]:
else x[i,1]:=(y[i,1]-sum(T[i,jl*x[j,1],
j=i+1..N))/T[i,i]:
fi:fi:od:
print(x);end:
> d:=matrix(1,4,[1,0,3,5]):
A:=matrix(4,4,[2.,0,5,-1,2,0,-2,1,0,-3,1,2,
-1,2,0,21):
> RésolSyst(A,d);
—.2611464972
.4840764338
.6815286633
1.885350319

> MoindresCarres:=proc(A,b)
local C,d;
C:=evalm(transpose (A)&*A) ;
d:=evalm(transpose (A) &*transpose (b)) :
RésolSyst(C,d);
end;
MoindresCarres := proc(A, b)
local C, d;
C := evalm(‘&*(transpose(A), A));
d := evalm(‘&*(transpose(A), transpose(b)));
RésolSyst(C, d)
end proc
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Espace préhilbertien
complexe
Espace hermitien

RAPPELS DE COURS

Dans ce chapitre, E est un C-espace vectoriel.

» STRUCTURE D’ESPACE PREHILBERTIEN COMPLEXE

e Produit scalaire et norme

Un produit scalaire complexe ¢ est une application de E x E dans C qui vérifie les propriétés
suivantes :

V(x, y) € EXE o, y) = ¢(y,x) (hermitienne) ;

V0 y ) € EF VA p) € € o(x, Ayi + my2) = Ae(x, y1) + pe(x, y2) (linéarité a droite) ;
Vx € E ¢, x)=>0;

Vx e E ¢k, x)=0=x=0g.

Un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien com-
plexe.

Une application de E x E dans C, hermitienne et linéaire a droite, posséde la propriété suivante :

V(xi,x2,y) € EX V(A p) € C* o(Ax) + pxa, y) = Ae(x1, y) + Tp(x2, ¥).

Elle est dite semi-linéaire a gauche.

Semi-linéaire & gauche et linéaire a droite, elle est qualifiée de sesquilinéaire.

Un espace préhilbertien complexe de dimension finie est appelé espace hermitien.
Dans ce chapitre, nous noterons ( | ) le produit scalaire.

Alors, la fonction ||| de E dans R*, définie par ||x|| = y/¢(x, x), est une norme sur E, dite norme
associée au produit scalaire complexe ou norme hermitienne.

L’espace E est ainsi muni d’une structure d’espace vectoriel normé.
Lorsqu’il est complet, on I’appelle espace de Hilbert.

¢ Soit ¢ un produit scalaire sur E. Alors :

x=0oVyeE (x]|y)=0.
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¢ Soit E un C-espace vectoriel muni d’un produit scalaire ¢. Alors :

Y(x,y) € E* o(x,y))? < o(x,x)e(y,y) (Inégalité de Cauchy-Schwarz.)
L’égalité a lieu si, et seulement si, la famille (x, y) est liée : x = Og ou (Fk € C)(y = kx).
* Soit E un espace préhilbertien complexe. On note |||| la norme hermitienne associée. Alors :

Y(x,y) € E* |lx+y| < ||x|| +|lyll (négalité de Minkoswki.)

L’égalité a lieu si, et seulement si, la famille (x, y) est positivement liée :
x =0 ou (FkeR)y=kx).

e Pour tout x de E ettout x de E,ona:

=[x+ ¥ 1> = [Ix[* + [Iy]]* + 2Re (x | y).

=l = yI? = llxl® + lIy]* — 2Re (x | y).

—[lx + y[I* + [lx = vl = 2(|x|* + ||y||*) (Identité du parallélogramme.)
[l +y]? = llx = ylI* = 4Re (x | y).

1
-(x |y = Z(Hy +x|? = ||y —x|*+i|ly +ix||* — i||y — ix||*) (dentité de polarisation.)

= sapflce s < 13 = sl [yl = 1} = sop { L2y 0
D CAS DE LA DIMENSION FINIE
Soit E un espace vectoriel sur C de dimension n et B = (e, ...,e,) une base de E.

Notons X le vecteur colonne des coordonnées d’un vecteur x quelconque de E et Y celui d’un
vecteur y quelconque dans E.

A toute matrice M de M, ,(C) de coefficient général m;  ;, on associe la matrice M de M, »(©)
de coefficient général 7. La matrice M est dite matrice conjuguée de M, la matrice M* = 'M
de M, ,(C) est la matrice transconjuguée de M .

Une forme sesquilinéaire (| ) est entierement déterminée par la matrice A = (q;, Jiell, nl, jell, nl
définie par :
.. 2
Vi, j) € llLnl* a ;= /(e |e)).
n n

Alors (x | y) = ZZa[,jx_,-yj ="'XAY.

i=1 j=I
La forme sesquilinéaire ( | ) de matrice A dans la base (ey, . . ., e,) est hermitienne si, et seulement
si, la matrice A vérifie : A* = A. On dit que A est une matrice hermitienne.

Soit A une matrice hermitienne, elle est dite positive lorsque VX € M, 1(C) XAX > 0.
Elle est dite définie positive lorsque VX € M, 1(C) X #0="XAX > 0.

La forme sesquilinéaire (| ) de matrice A dans la base (ey, .. .,e,) est un produit scalaire com-
plexe si, et seulement si, la matrice A est hermitienne définie positive.

¢ Soit £ un C-espace vectoriel de dimension n et B une base de E.
Soit A la matrice hermitienne définie positive d’un produit scalaire (| ) sur E.

«Pour tout x de E ettout y de E,ona(x | y) = X AY, en notant X et Y les vecteurs colonnes
respectifs des coordonnées de x et de y dans la base B.

- Si P est la matrice de passage de la base B a la base B’, alors la matrice de ( |) dans la base B’
est A’ ="PAP.
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6. ESPACE PREHILBERTIEN COMPLEXE. ESPACE HERMITIEN

D ORTHOGONALITE

Soit (E, (])) un espace préhilbertien complexe et || || 1a norme associée.

¢ Vecteurs orthogonaux

Un vecteur x de E est dit unitaire lorsque ||x|| = 1.

Un vecteur x est dit orthogonal a un vecteur y lorsque (x | y) = 0. Onnote x L y.

Soit A une partie de E, I’orthogonal de A est ’ensemble {x € E;Va € A x L a}. On le note
At ou A°.

Deux sous-espaces F et G de E sont dit orthogonaux lorsque Vx € F Vy e G x L y.

Les sous-espaces F et G de E sont donc orthogonaux, si, et seulement si, G C F - (ou bien
F C Gh).

V(x, y) € E* |x+y|* = [|x|*+|yI* & (x | ¥) € iR (Théoréme de Pythagore.)
e Soit F un sous-espace de E. Alors :

«FNFt={0g};

«F C (FHt.

e Familles orthogonales

Une famille (¢;);c; de E est orthogonale quand :
Viel Vjel i#j=(ee)=0
Une famille (¢;);c; de E est orthonormale quand :
Viel Vjel (¢ |ej) =26 lj ou 6 lJ désigne le symbole de Kronecker.

e Toute famille orthogonale formée de vecteurs non nuls est libre.
Toute famille orthonormale est libre.

¢ (Relation de Pythagore)

2
= lleil?

iel

Soit (e;);e; une famille orthogonale de E finie. Alors Z e

iel

* Soit p dans N* et (ey, . . ., ¢,,) une famille libre de E.

I1 existe une et une seule famille (i, . .., &,) orthonormale de E telle que :
Vk € [[1, pI  Vect(ey,...,ex) = Vect(ey,...,er) et (e |er) € RS

(Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.)

Le procédé décrit au cours de cette démonstration permet de construire par récurrence la famille

(e1,...,€p) en posant :
e e K
er=—= e VKkE[Lp—11 &= 1 avec e, =ew— Y (& | ew)e;
el e 2

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt se généralise sans difficulté aux familles
libres dénombrables.

¢ Dans tout espace hermitien, il existe des bases orthonormales et le procédé de Gram-Schmidt
permet d’en construire.

Dans un espace hermitien, toute famille orthonormale peut étre complétée en une base orthonor-
male.
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« Soit (ey, . . ., e,) une base orthonormale d’un espace vectoriel hermitien (E, (|)) et # un endo-
morphisme de E. Alors :

n

Vx € E x:Z(€i|X) e,
i=1

n

STrw) = (e | uten) ;

i=1

« Det(u) = Det((e; | u(e;))icqi, ny, jelt, nl 5

n n
 pour tout vecteur x = Z X;e;, tout vecteur y = Z vie;de E :
i=1 i=1

n

x| = Z|xi|2: Z|(€i|x)|2 et (HY)ZZE%ZZ(H@:‘) (ei | y)
i—1

i=1 i=1 i=1

* Supplémentaires orthogonaux

Deux sous-espaces F et G sont dits supplémentaires orthogonaux lorsque E = F®Get F 1 G.
Onnote E = FGLBG.

* Si F et G sont supplémentaires orthogonaux, alors G = F* et F = (F1)*.

Un sous-espace quelconque d’un espace préhilbertien complexe n’admet pas toujours de supplé-
mentaire orthogonal.

On appelle projecteur orthogonal tout projecteur p de E tel que Im p et Ker p sont supplémen-
taires orthogonaux.

Un projecteur p d’image F est un projecteur orthogonal, si, et seulement si, F admet un supplé-
mentaire orthogonal G = Ftetsi Ker p = F*.

Si F admet un supplémentaire orthogonal, le seul projecteur orthogonal d’image F' est la projec-
tion orthogonale d’image F et de direction F, on le note py.

e Soit a un élément de E et F un sous-espace de E. Alors :
—pour tout x de F, |la — x|| = d(a, F) < a—x € F-;

—il existe au plus un vecteur x qui vérifie |la — x|| = d(a, F).

Si F' admet un supplémentaire orthogonal, pr(a) est I’'unique vecteur x de F tel que :

la —x|| =da, F) et |a|*>=|pr@]|?*+da, F)*.

e Soit F un sous-espace de E de dimension finie. Alors :
— il admet un supplémentaire orthogonal ;
Lol
-E=F&®F—;
~(FH)" =F;
—codim Ft = dim F ;

—si(ey,...,e,) est une base orthonormale de F, alors :

p
Vx € E pr(x)= Z(ei | x)e;
i=1
p
Vx € E Z lte; | x)* < ||x||>  (Inégalité de Bessel.)
i=1
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« Soit (E, (

— F admet un supplémentaire orthogonal ;

)) un espace hermitien et F un sous-espace de E. Alors :

_FEFt=E;
—dim F* = dim E — dim F = codim F ;
~(FHt =F;
— on dispose de la projection orthogonale pp sur F et, pour tout a de E, la distance de a au
sous-espace F estd(a, F) = |la — pr(a) ||
k
Si (ey, ..., e) est une base orthonormale de F, pr(a) = Z (ei |a) e;.
i=1
« Somme directe orthogonale

Soit (F;);ec; une famille finie de sous-espaces vectoriels de E orthogonaux deux a deux.

1
La somme est directe @ F;. Elle est dite somme directe orthogonale. On la note @ F;.
iel iel
1
e Soit (F;)ieq1, o7 une famille de n sous-espaces vectoriels de E telle que E = @ F;.
i€lln]

Alors :

n n
— pour tout (xy,...,x,)de Fy X - x F,etx = Zx,-, ona |[x|* = Z || x:]|* (théoreme de

i=1 i=1

Pythagore) ;
1
— pour tout i de /, soit p; la projection sur F; de noyau @ F;.
Jel
J#
OnaZp,- :IdE, Pi © pi = Di et p[Opj :OL(E)s pOllI'l.#j.
i€l

Les projecteurs p; sont appelés les projecteurs orthogonaux associés a la décomposition de E

1
en somme directe orthogonale E = @ F;.
i€l

D SEMI-ISOMORPHISME CANONIQUE
D’UN ESPACE HERMITIEN SUR SON DUAL

Soit (E, (|)) un espace hermitien. Notons E* son dual.

Pour tout a de E, I’application j(a) : x — (a | x) est une forme linéaire sur E.

Lapplication j : a — j(a) est un semi-isomorphisme (semi-linéaire et bijectif) canonique de
E sur son dual E* :

Voe E* JlacE; VxekE e(x) = (a | x).
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Une forme sesquilinéaire
hermitienne

Soit E un C-espace vectoriel et ¢ une forme sesquili-
néaire sur E telle que :

V(ix, x) e EXE ¢k, x)eR
Montrer que ¢ est hermitienne.

@@ Conseils
Calcul de ¢(x + y, x + y) et de (x +iy, x +1y).

@ Avplications C bilinéaires
et sesquilinéaires

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie.

1 = On considere une forme sesquilinéaire hermitienne
h et notons f et g les applications de E x E dans R
définies par :

Vix, y) € EXE h(x, y)=gx, y)+if(x, y).

Montrer que f et g sont R-bilinéaires, que g est symé-
trique et que f est antisymétrique :

V(X, )’)GEXE f()% x)z—f(x, )’)

2 = Soit g une application R-bilinéaire de £ x E dans
C. On suppose que, pour tout x de E, ’application
y — g(x, y) est C-linéaire et que I’application f dé-
finie par :

Vix, eEEXE flx, y)=gx, y)— gy, x)

est a valeurs réelles.

Montrer qu’il existe une forme sesquilinéaire hermi-
tienne /& et une forme C-bilinéaire symétrique / telles
que 2ig = h +1.

Montrer que 4 et [ sont uniques.

@@ Conseils
Pour la question 2), calculer 2i f et en déduire que
la partie imaginaire de / est f.
Puis écrire h = w +1 f ol w est une forme R-
linéaire a valeurs réelles et exprimer w(x, y) en
fonction de f, x et y.

@ED une inégalité entre normes

Soit (E, (|)) un espace préhilbertien complexe. Montrer
que :

Y(a, b, ¢, d) € E*
la —cllllb—d[l < lla—blllc—d[+]a—d|l[b—cl|

@@ Conseils

Utiliser I’application x — HXT
X

Une suite orthonormale
dans C[X]

Montrer qu’il existe une suite de polyndmes (P,) dans
C[X ] telle que :

VneN degP,=n

et
' P Pu(x)
2 n m _ sm
V(m, n) € N | ) X =0,

(87", symbole de Kronecker, est égal a 1 sim = net0
sinon.)

La suite (P,) est-elle unique ?

@@ Conseils
Choisir un produit scalaire hermitien sur C[ X].
Montrer par récurrence que, s’il existe une autre
suite (Q,(X)), alors, pour tout 7, il existe un com-
plexe A de module 1 tel que O, = AP,.

@3 un produit scalaire sur C,[X]
1 = Soit n dans N” et E = C,[X]. Montrer que 1’appli-
cation de £ x E dans C: ,
1 g — a7 :
(P @) — |0 = [ PET0E" s
™ Jo
est un produit scalaire hermitien sur E.
2 = On considere un polynéme R de C[X] unitaire.
Montrer que la borne supérieure de I’ensemble :
{IR@)]; |z = 1}
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est supérieure ou égale a 1 et qu’elle est égale a 1 si,
et seulement s’il existe un entier non nul m tel que
R=X".

@@ Conseils
2) Remarquer que (1, X, ..., X") est une base or-
thonormale pour (| ).

@ 1mage et noyau du produit
d’une matrice avec sa matrice
transconjuguée

Soit A dans M, (C).

Comparer noyaux, images et rangs des endomor-
phismes canoniquement associés a A, A*, AA* et A*A.

@@ Conseils
Noter u et v les endomorphismes canoniquement
associés a A et A™.
Comparer les noyaux de u et de v o u.

@ Distance d'un vecteur
a un sous-espace dans M, ;(C)

Soit n et p deux entiers naturels tels que p < n.

On considére une matrice A de M, ,(C) et une matrice
colonne B de M, 1(C).

On note (|) le produit scalaire hermitien défini par :
Y(X,Y) €M, 1(C (X|Y)="'XY
et || || 1a norme associée sur M, ;(C).

Si I’équation AX = B d’inconnue X dans M, (C)
n’a pas de solution, on cherche X tel que |[AX — B
soit minimal.

On suppose que le rang de A est p.
1 = Montrer qu’il existe une seule matrice X, de
M, 1(C) telle que :

|AXo — B|| = inf {||[AX — B||; X e M, 1(C)}.

2 = Montrer que X est I’unique solution de :
‘AAX ="AB.

B Quand le supplémentaire
orthogonal n’existe pas

On munit C[X] du produit scalaire hermitien cano-
nique. Soit ¢ une forme linéaire sur C[X] non nulle et
H son noyau.

Pour tout n de N, on note a, = ¢(X").

Montrer que H admet un supplémentaire orthogonal si,
et seulement si, I’ensemble {n € N; a, # 0} est fini.
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Montrer que H- admet cependant toujours un supplé-
mentaire orthogonal.

@@ Conseils
Distinguer les deux cas : (a,) a support fini et (a,)
a support infini.
Déterminer Hdans les deux cas.

@D spectre d'une matrice
hermitienne

Montrer que le spectre de toute matrice hermitienne est

réel.

Que peut-on dire lorsqu’elle est positive ? Définie posi-

tive ?

@@ Conseils
Considérer une valeur propre A dans C, introduire
un vecteur propre et, en utilisant les conjugués,
montrer que A — A = 0.

€03 péterminant de Gram

Soit (E,(|)) un espace hermitien de dimension p et n
un entier de [1, p]l.

Pour n vecteurs quelconques xi,...,x, de E, on ap-
pelle matrice de Gram g(x;, ...,x,) de la famille
(x1, ...,x,) la matrice dont le terme de la i° ligne et
de la j° colonne est (x; | x;).

On note G(xy,...,x,) le déterminant de cette ma-
trice, appelé « déterminant de Gram de la famille
(X1, v vy Xy) ».

1 = Montrer que (xi,...,x,) est libre si, et seulement
si, G(x1, ...,x;,) # 0 et que le rang de la famille
(x1,...,x,) est celui de sa matrice de Gram.

2 = Dans cette question, on suppose que la famille
(x1, ...,xy,) estlibre.

Soit F = Vect(xy,...,x,) et x dans E. Montrer que :
G(X1,... X0, X)

d(x, F)? = .
O = G )

3 = Etablir les inégalités :

0< Gy, -.yx,) < G(xy) ... G(xy).
Etudier le cas d’égalité.

4 = Plus généralement, montrer que :

Vg € [l,n— 1]
G(-xla"'vxn) < G(-xl""v-xq)G(xq+17 ---7xn)

Etudier le cas d’égalité.
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@@ Conseils
1) Introduire un sous-espace H de E de dimension
n contenant les vecteurs xi,...,x, et (ef, ...,e,)
une base orthonormale de H.
Exprimer g(xj,...,x,) a ’aide de la matrice de la
famille (xq, ...,x,) dans la base (eq, ...,e,).

2) Calculer G(xq,...,x,,x — pr(x) + pr(x)) en
notant pr la projection orthogonale sur F.

B une inégalité d’'Hadamard

D’apres Mines Ponts, PC.

Etant donné une suite de n vecteurs indépendants
Vi, ..., V, de I’espace hermitien C" muni du produit
scalaire canonique, soit M (Vy, ..., V,) la matrice carrée
d’ordre n dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs
Vi,..., V..

1 = Déterminer, lorsque les vecteurs Vi,...,V, sont

deux a deux orthogonaux, le produit B :
B="M(V,,...,V)M(V,...,Vy).

Que vaut le module du déterminant de la matrice

MV, ..., Vi)?

2 = Soit Uy, ..., U, les vecteurs de C" définis de la ma-

niere suivante :

U =V,

e U, =V, — p1(V,), ol p; estla projection orthogonale

sur CV; et pour tout entier i de [[3,n];

e U; = V; — pi_1(V;), ou p;_; est la projection ortho-
gonale sur Vect(Vy, ..., Vi_y).

Démontrer 1’égalité :

DetM(Vy,...,V,) =DetM(Uy,...,U,).

3 = Déduire des résultats précédents I’inégalité :
DetM (Vi,..., V)l < IVill IVall - - | Vall-

Démontrer qu’il y a égalité entre les deux membres de
cette relation si, et seulement si, les vecteurs Vi, ..., V,
sont orthogonaux deux a deux.

&23 une propriété du déterminant
d’une matrice hermitienne
positive

Soit A = (a;, ;) une matrice hermitienne positive

d’ordre n. Montrer que :

0 < DetA < f[a,-,,-.

i=1

@@ Conseils
Pour montrer que DetA > 0, montrer que les va-
leurs propres sont des réels positifs.
Considérer le cas DetA # 0 et le produit scalaire
associé a A.

E&ED Matrices unitaires

Une matrice A de M,,(C) est dite unitaire si, et seule-
mentsi: AA* = A*A = I,.

Notons U,, I’ensemble des matrices unitaires d’ordre 7.
1 = Montrer que U, est un groupe multiplicatif. Est-il
abélien ?

U, est-il un sous-espace de M, (C) ?

a b
2 = Soit A = dans U,.
c d
0

a) Montrer qu’il existe un réel 6 tel que ad — bc = e'’.
Ce réel 6 est-il unique ?

b) Trouver la forme générale des matrices de U, au
moyen des trois parametres a, b et 6.

¢)Siz=re? 7 =r'e? et Z = Re'P avec 1, R, «,
o' et Bréelstelsquer >0,R > 0eta — o’ € 2nZ, on
note y = a+a'.

On suppose que z +z' = Z + Ze'”. Montrer que r = 1.
En déduire que les valeurs propres d’une matrice de U,

sont de module 1.

3 = Soit E = C" muni du produit scalaire canonique
(]), A dans M,,(C) et u I’endomorphisme de E de ma-
trice A dans la base canonique.

Vérifier que A est unitaire si, et seulement si :

Vix, ) €EXE (u(x)]|u(y)=(]y.

4 = Soit A une matrice de U,. On considere deux va-
leurs propres distinctes A et w.

Montrer que les sous-espaces propres associés sont or-
thogonaux.

2% V5

3 ;3 0
5aS0itU=| iv5 2 0

3 3

0 0 1

Vérifier que U est unitaire.
Calculer ses valeurs propres et vérifier que leur module
est 1.
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@@ Conseils
3) Penser a la trace et se ramener aux questions
précédentes.
4) Pour tout x du sous-espace propre de u associé
a A et tout y du sous-espace propre de u associé€ a
. on calcule (u(x) | u(y)).

&I pécomposition d'iwasawa

On note U,, I’ensemble des matrices unitaires d’ordre n
(cf. exercice précédent), T, 'ensemble {T € M, (C);
Y(i,j) € [1,n]*i < j = t; j = 0} et T P, ’ensemble
{T €T, ;Vi ell,n]t,; >0}

1 = a) Montrer que 7, est un sous-espace de M, (C).
Est-ce un groupe multiplicatif ?

b) Montrer que T P, est un groupe multiplicatif. Est-ce
un sous-espace de M, (C) ?

¢) Soit V dans T P, N U,. Montrer que V est diagonale.
En déduire V = I,,.

2 = Pour n = 3, on consideére la matrice :
2i V5 0
B={(0 1 0
0 0 1
Donner une base de E obtenue a partir des vecteurs

lignes de B par le procédé d’orthonormalisation de
Schmidt.

En déduire qu’il existe un élément 7 de 73 et un élément
U de Us telsque B =TU.

3 = Soit C une matrice de GL,,(C). Notons Cy,...,C,
les vecteurs lignes de C.

a) Montrer qu’il existe une base (C{, R
nale de C" telle que :

Vk € [1,n] Vect(Cy,...,Cy) = Vect(Cy,...,C})

C!) orthogo-

et (Cr | Cp) e R

b) Montrer qu’il existe des scalaires 8; ; tels que :

j—1
Vjiel2.nl Cj=C;—> BiCi.
i=1

¢) Soit U la matrice ayant pour ligne les vecteurs
I

W, = G
Colar

d) Soit R la matrice définie par :

Montrer que U est unitaire.

—pourtout j >i: r; ; =0,
1

—pour j =i: ri,i:m
i
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—pour j <i:rij=

Montrer que U = RC.

e) En déduire qu’il existe une matrice S de T P, telle
que C = SU.

Prouver I’unicité d’un tel couple (S, U).

@@ Conseils
Dans la question 3), on orthogonalise, par le pro-
cédé de Schmidt, la base constituée par les vecteurs
lignes.

&P Les endomorphismes normaux
Soit (E, (| )) un espace hermitien de dimension 7.

1 = Adjoint d’un endomorphisme

a) Soit # un endomorphisme de E. Montrer qu’il existe
un unique endomorphisme v tel que :

V(x,y) € B2 (u()]y) = (x|v(y)).
Pour la suite on notera u™ cet endomorphisme qui
sera appelé adjoint de u. Un automorphisme qui véri-

fie u* = u est appelé endomorphisme auto-adjoint ou

hermitien. Un automorphisme est unitaire si u* = u~".

b) Si A est la matrice de 1 dans une base orthonormale,
montrer que la matrice de u™ est " A.

¢) Soit u et v deux endomorphismes de E, « et 8 deux
complexes.

Vérifier les propriétés suivantes :

(i) W =u

(ii.) wov)" =v ou*

(iii.) (au + Bv)* = au* + Bv*

(iv.) Si u est inversible, alors u® est inversible et
@)™ =@

(v.) Keru* = (Imu)*- et Imu* = (Keru)*

(vi.) Si le sous-espace F est stable par u, alors F est
stable par u™.

2 = Les endomorphismes normaux

Un endomorphisme u est dit « normal » lorsque :
u*ou=uou".

a) Montrer que les propriétés suivantes sont équiva-

lentes :

(i.) L’endomorphisme u est normal ;

(i) Y(r,y) € E? @()u(») = @ (0lu* ()

(ii.) Vx € E  |Ju(x)|| = ||u*(x)]|.
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b) Montrer que si I’endomorphisme u est normal, alors
Keru® = Keru et E = Keru & Imu.

3 = Réduction des endomorphismes normaux

a) Soit A une valeur propre de u, montrer que A est une
valeur propre de u*, que les sous-espaces propres E (i)
et E4(u™) sont égaux et que E,\(u)J‘ est stable par u.

b) Soit A et u deux valeurs propres distinctes de u .
Montrer que les sous-espaces propres E,(u) et E,(u)
sont orthogonaux.

¢) Montrer qu'un endomorphisme est normal si, et
seulement s’il existe une base orthonormale dans la-
quelle sa matrice est diagonale.

Donner quelques exemples.

d) Si u est normal, montrer qu’il existe un polynéme P
de C[X] tel que P(u) = u™. Etudier la réciproque.
e) Montrer qu’un endomorphisme u est normal si, et

seulement si :
n

Tr(u'u) = |a;|®

i=1
ou les ay, ...,a, désignent les valeurs propres de u.
f) Soit v et w deux endomorphismes normaux.

Si I’endomorphisme w o v est nul, montrer que v o w est
nul.

Si I’endomorphisme w o v est normal, montrer que vow
est normal.

@@ Conseils
1) Utiliser des méthodes analogues aux démonstra-
tions faites dans le cours dans le cas euclidien.
2) a) Pour montrer (iii) = (ii) utiliser 1’identité
de polarisation.
Pour montrer (ii) = (i) : se souvenir qu’un vec-
teur y est nul si, et seulement si :

Vx€eE (x|y)=0.

b) Utiliser (iii). Que dire du supplémentaire ortho-
gonal de Keru ?

3) a) Utiliser 1) ¢).

b) Prendre x et y dans chacun des sous-espaces
propres et calculer de deux manigres : (u(x)|y).

¢) Introduire le sous-espace F somme directe des
sous-espaces propres de u et raisonner par 1’ab-
surde en constatant que, dans ce cas, F' L nest pas
réduit au vecteur nul.

d) Penser aux polyndmes d’interpolation de La-
grange.

e) Pour la réciproque, on pourra montrer que pour
tout endomorphisme, il existe une base orthonor-
male dans laquelle sa matrice est triangulaire.

f) Utiliser 3) e) pour la deuxiéme question.
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Une forme sesquilinéaire
hermitienne

Soit (x, y) dans E x E.

px+y, x+y) = o, x)+o(x, y)+e(y, x)+o(y,y).
On en déduit que ¢(x, y) + ¢(y, x) est un réel a.
@(x+iy, x+iy) = @(x, x)+ip(x, y)—ie(y, x)+(y, y).
On en déduit que ip(x, y) —ie(y, x) est un réel b.

Par conséquent :

1 . 1 .
o(x, y) = E(a —ib) et @(y, x) = E(a +ib)

DouV(x, y) € EX E oy, x) = o(x, ).

(2 ) Applications C bilinéaires
et sesquilinéaires

1 = L’application g est la partie réelle de h. Or h est
sesquilinéaire. Donc :
V(x,xX)EEXE VycE
glx +x',y) =Re (h(x +x',y))
= Re (h(x, ) +Re (h(x", ))
= g(x,y) +g(x', ).
VaeR V(x, y) € EXE
g(ax, y) = Re (h(ax,y)) = Re (ah(x, y))
= Re (ah(x, y)) = aRe (h(x, y))
= ag(x, y).

V(v,yY)EEXE VYxcE
8(x,y" +y) =Re (h(x,y" +))
= Re (h(x,y") +Re (h(x, y))
= g(x,y) +g(x, ).
VaeR V(x, y) € EXE
8(x,ay) = Re (h(x,ay)) = Re (ah(x, y))
= aRe (h(x,y)) = ag(x, y).
L application g est R-bilinéaire.
On démontre de méme la R-bilinéarité de f.

Soit (x, y) quelconque dans E x E. Alors :
h(x, y) = g(x, y)+1if(x, y)

et
h(y, x) = g(y, x) +i f(y, x).
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Or la forme /4 est hermitienne. Donc :
gy, x)+1f(y, x) =glx, y) —i f(x, y).

On en déduit que g est symétrique et que f est antisy-
métrique.
2 = Procédons par analyse et synthese.
¢ Supposons que & et [ conviennent. alors :
V(x, y) € EXE

21 f(x, y) = h(x, y) — h(x,y) = 2ilm (h(x, y)).

On en déduit Im (k) = f. Ceci a un sens, car f esta
valeurs réelles.

Par conséquent, / s’écrit :

Vix, y) € EXE h(x, y)=w(x, y)+if(x, y)
ol w est une forme R-linéaire a valeurs réelles.
L’application 4 est C-linéaire a droite. Donc :
h(x,iy) = w(x,1y) +i f(x,iy) = iw(x, y) = f(x, y).
Or w(x,1y), f(x,1y), w(x, y)et f(x, y)sont des réels.
Donc w(x,iy) = —f(x, y)et f(x,iy) = w(x, y).

On en déduit que s est déterminée de maniere unique
par I’expression :

Vix, y)€ EXE h(x,y) = f(x,iy)+1if(x, y).
On obtient ensuite / de maniere unique :
V(x, y) € EXE
I(x, y) =2ig(x, y) — f(x,iy) =1 f(x, y)
= —fx.iy)+ifglx, y)+g(y.x)].

¢ Réciproquement, montrons que ces deux applications
conviennent.

Onal+h=2ig.

Vérifions que & est C-linéaire a droite. Puisque g est
R-bilinéaire, I’application & ’est également.

11 suffit de vérifier que :
V(x, y) € EXE h(x,iy) =1h(x, y).
Soit (x, y) quelconque dans E X E :

h(x,iy) —ih(x, y)
= flx, =) +if(x,iy) —1if(x,iy)+ f(x, y)
= _f(x,)’)"‘f(x» )’)
=0.

Vérifions que % est hermitienne.
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Soit (x, y) quelconque dans E x E.
h(y, x) = f(y,1x) +1f(y, x)
= f(y,ix) —if(x, y)
=[f(y,ix) = flxiyl+ flx,iy) —i f(x, y)
=[f(y,ix) = fOx,ip]+h(x, y).
11 suffit de montrer que f(y,ix) — f(x,iy) = 0.
f(yal-x) - f(x,l)’) =
g(y’l-x) _g(x,l)’) _g(l-xa )’)+g(1y, .X)
Or g est C-linéaire a droite.

f,ix) = f(x,iy)
=ig(y, x) —iglx, y)+ig(ix,iy)—igQy, ix)

=—if(y, x)+1f(@lx,iy)
=—i[f(y, x) = fGx,iy)].

Or f(y,ix) — f(x,iy)et f(y, x) — f(ix,iy) sont des
réels. On en déduit :

JO, %) = flx,iy) = f(y,ix) = f(x,iy) = 0.
Par conséquent, 1’application £ est hermitienne.
Vérifions que / est C-linéaire a droite.
Onal=2ig—h.

Or g et h sont C-linéaires a droite. On en déduit que /
est C-linéaire a droite.

Vérifions que / est symétrique.
Soit (x, y) quelconque dans E X E.
I(y, x) = = f(y,ix) +i[g(y, x) + g(x, y)].
Nous avons vu que f(y,ix) — f(x,iy) = 0. Donc :
I(y, x) = I(x, y).

En conclusion, [ est C-linéaire symétrique et h est
sesquilinéaire hermitienne et ces applications vérifient
l+h=2g.

@ Une inégalité entre normes
Onnotex =a—b,y=a—detz=a —c.
Nous avons donc a prouver :

Izl My = 2l < [l lz = Y1+ 111 flz = *[]-
Siz =0,onabien 0 < 2||x||||y]-
Six =0, onabien [lz||[|y[| < [Iy[l llz]-
De méme, pour y = 0, I’'inégalité est vérifiée.

Supposons maintenant que x, y et z sont non nuls.

Calculons :
y x 1 _(y|x)+(x|y)+ 1
2 2| 2 2 2 D
1"l Nl Iy fl| 1%
2
_ ly — x|l
- 2 2
11 [l
y x|l ly=xl
Iyl el Il Tl

L’inégalité de Minkoswki permet d’écrire :

y X Z Yy - Z X
2 2 2 2 2 2
Ivl™ Il Izl Iyl lzll™ [l
D’ou
Iy —xll _ llz=yll | llz—=x]
~
Il lell = Wl llzlE - llzf] [l

On obtient I’'inégalité souhaitée en multipliant 1’inéga-
lité précédente par ||x||||y]||lz]|-

Une suite orthonormale
dans C[X]

e Soit f et g deux applications continues de [0, 1]
dans C.

Fgx)
Vx(1 —x)

L application & : x — est continue sur
10, 1[.
[ £ llos ll8 I

V1—x

L application |A| est dominée par x —

| Fllocliglls o
Jx

Or ces fonctions sont intégrables sur [ 0, 1].

en 1 et par x —

La fonction £ est intégrable sur [0, 1].

Ceci nous permet de définir I’application ¢ de
C[X] x C[X] dans C par :
Y(P, Q) € C[X] x C[X]

' P()QW)
o Vx(I—x)
On vérifie facilement que 1’application ¢ est linéaire a
droite, hermitienne et positive.

(P, Q)= dx.

Montrons qu’elle est définie positive.

On suppose que :

PO
o Vx(I—x)
2
P
Or I’application x +— & est positive, conti-

Vx( —x)
nue et intégrable sur ]0, I[. On en déduit la nullité de
P(x) pour x dans ]0, 1[.
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Le polynome P a donc une infinité de racines. C’est le
polyndme nul.

L’application ¢ est un produit scalaire hermitien sur
CIx1.

e La suite (P,) recherchée est une base orthonormale
échelonnée en degré.

Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt appliqué a
la base canonique nous en fournit une.

e Supposons qu’il existe une autre suite (Q,) répon-
dant a la question. Montrons par récurrence sur n que,
pour tout n, il existe un complexe A de module 1 tel
que O, = AP,.

Pour n = 1, on a I’existence d’un complexe A tel que
Q| = AP;. Les polyndomes sont normés. Donc A est de
module 1.

Supposons que la propriété soit vérifiée jusqu’au rang
n—1.

Le polyndme Q,, appartient a C,[X] et n’appartient pas
a C,_[X]. Par conséquent, il s’écrit :

n—1

ZakPk +aP, avec a #0.
0
Il est orthogonal a C,,_{[X]. Donc :

Vk e [l,n =11 ar = ¢(Qn, P) = 0.
On en déduit Q,, = aP,.
1= ¢(Qn, Qu) = lal’@(Py, P) = lal*
Par conséquent, a est un nombre complexe de module 1.

En conclusion, s’il existe une autre suite (Q,) qui ré-
pond a la question alors, pour tout 7, il existe un com-
plexe A de module 1 tel que Q, = AP,.

@ Un produit scalaire sur C,[X]

1 = Soitn dans N* et E = C,[X].

On vérifie facilement que ’application de E x E
dans C :

1 2m . )
(P, Q) (P | Q) = E/o PE@NHOE")d0

est linéaire a droite et hermitienne positive.

Montrons qu’elle est définie positive.
Soit P dans E tel que (P | P) = 0.

2 2
/ PP do = / |P(EPd6 = 0.
0 0

L application 6 — |P(e'?)|* est continue positive sur
[0, 27r]. On en déduit que P(z) = 0, pour tout z de mo-
dule 1.

Le polynome P a donc une infinité de racines. C’est le
polyndme nul.
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L’application (|) est un produit scalaire hermitien
sur E.

2 = Lorsque R est constant le résultat est immédiat.
Sinon, notons 7 le degré de R.

On vérifie facilement que (1, X, ..., X") est une base
orthonormale de E.

Ecrivons R(X) = X"+, X" '+ +a,.
1 [ .
—/ IREHPdO=1+|a 1>+ +|a,]* > 1.
2w Jo

z| =1}

1 2m .
Ona —/ |REH?do < S%.
271' 0

Soit § = sup{|R(z)

)

On en déduit S > 1 et S = 1 si, et seulement si,
lai|? + - - +|aq|* = 0.
S=1<3dmneN RX)=X".

(6 ) Image et noyau du produit
d'une matrice avec sa matrice
transconjuguée

On munit C" du produit scalaire canonique.

Soit x un vecteur quelconque de C" et X dans M, ;(C)
la matrice colonne de ses coordonnées dans la base ca-
nonique.

Notons u et v les endomorphismes canoniquement as-
sociésa A et A*.
*OnaKeru C Ker (vou).
Montrons Ker (v o u) C Ker u.
Soit x dans Ker (v o u). Alors A"AX = 0.
D’oil 'XA*AX = 0.0r 'XA*AX = || AX|]*.
On en déduit AX = 0, puis x dans Ker u.
En conclusion, Ker u = Ker (v o u).
On démontre de méme que Ker (1 o v) = Ker v.
¢ On a également Im (v o u) C Im v.
De plus :
dimIm (v ou) =n — dimKer (v o u)
=n —dimKer u = dimIm u.
Or, rg (A) =rg (A™). Donc dim Im « = dim Im v.
On en déduit dimIm (v o #) = dimIm v.
En conclusion, Im (v o u) = Im v.
On démontre de méme que Im (x o v) = Im u.
e Pour les rangs, on a donc :
rgeA=rg A" =1g AA =r1g AA™.
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@ Distance d'un vecteur
a un sous-espace dans M, ;(C)

1 = Soit u I’application linéaire de M, {(C) dans
M, 1(C) définie par X — AX.
Im u est un sous-espace de M, {(C).

inf {||[AX — B||; X e M, 1(C)} = d(B,Im u).

M, 1(C) est de dimension finie.
Donc, il existe une seule matrice M, de Im u telle que :
|Mo — B|| =inf {|AX — B||; X e M, 1(C)}

et, dans ce cas, My est le projeté orthogonal de B sur
Im u.

M appartient a Im u.

Donc, il existe Xy dans M, {(C) tel que AX, = M.

Le rang de A est p donc u est injective.

On en déduit I’unicité de X.

2 = My = pimu(B)
&VZelmu My—BLZ
SvVXeM, (R) (AX|My—B)=0
SVXeM, (R) "(AX)AXo—B)=0
SVXeM, (R) 'X(AAX,—"AB)=0
< "AAX)—"AB=0

On en déduit que X est I’'unique solution de :

‘AAX ="AB.

Quand le supplémentaire
orthogonal n’existe pas

Pour tout P de C[X], il existe une suite (a,,)de CV a

support fini telle que P = Z a, X".

neN
Alors o(P) =~ aya.
neN
H = {P € C[X]: Zanan :o}
neN

Si la suite (a,) est a support fini, notons :
Py = Z a, X" et D la droite engendrée par Py.
neN

Alors D ¢ H .
o(Po) =Y _ lan|* # 0.

neN
Par conséquent, Py ¢ H et H ® D = C[X].
On en déduit H ® H+ = C[X].

L’hyperplan H admet un supplémentaire orthogonal et,
dans ce cas, ’orthogonal de H+ est H.

Si la suite (a,) n’est pas a support fini, montrons par
I’absurde que H* = {0z }.

Soit Q = Z B, X", oulasuite (B8,) de C" est a support
neN
fini. On suppose que Q € H* et que Q est non nul :

VPEH Y @pB,=0.

neN

Soit ¢ I’application de C[X] dans C définie, pour tout
P.par (P) = > a,fy.

neN

L application ¢ est une forme linéaire sur C[ X]. Elle est
non nulle, car le polyndme Q est non nul.

Le noyau de ¢ est un hyperplan. Il contient I’hyperplan
H. Par conséquent, Ker ¢y = H.

Les formes linéaires ¢ et ¢ sont donc proportionnelles.
Ceci est absurde, puisque le support de la suite (3,,) est
fini alors que celui de la suite (a,) ne 1’est pas.

Par conséquent, H- = {0z} et H n’est pas un sup-
plémentaire de H.

De plus, I’orthogonal de H™* est C[X].

Spectre d’'une matrice
hermitienne

Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre
associé.

On vérifie que A est un réel :
AX = AX.
Donc 'XAX = A|| X||*.
De plus, 'XA* = X'X. On a donc également :
XAX = A|| X%
On en déduit (A — A)||X||*> = 0. Or X est non nul.
Par conséquent, A est un réel.
Sp(A) C R.

Si la matrice hermitienne A est positive, on a
'XAX > 0. Donc :

A > 0.Sp(A) C R,.

Si la matrice hermitienne A est définie positive, on a
‘XAX > 0, pour X non nul. Donc A > 0.

Sp(A) C R*.
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Déterminant de Gram

1 = Soit H un sous-espace de E de dimension n conte-
nant les vecteurs xi,...,x, et (e, ...,e,) une base or-
thonormale de H.

Notons A la matrice de la famille (x, ..., x,) dans la
base (e, ...,e,).

Pour tout (i, j) de [[1, n]]z, ona:

x| x;) = <Z(€k | xiex | Z(ez | xj)€l>
1=1

k=1

n n
= (el (e | xj) =Dy
k=1 k=1

On en déduit g(xi,...,x,) = A™A.
D’ou G(x1,...,x,) = DetA*DetA = |DetA|2.

La famille (x;,...,x,) est libre si, et seulement si :
DetA # 0.

Par conséquent, (x1, ..., x,) est libre si, et seulement si :
G(xl, o ,X,,) 75 0.
D’autre part, nous avons vu dans I’exercice 6 que
rg (A) =rg (A*A).

Doncrg g(xy,...,x,) =18 (X1,...,X,)-
2 = Notons pr la projection orthogonale sur F.

Un déterminant d’ordre n + 1 est (n + 1)-linéaire alterné.
Donc :
G(xy, ... %, X)

= G(.XI,. ey Xp, X — pF('x)+pF(-x))

=G(x1,. ., X0, x — pr(x)) + G(x1, .., X0, pF(X))
La famille (xi, ..., x,, pr(x)) estliée.
Par conséquent, G(x1,...,x,, pr(x)) = 0.

G(xp,.. . xp,x) = G(xq, ..., X0, X — pp(x)).

Or x — pr(x) est orthogonal a F. Donc :

g(X1,...,Xn) On,l
G(XI, ce 9xl‘19x) =

Ot Ix = pr(?
= |Ix = pr®)|*Gx1,. .., x,)
=G(x1,...,x%,)G(x — pr(x)).
G(X1,... X0, X)
G(x1,...,%,)
3 = D’apres la question 1) :
G(x1,...,%,) = |DetAl* > 0.

Si la famille est liée, I’inégalité est triviale.

On en déduit d(x, F)* =

11 suffit de faire la démonstration lorsque (xi, . . ., x,,) est
libre.

Procédons par récurrence sur 7.
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Pour n = 1, ¢’est immédiat.
On suppose le résultat démontré au rang n — 1.
Le vecteur x,, s’écrit y, + z,,, avec :
yn L Vect(xy,...,x,—1) et z, € Vect(xy,...,X,—1)
D’apres la question 2), on a :
Gxy, ooy Xxpy) = Gxy,y vy X0 1)G (V).
Or [lxa[1> = llynl® + llzall*.
Done G(yn) = [1yall* < al|* = GGxn).
On en déduit :
G(x1,.5%,) < G(x1y - v Xx-1)G(Xy)
S G(xy) ... G(xp—1)G(xy).
D’ou le résultat, pour tout n de [1, p].

L’inégalité devient une égalité si, et seulement si, pour
tout k de [[1, n]], x; est orthogonal a Vect(xy, ..., x;—1).
C’est-a-dire si, et seulement si, la famille (xq, ...,x,)
est orthogonale.

Si la famille est liée, 1’inégalité est stricte des que les
vecteurs sont tous non nuls. Il y a égalité si, et seule-
ment si, I’un des vecteurs est nul.

En conclusion, il y a égalité si, et seulement si, la famille
(x1, ...,x,) est orthogonale ou si I’'un des vecteurs de
la famille est nul.

4 = Posons x; = y; et, pour tout k de [2,n]], le vec-
teur x; s’écrit y; + zx avec yr L Vect(xy,...,xx—1) et
zr € Vect(xy, ..., Xp_1).

D’apres la question 2), on montre par récurrence que :

Gxpy .oy X) =GOV, o o5 Y0)
et que :

Gx1,..-,%9) = G(Y1,- -5 Yg)-

Les vecteurs yy, ...
Donc :

GO, yn) =GOy ... G(yn)
=GO, Y)Ggs1) - - - G(yn)

G(xt,.. %) = G(x1, ., x)G(Vg41) - - - G(yn)-

/
Posons xg.+1 = yg.-

, Y» sont orthogonaux deux a deux.

Pour tout k de [[¢ + 2, n]], le vecteur x; s’écrit :
Vi + 2%k

avec :
vi L Vect(xger, ..., xk—1)

et:
2 € VeCt(Xga1, - - s Xg—1).

On a de la méme maniere :
GOxgrts - s%n) = GOl . G,
Or Vect(xyi1, ..., xx—1) C Vect(xy, ..., Xx—1).
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Le vecteur z; — z,’( appartient a Vect(xy 1, ..., Xg—1).
Or yy est orthogonal a Vect(xy, ..., xg—1).
11 est orthogonal a z; — zj.
% — 2 = Yk — Vi
Ok =y ly =0
Ok | ) = O | yp)-

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :
1yell® = e T ye) < Nyl yell-
On en déduit [yl < || s ||
Ceci prouve que :

G(gat) - Gp) = G(ygs1) - - - G(yn)

Par conséquent :

G(xi,...,%,) < G(xy,... ,xq)G(yL;H) GO
=G(x1,. .5 X)) G(Xgit1s -5 Xp)

L’inégalité est une égalité si, et seulement si :

G(yg1) - G(y,) = G(ygs1) - . . G(y,) ou bien si :

G(x1,...,x9) = G(x1,...,%,) = 0.

L’inégalité est une égalité si, et seulement si :

Vk € lg + 1,n]l |||l = ||yt]| ou bien si :

G(x1,...,x5) = G(x1,...,%,)=0.0r:

el = [1yell & Nlzell = llzzll < xie L Vect(xy, . ..., xo)

L’inégalité est une égalité si, et seulement si :
Vect(xy, ...,xq) L Vect(xgy1,...,X,) 0usi:

(x1,...,xq) est liée.

@ Une inégalité d'Hadamard
1 = La famille (Vy, ..., V,) est alors une base orthogo-
nale de C".

M(Vy,...,V,) est la matrice de passage de la base ca-
nonique a la base (Vi, ..., V,).

La matrice du produit scalaire est :
vall* 0
0 |wf*> o0 - o0

dans cette base. Par conséquent :
Vil 0
0 [w)*> o0 - o0

O ceeeneenn 0 ||V,]|?
= [M(Vl’ s VO LM(Vy, -, V)

="MWV,,...,VOMV,,...,V,).
Dans ce cas, le module du déterminant de la matrice
MWy, o V) est [ Vil Vel - [Vall-
2 = Pour tout entier i de [2,n]l, p;—1(V;) est une com-
binaison linéaire des vecteurs Vi, ..., Vi_;.

Or, on ne change pas la valeur d’un déterminant, si on
retranche a une colonne une combinaison linéaire des
autres colonnes.

Pour tout i de [[2,n]], on a :
3‘/1'71?Ul' ~--5Un)
= DetM(Vy, ..

DetM(Vy, . ..
S Vi, Uist, ..., Upy).
On obtient :

DetM (Vy,...,V,) =DetM(Uy,...,U,).

3 wmLa famille (U, ..., U,) a été obtenue a partir de la
famille (Vi, ..., V,) par le procédé d’orthogonalisation
de Schmidt. Elle est orthogonale.

D’apres la question 1), on a :
[Det(Uy, ..., U,)| = |U|| Uz]| - - || Un]|-
U,|| = ||Vi|| et, pour tout k de [[2,n], ona:
Ul = [1Vell® = lpe—1 (VO < Vil
On en déduit :
DetM(Va, ..., Vo)l < Vil [Vall .- [ Val-

Etudions maintenant le cas d’égalité.

Or,

Si I’un des V; est nul, il y a égalité.

Si les vecteurs Vi,...,V, sont tous non nuls, il y a
égalité si, et seulement si, pour tout k de [[2,n]], on a
Pik—1(Vik) = 0. C’est-a-dire si, et seulement si, les
Vi, ..., V, sont orthogonaux deux a deux.

(12 ) Une propriété du déterminant
d’une matrice hermitienne
positive

* Montrons que Det A est un réel positif.

D’apres ’exercice 9, les valeurs propres de A sont des
réels positifs.
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Le déterminant de A est le produit des valeurs propres.
11 est donc réel et positif.

n
* Montrons que DetA < H aj, .
i=1
Soit ¢ la forme sesquilinéaire hermitienne positive de
matrice A dans la base canonique (ey, . ..,e,) de C".

Alors ¢(e;,e;) = a;, ;. On en déduit que :
Vi € [1,n] a; i = 0.

n
Par conséquent, Hai, ;i = 0.
i=1

Si DetA = 0, on a bien DetA < Ha,-, "
i=ll

Si DetA # 0, alors A est définie positive.
En effet, soit X dans M, ;(C) tel que 'XAX = 0.

La démonstration de [I'inégalité de Cauchy-
Schwarz n’utilise que la positivité.

Donc elle s’applique ici et :

VY € M, ((C) 'YAX =0.
On en déduit AX = 0. Or A est inversible.
Par conséquent, X = 0.

Dans ce cas, I’application ¢ est un produit scalaire her-
mitien. On applique le procédé d’orthonormalisation de
Schmidt a la base (e, ..., e,). On obtient une nouvelle
base (g1, ..., &,) et la matrice de passage P est triangu-
laire supérieure.

La matrice de ¢ dans cette nouvelle base est I,.

A="'p-1p1
1
D’ou DetA = ———.
(Det P)
Or le procédé décrit au cours de cette démonstration per-
met de construire par récurrence la famille (e, ..., ¢&,)
en posant :
/
€] &
er=——- et Vke[ln—1] gu = —*
lleal] €kl
avec e,’(Jrl = er+1 — qr(exs+1), OU gx est la projection
orthogonale sur Vect(ey, . .., ex).
1
Par conséquent, le terme py  de P est pyx = m
e
k

n
Donc DetA = H llel||>.
i=1
Le théoreme de Pythagore assure :
llef 1>

!

= (e, e;) = p(e;,e) — e(pi—1(xi), pi—1(x;))
< olei,e) =a;
n
On en déduit DetA < H @5, g
=il
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@ Matrices unitaires

1 = Montrons que U, est un sous-groupe multiplicatif

de GL,(C).
Pour tout A de U,,, A estinversibleet A* = A~!.
Donc U, € GL,(C).
I, € U,. Donc U, # .
Soit A et B quelconques dans U,.
(AB~")"(AB™') = (AB")"(AB") = (BA")(AB")
= B(A*A)B* = BI,B* = BB* = I,
Par conséquent, AB~! appartient a U,,.
U, est bien un sous-groupe multiplicatif de GL,(C).
Il n’est pas abélien lorsque n > 1.

Pour n > 2, considérer la matrice :

0 1 0
2.n—2
A=1\1 o

0,22 T2,

i 0
02,11 -2
0 —i

011—2,2 In—Z,n—Z

et la matrice B =

U, n’est pas un sous-espace de M, (C) car la matrice
nulle n’est pas unitaire.

a b
2 = a) Det =ad — bc.
c d

Or Det(AA*) = 1 et DetA* = DetA.
On en déduit |DetA|> = 1.

Donc, il existe un réel 6 tel que ad — bc = e'’.

Ce réel 0 est unique a 2 pres.
b) On effectue les produits AA™ et A* A. On montre que
c=—be'’etd =ae’.
a b ) )
On obtient [ _ | avec |a|” + |b]” = 1.
_bel 6 ael 6

¢) L’égalité 7 + 7/ = Z + Ze'” donne :

r?e'® —rREP +e V7P 4l « =,
En divisant par el ”‘/, on obtient :

’

. ’ s a—a 1
r’el@=®) _2Rre! "7 cos (B = 57) +1=0.

a—a!

Le complexe re' 2 est I’'une des racines du polyndme

1
X% — 2XRcos (B — 57) + 1. Les coefficients sont
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—a

réels. Donc re™" 2 est la deuxieéme racine. Le produit
des racines est 1. On en déduit r = 1.

a b
Soit A = . | une matrice de U,.
7bel 6 561 6

Notons z et 7’ les deux valeurs propres de A.
|DetA| = 1. Donc |zZ'| = 1.

a—a’ i a—a’

On en déduit que z et 7’ s’écrivente' 2 ete ' 2

D’autre part, z + 7' = TrA = a + ae'?.
Si a — o' ¢ 2wZ, on obtient |z| = |z’| = 1 d’apres ¢).

Si @« — o € 2mZ, r est solution de 1’équation
X? —2XR cos(B — @) + 1 = 0. Elle admet une racine
réelle si, et seulement si, son discriminant — sinz(B —a)
est positif. Ceci impose sin’*(8 — @) = 0, puis :

B = a[w].
Dans ce cas, la seule solution de 1’équation est 1 et

r=1.

3 = Notons X et Y les vecteurs colonnes des coordon-
nées de x et y dans la base canonique de E.
(Vx, Y EEXE (u)|u@y)=(x]y)
&YX, Y)eEM, 1 (C) x M, (C) "AXAY ='XY
S VY(X, Y)eM, (C)x M, (C) 'XA*AY ='XY
S AYA =1,
S AeU,

4 = Soit A et u deux valeurs propres distinctes de A.

Pour tout x du sous-espace propre de u associé a A et
tout y du sous-espace propre de u associé a u, on a :

(x| y) = @) | u(y) = Ax | py) = Aulx | y).

=
Or A est de module 1. Donc A = T Comme A # u, on
aAm # 1, puis (x | y) =0.
Les sous-espaces propres associés a A et u sont
orthogonaux.
5 = On vérifie que les vecteurs colonnes sont normés et
orthogonaux. La matrice U est unitaire.
Recherchons ses valeurs propres.
Le polyndme caractéristique est :
) 2 . .
11— X)X — 5(1 +1)X +1).

2 V2 —/Ti

Les valeurs propres sont 1, e'* —3

ei%\/i+\/7i
3

. Leur module est 1.

Décomposition d'lwasawa

1 = a) On vérifie que 7,, est stable par combinaison li-
néaire, non vide et contenu dans M, (C). C’est un sous-
espace de M, (C). Ce n’est pas un groupe multiplica-
tif puisqu’il existe des éléments non inversibles (0 par
exemple).

b) Vérifions que T P, est un sous-groupe multiplicatif
de GL,(C).

Les matrices de T P, sont triangulaires inférieures et les
termes de la diagonale sont non nuls. Donc :

TP, C GL,C).
I, € T P,(C). Par conséquent, T P,(C) # .
Soit T et R quelconques dans 7' P,.

La matrice R™! est également triangulaire inférieure.
En effet, si on supprime la ligne j et la ligne i de la
transposée avec i < j, on obtient une matrice triangu-
laire supérieure dont la diagonale contient 0.

Les cofacteurs d’indice (i, j),oui < j, sont nuls.

Le produit de deux matrices triangulaires inférieures est
une matrice triangulaire inférieure.

La matrice TR™! est triangulaire inférieure et inver-
sible. Elle appartient a T P,.

L’ensemble 7 P, est un sous-groupe multiplicatif de
SL,(C).

Ce n’est pas un sous-espace de M, (C) puisqu’il ne
contient pas 0.

¢ Soit V dans TP, N U,.
v=' e TP, car TP, est un groupe.

D’autre part, V= = V*. On en déduit que V* est tri-
angulaire inférieure, puis que V est triangulaire supé-
rieure. La matrice V est diagonale.

La matrice diagonale V est unitaire. Donc, pour tout i
de [1,n], on a |v;;|* = 1. De plus v; ; est dans R%.
Donc v; ; = 1. On en déduit V =1,.

2 = Notons By, B, et B; les vecteurs lignes de la ma-
trice B. Ils sont indépendants et forment une base de C°.
Par le procédé d’orthogonalisation de Schmidt, on ob-
tient trois vecteurs Bj, Bj et B} orthogonaux, tels que :

B = B;, Bj)= By+aB;, et Bj= B3+BBy+yB;

On écrit que les produits scalaires des B; pris deux a
deux sont nuls.

VS

On normalise les vecteurs Bj, Bj et Bj.
IBill =3, Byl =2 et [Bs]|=1

On obtient « = —
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1 1

Soit U la matrice de lignes B = ng, B) = EBé et
B = Bj.
3 3 9i 3 .
3 3
u=| iv5 2 i
3 3
0 0 1

Elle est unitaire (cf. exercice 13).

On exprime les changements de bases a I’aide de ma-
trices découpées en blocs.

Soit T la matrice telle que :

B B
B = Bz = T Bél
B; By

0

2

3

0

1
= 0
3
On obtient 7' = ﬁ 0
6
0 1
B
De plus | BY | = U.Donc B = TU.
BY

3 = Soit C une matrice de GL,,(C). Notons Cy,...,C,
les vecteurs lignes de C.

a) La matrice C est inversible. Les vecteurs Cy, ..., C,
sont indépendants. Ils constituent une base de E.

Le procédé d’orthogonalisation de Schmidt assure
I’existence d’une base (W,,..., W,) orthogonale telle
que :

Vk € [1,n]] Vect(Cq,...,Cy) = Vect(Wy,..., W)
et (Cy | Wi) € Ri.
b) On construit, par récurrence, la famille (Wy,..., W,)

en posant :
Cl C1€+1

Wi =—— et Vke[[l,pfl]] Wi =
IC1ll TGl
k
avec Cfyy = Cia1 — Y _(Wi | Ceun) Wi
i=1
Or: Vk € [1,n]] Vect(Cy,...,Cy) = Vect(Wy,..., W)

Donc il existe des scalaires 3; ; tels que :

j—1
Vj€l2nl Cj=C;—> Bi ;Ci.
i=1

¢) Soit U la matrice ayant pour lignes les vecteurs ——

1G]
Elle est unitaire car les vecteurs lignes sont normés et
orthogonaux deux a deux.
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d) Soit R la matrice définie par :

pour tout j > i:r; ; = 0,pour j =i :r;;

el
etpour j <i:rj ;= |_g;||]
On constate que :
14 Wi C
=U etque | =R
W, W, Cn
Ci
OrC = .Donc U = RC.
Cn

e) La matrice R appartient a T P,. Elle est donc inver-
sible et S = R~! est également dans T P,.

OnaC = SU.

Montrons I’unicité d’un tel couple (S, U). Supposons
qu’il existe un autre couple (S’, U’) de TP, x U,, tel
que C = S'U’".

Alors S!S =U'U".

La matrice §’~'S appartient & T P,, car T P, est un
groupe multiplicatif. De méme, U’'U ~" appartient a U,,.

D’aprés la question 1) ¢),ona §'~'S = U'U~! = I,.
DouS=5SetU=U"

@ Les endomorphismes normaux

1 = a) et b) Soit X le vecteur colonne des coordonnées
de x dans une base orthonormale de E et Y celuide y :

u@)|y) =" (AX)Y =" X("AY)

On en déduit que I’endomorphisme v existe et que sa
matrice dans la méme base est “A.

¢) Les quatre premiers points sont triviaux. Montrons
que Keru* = (Imu)™*.

x € Keru™ <= u*(x) =0;

x € Keru™ <= Vy € E(y[u*(x)) =0;
x € Keru™ <= Vy € E(u(y)|x) =0;
x € Keru* <= x € (Imu)*.

On montre que Imu* = (Keru)© a partir de I’égalité
précédente en comparant les dimensions.

On suppose que le sous-espace F est stable par #, mon-
trons que F est stable par u*. Soit y dans F-. Pour
tout x de Fona:

(x[u™(y)) = (u(x)]y) =0
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car u(x) est dans F. On en déduit que u*(y) est dans
Ft.
2 = a) Montrons (i) = (ii).
Soit x et y quelconques dans E.
(u)|u(y)) = (x[uu(y)) = (x|uu”(y))
= (" (x0)|u* ()
En appliquant (ii) 2 y = x, on obtient (iii).
Montrons (iii) = (ii).
Soit x et y quelconques dans E.
1
@) = 7 (G0 + uW|P = [lu(y) — u)|
+ i) + 1 )]]? = ilJu(y) = iu)]]?)
1 . .
= 7 UluGe+ DI = [luy = Ol +illuty + i)
= illu(y = )|

1
=zl + DIF = Jlw = 2l

+i|ju™(y +i)c)\|2 —i||lu*(y — ix)||2).

On en déduit, par linéarité de u™ :
@E|u(y) = @ (Olu* ().

Montrons (ii) = (i).
D’apres (ii),ona:Vx € E Vy e E
(x|uu(y) — uu*(y)) = 0.
Par conséquent, Vx € E  u*u(y) —uu™(y) = Og.
Puis uu™ = u*u.
b) Soit x quelconque dans E.
x € Ker u < u(x) = 0 <> ||u(x)|| = 0.
D’apres (iii), on en déduit :

x €Keru < |[u"(x)|| =0 <= x € Keru".
D’ou : Ker u = Ker u™.
e De plus Imu = (Ker u*)* = (Ker u)*.
Or, Ker u & (Ker u)* = E.
Par conséquent, E = Imu @ ker u.
3 = a) L’endomorphisme u — Al commute avec son
adjoint car u est normal. Il est donc normal.
Par conséquent :

Ker (u — Ip) = Ker (u* — Mpg).
On en déduit que A est une valeur propre de u™* et :
Ex(u) = Ex(u”).

D’autre part, E5(u™) est stable par u™ et son orthogonal
E,\(u)J‘ est stable par u.
b) Soit x dans Ker (u — Alg) et y dans Ker (u — ulg).

(u(x)]y) = (Ax]y) = (x]y)

w(x)[y) = (xu*(y)).

Or Ker (u — plg) = Ker (u™ — ulg).

Par conséquent, (u(x)|y) = (x|uy) = u(x|y)
dott (X — m)(x|y) = 0.

Or A # . Donc (x|y) = 0.

En conclusion : E,(u) et E, () sont orthogonaux.

¢) Montrons que, si u est normal, alors il existe une base
orthonormale dans laquelle la matrice de u est diago-
nale.
Soit F = EB E)(u). Montrons que F = E.

AESP(u)

Si F # E. Alors F* # {0g}.

D’apres la question 1), le sous espace F est stable par
u*. Donc F1 est stable par u.

Soit v la restriction de u & F*.

Ft+ {0g}. Donc v admet au moins une valeur propre
A complexe.

A est également une valeur propre de u. Ceci contredit
la définition de F.

En conclusion, £ = @ E)(u) et u est diagonali-

AESP(u)
sable.
Les sous-espaces propres sont orthogonaux deux a
deux. On peut construire une base orthogonale dans la-
quelle la matrice de u est diagonale.

Réciproquement, soit # un endomorphisme de E. On

suppose qu’il existe une base (ey, . . ., e,) orthonormale
dans laquelle la matrice de u est :
ag 0 o060 0
A= 0
: .0
0 0 a,
La matrice de u™ dans cette méme base est :
a 0 ... 0
i=|°
: .0
0 0 a,

car la base (eq, - - - , e,) est orthonormale.

Ces deux matrices diagonales commutent.
On en déduit que u est un endomorphisme normal.

d) Les valeurs propres a; ne sont pas nécessaire-
ment distinctes. Notons J la partie de [[1,n] telle que
Sp(u) = {a; ;i € J} avec, pour tout i et tout j de J
distincts, les complexes g; et a; distincts.
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On introduit le polyndme d’interpolation de Lagrange
P défini par :

X —a;
P(X) = 7 ]
=3 |a]l p—
ieJ JjeJ
J#i
Alors : Vk € [1,n]] P(ay) = ax.
On en déduit A = P(A). Puis P(u) = u*.

Réciproquement, s’il existe un polyndme P tel que
u* = P(u), on sait que P(u) commute avec u. Par

conséquent, u est normal.

e) Si u est normal, il existe une base orthonormale dans
laquelle les matrices respectives de u et u™ sont :

aq 0 0
A= v

: c 0

0 -0 ay,

et

a 0 0
i=| 0

: i 0

0 -0 a,

On en déduit Tr(u u™) = Z |ai]?.
i=1
Réciproquement, on suppose que :
n
Tr(u*u) = Z |a,~|2
i=1

ollap,- - ,a, désignent les valeurs propres de u.
L’endomorphisme u est trigonalisable sur C.

Montrons par récurrence sur la dimension de E qu’on
peut trouver une base orthonormale dans laquelle la ma-
trice de u est triangulaire.

Cette propriété est vérifiée lorsque dim £ = 1.
Supposons cette propriété vérifiée pour dim E = n et
pour tout endomorphisme de E.

Soit E un espace hermitien de dimension n + 1 et # un
endomorphisme de E.
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Il existe un hyperplan H stable par u. Alors
E=HeoH"

Il existe une base (ey,-- - ,e,) orthonormale dans la-
quelle la matrice de la restriction de u a H est trian-
gulaire supérieure. Choisissons e, unitaire dans H =
La base (eq, - - - , e,41) est orthonormale et la matrice de
u est triangulaire supérieure dans cette base.

Appliquons ceci a 1’endomorphisme u qui vérifie
n

Tr(u*u) = Z |a:|?.
i=1

Il existe une base (ej,--- ,e,) orthonormale dans la-

quelle la matrice de T est triangulaire supérieure de dia-
gonale (al, T ’an)-

Dans cette méme base, la matrice de u* est 7.
Notons T' = (¢, j)iefi.nl.jel1.n]-

Le i-iéme terme de la diagonale de T'T est :
i—1

jai* + > il
k=1

Or Te(TT) = _|ail*.
i=1
Ceci n’est possible que si :
Vi e[[l,n] Vkel[l,i—1] #,;=0.
On en déduit que T est une matrice diagonale.
L’endomorphisme u est normal.

f) On suppose que I’endomorphisme w o v est nul. Alors
Im v C Ker w.
On en déduit :
Im w = (Ker w*)* = (Ker w)* € (Im v)*
C Ker v* = Ker v.
L’endomorphisme v o w normal.

Tr((vw)*(vw)) = Tr(w*v*vw) = Tr(vw v*v)
= Tr(v*wovv™) = Tr((wv)(wv)*)
n
2
=2_lai
i=1

ou (ay,--- ,a,) désignent les valeurs propres de w o v.
Or, on peut montrer que w o v et v o w ont les mémes
valeurs propres avec les mémes ordres de multiplicité.

Donc v o w est un endomorphisme normal.



Geometrie affine
et euclidienne

Ce chapitre est au programme des concours.

Nous vous invitons a réviser le cours étudié en premiere année.

RAPPELS DE COURS

» REDUCTION D’UNE CONIQUE

Soit une conique d’équation :
ax> +2bxy+cy* +dx+ey+ f =0, avec b # 0,

pour réduire I’équation de la conique :
a b

e on écrit A =
b ¢

) et on diagonalise la matrice A ;

.. 2 — — 2 . 2 .
¢ on choisit une base orthonormée de vecteurs propres de A, (', v') et on écrit I’équation de la
. N — —
conique dans le repere (O, u’, v');

¢ on effectue éventuellement une translation de 1’origine, de maniere a simplifier les termes de
degré 1 dans I’équation de la conique.

Pour déterminer la nature d’une conique sans en réduire I’équation, on calcule Det(A) = ‘

e si Det(A) > 0, la conique (C) est une ellipse, ou un singleton ou I’ensemble vide ;
e si Det(A) < 0, la conique (C) est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes ;

e si Det(A) = 0, la conique (C) est une parabole, ou la réunion de deux droites paralleles, ou une
droite, ou I’ensemble vide.
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» REDUCTION D’UNE QUADRIQUE
Soit une quadrique d’équation :
ax®> +by* + cz> +2dxy + 2eyz + 2 fzx + gx + hy +iz + j = 0.

Pour réduire I’équation de la quadrique :

a d f
eonécrit A= |d b e | etondiagonalise la matrice A ;
f e c

¢ on choisit une base orthonormée de vecteurs propres de A, (7, v, W) et on écrit I’équation de
la quadrique dans le repere (O, w,v, E}) ; celle-ci est de la forme :

ax? + By +yZ? +kx' +1y +mz +j =0

N .z N — — .
ol a, B et y sont les valeurs propres de A associées a u', v, w respectivement ;

¢ on effectue éventuellement une translation de I’origine, de maniere a simplifier les termes de
degré 1 dans 1’équation de la quadrique.
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i

I 0 0

n Pour s’entrainer

1 = a) Déterminer la fonction ¢ telle qu’une droite
d’équation y = mx + p est tangente a la courbe &
d’équation y = e” si, et seulement si: p = ¢(m).

b) Déterminer la fonction ¢ telle qu’une droite d’équa-
tion y = mx + p est tangente a la courbe £ d’équation
y = In(x) si, et seulement si : p = y(m).

¢) Déterminer le nombre de tangentes communes aux
courbes & et L.

Que peut-on dire de leurs pentes ? Ce résultat était-il

prévisible ?

2 = On considere quatre droites Dy, Dy, A; et A, telles
que :
D]mDZZ{I}; A]ﬂAQZ{J}; I?é.]

Pour simplifier les calculs, on convient de noter,
Di(x,y) ou Dy, I’équation de la droite D;.

Ainsi: Dy = ajx + by +cy.
De méme pour les autres droites.

a) Montrer que toute droite passant par / admet une
équation de la forme @D + BD,, avec (a, B) # 0.

Etudier la réciproque.

b) En déduire une expression simple d’une équation de
la droite (1J).

3 = Déterminer les spheres de I’espace tangentes aux
plans :
Pix+y—z=1,;
R:2x -3y —z=175;

Q: 2x+y+3z7=6;

4 = a) Dans le plan, on considére un cercle C et cing
points distincts M, M,, M3, My et M situés sur C.

Montrer que le produit des distances de M aux droites
(M M,) et (M3M,) est égal au produit des distances de
M aux droites (M| M3) et (M, My).

b) Qu’en déduire dans le cas de 2n + 1 points distincts
situés sur C ?

5 = Soit € un espace euclidien orienté de dimension 3
ol A représente le produit vectoriel. Soit quatre vecteurs
a, b, c etd de € tels que a et b soient indépendants, ¢
est orthogonal a a et d orthogonal a b.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, ¢
et d pour qu’il existe au moins un vecteur v tel que :

alhNv=c; bAv=d.

Montrer qu’alors v est unique.

6 = Soit ABCDE un polygone régulier convexe du
plan euclidien.

a) Calculer le rapport des longueurs Al et AJ ou [ et J
sont respectivement les intersections du segment [A, C]
avec les segments [B, D] et [B, E].

b) Donner une équation du second degré, a coefficients
entiers, ayant ce nombre pour racine.

@@ Conseils
1) Ecrire I’équation de la tangente en un point.
¢) Comment sont les courbes £ et £ ?
3) Penser aux cercles équidistants de deux droites
dans le plan...
4) a) Utiliser le cercle trigonométrique.
5) Calculer de deux manieres différentes (a, b, v)
pour mettre en évidence une condition...
Pour la réciproque, résoudre d’abord 1’équation
alANv=c..
6) a) Faire une figure. Traquer les valeurs des
angles, les triangles isoceles..
Puis utiliser la formule du cours
a b c

sinA  sinB sinC’

@3 roint de Gergonne d’un triangle

Soit ABC un triangle, et A’, B’, C’ trois points apparte-
nant respectivement aux cotés [BC],[CA], [AB], dis-
tincts des sommets du triangle. Soit a, &, 8, 8,7y, 7'
six réels tels que A’ est le barycentre de (B, @), (C, a'),
B’ le barycentre de (C, B8), (A, 8), C' le barycentre de
(C.y).(AY).

1 = Montrer que les droites (AA”), (BB') et (CC’) sont
concourantes si, et seulement si, a8y = o' B8'y’.

2 = Dans cette question, A’, B’ et C’ sont les points de
contact du cercle inscrit dans le triangle avec les c6-
tés. Montrer que les droites (AA"), (BB’) et (CC’) sont
concourantes. Leur point d’intersection est appelé point
de Gergonne du triangle.
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Calculer ses coordonnées barycentriques par rapport a
A, B, C en fonction des cdtés a, b, ¢ du triangle.

@@ Conseil
Utiliser des barycentres.

@ED Le théoréme de Desargues

Gérard Desargues (1591-1661) propose en 1626, a
Paris, sans succes, une approche nouvelle de la géo-
métrie.

Décu, il retourne a Lyon. Nous lui devons le mot
« involution ».

1 = Trois droites deux a deux distinctes du plan,
dy, d>, d; sont concourantes en O.

Les points A, A’ sur di, les points B, B" sur d et les
points C,C’ sur ds sont tels que les droites (AB) et
(A’B’) sont paralleles, ainsi que les droites (BC) et
(B'C").

Montrer, par deux méthodes différentes, que les droites
(AC) et (A’C’) sont paralleles.

2 = M&me question en supposant maintenant les droites
di, d», ds paralleles.

@@ Conseils
1) Regarder le schéma et essayer de le voir a trois

dimensions, de I’imaginer dans I’espace...
2) Idem.

@ raraboloide hyperbolique

L’espace affine € de dimension 3 est rapporté a un re-
pere (O, i, j, k). On considere I’ensemble S des points
M de E dont les coordonnées (x,y,z) dans ce repere
vérifient 1I’équation :

Z=xy+x+y. 1
1) Démontrer que I’intersection de S avec un plan pa-
rallele au plan (yOz) est une droite, dont on donnera
une représentation parametrique. Méme question avec
un plan parallele au plan (zOx).

2 = Démontrer que, par tout point My de S, il passe
deux droites (et deux seulement) incluses dans S.

3 = On considere un nouveau repere (0',i’, j', k') dé-
fini par :
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a) Etablir les formules de changement de repere.
b) Déterminer I’équation de S dans le nouveau repere.

¢) Quelles sont les intersections de S avec des plans pa-
ralleles a (y/ 0 z'), (' Ox)et (x’ O y')?

@@ Conseil
2) On pourra chercher un vecteur « tel que pour
tout réel k, le point M + kif appartienne a S.

@3 Intersection d'un tétraédre
et d'un plan

Soit A, B, C et D quatre points non coplanaires de 1’es-
pace affine € définissant un tétracdre [ABC D].

On appelle I, J, K les isobarycentres respectifs des tri-
plets (A, B,C), (B, C, D)et(D, A, B) et Il le plan défini
parl, J, K.

1 = Démontrer que les droites (/K) et (CD) sont pa-
ralleles.

2 = Démontrer que le plan II et le plan P = (ACD)
sont paralleles.

3 = Démontrer que le plan II et le plan @ = (BCD)
sont sécants et préciser leur intersection.

4 = En déduire la détermination et la construction de la
section du tétraedre [A BC D] par le plan II.

5 = Soit G I'isobarycentre du triplet (1, J, K). Démon-
trer que la droite (BG) passe par L, isobarycentre du
triplet (A, C, D).

@@ Conseils
1) Plusieurs méthodes sont possibles.
Ecrire une relation vectorielle liant les points I, A,
B,C,puis K, A, B, D.
2) Regarder les plans vectoriels associés aux plans
affines...
3) Utiliser J et la premiere question.
4) Regarder I’intersection de I1 et de chacune des
faces du tétracdre.
5) Utiliser des barycentres. La droite (BG) est I’en-
semble des barycentres de B et G .

@3 Quadrilatére tangent
a une sphére

L’espace R? est un espace euclidien.

Un quadrilatere (ABC D) de I’espace est tangent a une
sphere (S).
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Nous allons montrer que les points de tangence sont co-
planaires.

Nous supposerons que le quadrilatere n’est pas contenu
dans un plan.

Les quatre points A, B, C et D forment un repere quel-
conque de I’espace.

Nous allons travailler avec des coordonnées barycen-
triques dans ce repere.

Lorsque M est barycentre de ((A, x), (B, y),(C, z), (D, 1)),
avec la condition x+y+z+f # 0, ondit que (x, y, z,t) est
un systeme de coordonnées barycentriques du point M.

1 = On considére quatre points M, M,, M5 et M, de
coordonnées barycentriques (x;,y;,z;,%;) pour i dans

[1,4].

Montrer que les quatre points sont coplanaires si, et
seulement si :

X1 X4
ooy
Zl e Z4
h 14

2 = Donner la forme de 1’équation de la spheére en
coordonnées barycentriques.

3 = Déterminer une condition nécessaire et suffisante
pour que la droite (A B) soit tangente a (S).

Donner les coordonnées du point de tangence.

4 = Démontrer que les points de tangence sont copla-
naires.

5 = Que remarquez-vous ?

@@ Conseils
1) Les points My, ..., M4 sont coplanaires si, et
seulement si, I’'un d’entre eux est barycentre des
trois autres.
Supposer M, barycentre de M, M, M3 et I’écrire
comme barycentre de A, B, C, D...
2) La sphere de centre / et de rayon R est 1’en-
semble des points M tels que : IM? =R
Mais le repere n’est pas orthonormé....
3) La droite (AB) est I’ensemble des barycentres
de A et B.
Chercher une condition sur les coefficients
a,b,c,--- apparus dans 1’équation de la sphere
pour que la droite soit tangente a S.
4) Utiliser la question 1).
5) Regarder 1’équation établie dans la question 2).

@B Des distances dans I'espace

d; et d, sont deux droites de 1’espace euclidien non co-
planaires, k, a, deux réels.

1 = Montrer qu’il existe une droite &, et une seule, per-
pendiculaire a d; et d».

La préciser.

2 = Déterminer 1’ensemble des points M tels que :
d(M,d))?* +kd(M,d»)* = a.

@@ Conseils
1) Classique. A savoir faire ABSOLUMENT.
2) Choisir le repere.
La droite 6 rencontre d; en B et d, en C.
Notons O le milieu de [B, C] et prenons pour axe
(0z) la droite (BC).
Les droites dy, d, se projettent en d, d; sur le plan
passant par O et perpendiculaire a (BC).
Choisir les axes (x'x) et (y'y).

&3 cerdle, projection
et perpendiculaires

D’apres Ensam.

PN N ) -
Le plan est rapporté a un repere orthonormé (0, 7 , j ).
Soit a > 0 une constante réelle et # un parametre décri-
vant R. On considere un point variable M défini par son
affixe ae™ et C le cercle décrit par le point M.

1 = a) On désigne par P et Q les projections orthogo-
nales de M sur les axes et par H le projeté orthogonal
de I’origine sur la droite (P Q).

Déterminer, en fonction de u, les coordonnées du
point H.

b) La tangente en M au cercle C coupe, en général, les
axes en U et V. Soit alors W le point se projetant ortho-
gonalement en U et V sur les axes.

Déterminer, en fonction de u, les coordonnées du
point W.

Que peut-on dire de la position relative des points
O,H,W?

2 = Soit R la courbe décrite par W (que 1’on ne de-
mande pas de construire).

On mene par O la perpendiculaire a la tangente a2 R en
W, cette droite coupant la droite (P Q) en I.

a) Déterminer, en fonction de u, les coordonnées du
point /.

b) Montrer que les droites (P Q) et (I M) sont perpendi-
culaires.

(© Hachette Livre — H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit



@@ Conseils
1) Faire une figure et contrdler vos calculs.
a) Caractériser le projeté orthogonal H.

EED suite de cercles

1 = On consideére, dans un plan euclidien rapporté a un
repere orthonormé, un ensemble de cercles définis par :

(i) C est centré en (0, 1) et passe par (0,0);

(ii) C’ est tangent extérieurement a C, tangent a I’axe
(x'x) et centré en A d’abscisse a > 0;

(iii) C” est tangent extérieurement a C et a C’, tangent &
I’axe (x'x) et centré en B d’abscisse b < a.

Montrer qu’il existe une fonction ¢ d’expression tres
simple telle que : b = ¢(a).

Calculer les rayons de C’ et C" en fonction de a.
2 = Etudier la suite définie par:ap =a, a1 = e(a,).
@@ Conseil

Commencer par la figure, puis exprimer que deux
cercles sont tangents extérieurement...

&I cercle, tangente
et lieu de points...

D’apres ESTP.
a désigne une constante positive donnée (0 < a).

On munit R? euclidien d’un repére orthonormé d’axes
(Ox) et (Oy) et on considere le cercle C d’équation :

x2+y? —2ax = 0.

Deux points P et Q décrivent I’axe des y de fagon que
0Q =20P.

De P et Q, on peut en général mener deux tangentes a
C autres que (Oy), et se coupant en M.

Déterminer 1’ensemble I" des positions de M quand P
décrit ’axe des y .

Préciser la nature de I.

@@ Conseils
Plusieurs démarches sont possibles...
Nous vous proposons la suivante :
— paramétrer le cercle,
— donner 1’équation de la tangente en un point du
cercle,
— déterminer ’intersection de cette tangente avec
I'axe (y'y),
— a vous de jouer.....
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& Vecteurs unitaires dans I'espace
faisant entre eux un angle fixe

L’espace affine euclidien est muni d’un repere ortho-
P - =

normé (O, i, j, k).

1 = Déterminer trois vecteurs unitaires faisant entre eux

des angles de mesure ;

2 = Déterminer 1’ensemble des réels a de [0, ] tels
qu’il existe trois vecteurs unitaires faisant entre eux des
angles de mesure «.

@@ Conseils
1) Considérer un tétraedre déterminé par les trois
vecteurs...
2) Fixer la base (triangle équilatéral) d’un tel
tétracdre et faire varier le sommet de manicre a
conserver trois faces égales...

&2 Produit vectoriel et équation

A, B,C, D sont quatre points de 1’espace affine eucli-
dien et a, b, deux scalaires réels non tous deux nuls.

L’ objectif de I’exercice est de trouver 1’ensemble £ des
points M vérifiant la condition :

_— — _— —
a(MA/\MB) :b(MC/\MD).

1 = Déterminer £ lorsque les points A, B, C, D ne sont
pas coplanaires.

2 = Déterminer & lorsque les points A, B, C, D sont co-
planaires.

@@ Conseils
1) Distinguer les cas :
M appartient a (AB) ;
M appartient a (CD);
M n’appartient ni a (AB), ni a (CD).
2) Transformer la condition imposée en écrivant
— —_— —
MB = MA+ AB,...

EED 1étraedre équifacial

ABCD est un tétracdre équifacial, c’est-a-dire que ses
quatre faces ont la méme aire.

Nous allons montrer que les faces sont égales.

1 = Appelons 7 le milieu de [C, D], H le projeté ortho-

gonal de I sur (AB), C’ et D' les projetés orthogonaux
de C, D sur (AB).

Montrer que CC' = DD'.
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2 = Montrer que H est le milieu de [C’, D'].

3 = Quelle est la perpendiculaire commune aux droites
(CD)et(AB)?

4 = Conclure.

@@ Conseils
1) Egalité des aires...
—_— — = —
2) Considérer IC.AB + ID.AB = 0 et utiliser la
relation de Chasles.

3) Montrer que HC = HD.

&3 Le théoreme du papillon

1 = (C) est le cercle de centre / et de rayon R et P un
point quelconque du plan.

Une droite (D) passant par P recoupe le cercleen M, N.
Montrer que PM PN = PI> — R%.

Examiner le cas ou la droite (M N) est une tangente a
(C) passant par P.

Le réel PI*> — R? ne dépend que de la distance de P a
(C). Il est appelé puissance de P par rapport a (C).

2 = Théoreme du papillon

(C) est un cercle du plan et K un point intérieur a (C).
Trois cordes du cercle, [AB], [ST] et [M N] passent par
K et K estle milieu de [AB]. Les cordes [MT] et [SN]
recoupent respectivement en P, Q les segments [K A] et
[K B].

Montrer que K est le milieu de [P Q].
3 = Six points distincts A, A", B, B’,C,C’ du plan ap-
partiennent a une méme conique (C).

On suppose qu’il existe un point P tel que :

PAPA’=PBPB =PC PC'.

Montrer que cette conique est un cercle.

@@ Conseils
1) Ramener a un produit scalaire et utiliser la rela-
tion de Chasles avec le milieu J de [M, N].
2) Une méthode possible parmi d’autres....
choisir un repere de centre K, dont I’axe (y'y)
contient A, B ;
déterminer les coordonnées de M en fonction de
celles de N, puis celles de S en fonction de celles
de T ;
calculer 1’ordonnée de P, Q qui sont des bary-
centres...

3) Choisir un repere du plan d’origine P
qui simplifie 1’équation de la conique, puis
écrire qu’il existe trois droites passant par
P et rencontrant C en des points tels que
PAPA"=PBPB =PCPC'..

KD Affixes des racines

d’un polynéme
D’apres E4A.
‘P désigne le plan affine euclidien rapporté a un repere
orthonormé direct (O, l_: f), n est un entier naturel supé-
rieur ou égal a 2.

Ay, Ay, -+, A, sont n points distincts deux a deux de P
dont les affixes respectives sont notées aj, as, - - ,a,. €
est ’ensemble des points Ay, Ay, -+, A,.

On note I'(€) I’ensemble des points M de P n’apparte-
nant pas a & et vérifiant la relation :

n

L A -0
;mmm e

1 = Soit M un point de P, n’appartenant pas a £, d’af-
fixe z. Montrer que M appartient a I"'(€) si, et seulement

n
. 1
si, g =0.
—a
=1 &

2 = On considere le polyndme Q défini par :

0(X) =[x - a.
k=1

0'(X)

oX)

Déterminer la décomposition en éléments simples de
R(X) dans le corps C(X).

b) En déduire que I'(£) est ’ensemble des points M de
P dont I’affixe z est racine du polyndme Q’.

a) On pose R(X) =

¢) En déduire que si p est le nombre d’éléments de
I'é),oma:1<p<n—1.

d) Dans le cas particulier ot n = 2, préciser I'(E).

Dans la suite de I’exercice, on suppose n > 3.

3 = Soit r une rotation du plan P. Etablir que :

r(I'©) =TI (r©&).

On dit que I’ensemble E forme un polygone régulier a n
cotés si, et seulement s’il est invariant par une rotation

2
d’angle il
n

4 = Montrer que si £ forme un polygone régulier, alors
I'(€) est réduit a un seul point que 1’on précisera.
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5 = Réciproquement, montrer que si /'(€) est un sin-
gleton, alors £ forme un polygone régulier (on pourra
commencer par déterminer le polynome Q).

6 = Dans cette question, on suppose n = 3,a; = a+if,
a, = a —if3,a3 = —2a ol a et B sont des réels stric-
tement positifs.

a) Déterminer les affixes des éléments de I'(£). Vérifier
les résultats établis aux questions 4) et 5).

b) On note (x, y) le couple des coordonnées d’un point

M de P. On suppose que a3 > B. Soit (g) I'ellipse
2 3 2

de P d’équation : % + % =1

(i) Indiquer les coordonnées des foyers de (g).

(i) Soit My(x¢, yo) un point de (&). Déterminer I’équa-
tion de la tangente en M a I’ellipse (e).

(iii) Démontrer que ’ellipse (&) est tangente aux trois
cOtés du triangle A; A, Aj en leurs milieux.

@@ Conseils
2) a) Considérer un intervalle I de R sur lequel
Q(x) > 0. Puis dériver In Q.
3) Utiliser 2) b).
4) Montrer que r(I'(£)) = I'(E) et regarder le car-
dinal de I'(E).
5) Utiliser 2) b).

KT Ttriangles équilatéraux ayant leurs
sommets sur une hyperbole

D’apres E4A.
‘P désigne le plan affine euclidien rapporté a un repere

— —
orthonormé (O, i, j ), k est un réel strictement positif.
On note (x, y) les coordonnées d’un point M de P.

Soit (y) ’hyperbole équilatere d’équation cartésienne :
xy =k.

1 = On considere trois points A, B,C de (y), deux a
deux distincts, dont les abscisses sont notées respective-
ment a, b, c.

a) Déterminer les coordonnées («, B) du centre de gra-
vité G du triangle ABC.

b) Déterminer les coordonnées (A, u) de 1’orthocentre
H du triangle ABC.

Vérifier que H appartient a (7).

2 = On suppose, dans cette question, que ABC est un
triangle équilatéral.

a) Que peut-on dire de G et H ?
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b) Montrer que a,b,c sont les racines du polyndme
P(X) avec :
2 2

k
_ v3 2
P(X)=X* =30X? =35 X + .

¢) On appelle sommets de (y) les points d’intersection
de () avec la droite d’équation y = x. On suppose que
H n’est pas I'un des sommets de (y).

Montrer que l’intersection du cercle circonscrit au
triangle ABC avec () contient un point D distinct de
A,B,C.

Préciser les coordonnées de D.

3 = Soit 7 un réel non nul et Q(X) le polynome défini
ar :
b 3 2 k2 k2
0X)=X"—3rX"—35X+—.
r r
a) Déterminer le signe du produit Q(0)Q(r).
En déduire que Q(X) admet trois racines réelles deux a

deux distinctes et non nulles notées ry, r,, et r3.

b) Soit Ry, R, et Rz les points de (y) d’abscisses res-
pectives ry, rp et rs.
Démontrer que le triangle R R, R3 est équilatéral.

4 = Donner une construction géométrique permettant
d’obtenir tous les triangles équilatéraux dont les som-
mets appartiennent a ().

@@ Conseils
1) b) Ecrire les équations de deux hauteurs.
2) b) Utiliser les relations entre coefficients et ra-
cines.
2) ¢) Ecrire I’équation du cercle, sans rompre la
symétrie entre A, B, C.
3) b) Utiliser encore les relations entre coefficients
et racines.
4) Pour r fixé, comment construire le triangle équi-
latéral associé ?

& ctablissement de I'orbite

d’une étoile double
Préliminaire
Soit (E) une ellipse. Etudier le lieu du milieu d’une
corde parallele a une droite donnée. Que dire si cette
corde est parallele a un axe de I’ellipse ?

Un peu d’astronomie

Une étoile double est un systtme de deux étoiles
proches, qui gravitent autour de leur centre de gra-
vité. Par un changement de référentiel, on peut consi-
dérer que I'une des deux étoiles, 2, est fixe et que la
deuxieme, 3/, parcourt une ellipse () dont 'un des
foyers est 2. On note ) le centre de I’ellipse (£), et I1
son plan.
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Depuis la Terre, cette orbite est vue en perspective, ce
qui ne permet pas de mesurer directement ses différents
parametres. L’image de 1’orbite dans un téléscope ter-
restre est I'image (E) de I’ellipse (£) par la projection
orthogonale p sur un plan (P) perpendiculaire a la di-
rection Terre-Etoile. On note S, S’ les projetés respectifs
des points 2, 3’. On désigne par A la droite intersection
des plans P et II.

Doc. 1

Une série de photographies sur une période de révo-
lution donne la figure ci-dessous, ou S est I’'image de
I’étoile fixe X et (E) celle de I’orbite de 3/ (1’échelle est
de 1 cm pour 1 seconde d’arc, angle vu depuis la Terre) :

Doc. 2

Toutes les constructions demandées dans le probleme
concernent cette figure, que I’on reproduira avec soin
(dans un concours, elle serait donnée en document an-
nexe).

1 = Montrer que (E) est encore une ellipse. Le point S
est-il un foyer de (E) ?

2 = Montrer que le centre de (E) est le point O, image
de (2 par la projection p. Proposer une méthode de
construction géométrique du point O. Construire les
images par p des axes de I’ellipse (£).

3 = Déduire des constructions précédentes une valeur
approchée de I’excentricité e de ’ellipse ().

4 = Montrer que I’on peut alors construire point par
point I’image (C) du cercle principal (I") de I’ellipse
(&) par la projection p. Quelle est la nature de la courbe
)?

5 = En cherchant les cercles de centre O tangents a (C)
(ce n’est pas une construction géométrique rigoureuse,
mais seulement approchée), déterminer la droite passant
par O et parallele a A.

En déduire une valeur approchée du demi-grand axe a
de I’ellipse (£), puis de son demi-petit axe b et de sa
demi-distance focale c.

6 = Construire la perpendiculaire a A passant par O. En
déduire une valeur approchée de 1’angle i des plans P
et I1.

7 = On désigne par a une mesure de 1’angle des droites
A et (2), et B une mesure de I’angle des droites A et
(OS). Montrer que :

tan 8 = tan & cosi.

En déduire une valeur approchée de I’angle .

8 = Représenter 1’orbite (£) dans son plan, en faisant
figurer la droite passant par 3, et parallele a A (appelée
ligne des nceuds).

@@ Conseils
Une ellipse est I'image d’un cercle par une affinité.
2) Utiliser le résultat de la question préliminaire.
3) Si une projection ne conserve pas les longueurs,
elle conserve les rapports de longueur.
4) Encore une affinité...
6) et 7) Utiliser des projections.

Les théoréemes de Pappus
et de Pascal

Ce probleéme a pour but la démonstration des théorémes
de Pappus et de Pascal.
A cette fin, nous manipulerons des équations de courbes

sous une forme simplifiée, avec un minimum de coor-
données analytiques.
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On appelle polynome des variables X, Y une application
A de N x N dans R, qui a (n, m) associe A(n,m) = ay,y,,
et telle que {(n, m); a,,, # 0} est fini. On note alors :

AX,Y) = Z A X" Y.
(n,m)
Le polyndme nul est la fonction nulle.

Si un polyndme A est non nul, on appelle degré de A
I’entier :
d=max{n+m; ay, #0}.

On associe a tout polyndme A des variables X,Y la
fonction polyndme, notée également A :

A:R*—R

(x,y) — Alx, y).
Par exemple : X?Y — 3XY? est un polynome des va-
riables X, Y.

La fonction polyndme associée est définie par :
Ax,y) = x%y — 3xy’.

On identifie, pour simplifier le langage, polyndme et
fonction polyndome.

Si xg est fixé, la fonction (y — A(xg, y)) est une fonc-
tion polyndme de la variable y.

De méme si on fixe yy.

- =
i,J).
On appelle courbe algébrique définie par le polyndme
A I’ensemble des points M (x,y) tels que A(x,y) = 0.
Cette courbe est notée A.

Le plan est muni d’un repere orthonormé (O,

Ainsi, ladroited = x — y+2, le cercle C = 2()(2 + yz),
le couple de droites A = (x —y —4)(x +2y+5) sont des
courbes algébriques. Une conique est une courbe algé-
brique définie par un polyndéme de degré 2.

1 = Montrer que les droites d,, d> et ds sont paralleles
ou concourantes si, et seulement s’il existe trois réels
non tous nuls A, Ay et Az tels que A dy+Ardr+A3d; = 0.

2 = Montrer que les droites d; et d, sont paralleles ou
perpendiculaires si, et seulement s’il existe deux réels
non tous nuls A; et A, tels que Aldlz+)\2d22 soit un cercle.

3 = a) Montrer que, si C est un polyndme de degré
n > 0, et d une droite dont n + 1 points appartiennent a
C, alors d est contenue dans C.

b) Montrer que la droite d est contenue dans la courbe
C si, et seulement s’il existe une courbe algébrique A
telle que C = dA.

¢) Ce résultat est-il encore exact si une courbe algé-
brique quelconque est substituée a d ?
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4 = Soit d; et d; deux droites sécantes en un point P et
C une courbe algébrique.

Montrer que C est tangente a d, en P si, et seulement
s’il existe un réel A et un polynéme A tels que :

C = A} + dyA.

5 = Soit (dy,d,) et (d3,ds) deux couples de droites sé-
cantes définissant les quatre points A, B, C et D.

Montrer que les coniques passant par ces quatre points
sont les courbes :

C = Mddy + ,LLd3d4 (A, JIAS R)
6 = a) On donne deux droites d; et d, se coupant en
un point A. Montrer qu’une droite d passe par A si, et

seulement s’il existe deux réels non tous deux nuls A,u
tels que d = Ad, + uds.

b) On donne deux droites d; et d» se coupant en un point
A, et deux droites d3 et dy se coupant en un point B dis-
tinct de A. A chaque droite d = Ad| + ud, passant par
A, on associe la droite d’ = Ads + udy passant par B.

Quelle est la courbe décrite par le point d’intersection
Mdedetd ?

7 = a) C estun cercle, #; et t, deux droites tangentes au
cercle en 7} et T, respectivement.

On note d la droite (7 75).

Montrer qu’il existe A tel que C = Ad” + t11,.

b) Les droites 3, 4 sont deux autres tangentes au cercle
en T3, Ty respectivement.

On note d’ 1a droite (73T%).

On note A, B, C, D les points d’intersection respectifs
de t) etts, t] etty, tr et ity, 1 €t 13.

Montrer que les points A, B, C, D sont cocycliques si,
et seulement si, les droites d,d’ sont perpendiculaires
ou paralleles.

8 = On appelle cubique toute courbe définie par un po-
lyndme de degré 3.

a) Soit I' une cubique, d une droite coupant I" en
A, B, C, d’ une droite coupant I en A’, B',C’.

Les points A, B,C, A’, B’, C’ sont supposés distincts.

On appelle A”,B”,C"” les points ot les droites
(AA"),(BB'),(CC’) recoupent I".

Montrer que A”, B”, C" sont alignés.

b) I',d,d’ étant donnés, combien d’alignements
obtient-on avec ce théoréme ?

¢) Le théoréeme de Pappus

On consideére trois droites distinctes 81, 6, et 5.
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Deux droites d et d’ rencontrent ces trois droites en
A,B,Cet B',C’, A respectivement.

On appelle A”, B”,C" les points d’intersection respec-
tifs de (AA”) et §,,(BB’) et 83, (CC') et 8.

Montrer que les points A”, B” et C” sont alignés.

9 m Le théoréme de Pascal

On considere une conique C non réduite a I’ensemble
vide, un point, une ou deux droites.

My, My, M3, M4, Ms et Mg sont six points distincts de
cette conique.

On note /,J,K les points d’intersection respectifs
de (M1 M>) et (MyMs),(MyM3) et (MsMg),(M3My) et
(MsM,y).

Montrer que les points 7, J, K sont alignés.

@@ Conseils
1) Noterd; = u1x+v1y+h;;dy = upx+vay+hy;
ds = u3x + v3y + hj3 et regarder le systeme :

d =0
dy =
dy =0

2) Mémes notations...

3) a) Choisir un repere tel que la droite d soit I’axe
x'x):d=y.

b) Idem.

4) Choisir votre repere...

5) Méme conseil pour commencer.

Puis considérer une conique :

K = ax® +by* + 2cxy + dx + ey

passant par les quatre points.

Et chercher A,u tels que : C = Ad d, + udsds.

Ne pas oublier la réciproque.

6) b) Les coordonnées de M vérifient le systeme...
7) a) Utiliser la question 5) et regarder le degré de
A.

7) b) Utiliser 7) a) pour exprimer C, puis 5) pour
écrire I’équation générale d’une conique passant
par les quatre points. A quelle condition une telle
conique est-elle un cercle ? La question 2) peut
vous aider...

8) a) Considérer le polyndme Q = I — Aabc ou A
est tel que Q(P) = 0, avec P le point d’intersec-
tionde d et d’.

Puis utiliser la question 3).

¢) Utiliser la cubique 6,6,03.

9) Considérer la cubique I = C6, avec 0 la droite
(IK).

Puis appliquer la question 8) a).

Cone de révolution contenant
une ellipse

Donner la nature du lieu des sommets des cOnes de ré-

7

volution contenant une ellipse d’excentricité

@@ Conseil
Quel est le lien entre le sommet du cone et le grand
axe de I’ellipse ?

€I Ensemble de normales
a une surface

Soit § la surface d’équation cartésienne z = ArctanX.

X
Trouver I’équation de I’ensemble des normales a S aux
points de I’axe (Ox).

@@ Conseil
Ecrire ’équation implicite de la surface S pour
trouver une expression simple du vecteur normal
en un point.

€D une surface de révolution

Equation de la surface de révolution d’axe D d’équa-
tions x = y et z = 0 et de directice la courbe C d’équa-
tions xy = letz = 0.

@@ Conseil
Deviner I’allure géométrique de cette surface. Puis,
se placer dans un repere adapté.
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b 0 R R

@ Pour s’entrainer

1 = a) La tangente a la courbe E au point d’abscisse x
a pour équation :

y=e%x +e" —e"

X0-

Nous en déduisons : p = ¢(m) = m(1 — In(m)).

b) De méme, la tangente a la courbe L au point d’abs-
cisse xo a pour équation :

=" 1 +In(xp).
X0

p = ¢(m)=—1—In(m).
¢) Etudions la fonction ¢ — ¢ sur R**.
z(m) = o(m) — Yy(m) = m(1 — In(m)) + 1 + In(m).
Cette fonction est de classe €% sur R**.

D’ou :

m 0 1 2 +00
Z//(m) _ _ _ _ _

Z'(m) \
z(m) / \

— o0 —00

La fonction ¢ — ¢ s’annule deux fois sur R**.

Il existe donc deux tangentes communes aux courbes E
et L.

Or, les fonctions qui définissent ces graphes sont réci-
proques I’une de I’autre.

Les graphes sont symétriques par rapport a la droite
d’équation y = x.
On peut conjecturer qu’il en est de méme de ces tan-

gentes car le symétrique de 1’'une sera encore tangente
aux deux courbes. La vérification en est tres simple.

Soit m tel que ¢(m) — p(m) = 0. Alors :
m —mlIn(m) + 1 +1In(m) = 0.

1
Donc : —(m — mIn(m) + 1 + In(m)) = 0.
m

Soit:l+ln<l>+i—iln<l> = 0.
m m m m

1 . . .
Le réel — est donc aussi solution. Deux droites symé-

m
triques par rapport a la droite d’équation y = x ont leurs
pentes inverses I’une de I’autre.
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2 = a) Soit D une droite passant par /, distincte de D,
et D, car si D est ’'une de ces droites, le résultat est
immédiat.

Notons K (xo, yp) un point de D distinct de /.

L’équation aD(xg, yo) + BDa(x0,y9) = 0 comporte
deux inconnues «, B et les coefficients D;(xg, yo),
D> (xg, yo) sont non nuls. Elle admet des solutions non
nulles. Vérifier que, si («, B) est I’'une de ces solutions,
I’ensemble d’équation awD; + D> est bien une droite.
Le coefficient de x ou celui de y est non nul.

Réciproquement, si a et B sont deux réels tels que
I’équation @D + 3 D, soit celle d’une droite, cette droite
passe par /.

b) Si J est sur Dy, L’équation de D; convient.
Sinon, on cherche « et S tels que :
aD\(x;,y;)+ BDa(xy,y,) = 0.
Puisque Dj(xy, y;) # 0, on peut supposer que : B = 1.
On obtient :
Dy (x;,y1)Di(x,y) — Di(X;,ys)Da(x,y) =0

3 = Les trois plans sont sécants en /.

Vous savez depuis le college que I’ensemble des centres
des cercles du plan tangents a deux droites sécantes don-
nées est la réunion des deux bissectrices de ces droites.

De méme, si un point est équidistant des trois plans, il
appartient au plan bissecteur de P et Q, et au plan bis-
secteur de P et R. Réciproquement, tout point appar-
tenant a ces plans bissecteurs est équidistant des trois
plans P, Q et R. Il est donc le centre d’une sphere tan-
gente aux trois plans.

Déterminons une équation des plans B, B bissecteurs
de Pet Q.

MeB| B
x+y—z—1] [2x+y+3z—6|
V3 V14

— x+y—z—1?=3(-2x+y+3z—6)
<~ [\/ﬁ(x+y—z—1)+\/§(—2x+y+z—6)}

[m(x"'J’*Z*1)*\/5(*2x+y+z—6)} —0.
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Les deux plans bissecteurs 3, B’ ont pour équations :
BV14x+y—z—1D+V3(-2x+y+7—6) = 0.
B'V1dx+y—z—1)—V3(—2x+y+z—6) =0.

Déterminons une équation des plans C,C’ bissecteurs de
PetR.

MeclJc
x+y—z—1] [2x -3y —z—5]

V3 V14
— l4(x+y—z—-12=32x -3y —z-5)>

Les deux plans bissecteurs C,C’ ont pour équations :
CV14(x+y—z—1)+V32x =3y —z—5)=0.
C'V1d(x+y—z—1)—V32x -3y —z—5)=0.

Le point / d’intersection de P, Q et R appartient aux
plans B, B’, C, C'. Ces plans sont sécants.

Les spheres de 1’espace tangentes aux plans P, Q et R
sont les spheres centrées sur 1’une des droites 3 ﬂC,

B ﬂ c', B ﬂ CetB ﬂ C et tangentes au plan P.

4 = a) Montrons que la propriété est vraie lorsque C est
le cercle trigonométrique.

Elle sera alors vraie pour tout cercle.

Nous pouvons aussi choisir pour M le point d’affixe 1.

Pour i dans [[1,4]], les points M; ont pour affixe el
avec q; réels.

La droite (M; M) (i # j) a pour équation :
itaj
x —cos(a;) —sin <%)
it+a;
y —sin(a;)  cos (u)
2
Soit :

i +a; : itaj i —4aj
X cOs (a 2a’)+ysm(a 2a’)—cos (a 2a,> =0.

La distance de M a cette droite est donc :

cos (%) — cos (a,- 2“/‘)'.

= 2|sin(a;) sin(a;)|

dij =

Finalement :
d(M., (M M))d(M,(M3My)) = 4 |TT7_, sin(a;)|
=d(M,(MM3))d(M,(M>My)).
b) Soit 2n + 1 points distincts sur le cercle,
My, -, My, M.

Le calcul précédent permet d’affirmer que le produit
H?;Old(M, M1 M>;42)) ne dépend pas de 1’ordre dans
lequel les points sont numérotés.

5 = Supposons qu’un tel vecteur v existe. Alors :
(a,b,v) = (b,v,a) = (bAv).a = (v,a,b) = —(aAv).b.
Nous obtenons la condition nécessaire : a.d = —b.c.
Réciproquement, supposons cette condition vérifiée.

Pour commencer, cherchons les solutions de 1’équation :
alNv=c.

La famille (a, ¢, a A c¢) est une base orthogonale de E.

Le vecteur v = aa + Bc + ya A c est solution de cette
équation si, et seulement si :

B=0;

1
Notons w = —T—dAC.
| all

L’ensemble des solutions de I’équation a A v = c¢ est
I’ensemble des vecteurs de la forme v = w + aa, avec
« réel.

1
Y=
| al?

Un tel vecteur est solution de I’équation b A v = d si, et
seulement si :

bANw+abNa=d.
Les vecteurs a et b sont linéairement indépendants,
donc b Aa # 0.
Il existe un réel « solution si, et seulement si, les vec-

teursd — b A\ w et b A a sont liés.

Cette condition équivaut a d — b A w orthogonal a a et
ab.Or:
d—-—bNANw)a=da—(bANw)a=d.a— (w,a,b)

=d.a+cb=0
d—bAw)b=d.b— (b,w,b)=0.
La condition a.d = —b.c est une condition nécessaire

et suffisante pour qu’il existe un vecteur v satisfaisant
les égalités souhaitées. Losque la condition est vérifiée,
ce vecteur est unique.

6m a)
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Chacun des angles intérieurs du pentagone régulier me-
6T

sure ——.

5
De nombreux triangles sont isoceles, ainsi ABE (deux
cotés égaux), AJ B (deux angles égaux) et BJ I (un axe
de symétrie 9).
Considérons 1J B.

La formule rappelée en cours, dans un triangle ABC,

a c
1 i lles : = =
avec les notatlon's usuelles S A B SnC
donne, dans ce triangle :
1Jj  BJ A AJ+1J
2w 4w 4w T 21T+, 417
sin — sin — sin — sin — + sin —
5 5 5 5 5
. Al
T 2 i 4’
sin — + sin —
5 5
D’ou
. 2w
Al sin —
— =1+ S .
AJ . 4w
sin —
1 > 2
b)u=1+ — Il est classique de calculer cos ?Tr
2 cos 5

en factorisant z° — 1.

La calculatrice donne :

s'nzw

in ——

P I L NP
. 4w V5 -1
S]n?

Donc :
u? =9+4vV5=9+4(u —2).

L’équation cherchée est :
u> —4u—1=0.

(2 ) Point de Gergonne d‘un triangle

1 = Supposons que les droites (AA’), (BB') et (CC')
soient concourantes en un point G. Comme G € (AA’),
G est un barycentre de A et A’, c’est-d-dire qu’il
existe un réel x tel que G est le barycentre de
{(A,x),(B,),(C,a")}.

De méme, il existe deux réels y et z tels que G est le
barycentre de (A, 8'), (B, y) et (C, B) et le barycentre
de (A,7), (B,y") et(C,2).

Ces coefficients sont proportionnels :

X a d X a a’
! 0/
On en déduit : x = a,BB
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Réciproquement, cette relation implique que les bary-
centres des systemes :

((A, %), (B, a),(C, a’)>, ((A,ﬁ'), (B, %), (C,B))

a/
t (4.7, B,y (C. B2 t confond
et [ (A,y),(B,y),( ,F) sont confondus.
Ce point étant un barycentre de A, A", de
B,B’ et de C,C’, il appartient aux trois droites

(AA"),(BB'),(CC"), qui sont donc concourantes.

2 = Par symétrie, AB’ = AC' = a;, BC' = BA' = b,
etCA' =CB’ =c;.

Ona: . .

C]A,B +b1A/C =0 5
A’ est donc barycentre de {(B, c), (C, b))}, ¢’est-a-dire
avec les notations de la question 1) : & = ¢y, a =b.

Deméme: B =a;,B =ciety=by,y =a.
En définitive, aBy = o'B'y = aibic; : les droites
(AA"),(BB') et (CC’) sont concourantes en un point G.

D’apres les résultats de la question 1), G est le bary-
centre du systeme ((A, bicy), (B, c1a,),(C,ab)). Cal-
culons ces coefficients en fonction des cotés a, b, c du
triangle ; on a le systeme :

bi+ci=a
c1+a =0 .
a1+b1:c
D’ou :
—a+b+c a—b+c a+b—c
alziz 5 bl:iz o Clziz

En définitive, le point G (appelé point de Gergonne du
triangle) est le barycentre du systeme :

((A, (a—b+c)a+b—0)),
(B,(a+b —c)(—a+b+0c)),
(C,(—a+b+c)a— b+c)))
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@ Le théoreme de Desargues

1 = Premiere méthode

Si les droites d;,d,,d; n’étaient pas coplanaires, les
plans (ABC) et (A’ B’C’) seraient parallles et le résul-
tat immédiat.

Doc. 1

Ce n’est pas le cas. Nous allons donc nous y ramener.

Considérons un vecteur u qui n’appartient pas a la di-
rection du plan contenant dy, d, ds.

0OA’
Notons A; = A+ u ; A} = A’ + A% avec: A = —

Alors :

_— —_— RN

OA! = OA + AW = \OA + AW = \OA,.
Les points O, A; et A} sont alignés. Nommons § la
droite (O A)).

Les droites (AB) et (A’B’) sont paralléles, ainsi que
(AA;) et (A'A/]).

Les plans (AA|B) et (A’ A| B') sont donc paralléles.

Ils rencontrent donc le plan (J,d,) suivant des droites
paralleles (A B) et (A} B').

Les plans (A;BC) et (A|B’C’) sont aussi paralleles,
d’ot le parallélisme des droites (A;C) et (A C").

La projection conserve le parallélisme.

Projetons sur le plan (d;, d,) parallelement a la droite
vectorielle engendrée par u’.

Les droites (AC) et (A’C") sont paralleles.

Deuxiéme méthode

Le théoreme de Thalés donne :
0OA’ ocC’ OB’

Et réciproquement, les droites (AC) et (A’C’) sont pa-
ralleles.

2 = Premiére méthode

v/ | o/
AT

En prenant un vecteur # n’appartenant pas au plan

(d,, d») et en considérant :
Al=A+W; Al=A+7; 6=(AA),
Montrer le résultat souhaité.

Deuxieme méthode

Considérer une troisiéme droite (A”B”) parallele a
(AB), rencontrant d; en A” et d, en B”, ainsi qu’une
droite (B”C") parallele a (BC), rencontrant d3 en C”.

Puis utiliser le théoreme de Thales. Tout roule !

@ Paraboloide hyperbolique

1 = Un plan parallele a (y Oz) a pour équation x = Xxo.
L’intersection avec S est donc la droite représentée par
les équations :

X = X0, Z = Xpy +y + Xo.
C’est-a-dire, parametriquement :

X =X0; y=A; 7 = x0 + A(1 + xp).
C’est la droite passant par le point Ay(xo, 0, xo) et diri-
gée par le vecteur i(0, 1, 1 + xq).

De méme, un plan parallele a (zOx) a pour équation
y = Yo-

L’intersection avec S est donc la droite représentée par
les équations :

y=DYo; Z = YoX + X + Yo.
C’est-a-dire, parametriquement :
x =2 y=Y0; z = Yo+ A(l + yo).

C’est la droite passant par le point By(0, yo, yo) et diri-
gée par le vecteur v(1,0, 1 + yg).
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2 = Soit My(xg, yo,z0) un point de S; cherchons un
vecteur ' = (a, b, c) tel que pour tout réel k, le point
M = M+ ki, de coordonnées (x +ka, yo +kb, zo +kc)
appartienne a S :
Vk € R zo+kc = (xo+ka)(yo+kb)+xo+ka+y)+kb
ce qui équivaut a :
Vk € R
abk® +(ayo+bxo+a+b—c)k+xoyo+xo+yo—20 =0
Pour que ce polyndome en k soit nul pour tout k, il faut
et il suffit que tous ses coefficients soient nuls :
ab=0
ayo+bxo+a+b—c=0 .
Xoyo+xo+yo— 20 =0
(La derniere égalité traduit le fait que My € S.)

On obtient donc :

a=0 ou b=0
b(xop+1)—c=0 alyo+1)—c=0"
Il existe donc deux droites distinctes passant par M, et
contenues dans S : elles sont respectivement dirigées par
les vecteurs ] = (0, 1, x¢ + 1) ety = (1,0, yo + 1).

3 = a) Effectuons le changement de repere :

X 1 1 0 x' —1
y |=[1 -1 0 yol+ -1
z 0 0 1 7' —1
Soit :
x=x"+y —1
y=x'—y -1
!
z=2 —1

b) L’équation de S dans le nouveau repere est :
—1=u"+y =D =y = D+x"+y —1+x' -y —1
soit : 7/ = x> —y"? (S est un paraboloide hyperbolique).
¢) L'intersection de S avec un plan parallele a (y'0z’) a
pour équations :

! /
3¢ =35
, ” 0 ,2 :c’estune parabole.
==y +x

=

N

Ry
Ay

=
;:i:" <>
N

\

2

\ﬁ\\\\\
SN
)\
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L’intersection de S avec un plan parallele a (z'Ox’) a
pour équations :

I
, Y ” Y0 2 :c’est également une parabole.
Z =x"+Yy 0

L’intersection de S avec un plan parallele a (x’Oy’) a
pour équations :

7 =z
2 .
x/2 _ y/ _ Z(/)

Pour z, # 0, c’est une hyperbole équilatére; pour
7y = 0, ¢’est la réunion des deux axes Ox’ et Oy’.

i 1
il
it 17
it 7
i \‘\\"\%‘{5‘%‘{/
fiidiieZ~
iz
e

=
i
7 %‘,“q
‘

!

| 7
il "’I"”’
i 4&1‘#&5’;’1”””’
;;,WV,”’”
4

4 I

i
i
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Intersection d'un tétraédre

et d’un plan
1 = [ est barycentre du systeme {(A, 1), (B, 1),(C, 1)},
donc :
— 1l — —
Ci=z <CA+CB).
A
B
! D
C

De méme, puisque K est barycentre du systeme

{(D, 1), (A, 1), (B, 1)} :

Nous en déduisons :
— —— = = 1 —
IK=DK+CD—CI = §CD.
Les droites (I K) et (C D) sont paralleles.

2 = Nous démontrerions de maniére analogue que les
droites (1 J) et (AD) sont paralleles.

Le plan affine IT admet pour plan vectoriel associé le
— —

plan Vect(IK,1J).

Le plan affine (AC D) admet pour plan vectoriel associé

—_— —

le plan Vect(C D, AD).

Les deux plans vectoriels coincident, les plans affines

sont paralleles.

3 = Le point J appartient aux deux plans. La droite pas-
sant par J et dirigée par TK est contenue dans chacun
de ces plans car le vecteur TK est un vecteur directeur
de chacun des deux plans.

Les plans sont distincts. Leur intersection est donc la
—
droite passant par J et dirigée par / K.

4 = Le plan II est parallele au plan (AC D). Il rencontre
le plan (BC D) suivant la droite passant par J et paral-
lele a (DC), le plan (A BC) suivant la droite passant par
I et parallele a (AC) et le plan (A B D) suivant la droite
passant par K et parallele a (AD).

5 = 7 est barycentre du systeme {(A4, 1), (B, 1), (C, 1)}.
J est barycentre du systeme {(B, 1), (C, 1),(D, 1)}.

K est barycentre du systeme {(D, 1), (A, 1),(B, 1)}.

Donc le point G, isobarycentre des points 7, J, K est
barycentre du systeme {(A4, 2), (B, 3),(C,2),(D,2)}.

G est donc barycentre de (B, 3) et de I’isobarycentre L
de A,C,D.

11 appartient a la droite (BL).

(6 ) Quadrilatére tangent
a une sphére

1 = Les points My, --, M, sont coplanaires si, et
seulement si, I’un d’entre eux est barycentre des trois
autres.

Si le point M, est barycentre de (M, u), (M3, v), (M3, w)),
alors il est barycentre de :

((A, uxy + vxy + wxz), (B, uy; + vys + wys),

(C,uz; + vz + wz3), (D, ut; + vt + wt3))).
Or M, est barycentre de :

((A, x4), (Bys),(C,z4),(D, 1s)).
Donc, si M,y est barycentre de My, M,, M3, la derniere

X1 e X4
4 . yroo Ya g
colonne du déterminant est combi-
Zl oo Z4
oo 17

naison linéaire des autres. Ce déterminant est nul.
Réciproquement, si le déterminant est nul, une de ses
colonnes est combinaison linéaire des autres.
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Le point correspondant est barycentre des trois autres.
Les quatre points sont alors coplanaires.

2 = Soit M un point de coordonnées barycentriques
*,y,z,1).
Notons / le centre de la sphere et R son rayon.
—
M appartient a (S) si, et seulement si : / M?> = R>.

Or:

== X = y ==
IM = IA+ IB
X+y+z+t X+y+z+t
Z — t —

ot s
X+y+z+t X+y+z+t

Soit :
— — — —\2 22
(xIA+yIB+zIC+tID) —(x+y+z+0°R%
Puis :
X2 (ﬁiz - R2) +y? (1_13)2 . Rz) +2 (I_)C2 - R2)
207732 2 TATD 2
+2(ID? — R?) + 2xy (IA.IB—R ) 4. =0.
Une équation barycentrique de S est donc de la forme :
ax®> +by? + cz> +dt® + 2exy + 2 fxz + 2gxt
+2hyz +2iyt +2jzt = 0.
3 = La droite (AB) est I’ensemble des points M de co-

ordonnées barycentriques (x, y,0,0) avec x + y # 0.

L’équation donnant les coordonnées barycentriques
(x,,0,0) des points d’intersection de (AB) et de S est :

ax* + by? + 2exy = 0. (%)
. o . X
Puisque (x, y) # 0, en considérant soit X, soit —, nous
X y

pouvons dire que la droite (AB) est tangente a S si, et
seulement si, I’équation at> +2et+b = 0 ou I’équation
bt* + 2et + a = 0 admet une solution double.

Nous obtenons la condition : e? = ab.

Cette condition est satisfaite si, et seulement s’il existe
a et B réels tels que :
a=a; bh=p; e =ap.
L’équation (*) devient alors :
(ax + By)* = 0.
Le point de tangence 7} a pour coordonnées barycen-
triques (—f3, , 0, 0).

4 = En procédant de méme avec la droite (BC), nous

trouvons : 5
c = '}’ 5 TZ(O, _'}’,B,O)~

Avec (CD) :d = 6%; T3(0,0,—8, 7).
Avec (DA) : T4(—6,0,0, ).
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-8 0 0 -o
a —y 0 0
0 B -6 0
0 0 Y a

Les quatre points de tangence sont coplanaires.

Le déterminant est nul.

5 = La forme générale de I’équation établie a la fin de
la question 2) n’est pas spécifique d’une sphere.

Nous avons montré plus généralement que, si un quadri-
latere de I’espace est tangent a une surface dont 1’équa-
tion barycentrique est de cette forme, les points de tan-
gence sont coplanaires.

Une telle surface est appelée une quadrique de [’espace.

(7 ) Des distances dans I'espace

1 = Notons Ay, u; (respectivement A», 1) un point et
un vecteur directeur de d; (respectivement d).

= = sz e . Z
Les vecteurs u; et u, sont linéairement 1ndependants.
Si une droite perpendiculaire commune a d; et d, existe,
elle est dirigée par u] A u3.
De plus, elle est alors contenue dans le plan défini par
Ap,ul, ui Atz
Elle est aussi contenue dans le plan défini par
VSRR
Ces plans ne sont pas paralleles car les vecteurs
—_ = = — o g c 14
ui,uy,u; A up sont linéairement indépendants.
Leur intersection est une droite 6 perpendiculaire a d,
et dp car dirigée par u_f A 172
Cette droite est la perpendiculaire commune a d; et ds.

2 = La droite 6 rencontre d; en B et d; en C.

Notons O le milieu de [B, C] et prenons pour axe (Oz)
la droite (BC).

Le plan passant par O et perpendiculaire a (BC) est di-
rigé par uj et u.

Les droites d, et d, se projettent en d| et dj sur le plan
passant par O et perpendiculaire a (BC).

Les droites d] et d5 sont dirigées respectivement par uy
et u5. Elles ne sont donc pas paralléles.

Prenons pour axes (Ox) et (Oy) les bissectrices des
droites d; et d5. Construisons, avec ces axes un repere
orthonormé.

Dans ce repere, la droite d; a une équation de la forme :
y=px ’

avec h et p réels et p # 0. Quitte a permuter les axes,
nous pouvons supposer p > 0. La droite d, a pour équa-

tion :
ion { f—_h
y=-—px

Les plans d’équation z = h et y = px sont perpendicu-
laires.
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Par conséquent, pour un point M(x,y,z) :

2 _ 2 v —px)*
dM.d)* = @ =)+ =5
(y + px)?
d(M,d,)* = hy? + 222
(M. )" = @+ + =

Posons, pour simplifier : p = tan 6, avec 6 dans ] 0, g [
Alors : d(M,dy)? + kd(M,d,)* = a équivaut a :

(z — h)* +(y — x tan 0) cos® 0 + k(z + h)*
+ k(y + x tan 9)2 cos’ 0 = a.
Soit a :
(1+k)z% + (1 + k) sin® x% + (1 + k) cos” Oy>
+(k — Dxysin20 + 2h(k — Dz +h> —a = 0.
Si k = —1, I’équation se réduit a :
—2xysin26 — 4hz +h* —a = 0.
sin 26 n’est pas nul.

Nous obtenons, dans tous les cas, I’équation d’une qua-
drique.

La matrice associée a la forme bilinéaire est :

(1+k)sin’ 0
M=\ k—1

sin 26 0

sin28 (1 +k)cos’ 6 0
0 0 (1+k)
Son déterminant est :
A = k(k + 1) sin®(26).
Si k(k + 1) > 0, la quadrique est de type ellipsoide.

Si k(k + 1) < 0, la quadrique est de type hyperboloide
ou cone elliptique.

Si k(k + 1) = 0, la quadrique est de type paraboloide ou
cylindre.

Cercle, projection
et perpendiculaires

1= a)

YA

d M
A

¥ ol 7 p >
©

y/
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Les coordonnées de P et Q sont :
P(acos(u),0); Q(0, a sin(u)).

L’équation de la droite (P Q), lorsque u # 0 (mod%) ,

est: x y =0

acos(u) asin(u) B

Un vecteur normal a cette droite est le vecteur
—, .
n (sin(u), cos(u)).

Le point H(xp, yg) est le projeté orthogonal de O sur
la droite (P Q) si, et seulement si :

H e (PQ)
S, _
JAeR OH =An

Ce qui équivaut a :

JA € R xg = Asin(u), yg = Acos(u)

A 1
a <tan(u) " tan(u)> =1

Nous obtenons : H (% sin(2u) sin(u), % sin(2u) cos(u)).

Lorsque u = 0 (mod%), on peut dire que H esten O,
ce qui correspond au résultat du calcul.

b) La tangente en M au cercle C est normale au vecteur
(cos(u), sin(u)).

Son équation est :
cos(u)(x — acos(u)) + sin(u)(y — a sin(u)) = 0.
Soit : x cos(u) + y sin(u) —a = 0.

Lorsque u # 0 (modg), elle coupe les axes en

a a
v <cos(u)’0> etV <O’ sin(u))'

Le point W a pour coordonnées L, _L .
cos(u) sin(u)

Les points O, H, W sont alignés.

YA K
. W

Doc. 2
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2 = a) La tangente a R en W est dirigée par le vecteur :
( sin(u) cos(u))
cos?(u)”  sin*(u)/

Lorsque u # 0 (modﬂ), la perpendiculaire a cette tan-

gente passant par O est donc la droite passant par O et
dirigée par le vecteur :

(cos(u) sin(u) )
sin®(u)” cos?(u) )

Elle a pour équation : y = tan’(u)x.

En déduire les coordonnées de I(a cos®(u),a sin’(u)),
vérifiées également lorsque u = 0 (modg .

b) Calculons IM. Ce vecteur a pour coordonnées
(a cos(u) sin®(u), a cos(u) sin(u)).

Il est colinéaire au vecteur 7” de la premiére question.

Les droites (P Q) et (I M) sont perpendiculaires.

@ Suite de cercles
1=

YA

(0,1) ‘
y.ONS

(0,0 a x

Notons '/, "’ les rayons des cercles C’, C” .

On sait que deux cercles sont tangents extérieurement
si, et seulement si, la distance de leurs centres est la
somme de leurs rayons.

Avec C et C', nous obtenons :
a+@' — 1) =1+

Soit : a® = 4r'.
Avec C et C”, nous obtenons b*> = 4r".
Avec C' et C" : (a — b)* = 4r'r".
Le réel b est donc solution de 1’équation :

b*(a® — 4) + 8ab — 4a®> = 0.
Sia =2, alorsb = 1.

2a

a+2’'2—a’
11 parait clair que, lorsque C et C’ sont fixés, un seul
cercle C” convient.

Sinon, 1’équation admet deux solutions :
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Vérifions-le.

2
Sia > 2, > a est négatif.

2
SiO<a<2,alors2 4

> a.
Cette solution est a exclure.

2a
Nous obtenons b = ¢(a) = ——.
a+?2
a2, a2

Puis:r’:z;r =G

2 = La fonction ¢ est continue et strictement croissante

sur [0, +oo[ car ¢’ (a) = m.

L’intervalle [0, +oo[ est stable par ¢ et nous savons que
b= ¢a)<a.

La suite (a,), est donc positive et décroissante. Elle
converge.

La continuité de ¢ sur [0, +oo[ permet de calculer la li-

mite £ car :
20

2+0)°

L= o) =

La suite (a,), converge vers 0.

Cercle, tangente et lieu de points

Notons 7 le centre du cercle, N un point quelconque de
— 0

ce cercle, ¢ un vecteur directeur de la tangente en N au

cercle C. Nous pouvons choisir :

1(a,0); N (a(1 + cos(e), asin(g)) ;
= (= sin(e), cos(¢)),
avec ¢ € [0, 2.

La tangente en N au cercle admet donc pour équation
paramétrique :

x = a(l + cos(¢)) — Asin(¢p)
y = asin(¢) + A cos(e) (A €R).

Etudions Iintersection de cette tangente avec (y'y).
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Le point d’intersection, lorsqu’il existe, admet pour pa-
rametre A tel que :

Asin(e) = a(l + cos(¢)).

Si ¢ = 1 ou 0, la tangente est verticale. Ce cas ne nous
intéresse pas dans 1’exercice.

Si ¢ # 0et ¢ # m, la tangente en N rencontre 1’axe
(y'y) en le point (0, a cot (%)) obtenu pour la valeur

(2
A= t(—).
a co 2

Considérons alors deux points distincts Ny, Ny du
cercle, de parametres ¢, ¢, dans ]0, [ U 7, 2.

Les tangentes en N;, N, au cercle rencontrent 1’axe
(y'y) en P, Q respectivement.

L’énoncé impose la condition: OQ =20 P.

Cette condition se traduit par : cot (— = 2cot (ﬂ> ,

d’ou : - -
tan (ZL) = 2¢ (—)
an ( 2 ) s

Ces tangentes sont bien définies car % et % sont dans

™ ™
Jo.3[U]3m]:
Notons #; = tan (%) s 1 = tan (%)
1) et t, décrivent R*.

Une équation cartésienne de la tangente en N; au cercle
s’obtient en éliminant A; dans son équation paramé-
trique.
{ x = a(l +cos(¢)) — A; sin(gr)

y = asin(g;) + A cos(er) (A € R).
Nous obtenons :

y sin(¢;) + x cos(¢q) — a(l + cos(¢;)) = 0.

Or:

24 1—12
—_— cos = .
1+1? =3 +17

sin(p1) =
D’ou:
261y +(1 — tH)x —2a = 0.
Une équation cartésienne de la tangente en N, au cercle
est:
26y +(1 — t3)x —2a = 0.
Les coordonnées du point M s’obtiennent en résolvant :
4ty +(1 —4tHx —2a =0
26y +(1 —)x —2a =0
_ 2a _ 3an
T 122 M T e
L’ensemble des points M est donc contenu dans la
courbe définie paramétriquement par :

2a 3at
=— _ = y=_""__ (eR.
YT 1 Y= T2 ¢ )

XM

Recherchons une équation cartésienne de cet ensemble
en éliminant le parametre ¢ .

; 2y
x ne s’annule pasett = ——.
3x

L’élimination de ¢ conduit a 1I’équation :
9x? +8y? = 18ax.

Cette équation est 1’équation d’une ellipse. Mais tous
les points de I’ellipse sont-ils des points M ????

La réciproque doit étre étudiée.
Soit R un point de I’ellipse, distinct de O.

. 2
Son abscisse n’est pas nulle. En posant ¢ = 3&, ses
5

R
coordonnées s’écrivent :

~ 2a ~ 3at

T 1422 R T a2

Mais ¢ doit étre non nul. Le point (2a,0) de ’ellipse
n’est pas un point M.

XR

L’ensemble des points M est donc I’ellipse, privée des
points O et (2a,0).

Précisons cette ellipse.
9(x — a)* + 8y* = 9a°.
Le centre de I’ellipse est le point /(a, 0), son grand axe

est vertical et son petit axe horizontal.

3v2
Ses parametres sont : — ¢ eta.

Avec Maple

> implicit plot(x"2+y"2-4*x,9%x"2+8%x"2-36%x,
x=0..4,y=-3..3) ;

YA
2
M N,
9
V1 1
P

=Y
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Vecteurs unitaires dans |I'espace
faisant entre eux un angle fixe

1 = Considérons les points A, B, C du plan (O, 7, 7)
d’affixes 1, j, j 2 IIs forment un triangle équilatéral.
Notons S le point de coordonnées (0, 0, a) avec a > 0.

SABC est un tétracdre dont les faces SAB, SAC et
SBC sont égales.

Considérons le triangle SAB.
Nous avons : SA = Va2 +1; AB = /3.

Donc :
—_— —

AB?> = SA?+ SB*> — 2SA.SB cos(SA, SB)
—_— —
=2(a®>+ 1)(1 — cos(SA, SB))

— —
Nous allons chercher a pour que les vecteurs SA, SB,
—

SC fassent entre eux des angles de %

a’+1= 3 = 3
21-%2) 2-V2
4+3/2
Dol:a = +2\/_.

[4+3+/2
Le choix de S(0,0, A 2\/_) permet d’obtenir trois

—_— — — .
vecteurs SA, SB,SC faisant entre eux des angles de
T . ..
1 Il suffit ensuite de multiplier ces vecteurs par

2-V2

V3

conviennent.

pour construire trois vecteurs unitaires qui

2 = Faisons varier a de 0 a +oo pour trouver 1’ensemble
des réels « de [0, 7] tels qu’il existe trois vecteurs uni-
taires faisant entre eux des angles de mesure .

1-— COS(CY) = m
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D’ou :
2a% — 1

COS(a) = m

2
= 1
272) croit de —3 a 1 lorsque a

La fonction (a —
2a* +

varie de 0 a +oo.

a 0 +00

1
cos(a) //

1
2

2
Par conséquent, I’ensemble cherché est [O, %T} car la

valeur 0 est atteinte par trois vecteurs unitaires confon-
dus.

(12) Produit vectoriel et équation

. . —_—  —
1 = Si M appartient a (AB),alors MA AN MB = 0 et
MC ANMD #0.

Sia # 0etb = 0, le point M appartient a £. Donc :
(AB) C &.

Siab # 0, le point M n’appartient pas a &£.
. . — =
Si M appartient a (CD),alors MC AN MD = 0 et
—_— =
MAANMB #0.
Sia = 0etb # 0, le point M appartient a £. Donc :
(CD)C €.
Siab # 0, le point M n’appartient pas a &£.
Si M n’appartient ni a (AB), ni a (CD), les vecteurs
_ — —_ —
MANMB et MC A M D sont non nuls et colinéaires.

Les plans (M AB) et (M C D) sont donc confondus.

C’est impossible car les points A, B, C, D ne sont pas
coplanaires.

Par conséquent, dans ce cas, si ab # 0, ’ensemble £ est
vide.

Sia=0eth#£0:(CD)=E.
Sia#0eth=0:(AB) = €.

2 = Supposons A, B, C, D coplanaires.

La condition équivaut a :
— _— — e _— —

a (MA/\(MA+AB)) —b ((MA+A YA (MA + A ))
Soita:

— — — —_— —
MA A (@AB — bCD) = b(AC A A
.
v A

= aAB —bCD ; u = b(

CA ). (*)
— —
Notons AC N AD).
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Nous devons chercher ’ensemble des points M tels
que :

MAANTD =7,

Supposons d’abord ab # 0.
Siuw =7 =0,les points A, B, C, D sont alignés, a et
— — s .
b sont tels que : aAB —bC D = (0 et ’ensemble cherché
est ’ensemble des points de I’espace.
p— — - g .
Si v =0et u # 0, les vecteurs AB et C D sont coli-
L. . — —
néaires, mais pas les vecteurs AC et AD.
Dans ce cas, aucun point M n’est solution.
_— — - - .
Si v #0et u =0, les vecteurs AC et AD sont coli-
L. . — —
néaires, mais pas les vecteurs AB et CD.
Dans ce cas, I’ensemble des solutions est la droite pas-
sant par A et dirigée par v'.
Si v #0etu #0,les vecteurs u et v sont orthogo-
naux car les quatre points sont coplanaires.
—
Onpose # A U = w, et on cherche M A sous la forme
— — —
au +BV+yw.
1
=
v |2

—
onobtient: MA = — W AT +AT, 00 Aestun

réel quelconque.

L’ensemble £ cherché est donc la droite passant par le
1

" |7

point A + U AU et dirigée par V.

. .. . — 4 .
¢ Sib = 0, la condition () devient : MA AN AB = 0. Si
A = B, tout point M convient.

Sinon, ’ensemble & cherché est la droite (A B).
e Sia = 0, la condition (*) devient :
_— s — —_— —
MAANDC =ACANAD.

Si les points A, C, D ne sont pas alignés, les vecteurs
— —
AC, AD sont linéairement indépendants.
Et le point M doit appartenir au plan défini par A, B, C.
Cherchons M sous la forme :

— — —

MA = aAC + BAD.
Alors : —a — B = 1.
D’ou: _ — —

MA = aDC — AD.
Les points M, C, D sont alignés et I’ensemble £ est la
droite (DC).
Si les points A, C, D sont alignés, la condition (*) de-

—_— —

vient: MA A DC = 0.
Si C = D, tout point M convient.
Si C # D, I’ensemble & est la droite (DC).

@ Tétraedre équifacial

T=m

B

L’égalité des aires des triangles ACB et AD B entraine
que CC' = DD'.
2 = Considérons I’expression :
—_— —  — ——
IC.AB+ID.AB =0.
Avec la relation de Chasles :
(IH+HC+CC)AB+(IH+HD+DD").AB =0.
En tenant compte des vecteurs orthogonaux :
— 0 — T, —
HC'.AB+HD'.AB =0.
H est le milieu de [C’, D'].
3 = Les triangles CC'H et DD’ H sont rectangles et :
CC'=DD'; HC' =HD'
D’ou: HC = HD.
Le point H appartient au plan médiateur de [C, D].
La droite (H J) est donc perpendiculaire a (C D).
Elle est la perpendiculaire commune aux droites (C D)

et (AB).

4 = Nous avons montré que la perpendiculaire com-
mune aux droites (AB) et (C D) passe par le milieu /
de [C, D]. H est donc aussi le milieu de [A, B] car les
arétes du tétracdre jouent le méme rdle.

La droite (J H) est axe de symétrie pour le tétraedre.
Donc: AC = BD.Deméme : BC = AD; AB =CD.

Les quatre faces du tétraedre sont égales.
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Le théoréme du papillon

Tm

~

Doc. 1

Notons J le milieu de [M, N].
[— —_— _ = — ——
PMPN = PMPN = (PJ +JM).(PJ +JN)
=PJ>— JM>.
Et Pythagore...
PMPN = PI>—[1J>— JN?>= PI*> — R*.

Lorsque la droite (M N) est tangente a (C) en K, les
points M et N sont confondus en K :

PK = PK>=pPI*— R

2=
y
B 5
N
K Ll x’
T
A
M
Doc. 2

Considérons un repere orthonormé (K, ?, 7) tel que
I’axe des ordonnées soit porté par la droite (AB). No-
tons (0, b) les coordonnées de B et supposons b > 0.

Alors A a pour coordonnées (0, —b) et :
KMKN =KTKS = —b”.
Appelons (xy, yy) les coordonnées de N et cherchons

les coordonnées de M.
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Le point M est caractérisé par :
M e (KN); KMKN = —b*.
Ses coordonnées (x,, yar) sont solutions du systeme :

{ XMYN = XNYM
XNXM + YnYM = —b?

Résoudre et obtenir :

bz)CN beN
s YM = T3 5

Xy = — 0
2 2
Xyt YN

xR
Appelons de méme (x7, yr) les coordonnées de 7'. Les
coordonnées de S s’en déduisent :

bsz beT

XS = =3 2V =
2. 2
X7+ 7

) 2"

X7t Y7
Il reste a contrdler que P et Q ont des ordonnées oppo-
sées.

Le point P est barycentre de (M, ) et (T,1 —t).
Son abscisse est nulle, donc ¢ vérifie :
txy +(1 —t)xy = 0.

Nous en déduisons yp. Et de méme y,.

Avec Maple

> restart:xm :=-b"2%xn/(xn"2+yn"2) ;
ym:=-b"2*yn/(xn"2+yn"2) ;

. b* xn
xm = —W

o b? yn
=T +yn?

> xs:=-b"2*xt/(xt"2+yt"2) ;
ys:=-b"2*yt/(xt"2+yt"2) ;
b? xt
x4yt
byt
X+

X§ 1=

ys =

> yp:=xm/ (xm-xt)*yt-xt*ym/ (xm-xt) ;
b’ xnyt

2
(xn? + yn?) (771) o xt)

xn? + yn?

W= =

xtb* yn
2
(xn? + yn?) (— b xt)

xn? + yn?

+

> yq:=xn/(xn-xs)*ys-xs*yn/ (xn-xs) ;

xn b yt

b*xt
xn+ ——— | (x2 +y2
( xt2+y12> ( )

+

Yq = —

b* xtyn

b? xt
(.Xlz + ytz) (xn + m)
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> simplify(yp) ;

(xn yt — xt yn) b*
b2 xn + xt xn® + xt yn®

> simplify(yq) ;
(xn yt — xt yn) b*
xnxt> + xn yt> + b? xt

Les valeurs obtenues pour yp et yp sont opposées si, et
seulement si :

bsz +xTx,2V +xTy,2v — bzxr — xNx% — xNy% =0 (%)
Or I’équation : b2x+xTx2+xTy2—b2xT —xx% —xy% =0
est celle d’un cercle, cercle qui passe par les points
T,A,B.
C’est le cercle circonscrit a ce triangle.
La condition (*) traduit le fait que les points N, T, A, B
sont cocycliques.

Elle est vérifiée et les points P, Q sont symétriques par
rapport a K.

3 = Considérons un repere d’origine P tel que I’équa-
tion de la conique dans ce repere soit de la forme :

ax*+by’ +cex+dy+e =0,
c’est-a-dire ne contienne pas de terme en xy.

L’énoncé permet alors d’affirmer qu’il existe trois réels
distincs m, m, et m3 tel que, pour tout i dans [[1, 3], la
droite d’équation y = m;x rencontre la conique C en

. . . —_—
deux points M, N tels que le produit scalaire PM PN
soit constant.

L’équation donnant les abscisses des points d’intersec-
tion est :
x2(a + bmiz) +x(c+dm;)+e = 0.

Cette équation doit admettre deux racines xj,x, (donc
a+bm? # 0) telles que :

DN 2 2
PMPN = x1x; + mjx1x, = (1 + m;)x1x,
e
= (1 +m? =A
( ’)a+bm%

Il existe donc un réel A tel que I’équation en m :
m’e+e = aA+bAm®

admet trois racines distinctes m, m, et ms.

Nous pouvons en déduire que le polyndme en m :

m?*(e — bA) + (e — aA) est le polyndme nul.

Dou:e =aA =DbA.

Les points A, A’, B, B’,C,C’ sont supposés distincts.

Donc A n’est pas nul.

Puis a = b.

La conique est un cercle.

Affixes des racines
d’un polynéme

1 = Le point M appartient a I'(€) si, et seulement si :

n n
Z — ag ., . N 1
E m = 0, ce qui équivaut a : E o— = (),
=1 1 % =1 % %
"1
ou encore, en conjuguant, a : E =0.
=1 T M

n

0'(X) my
2= =
V000 ; X —a

tiplicité du pdle a;. Les points Ay, Ay, - - - , A, étant dis-
tincts deux a deux, les poles aj,as,:-- ,a, sont tous
simples, et par conséquent :

ou my est I’ordre de mul-

~ 1
R(X) = .
(X) ; T
b) D’apres la question 1), le point M appartient a I'(E)
si, et seulement si : R(z) = 0, ce qui équivaut a
0'(z) = 0. I'(€) est donc I’ensemble des images dans
le plan complexe des racines du polyndme Q.

¢) Q' est un polyndme de degré n — 1 : il a donc au plus
n — 1 racines distinctes. De plus, comme n — 1 > 1, il
a au moins une racine dans C. Le cardinal de I'(£) est
donc compris entre 1 etn — 1.

d Sin = 2, 0X) = (X — a)X — a), et

Q'(X) = 2X — (a1 + a»). Le polyndome Q a une seule
+

racine : 7 = aird ; ’ensemble I'(€) est le singleton

{I'} ou I désigne le milieu du segment [A; A,].

3 = Soit r une rotation d’angle 6. Si M est le point d’af-
fixe z, le point r(M) a pour affixe e’’z+b ol b est I’affixe
du point 7(O).

M € I'(r(E)) équivauta 0'(z)=0 ou:

n
0'(X) = H(X —¢'%y; — b) . Par conséquent :
k=1

r(M)eL(r€)) <= Q’z+b)=0.

Or  0@E’X+b)=[[e’(X —a) = ™ Q(X). d’on
k=1
en dérivant :

QX +b) =" 0'(X).
D’ou I’équivalence :
0'(e’X +b)=0
c’est-a-dire :
rM) el (r) <« MellE @
On peut alors démontrer la double inclusion :
esiM’ €r(I(&)),ilexiste M € I'(€) tel que :

— Q@) =0,
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M' = r(M).D’apres (1), M’ € I'(r(&)), d’ou:
r(F©) C I'(r©);
esiM’ € I'(r(£)), dapres 1) : r~'(M") € I'(€), d’ob
M er(I€)),dou:
F(r(é')) - r(T(S)).

En définitive :  I'(r(€)) = r (I'(£)).

4 = Si £ est ’ensemble des n sommets d’un polygone

régulier, r(£) = £ ou r est la rotation d’angle il ayant
n

pour centre 1’isobarycentre des points de £. On a alors

r(I(©) = [ (r(©) = I'&).

I'(€) est donc aussi I’ensemble des sommets d’un poly-
gone régulier a n cotés. Comme Card/'(€) < n — 1, ces
points sont confondus et I'(£) est un singleton.

5 = Réciproquement, supposons que I'(£) = {w}. On
aalors Q'(X)=AX — )" !, dou:

A
o(X) = ;((X — o) +k).

Comme le polynéme Q est unitaire, A = n. Cherchons
les racines de Q :

Q(Z):O <~ (Z_a))n:—k < Z:w+aj

ou les «; sont les n racines n-ieémes de (—k). £ est un
polygone régulier a n cotés dont le centre est le point
d’affixe w.

6 = a) On a, dans ce cas :
0X) =X —a—iB)X —a+iB)X +2a)
d’ou :

Q(X)=(X—a—if)X —a+iP)
+X—a—-if)X+20)+(X —a+iB)(X +2a)
=X —a)+B%+2(X — a)X +2a)
=3X*+ % - 3a?

» B

— X’=a-C.
“ T3

I'(€) est’ensemble des images des deux racines carrées
2

du nombre complexe a* — %

0'(z)=0

On vérifie que I'(€) est un singleton si, et seulement si :
2
a® — 3 = 0, c’est-a-dire si, et seulement si :
ar = a(l +iV3) = 2ae’ ;
a = a(l —iV3)=2ae” 7 ;

& est alors un triangle équilatéral.

as = —2a
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b) (&) est une ellipse de demi-grand-axe «, de demi-

petit-axe ﬁ, donc de demi-distance-focale :

V3
c:\/az—%z.

(i) Les coordonnées des foyers de () sont donc :

(=) « (=19

(i) L’équation de la tangente a (g) en M est :
xxo  3yyo
@ g
(iii) Les milieux des cotés du triangle A; A, A3 ont pour

a+ipf _a—iﬁ

affixes : a, — s , c’est-a-dire pour coor-

2
données : (a, 0), (—%, _§>’et (—%, g)

On vérifie aisément que ces trois points appartiennent a
I’ellipse (e). Les tangentes a (&) en ces points ont pour
équations :

= I,

*_1p

o

X 3y
—— -2 =1D
2 2B :

x 3y
—— +22=1D
2a " 28 J

On vérifie que A; et A, appartiennent a D, A, et Aj
appartiennent a D,, A3 et A; appartiennent a Ds.

Lellipse (&) est donc tangente aux trois cotés du triangle
A1 A, Aj5 en leurs milieux.

A

Az

AL

Ay

Triangles équilatéraux ayant leurs
sommets sur une hyperbole

1 = a) Le centre de gravité du triangle est 1’isobary-
centre des points A, B et C.

Donc:a:a7+b+c; 3:§<l+l+l)'

3 a b ¢
b) H est I’orthocentre du triangle si, et seulement si :
—_— — —_— —
HABC=0 ; HB.AC=0.
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Ceci équivaut a :

(a—)\)(c—b)+k(£—,u,> <l—l
a c b

N
I
=

k 1 1
(b—)t)(c—a)+k<——,u> (———) =0
b c a
k? abc
Soit: A = —— ; = ——.
ot abc - k

Donc H appartient a ().

2 = a) Puisque le triangle est équilatéral, la hauteur is-
sue de A est aussi la médiane issue de A et elle est
médiatrice du segment [B, C]. Les points G et H sont
confondus.

a+tb+c k2
3 abc
b =H
) G T Y k1 11 abe
—[—+—+- )= —
3\a b ¢ k
3k?2
a+b+c:—7
= s
3(abc)?
ab+bc+ca=— 2
+b+
Notons A = u. Alors les réels a, b, ¢ sont ra-
cines de :
k2 2
P(X)=X> -3 AX>—-3—=X+ —.
A2 A

¢) Supposons que H n’est pas I’un des sommets de (y).

Le cercle circonscrit au triangle ABC a pour équation :

k
(x =D+ — X)2: R?,
avec R=HA =HB = HC.

Afin de ne pas détruire la symétrie en a, b et ¢, prenons :

1
R’ = g(HA2 +HB>+HC?)

71 2 2 1 1 ? 2 2 1 1 2
5((54—» +k (Z‘X) b e— Ak (E‘X) )

Tous calculs faits :
2 2
k k
= NP+ — ) =4(A+=

k k2
x2—2x)\+y2—2yX:3</\2+—>.

Les abscisses des points d’intersection sont les solutions
de I’équation :

soit :

A2

Cette équation se factorise :

k2 k?
xt =2 =3 (A2+—) x? —27x+k2 =0.

3 5 k2 k2
(x‘ — 3Ax —3ﬁx+7) (x+A)=0.

L’intersection du cercle et de 1’hyperbole contient aussi
k
le point D (—/\, — X) .

4
De plus: P(—A) = X(k2 —ah = 0, car le point H n’est

pas un sommet de ’hyperbole.

L’intersection du cercle et de I’hyperbole est bien
constituée de quatre points distincts.

2
3=a) 000)0F) = —21;—2(r4 +1)<0.

La fonction polyndme Q est continue sur R. Elle s’an-
nule entre 0 et r.

Elle tend vers —oo en —oo et +00 en +00.

Sir < 0, Q(0) est négatif. Q s’annule entre —oo et r,
entre r et 0 et entre 0 et +o0.

Sir > 0, Q(0) est positif. Q s’annule entre —oo et 0,
entre O et » et entre r et +00.

Q admet donc trois racines réelles deux a deux dis-
tinctes et non nulles.

b) Les points Rj, Ry, R3 ayant pour abscisses ry,72,73
racines de Q(X), nous avons :

k2
ri+r+r3=3r; nrn+nrtrrn=-3—;
p
kZ
rirpfrs = ——.
r
Donc :
ri+ry+r3 k2
3 rirrs

k(1 1 1 '
kL, 2.2 _ _nnr
3\r1 r r3 k

L’ orthocentre et le centre de gravité du triangle Ry R, R3
sont donc confondus.

Le triangle est équilatéral.

4 = Fixons un réel r non nul et tragons le graphe de la
2 2

fonction (x — x3 = 3rx? — 35x+ —) dans le plan
r r

P. Ce graphe coupe 1’axe (x’x) en trois points distincts.
Les droites verticales passant par ces points rencontrent
I’hyperbole en trois points qui sont les sommets d’un
triangle équilatéral, d’apres la question 3) b).

La question 2) b) permet d’affirmer que nous obtenons
ainsi tous les triangles équilatéraux dont les sommets
sont inscrits sur 1’hyperbole.
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Avec Maple

> L:=plot(2/x,x=-9..9,y=-9..9) : >
J:=plot(x"3-3*x"2-12%c+4,x=-9..9,y=-9..9)
> with plot : > display(L,J) ;

Etablissement de I'orbite

d’une étoile double
Préliminaire
Dans le cas d’un cercle, il est évident par symétrie que le
lieu du milieu d’une corde parallele a une droite donnée
est un diametre du cercle. Une ellipse quelconque est
I’image d’un cercle par une affinité, qui, par son carac-
tere affine, conserve les notions de paralleles, de milieu
et d’alignement. I1 en résulte que le lieu cherché est une
corde de I’ellipse passant par le centre.

Faute de cette idée, on peut trouver le résultat par le cal-
cul, mais c’est plus long...

Si la corde initiale est parallele a I'un des axes de I’el-
lipse, il est clair par symétrie que le lieu est la corde
incluse dans I’autre axe.

Un peu d’astronomie

1 = (E) est 'intersection d’un cylindre elliptique par un
plan, c’est donc une ellipse. Le foyer est défini par des
relations métriques qui ne se conservent pas par projec-
tion : le point S n’a donc aucune raison d’étre un foyer
de (E).

2 = D’apres le résultat de la question préliminaire, le
centre {2 de I’ellipse (€) est le point de concours de tous
les lieux des milieux des cordes paralleles a une droite
donnée. Cette propriété se conservant par projection, le

(@© Hachette Livre — H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit

7. GEOMETRIE AFFINE ET EUCLIDIENNE

point O projeté de {2 est le centre de I’ellipse (E). 11
suffit pour le construire de tracer deux paires de cordes
paralleles dont on joint les milieux.

Doc. 1

Connaissant le point O on peut tracer la droite (OS),
image par p du grand-axe de (£). En joignant les mi-
lieux de deux cordes paralleles a (OS), on obtient
I’image du petit-axe.

Doc. 2

3 = La projection conservant les rapports de longueur
sur une méme droite, 1’excentricité de ’ellipse (£) est

oS . N
e = oA soit aux erreurs de mesure pres : e ~ 0.73.

4 = Le cercle principal de (€) est I'image de (€) par
I’affinité dont la base est le grand axe, la direction le

] a G G g
petit axe et le rapport — = , Solt approximati-

1
b V1-e?
vement 1.46. Par la projection p, I’'image du cercle (I")
est une ellipse (C), image de (E) par ’affinité de base
(AA"), de direction (BB’) et de rapport 1.46. On peut

construire cette ellipse point par point.
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—_A

%)

Doc. 3

IM' =1.46-1IM

5 = En cherchant les points de (C) les plus €éloignés de
0, on obtient le grand-axe [H H'] de I’ellipse (C), qui
est I'image par p du diametre du cercle (I") parallele
aA.

Bl

Doc. 4

Les longueurs sur une droite paralléle a A se conservant
par projection, on peut mesurer directement le demi-
grand axe de (€) :

a=OH ~38.
On en déduit la demi-distance focale :
c=ea~238,
et le demi-petit axe :
b=+/a%—c?~26.

6) Le diametre du cercle (I") perpendiculaire a A se pro-
jette suivant le petit axe de 1’ellipse (C), et sa longueur
est multipliée par le cosinus de ’angle i. D’ou :

cosi = % ~0.71, et i ~45°.
OH

K
A
S
B
H' 9 H
Bl
Al
K/
Doc. 5

7 = Soit A le projeté orthogonal de 3, sur la parallele a
A passant par (), et L le projeté orthogonal de S sur la
parallele a A passant par O.

.

Doc. 6
Ona: t A g SL
ana=— et tanfB=—.
“T oA OL
Or OL = QA,d’ou:
tanB  SL .
ana  SA 0
On peut mesurer sur la figure tan 8 ~ 1.09; d’ou :
tana = tanﬁ. ~ 154 «a~57°.
cosi
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8 = Nous pouvons maintenant représenter 1’orbite (&)
dans son plan :

S
1 2 3
Nl
a=2318; b=26; c=2.8
Les théorémes de Pappus
et de Pascal
1 = Notons :
di =ux +vy+hy;
dy = upx + vy + ho; .
dy = uzx + v3y + h3
d =0
Le systeme : d, =0 dont les inconnues sont x, y
d; =0

est de rang < 2.

L’existence des réels non tous nuls Aq, Ay, A3 tels que :
Adi +Axdr +A3ds = 0 équivaut a la dépendance linéaire
des lignes du systeme, donc au fait que I’une des lignes,
par exemple la premiere, est combinaison linéaire des
autres.

Si les lignes 2 et 3 sont linéairement indépendantes,
donc les droites d, et ds sécantes, la droite d; passe par
le point d’intersection, et réciproquement.

Si les lignes 2 et 3 sont linéairement dépendantes, donc
les droites d, et d; paralleles, la droite d; leur est paral-
Iele, et réciproquement.

2 = Conservons les notations de la question précédente.
Mdi+Aad5 = A (uix +v1y+h)* + Aa(uax + vy +ho)?.
Mid?} + A»d3 est un cercle si, et seulement si :

/\]u%+)\2u% = /\1v12+/\2v%
)\]M[U] +)\2u2v2 =0
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Le déterminant de ce systeme dont les inconnues sont
A1, Ay est:

2 2 2 2
Uy —"vy Uy =

= (uyuz + vV1v2)(U V2 — U VY).
upvp 125X%)

Il existe des réels non nuls Aj, A, tels que Aldlz + A2d22
soit un cercle si, et seulement si, les droites d;, d, sont
paralleles ou perpendiculaires.

3 = a) Choisissons un repére tel que la droite d soit
laxe (x'x):d = y.

Puisqu’il existe n+1 points de d appartenant a C, 1’équa-
tion C(x,0) = 0 dont les solutions sont les abscisses des
points d’intersection de d et de C admet n + 1 racines
distinctes.

Or cette équation est un polynome en x de degré < n.
Ce polynome est nul. Tout point de d appartient a C.
La droite d est contenue dans C.

b) Conservons le méme repere.

Si la droite d est contenue dans C, tout point M(x,0)
appartient a C, donc : C(x,0) = 0.

C(x,0) est le polyndme nul de R[X].

Le polynéme C(x, y), considéré comme polyndme en
y, a un terme constant C(x, 0) nul.

Il s’écrit donc C(x,y) = yA(x, y).

Réciproquement, si C(x,y) = yA(x, y),ladroited =y
est contenue dans C.
¢) Considérons les courbes algébriques :

A=x2+y*;, C=uxy.

La courbe A est contenue dans C, mais il n’existe pas
de courbe algébrique B telle que : C = AB.

Toutefois, si A, B,C sont trois courbes algébriques
telles que : C = AB, alors A est contenue dans C.

4 = Choisissons le repere tel que les axes (x'x) et (y'y)
soient portés par les droites d; et d;.

P est alors I’origine du repere.

C est tangente a d, en P si, et seulement si, le systeme :

Cx,y)=0
y=0

admet la solution double x = 0.

Cette condition équivaut a dire que le polyndme en x,
C(x,0), admet la racine double x = 0.

Il est donc de valuation > 2.
Il existe un réel A et un polynome A tels que :
C = AM*+yA =M} +drA.
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Doc. 1

Remarquons d’abord que toute équation de la forme :
C = M d, + ,ud3d4 A e R)

est ’équation d’une conique passant par les quatre
points.

Montrons la réciproque.

Choisissons le repere tel que les axes (x'x) et (y'y)
soient portés par les droites d, et dy.

Alors :dy = y; dy = x.
Notons : dy = ux +vy+h;ds =u'v+v'y +h'.
A est alors I’origine du repere.

Soit K = ax*+by*+2cxy+dx+ey une conique passant
par les quatre points.

Les coefficients a, b, ¢, d, e vérifient les conditions :

axy + + +dxp + =0

ax2 +byZ +2cxcyc +dxc +eyc =0
+by? + o +eyp =0

Nous cherchons A, u tels que :
K = Ay(ux +vy +h) + ux(u'x +v'y + 1').

En identifiant les deux équations de K, nous obtenons :

MW=b; uu =a.

Ces relations fixent A et u car u’v # 0.

En effet, d, et d3 sont sécantes, ainsi que d; et dy.

Avec ces valeurs pour A et u, la courbe :
K' = Ay(ux +vy +h) + ux(u'x +v'y + h')

est une conique passant par les points A, B, C, D.

Ecrivons K’ sous la forme :
K' =ax’> +by* +2c'xy+d'x +¢'y.
Les coefficients a, b, ¢’,d’, ¢’ vérifient les conditions :
axz+ + +d'xg+ =0
ax2 +by2 +2¢'xcyc +d'xc +e'yc =0 .
+hy2+ + +eyp=0
Nous en déduisons :
xp A0 = d' =d; vy #0 = e =e;
xcye #0 = ¢ =c.
Ce qu’il fallait démontrer....
6 = a) Pour tout couple non nul de réels (A, w), la
courbe d = Ad| + ud, est une droite passant par A.

Réciproquement, si B est un point distinct de A, les
réels di(xp, yp) et dr(xp, yp) ne sont pas simultanément
nuls.

La courbe d = —d(xp,yp)dy + da(xp, yp)d; est une
droite passant par A et B.

C’est la droite (AB).

b) Appelons I la courbe décrite par le point d’intersec-
tion M ded etd’.

Le point M(x,y) appartient a I" si, et seulement s’il
existe (A, u) non nul tel que :

{ Adi(x,y) + pda(x,y) =0
Ads(x,y) + pds(x,y) =0

Cette condition équivaut a :

di(x, y)da(x,y) — da(x, y)d3(x, y) = 0.
La courbe I" est la conique : I = dydy — dads.
7 = a) D’apres la question 4), il existe un réel A et une
courbe algébrique A tels que :

C = Ad”* + 1 A.

Or, le polyndme C est de degré 2 et #; de degré 1.
A est donc de degré 1, A est une droite.
D’autre part : C(73) = 0.
D’ou: A(T,) = 0.
Cette droite passe par 7, et T, appartient a d.
Réutilisons la question 4).
Le cercle C est tangenten 75 a A.
Par conséquent : A =1, et :

C = \d? +11y.
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b)

Ty

Doc. 2

En utilisant la question précédente, nous savons qu’il
existe deux réels A, u tels que :

C=M*+t11etC = pud?+n314.

Nous savons aussi, grace a la question 5), que les co-
niques passant par A, B, C, D sont de la forme :

K = atit; + Bt3t4, avec «, B réels.
D’ou:
K = (a+ B)C — (ard* + Bud™).

Par conséquent, K est un cercle si, et seulement s’il
existe a, B tels que aAd” + Bud'? est un cercle.

Nous avons montré dans la question 2) que ceci équivaut
a dire que d et d’ sont paralléles ou perpendiculaires.

8-3)

Avec Maple

> plot(x"3+2%x"2-25%x-7,x=-8..8) ;

A/

Notons a, b, ¢ les droites (AA’), (BB'),(CC").
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Si les droites d et d’ sont sécantes, appelons P leur point
d’intersection.

Puisque A, B,C,A’, B’,C’ sont distincts, P n’appar-
tient a aucune des droites a, b, c.

I'cp)
a(P)b(P)c(P)
Le polynéme Q est de degré < 3.

Soit Q = I" — Aabc, avec A =

La courbe Q contient quatre pointsde d ; A, B,C, P.
D’apres 3) a), la droite d est contenue dans Q.

D’apres 3) b), il existe un polyndme A tel que :
0 =dA.

De plus, le degré de A est < 2.

Mais les points A’, B’, C’ sont contenus dans I", donc
dans Q, donc dans A.

La droite d’ est contenue dans A, d’ou :
A=d'R.
Le degré de R est inférieur ou égal a 1.

R est une droite. Les points A”, B”, C" appartiennent a
I', donc a A, puis a R.

Ces points sont alignés.
b) Nous obtenons six alignements.

¢) Considérer la conique I" = §,6,83 et appliquer le
résultat de 8) a).

Doc. 3
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Nous allons utiliser la question 8) a).

Notons d la droite (M, M,), d’ la droite (M3M,), 6 la
droite (/K).

Considérons la cubique I" = Cé.
I coupeden I, My, M,.
I' coupe d’ en My, K, M.

(IMy) coupe I en Ms, (K M) coupe I" en Mg, (M, M3)
coupe ["en L.

D’apres la question 8) a), les points Ms, Mg, L sont ali-
gnés.

Donc L est le point d’intersection de (M;M3) et
(M5 Mp).

L = J etles points /, J, K sont alignés.

Cone de révolution contenant
une ellipse

On choisit un repere orthonomé dans lequel I’ellipse a
pour équations :

Yy
z=0 et a_2+ﬁ:1
b
La relation — = \/1 — ¢2, donne : a = bV/2.

a
On obtient Iéquation : x> + 2y* = 2b°.

Le grand axe de I’ellipse est ’intersection du plan de
I’ellipse et du plan perpendiculaire contenant le sommet
du cone. Les sommets des cones de révolution contenant
I’ellipse sont dans le plan d’équation y = 0.

Réciproquement soit S(X,0, Z) les coordonnées d’un
point de ce plan. Cherchons une condition pour qu’il
soit le sommet d’un cone de révolution contenant cette
ellipse.

Un point M (x, y, z) sera sur le cone si, et seulement si,
la droite (S M) rencontre I’ellipse : il existe A tel que :

(X +A(x — X)) +2(\y)> =2b* et Z+Az—2Z)=0.
On obtient 1’équation d’une quadrique :
(Xz — Zx)? +2Z%y* = 2b%(z — Z)*.

Etudions la matrice de la forme quadratique associée :

zZ> 0 -XZ

0 277 0

-XZ 0 XxX*-2

Le cone sera de révolution si, et seulement si, elle a une

valeur propre double. La seule possibilité est 2Z> valeur
propre double.

On obtient la condition : 2Z%(Z* — X* + b*) = 0.
On trouve I’hyperbole d’équations : ¥ = 0 et
Z2 - X*+b* =0.
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Ensemble de normales a une

surface
La surface S a pour équation implicite :
Arctan? — z=0.
X

On exprime le vecteur normal en tout point a I’aide des
dérivées partielles de la fonction :

fix,y,2)— Arctan? — z.
X

— X - -

2J —

df( )= — Y +
rad f(x,y,z) = i
£ Y2 x2+y?2 x2+y

La normale en M(x,0,0) est dirigée par le vecteur
— — . . —_—
Jj — x k colinéaire a gradf(x,0,0).

X =x

Un représentation paramétrique est : Y=t ou
7% = =iz

¢ décrit R et x décrit R*.

On obtient la surface d’équation Z = —XY privée de

la droite (OY) en éliminant ¢ et x. Il s’agit d’un parabo-
loide hyperbolique privé d’une génératrice.
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((21)) Une surface de révolution

On constate qu’il s’agit d’une hyperbole du plan d’équa-
tion z = 0 d’axe focale : la premiere bissectrice que 1I’on
fait tourner autour de cette bissectrice. On devine qu’il
s’agit d’une hyperboloide de révolution a deux nappes .
—_ = — .

Dans le nouveau repere (O, [, J, K) défini par :

I T+ T=20c7+7). B=%
i+ 7j), =—(—i+]), =

vz vzt

cette hyperbole a pour équations :

- 1

Z=0 et X*-Y?*=2.
La surface de révolution est d’axe (O X).
Donc son équation est :
X2 -y2-72=2.

En revenant dans le repere initial on obtient 1’équation
2xy — 722 =2.



Geometrie
difféerentielle”

RAPPELS DE COURS

» ETUDE D’UNE COURBE

La tangente en un point d’une courbe définie paramétriquement est dirigée par le premier vecteur
dérivé non nul, s’il existe.

e Les formules suivants permettent de calculer la courbure :

., —
aM &M
dt’ ds?

o) ===

M
dt

e Avec le repere de Frénet :

—
dmM ds —

T _2r

dr dz ®

2 2 2
d°M d's—= ds\" —=
d_t2 = FT(I)-'—C(I) (d_t) N(1).

x = x(1)
¢ Dans le cas d’une courbe paramétrée par
y =)

OM(t)=x(ti +y(t)]

M
SO +Y )T

dt
M
d - e
T xX"yi +y"(@) )
o — (x'y" — y'x"

(xIZ +y/2)3/2 !

* Vous pourrez, a ce sujet, consulter le passionnant site Internet : perso.club-internet.fr/rferreol/encyclopedie
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8. GEOMETRIE DIFFERENTIELLE

e Lorsque I’arc est défini en coordonnées polaires par p = p(6)

OM(0) = p(0) 7 (0)

d

<

=p' U (0)+pV(0)

o

0

l

&
de?

c(0)

<

=" —puU) +pV(O)

- p2+2p/2_pp//
- (p2+p/2)3/2

¢ Pour déterminer le rayon de courbure, on peut :

— utiliser les tableaux précédents et la définition R = 1/c;

. ds . = - =
— exprimer E,pms Tete=(i,T);alors:

_ds _dsdr,
Cde  drde’

()
R=——4

., —
dM d&*M
dr’ dr?

— écrire :

¢ La tangente en un point régulier M (a, b) d’une courbe plane définie par une représentation
—
implicite f(x,y) = 0 est la droite passant par M et normale au vecteur grad f(a, b).

» ETUDE D’UNE SURFACE

¢ Pour montrer qu’un point M d’une surface est régulier :

— si la surface est définie par une équation cartésienne explicite z = g(x, y), avec g de classe e,
on rappelle que tout point de cette surface est régulier ;

— si la surface est définie par une équation cartésienne implicite, f(x,y,z) = 0, avec f de classe

@', on vérifie que gr?)if(M) #0;

—si la surface est définie par une représentation paramétrique, M = ¢(u,v) = (x(u, v), y(u,v), z(u, v)),
Op
B
¢ Plan tangent en un point régulier A/ d’une surface :

. 0 L .
on vérifie que les vecteurs a—go(u, v) et (u, v) sont linéairement indépendants.
U

— si la surface est définie par une représentation implicite f(x,y,z) = 0et M = (a, b, c), ’équa-
tion du plan tangent en M est :

a—f(a,b, o)X —a)+ a—f(a,b, oY —b)+ 6—f(a,b, c)(Z—-¢)=0;
0x dy 0z
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ALGEBRE ET GEOMETRIE

— si la surface est définie par une représentation paramétrique, M = ¢(u,v) = (x (u,v), y(u,v), z(u, v))
et M = ¢(u, v), ’équation du plan tangent en M est :

ox

ou
0 0
Y — yu,v) é(u,v) a—i(u,v) =0;

X —x(u,v) (u,v) %(M,U)

o d
Z — 72(u,v) a—i(u,v) 8—z(u,v)

—si la surface est définie par une représentation cartésienne explicite, on se ramene a I’un des cas
ci-dessus.

¢ Normale en un point régulier M d’une surface :

— si la surface est définie par une représentation implicite f(x,y,z) = Oet M = (a,b,c), la
normale est la droite :
—_—
(a,b,c)+ R gradf(a,b,c) ;

— si la surface est définie par une représentation paramétrique ¢(u, v) = (x(u,v), y(u, v), z(u, v))
et M = ¢(u, v), la normale est la droite :

B 1910 1915 ]
D=N+R a—u(u,v)/\ %(u,v),

— si la surface est définie par une représentation cartésienne explicite, on se ramene a 1’un des cas
ci-dessus.

e Pour étudier en un point la courbe définie par I’intersection de deux surfaces, on vérifie :
—si le point est régulier sur chacune des deux surfaces ;

—si les deux surfaces ne sont pas tangentes en ce point.

On peut alors conclure que :

le point est régulier sur la courbe ;

la tangente en ce point est I’intersection des deux plans tangents en ce point aux deux surfaces.
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n Pour s’entrainer

avec les coordonnées polaires

1 = Donner les équations polaires :

a) du cercle de diametre [O, A], avec A(2a,0)eta > 0;
b) du cercle de diametre [O, A], avec A(0,2a)eta > 0;
¢) du cercle de diametre [O, A], avec A(2a, 2a tan(w)) ;
d) du cercle de centre I(a, b) et de rayon R ;

e) d’une droite.

2 = Reconnaitre la nature de la courbe d’équation po-
laire : 3

T 1+2cos(0)

Déterminer ses éléments caractéristiques.

p

Donner 1’allure de la courbe sans étude de cette courbe.

3 m Faire de méme avec :
6

P=3 +cos(6)’

4 = D’apres ESTP.

Construire la courbe définie en coordonnées polaires

ar
P sin @

P= V3 — 2cos 0
Préciser la position de la courbe par rapport a son
asymptote.
5 = Construire les courbes d’équations polaires :
a) p = sin(26);
b) p = sin(46);
¢) p =sin(30);
d) p = sin(1.560);
e) p = sin(2.10).
6 = D’aprés ESTP.

a) Tracer la courbe d’équation polaire :
1 —siné

50 , (@ >0).

b) Déterminer une équation cartésienne du troisieme de-
gré de cette courbe.

p=a

¢) Calculer I’aire de la boucle déterminée par le point
double.
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7 = a) Tracer la courbe définie en coordonnées polaires
par :
p= sin? O(sin 0 + sin 26) pour —% <0<

SE

b) Calculer I’aire ainsi définie.

@@ Conseils
1) Faire des figures, utiliser les triangles rectangles
et les projections orthogonales...
2) et 3) Ne pas hésiter a revoir le cours...
4) L’étude commence par la détermination du do-
maine de définition, puis du domaine d’étude.
Pour I’étude de la branche infinie, effectuer un dé-
veloppement limité.
Ne pas calculer p’. Il est inutile.
5) Utiliser la périodicité et I’imparité. Traduire ces
propriétés en termes de symétrie pour la courbe.
6) b) Soit M (x, y) un point de la courbe.
Calculer x; a — x; (a — x)p.
Ne pas oublier la réciproque..
7) a) Un amour de courbe...

n Pour s’entrainer avec les
coordonnées paramétriques

1 = On considere la courbe [ :
X2+ y2 +72=1
{ y - Viz=1
a) Donner la nature de I".

Déterminer la nature de la courbe C, projetée orthogo-
nale de I" sur (xOy).

Donner une équation cartésienne de C.
Préciser C.
b) Déterminer une paramétrisation de C.

En déduire une paramétrisation de I".

2 = Oral ENS.
Soit ¢y, ..., ¢e les arcs par