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Préface

Cet ouvrage d’exercices et problèmes corrigés de mathématiques de la collection H-Prépa est principalement destiné
aux élèves des classes préparatoires aux grandes écoles MP, MP∗ et aux étudiants de premier cycle universitaire.

Il propose des problèmes originaux ou classiques, souvent extraits de sujets écrits ou oraux de concours.

Conformément aux nouveaux programmes, ce volume présente de nombreux exercices comportant une partie algo-
rithmique.

De plus, l’outil informatique est utilisé dès qu’il peut faciliter la résolution d’un exercice.

Chaque chapitre est constitué :

de rappels de cours, rassemblant les notions essentielles à connaître pour aborder les exercices du chapitre. Il est
bien évident que ce bref résumé ne saurait se substituer à une connaissance beaucoup plus approfondie du cours. Nous
renvoyons l’étudiant au cours de son professeur et/ou aux ouvrages de la collection H-Prépa ;

d’énoncés, comprenant chacun un titre permettant de se faire une idée du sujet traité, avec parfois une référence à
une épreuve de concours. Les questions sont échelonnées et progressives pour aider l’étudiant dans sa recherche ;

de conseils, permettant de ne pas rester bloqué sur une question sans aller consulter trop tôt le corrigé. Cette aide
peut se présenter sous forme d’indications méthodologiques, de questions ou de références à un point particulier du
cours. Elle correspond au « coup de pouce » que peut donner un examinateur dans une épreuve orale ;

de corrigés détaillés de tous les exercices.

Nous n’insisterons jamais assez sur le bon mode d’emploi d’un tel livre d’exercices corrigés. Il serait parfaitement vain
de se contenter de lire, même très attentivement, la solution à la suite de l’énoncé. On n’apprend pas à faire du vélo
dans un manuel ! Ce n’est qu’après avoir cherché longuement chaque question, avec ou sans succès, mais du moins
avec persévérance, que la lecture du corrigé pourra devenir profitable.

Avec ce livre, nous espérons mettre à la disposition des étudiants un ensemble d’exercices et de problèmes leur permet-
tant d’acquérir des méthodes et des pratiques qu’ils pourront réinvestir en d’autres circonstances. Nous leur souhaitons
de réussir les concours et examens qu’ils préparent avec courage.

Les auteurs
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1 Algèbre générale

RAPPELS DE COURS
RELATION DE CONGRUENCE

• Les sous-groupes de Z sont les nZ où n est un entier naturel.

Soit a et b dans Z. On dit que a est congru à b modulo n si a − b ∈ nZ. On note a ≡ b[n].

Deux entiers sont congrus modulo n si, et seulement s’ils ont le même reste dans la division
euclidienne par n.

• Propriétés de la relation de congruence

Quels que soient les entiers a, b, c et d de Z et p de N tels que : a ≡ b[n] et c ≡ d[n] on a :

a + c ≡ b + d[n], ac ≡ bd[n], −a ≡ −b[n] et a p ≡ b p[n].

• Soit un entier relatif a, sa classe modulo n est l’ensemble a = {a + nk ; k ∈ Z}.

L’ensemble des classes d’équivalence sera noté Z/nZ et sera appelé ensemble quotient de Z par
nZ.

Le cardinal de Z/nZ est n. Ses éléments sont : 0, 1, 2... et n − 1.

La surjection canonique de (Z, +) dans (Z/nZ, +) définie par c : a → a est un morphisme de
groupes de noyau nZ .

PARTIE GÉNÉRATRICE D’UN GROUPE

• Soit (G, .) un groupe, A une partie de G.

Le plus petit sous-groupe de G contenant A est appelé sous-groupe engendré par A, noté A .

Lorsque A = G, on dit que G est engendré par A ou que A est une partie génératrice de G.

Le sous-groupe engendré par A est l’intersection de tous les sous-groupes contenant A.

Si A = [, alors : A = {a´1
1 a´2

2 · · · a´n
n ; n ∈ N∗,∀i ∈ {1, ..., n} ´i ∈ {−1, 1} ai ∈ A}.

Les générateurs de Z/nZ sont les classes k telles que k ∧ n = 1.

Les générateurs du sous-groupe Un de (C∗,×) des racines n-ièmes de l’unité sont les éléments
e 2i kp

n tels que k ∧ n = 1.
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ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIE

Les générateurs de Un sont appelés les racines primitives n-ièmes de l’unité.

• Un groupe monogène est un groupe engendré par un seul élément a appelé générateur.

Tout groupe monogène infini est isomorphe à Z.

• Un groupe cyclique est un groupe monogène fini.

Soit (G, .) un groupe cyclique d’ordre n, d’élément neutre e, engendré par l’élément a. Alors :

G = {a0, a1, ..., an−1} et n est le plus petit entier non nul tel que an = e.

Tout groupe cyclique d’ordre n est isomorphe à Z/nZ.

Les générateurs de G sont les ak , où k ∧ n = 1.

Tout sous-groupe de G est cyclique, d’ordre un diviseur de n.

• Soit (G, .) un groupe et a un élément de G.

L’application fa de Z dans G, définie pour tout entier k par fa(k) = ak , est un morphisme de
groupes de (Z, +) dans (G, .) d’image a . Il existe n dans N tel que Ker( fa) = nZ.

Si n = 0, l’application fa est un isomorphisme de (Z, +) sur a : l’élément a est d’ordre infini.

Si n = 0, l’application ga de Z/nZ dans a , définie pour toute classe k de Z/nZ par ga(k) = ak ,
est un isomorphisme de (Z/nZ, +) dans a : l’élément a est d’ordre fini n.

Les seuls morphismes de groupes de (Z, +) dans (G, .) sont les morphismes fa , pour a dans G.

• Le cardinal d’un groupe fini G est appelé l’ordre de G.

L’ordre d’un élément d’un groupe fini divise l’ordre du groupe.

PRODUIT DE DEUX GROUPES

• Soit (G, ◦) et (H ,⊥) deux groupes d’éléments neutres respectifs e et f .

Pour tout couple (g, h) et (g , h ) de G × H on définit :

(g, h)•(g , h ) = (g ◦ g , h ⊥ h ).

(G × H , •) est un groupe appelé le groupe produit des groupes (G, ◦) et (H ,⊥).

• Soit n et p deux entiers naturels premiers entre eux.

Le groupe produit de (Z/nZ, +) et de (Z/pZ, +) est isomorphe au groupe (Z/npZ, +).

Ce n’est pas le cas lorsque n et p ne sont pas premiers entre eux.

• Théorème chinois

Soit n et p deux entiers naturels premiers entre eux.

Le système d’équations
x ≡ a [n]

x ≡ b [p]
d’inconnue x , où a et b sont des entiers, admet au moins

une solution c dans Z. L’ensemble des solutions est {c + knp ; k ∈ Z}.

IDÉAL D’UN ANNEAU COMMUTATIF

• Soit (A, +, .) un anneau commutatif.

Un sous-ensemble I de A est un idéal de l’anneau (A, +, .) s’il vérifie les deux conditions sui-
vantes :

(i) (I , +) est un sous-groupe de (A, +) ;

(ii) ∀x ∈ I ∀a ∈ A ax ∈ I .
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1. ALGÈBRE GÉNÉRALE

Un sous-ensemble I de A est un idéal de l’anneau (A, +, .) si, et seulement s’il vérifie les pro-
priétés suivantes :

(i) I = [, (ii) ∀x ∈ I ∀y ∈ I x + y ∈ I et (iii) ∀x ∈ I ∀a ∈ A ax ∈ I .

• Soit I un idéal de (A, +, .). Alors I = A si, et seulement si : 1A appartient à I .

Les idéaux de (Z, +, .) sont les ensembles nZ où n ∈ N.

Soit x un élément de A. L’ensemble Ax = {ax ; a ∈ A} est le plus petit idéal de (A, +, .) contenant
x . appelé : idéal principal engendré par x .

• Soit A un anneau commutatif, f un morphisme d’anneaux de A dans (A ,⊕,⊗), I et I deux
idéaux respectifs de (A, +, .) et (A ,⊕,⊗). Alors f (I ) est un idéal du sous-anneau f (A) de
(A ,⊕,⊗) et f −1(I ) est un idéal de (A, +, .) contenant le noyau de f ,

Le noyau d’un morphisme d’anneaux est un idéal de (A, +, .).

DIVISIBILITÉ DANS UN ANNEAU INTÈGRE

Soit (A, +, .) un anneau intègre, a et b deux éléments de A.

• On dit que l’élément a est un diviseur de b ou que a divise b s’il existe un élément q de A tel
que b = aq . On note : a | b .

Si a est non nul, l’élément q est unique, on l’appelle le quotient exact de b par a.

• a divise b si, et seulement si : Ab ⊂ Aa.

• Aa = Ab si, et seulement s’il existe un élément inversible c tel que b = ac. Dans ce cas, on dit
que a et b sont associés.

• Un élément a non inversible est irréductible si ses seuls diviseurs sont les éléments inversibles
et les éléments associés à a.

L’ANNEAU (ZZZ/nZZZ, +, .)

Soit n un entier naturel non nul. (Z/nZ, +, .) est un anneau commutatif d’élément unité : 1.

La surjection canonique w de Z sur Z/nZ est un morphisme d’anneaux.

• L’anneau (Z/nZ, +, .) est intègre si, et seulement si, l’entier n est premier.

• L’anneau produit des anneaux (Z/nZ, +, .) et (Z/pZ, +, .) est l’anneau (Z/nZ× Z/pZ, +, .)

Si n ∧ p = 1, l’anneau produit (Z/nZ× Z/pZ, +, .) est isomorphe à l’anneau (Z/npZ, +, .).

PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR

Soit m et n deux entiers. L’ensemble mZ + nZ est un idéal de (Z, +, .).

Il existe un entier naturel d unique tel que mZ + nZ = dZ
d est le plus grand commun diviseur de m et n, noté m ∧ n.

ENTIERS PREMIERS ENTRE EUX

• Deux entiers m et n non nuls sont premiers entre eux lorsque m ∧ n = 1.

• Dans Z, les éléments irréductibles sont les nombres premiers et les opposés des nombres pre-
miers.
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ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIE

• Théorème de Bézout

m et n sont premiers entre eux si, et seulement si : mZ + nZ = Z.

m et n sont premiers entre eux si, et seulement s’il existe u et v dans Z tels que mu + nv = 1.
• Soit a, b et c trois entiers non nuls.

Si a ∧ b = 1 et a ∧ c = 1 alors a∧ (bc) = 1.

Pour tout couple( p, q) d’entiers naturels : a ∧ b = 1 ⇒ a p ∧ bq = 1.

• Théorème de Gauss

Si a ∧ b = 1 et a | (bc) alors a | c.
• Soit a, b1, ..., bp des entiers non nuls tels que pour tout i de [[1, p]], a ∧ bi = 1.

Alors a ∧ (b1...bp) = 1
• Soit a un entier, b1, ..., bp des entiers non nuls premiers entre eux deux à deux tels que pour tout
i de [[1, p]], l’entier bi divise a. Alors le produit b1..., bp divise a.

PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

• Soit m et n deux entiers. L’ensemble mZ ∩ nZ est un idéal de (Z, +, .).

Il existe un entier naturel r unique tel que : mZ∩ nZ = rZ appelé le plus petit commun multiple
de m et n, noté m ∨ n.
• Soit a, b non nuls dans N, d leur plus grand commun diviseur, m leur plus petit commun mul-
tiple et les deux entiers a’ et b tels que a = da et b = db . Alors ab = md et m = a b d .

ÉLÉMENTS INVERSIBLES DANS UN ANNEAU

• Soit (A, +, .) un anneau non réduit à {0}.

Un élément a de A est inversible s’il existe un élément b de A tel que ab = 1A. L’élément b est
unique, on le note a−1

.

L’ensemble (U (A), .) des éléments inversibles de (A, +, .) muni de la multiplication (A, +, .) est
un groupe d’élément neutre 1A, appelé groupe des éléments inversibles de l’anneau(A, +, .).
• Soit n un entier naturel non nul et k un entier.

L’élément k de l’anneau (Z/nZ, +, .) est inversible si, et seulement si : k ∧ n = 1

CORPS

• On dit qu’un anneau (K , +, .) est un corps si :

1K = 0K et tout élément de K ∗ = K\{0K} est inversible.
• L’anneau (Z/nZ, +, .) est un corps si, et seulement si, n est un nombre premier.
• Soit (A, +, .) un anneau commutatif non réduit à {0}.

Alors (A, +, .) est un corps si, et seulement si, les seuls idéaux de A sont {0} et A.

CARACTÉRISTIQUE D’UN ANNEAU, D’UN CORPS

• Factorisation d’un morphisme de l’anneau Z dans un anneau

Soit (A, +, .) un anneau d’élément unité 1A.

Le seul morphisme de l’anneau (Z, +, .) dans (A, +, .) est f : k → k.1A.

f (Z) est le plus petit sous-anneau de (A, +, .).
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1. ALGÈBRE GÉNÉRALE

Il existe un entier naturel m unique tel que Ker f = mZ, appelé caractéristique de l’anneau
(A, +, .).

Soit n un entier naturel multiple de m, w la surjection canonique de Z sur Z/nZ et j l’injection
canonique de f (Z) dans A. Alors il existe un unique morphisme d’anneau f de Z/nZ dans f (Z)
tel que f = j ◦ f ◦ w. On dit que j ◦ f ◦ w est une factorisation de f à travers w.

Le morphisme f est surjectif.

Le morphisme f est injectif si, et seulement si : m = n.

L’anneau ( f (Z), +, .) est isomorphe à l’anneau (Z/nZ, +, .).

• Si 0 est le seul entier k tel que k.1A = 0A, on dit que l’anneau (A, +, .) est de caractéristique
nulle.

(Z, +, .), (Q, +, .) et (R, +, .) sont de caractéristique nulle.

• Si {k ∈ Z/k.1A = 0A} n’est pas réduit à {0}, alors :

la caractéristique m d’un anneau (A, +, .) est le plus petit entier naturel non nul tel que
m.1A = 0A.

k.1A = 0A ⇔ m | k.

IDÉAUX DE KKK[X]

Dans toute la suite, le corps K est un sous-corps de C.

• Tout idéal de K[X] est principal.

Tout idéal non réduit à {0} est engendré par un unique polynôme unitaire.

• Pour tout polynôme P et tout polynôme Q de K[X], le polynôme P divise le polynôme Q si
et seulement s’il existe un polynôme S de K[X] tel que Q = P S.

On note P | Q et on dit que P est un diviseur de Q ou que Q est un multiple de P .

Ceci se traduit à l’aide des idéaux par (Q) ⊂ (P) en notant (Q) l’idéal engendré par Q.

• Un polynôme P de K[X] est dit irréductible sur le corps K s’il est non constant et si ses seuls
diviseurs dans K[X] sont les polynômes constants non nuls et les polynômes associés à P .

PLUS GRAND COMMUN DIVISEUR

• Soit P et Q deux polynômes de K[X].

L’idéal engendré par P et Q est l’ensemble :

(P) + (Q) = {AP + B Q; A ∈ K[X] et B ∈ K[X]}.
Si P et Q sont non simultanément nuls, il existe un polynôme unitaire unique D tel que
(P) + (Q) = (D).

Le polynôme D est le plus grand commun diviseur de P et Q, noté P ∧ Q = D.

POLYNÔMES PREMIERS ENTRE EUX

• Soit P , Q et R trois polynômes non nuls

On dit que deux polynômes P et Q sont premiers entre eux lorsque P ∧ Q = 1.

• Théorème de Bézout

Les polynômes P et Q sont premiers entre eux si, et seulement si : (P) + (Q) = K[X].

Les polynômes P et Q sont premiers entre eux si, et seulement s’il existe deux polynômes U et
V tels que UP +V Q = 1.
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• Si P ∧ Q = 1, pour tout n et tout m de N on a : Pn ∧ Qm = 1.
• Si P ∧ Q = 1 et P ∧ R = 1, alors P ∧ (Q R) = 1.
• Si P est irréductible dans K[X] alors P ∧ Q = 1 si, et seulement si, P ne divise pas Q.

• Théorème de Gauss
Si P ∧ Q = 1 et si P | Q R alors P | R.
• Soit P un polynôme non nul et (Pi )i∈[[1,n]] une famille de polynômes non nuls telle que, pour i
dans [[1, n]], P ∧ Pi = 1. Alors P ∧ (P1...Pn) = 1.
• Soit P un polynôme irréductible et (Pi )i∈[[1,n]] une famille de polynômes non nuls. Pour que P
divise P1...Pn il faut et il suffit que P divise l’un des Pi .
• Soit P un polynôme non nul et (Pi )i∈[[1,n]] une famille de polynômes non nuls premiers entre
eux deux à deux telle que, pour tout i dans [[1, n]], Pi divise P . Alors P1...Pn divise P .

PLUS PETIT COMMUN MULTIPLE

• Soit P et Q deux polynômes non nuls.

L’ensemble (P) ∩ (Q) est un idéal de (K[X], +,×).

Il existe un unique polynôme unitaire M tel que (P) ∩ (Q) = (M). Le polynôme M est le plus
petit commun multiple de P et Q, noté M = P ∨ Q.
• Soit P et Q deux polynômes unitaires, D leur plus grand commun diviseur et M leur plus petit
commun multiple, R et S les polynômes tels que P = DS et Q = DR.

Alors P Q = MD et M = DRS.

ALGÈBRE

• On appelle K-algèbre un ensemble E muni de deux lois internes, notées + et × et d’une loi
externe sur le corps K, notée ., telles que :

(E , +, .) est un espace vectoriel sur K.

(E , +,×) est un anneau.

∀a ∈ K ∀(x , y) ∈ E2 (a.x)× y = x × (a.y) = a.(x × y).

L’algèbre est dite commutative si la multiplication interne × est commutative.
• Soit (E , +,×, .) une K-algèbre. Tout sous-ensemble F de E qui, muni des lois induites, est
encore une K-algèbre est une sous-algèbre de (E , +,×, .).

Une partie F de E est une sous-algèbre de (E , +,×, .) si, et seulement si : 1E ∈ F ;

F est stable par combinaison linéaire : ∀(a, b) ∈ K2 ∀(x , y) ∈ F2 ax + by ∈ F ;

F est stable par multiplication interne : ∀(x , y) ∈ F2 xy ∈ F .

• Les applications linéaires qui sont également des morphismes d’anneaux sont des morphismes
d’algèbres.

Un morphisme d’algèbres bijectif est un isomorphisme d’algèbres.

L’image et l’image réciproque d’une sous-algèbre par un morphisme d’algèbres sont des sous-
algèbres.
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É N O N C É S
1 Pour s’entraîner

1 a) La réunion de deux sous-groupes est-elle un
sous-groupe ?

b) Soit A un anneau et B ⊂ A un anneau pour les
mêmes lois que A.

B est-il un sous-anneau de A ?

2 Décomposer les permutations suivantes en produit
de cycles, donner leurs ordres et leurs signatures :

a =
1234567
5647321

, b =
12345678
14327865

,

c =
123456789
378945216

.

Calculer a201, b198 et c1000.

3 Si p est premier, a-t-on : Z/p2Z isomorphe à

Z/pZ 2
?

4 Quel est le reste de la division euclidienne de
15151789 par 13 ?

5 Résoudre x3 − 3x2 + 2x = 0 dans Z/5Z puis dans
Z/24Z .

6 Montrer que : ∀n ∈ N(2n + 3n)∧ (2n+1 + 3n+1) = 1.

7 Factoriser en produit de polynômes irréductibles
sur R le polynôme : X6 + 1.

8 Soit n un entier naturel non nul, r un réel stricte-
ment positif et P un polynôme de R[X] de degré n − 1
tel que ∀k ∈ [[1, n]] P̃(k) = r k .

Calculer P̃(n + 1).

1) b) Ont-ils le même élément unité ?
2) Revoir votre cours de première année.

3) Que dire de px pour x dans Z/pZ 2
?

4) Calculer les puissances successives de 1511 mo-
dulo 13.
5) Tout élément est-il inversible ? A-t-on des divi-
seurs de 0 ?
6) On a : a ∧ b = a ∧ (b + ka).
7) Ne pas se précipiter sur la factorisation dans C
8) Penser aux polynômes d’interpolation de La-
grange

2 Un groupe simple

Soit (G, .) un groupe abélien. On dit que G est simple
s’il n’est pas réduit à {0} et s’il ne possède aucun autre
sous-groupe que {0} et G.

1 Montrer que, si p est premier alors (Z/pZ, +) est
simple.

2 Montrer que les deux propositions suivantes sont
équivalentes :

a) G est simple.

b) G est cyclique d’ordre premier.

Lorsque G est simple on pourra considérer un élé-
ment x distinct du neutre et montrer que le sous-
groupe engendré par x est de cardinal premier.

3* Un groupe isomorphe à (ZZZ/2ZZZ) p

Soit (G, +) un groupe.

1 On suppose dans cette question que :

∀x ∈ G x2 = e.

a) Montrer que G est un groupe abélien.

b) Soit H un sous-groupe strict de G et x un élément
de G qui n’est pas dans H . Vérifier que H ∪ x H est un
sous-groupe de G.

c) Démontrer que, s’il est fini, le cardinal de G est une
puissance de 2, 2p où p est un entier naturel.

d) Montrer que G est isomorphe à (Z/2Z)p.

2 Soit (G, .) un groupe de cardinal 6.

a) Déterminer les ordres des éléments de G.

b) Montrer que G contient au moins un élément d’ordre
3 ou 6.

c) Montrer que G est isomorphe à Z/6Z ou a (s3, ◦).

1) c) Partir d’un groupe de cardinal 2 et construire
par récurrence à l’aide de la question b) une suite
de sous-groupes de la forme Hk+1 = Hk ∪ ak Hk .
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4 Groupe possédant un unique
automorphisme

Montrer que tout groupe fini G ne possédant qu’un seul
automorphisme de groupes est isomorphe à {e} ou à
Z/2Z.

On pourra introduire l’application y −→ xyx−1

puis utiliser l’exercice 3.

5 Les morphismes de groupes de
(s3,◦◦◦) dans (CCC∗, ×)

Déterminer tous les morphismes de groupes de (s3, ◦)
dans (C∗,×).

Il suffit de déterminer les images de toutes les
transpositions.

6 Les carrés de ZZZ/ pZZZ
Soit p un entier naturel premier. Combien Z/pZ
contient-il de carrés ?

Résoudre l’équation : x2 = a2.

7* Une équation dans ZZZ/nZZZ
Soit n 2 un entier. On se propose d’étudier l’équation
(1) x2 = x dans Z/nZ.

1 On suppose dans cette question que n est premier.
Résoudre (1).

2 Soit p un entier de [1, n] tel que p soit une solution
de (1). On note a = p ∧ n et b = (p − 1) ∧ n. Montrer
que n = ab.

3 Soit a et b deux entiers premiers entre eux vérifiant
n = ab. Montrer qu’il existe une solution de (1) dont
un représentant p vérifie a = p ∧ n.

4 Soit p̄ et q̄ deux solutions de (1) telles que
p ∧ n = q ∧ n. Montrer que p̄ = q̄ .

5 Soit
k

i=1

pmi
i la décomposition de n en facteurs pre-

miers. Combien l’équation (1) a-t-elle de solutions ?.

6 Résoudre l’équation (1) pour n = 12.

2) Appliquer le théorème de Gauss.
3) Maintenant c’est le tour du théorème de Bézout.
4) Utiliser les questions 3) et 4) puis 2).

8 Les automorphismes de corps de
QQQ + QQQ

√
2

Déterminer les automorphismes du corps Q + Q
√

2.

Déterminer tout d’abord l’image de tout entier,
puis de tout rationnel et enfin de

√
2.

9 Les morphismes de corps de RRR
Déterminer les morphismes de corps de R.

Vérifier que l’image d’un réel positif est positif. En
déduire que le morphisme est strictement croissant.
On rappelle qu’entre deux réels distincts il existe
au moins un rationnel.

10* L’anneau des décimaux

Soit D l’anneau des nombres décimaux.

D = {x ∈ Q ; ∃p ∈ N x · 10p ∈ Z} .

Montrer que D est un anneau principal.

Pour tout idéal I vérifier que I ∩ N∗ est non vide
et considérer son plus petit élément.

11* Polynômes de Tchebychev
D’après Centrale.

Pour tout entier naturel n on pose :

∀x ∈ [−1, 1] Tn(x) = cos(n Arccos x).

1 Premières propriétés des Tn .

a) Montrer que Tn est une fonction polynomiale à coef-
ficients entiers. Le polynôme associé est encore noté Tn

et s’appelle le n-ième polynôme de Tchebychev.

b) Expliciter T1, T2, T3 et T4.

c) Montrer que pour tout entier naturel n,

Tn+2[X) = 2XTn+1(X)− Tn(X).
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1. ALGÈBRE GÉNÉRALE

d) En déduire la parité, le degré et le coefficient domi-
nant de Tn .

e) Écrire un algorithme pour calculer Tn(X).

f) Montrer que pour tout t de [0, p], on a :
Tn(cos t) = cos(nt).

2 Calcul de normes

a) Calculer Tn ∞.

b) Montrer que :

∀n ∈ N, ∀u ∈ R, | sin nu | n | sin u | .
c) En déduire Tn ∞ = n2.

3 Encadrement de Tn sur [1, +∞[.

a) Montrer que :

∀r ∈ R∗, Tn
r + r−1

2
=

rn + r−n

2
.

b) Soit un réel x de [1, +∞[. Montrer qu’il existe r tel

que x =
r + r−1

2
.

En déduire que 1 Tn(x) x + x2 − 1
n
.

4 Équation différentielle vérifiée sur R par Tn .

a) En dérivant l’égalité Tn(cos t) = cos(nt), valable
pour tout réel t de [0, p], trouver une équation diffé-
rentielle linéaire homogène du second ordre vérifiée sur
R par Tn .

b) Soit un entier naturel k. Déduire de la question 4) a)
que :

T (k)
n (1) =

n
n + k

(n + k)!
(n − k)!

2kk!
(2k)!

.

Montrer que T (k)
n (−1) = (−1)n+k T (k)

n (1).

1) a) Partir de la formule de Moivre.
c) Réviser vos formules de trigonométrie.
d), 2) b) et 3) a) Raisonner par récurrence.
2) c) Dériver une fonction composée.
4) b) Appliquer la formule de Leibniz.

12* Majoration des polynômes
et de leurs dérivées

D’après Centrale.

On introduit la subdivision s = (a0, ..., an) du segment
[−1, 1] définie par :

∀ j ∈ [[0, n]] , ai = cos 1− j
n

p.

Par ailleurs, pour tout i de [[0, n]] on appelle
Ei = [[0, n]] \ i et on note :

L i (X) =
j∈Ei

X − a j

ai − a j

le i ième polynôme élémentaire de Lagrange associé à la
subdivision s.

1 Majoration d’un polynôme sur [1, +∞].

a) Résoudre sur [−1, 1] l’équation |Tn(x)| = 1 et cal-
culer Tn (a j ) pour j = n, pour j = 0 puis pour
j ∈ [[1, n − 1]].

b) Montrer que :

Tn(X) =
n

i=0

(−1)n−i L i (X).

c) On suppose que x ∈ [1, +∞[. Montrer que :

Tn(x) =
n

i=0

|L i (x)|.

d) Soit P(X) un polynôme de Cn[X]. Montrer que :

∀x ∈ [1, +∞[, |P(x)| P ∞ x + x2 − 1
n
.

2 Majoration des dérivées successives d’un poly-
nôme sur [1, +∞[.

a) On suppose que x ∈ [1, +∞[. Montrer que :

∀k ∈ [[1, n]] T (k)
n (x) =

n

i=0

|L (k)
i (x)|.

b) Soit P(X) un polynôme de Cn[X]. Montrer que :

∀k ∈ [[1, n]] , ∀x ∈ [1, +∞[, |P (k)(x)| P ∞T (k)
n (x).

3 Majoration des dérivées successives d’un poly-
nôme sur [−1, 1]

Soit P(X) un polynôme de Cn[X]. On considère un en-
tier k ∈ [[1, n]].

a) On pose :

∀l ∈ [−1, 1] , Pl(X) = P
l + ´

2
X +

l− ´

2

avec ´ = 1 si l ∈ [0, 1] et ´ = −1 si l ∈ [−1, 0] .

Montrer que |P (k)
l (1)| = |l| + 1

2

k

|P (k)(l)|.

b) En déduire que P (k) ∞ 2k T (k)
n (1) P ∞.

c) Montrer que :

P (k) ∞ 22k k!
(2k)!

(n + k)!
(n − k)!

P ∞

et que, si k = 1, on a la majoration plus fine
P ∞ 2n2 P ∞.

Utiliser les résultats de l’exercice 11.
1) b) Revoir la dualité.
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C O R R I G É S
1 Pour s’entraîner

1 a) Jamais, sauf si l’un est inclus dans l’autre. Soit
A et B deux sous-groupes d’un même groupe et a un
élément de A\ B et b un élément de B \ A . Alors ab est
dans A ∪ B. Si ab ∈ A, comme a ∈ A et b = a−1(ab)
on en déduit b ∈ A ce qui est absurde. On conclut de
même si ab ∈ B.

b) Non, car l’unité de A n’est pas nécessairement celui
de B. C’est le cas par exemple de A = M2(Z) et de

B =
x 0
0 0

; x ∈ Z .

2 a = (15347)(26), b = (24)(5768),
c = (138)(27)(4965).

L’ordre de a est 2 ∨ 5 = 10, celui de b est 2 ∨ 4 = 4 et
celui de c est 3 ∨ 2 ∨ 4 = 12.

La signature de a est (−1)4+1 = −1, celle de b est
(−1)3+1 = 1 et celle de c est (−1)2+1+3 = 1.

De plus : a201 = a20×10+1 = a,
b198 = b49×4+2 = b2 = (56)(78)

et enfin : c1 000 = c93×12+4 = c4 = (138).

3 Non, car dans Z/pZ 2
on a pour tout x l’égalité

px = 0. S’il existait un isomorphisme entre Z/pZ 2

et Z/p2Z, tout élément de Z/p2Z vérifierait également
px = 0 . Ceci est absurde dans un groupe cyclique
d’ordre p2.

4 1 515 ≡ 7[13] et :

1 5152 ≡ −3[13] ... 1 51512 ≡ 1[13].

Or : 1 789 ≡ 1[12]. Donc 1 5151 789 ≡ 7[13]. Le reste
est 7.

5 Z/5Z est un corps car 5 est premier.

L’équation proposée se factorise en x(x−1)(x−2) = 0.

Les racines sont les classes 0, 1 et 2 car il n’y a pas de
diviseurs de 0. Ce n’est pas la même chose dans Z/24Z.
Puisque x(x − 1)(x − 2) = 0, l’élément x n’est pas in-
versible et appartient à l’ensemble :

{0, 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20, 21, 22}.
La solution 0 convient.

Si x = 2, on a : 2(2− 1)(2− 2) = 0. 2 convient.

Si x = 3, on a : 3(3−1)(3−2) = 0. 3 n’est pas solution.

On continue ainsi avec toutes les valeurs. Les solutions
sont : {0, 2, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22}.

6 (2n + 3n) ∧ (2n+1 + 3n+1) = (2n + 3n) ∧ (2(2n + 3n)) + 3n)

= ((2n + 3n) ∧ 3n.

(2n + 3n) ∧ (2n+1 + 3n+1) = 2n ∧ 3n = 1.

7 X6 + 1 = (X2 + 1)(X4 + X2 + 1)

= (X2 + 1) (X2 + 1)2 − 2X2 .

X6 + 1 = (X2 + 1)(X2 + 1−
√

2X)(X2 + 1−
√

2X).

8 Il existe un unique polynôme vérifiant ces condi-
tions. Il est donné à l’aide des polynômes d’interpola-

tion de Lagrange Pj (X) =
n

i=1∧i= j

X − i
j − i

où j ∈ [[1, n]]

par l’égalité :

P(X) =
n

j=1

r j Pj (X).

Or :

Pj (n + 1) =
n

i=1,i= j

n + 1− i
j − i

= (−1)n− j n!
( j − 1)!(n − j + 1)!

.

On obtient :

P(n + 1) = r [rn − (r − 1)n].

2 Un groupe simple

1 Le cardinal de tout sous-groupe de Z/pZ divise p.
Or p est premier, donc son cardinal est 1 ou p. On en
déduit que Z/pZ est simple.

2 a) Si (G, .) est cyclique d’ordre premier, la demons-
tration est identique à celle de la première question. Ré-
ciproquement, on suppose que G est simple. Soit x un
élément de G distinct de e . Le sous-groupe engendré
par x est distinct de {e}. Il est donc égal à G. On en
déduit que (G, .) est cyclique.

b) Montrons par l’absurde que son cardinal p est pre-
mier. Si p = rs où r et s sont des entiers naturels dis-
tincts de 1 et 0 alors x s est d’ordre r . Le groupe engen-
dré par x s est un sous-groupe de G. Ceci contredit la
simplicité de G.

Donc, p est premier.
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1. ALGÈBRE GÉNÉRALE

3 Un groupe isomorphe à (ZZZ/2ZZZ) p

1 a) ∀x ∈ G x = x−1. Soit x et y dans G. On a :

xy = (xy)−1 = y−1x−1 = yx .

b) On vérifie facilement que pour tout élément x de G
n’appartenant pas à H l’ensemble H ∪ x H est un sous-
groupe de G.

c) Soit p le plus grand entier tel que 2p card G.
Si card G = 1, l’ensemble {e, a1} ou a1 est un élé-
ment de G distinct de e est un sous-groupe H1 de G.
Si card (G) = 2, c’est fini. Sinon on peut construire un
sous-groupe de quatre éléments :

H2 = H1 ∪ a1 H1.

Par une récurrence finie, on construit ainsi une suite fi-
nie de sous-groupe Hk et une suite finie d’éléments ak

de G tels que :

Hk+1 = Hk ∪ ak Hk et ak ∈ G − Hk .

Le sous-groupeHp de G a 2p éléments. Si card G = 2p,
il existe un élément y de G qui n’est pas dans Hp. Le
sous-groupe Hp∪ y Hp de G est de cardinal 2p+1. Ce qui
contredit la définition de p.

Donc, card G = 2p.

d) L’application f de (Z/2Z)p dans G définie par :

f (n1, . . . , n p) = an1
1 ...an p

p

est un morphisme de groupes surjectif. Les ensembles
d’arrivée et de départ ont le même cardinal donc f est
un isomorphisme de groupes.

2 a) Les ordres des éléments de G divisent l’ordre de
G. Ils sont égaux à 1, 2, 3 ou 6.

b) Le seul élément d’ordre 1 est e. Si tous les autres élé-
ments de G étaient d’ordre 2, le cardinal de G serait une
puissance de 2. Ce qui n’est pas.

Donc, il existe au moins un élément d’ordre 3 ou 6.

c) Si G possède un élément d’ordre 6, il est cyclique
et isomorphe à Z/6Z. Si G ne possède aucun élément
d’ordre 6, il en possède un d’ordre 3.

Soit x cet élément. Notons y un élément de G n’appar-
tenant pas au sous-groupe engendré par x . L’ordre du
sous-groupe x ∩ y est 1 ou 3 car il divise l’ordre de
x .

Or, y n’appartient pas à x . Donc x ∩ y = {e}.
Montrons que l’application f : x × y −→ G définie
par f (u, v) = u · v est injective.

∀(u, u ) ∈ x ∀(v , v ) ∈ y .

u · v = u · v ⇐⇒ u −1 · u = v · v−1.

Or : x ∩ y = {e}. Donc u −1 · u = v · v−1 = e.

On en déduit u = u et v = v . L’injectivité de f
conduit à : card x × card y card G.

Par conséquent :

card y = 2 et G = e, x , x2, y, xy, x2 y .

G n’est pas abelien car sinon x · y serait d’ordre 6.

L’élément x · y n’appartient pas à x . Comme nous
l’avons étudié ci-dessus, son ordre est nécessairement 2.

On peut alors écrire la table d’opération de G et consta-
ter qu’elle est identique à celle de (s3, ◦).

Donc, G est isomorphe à (s3, ◦).

L’application définie par : e −→ Id , x −→ (123),
y −→ (12) définit un isomorphisme de (G, .) dans
(s3, ◦).

4 Groupe possédant
un unique automorphisme

Soit x un élément fixé dans G. L’application
y −→ xyx−1 est un automorphisme de G. C’est l’iden-
tité par hypothèse. On en déduit que G est abélien. L’ap-
plication y −→ x−1 est un automorphisme de G car G
est commutatif. Par conséquent :

∀x ∈ G x2 = e.

D’après l’exercice 3, le cardinal de G est une puissance
de 2 : 2p où p est un entier naturel et G est isomorphe à
(Z/2Z)p .
• Si p = 0 le groupe G est réduit à {e} .
• Si p = 1 le groupe G est isomorphe à (Z/2Z).
• Si p > 1 l’automorphisme de (Z/2Z)p défini par
(x1, ..., x p) −→ (x p, ..., x1) n’est pas l’identité.

Donc, les seuls groupes n’ayant qu’un seul automor-
phisme sont {e} ou isomorphes à (Z/2Z).

5 Les morphismes de groupes de
(s3,◦◦◦) dans (CCC∗,×××)

Le groupe (s3, ◦) est engendré par les transpositions.
Pour déterminer un morphisme f de (s3, ◦). dans
(C∗,×), il suffit de déterminer les images de toutes les
transpositions.

Montrons que toutes les transpositions ont la même
image. Soit s une permutation de {1, 2, 3} et t = (i , j )
une transposition. Alors :

f (sts−1) = f (s) f (t) f (s−1) = f (t)

car f (s−1) =
1

f (s)
. On en déduit que t et (s(i), s( j ))

ont la même image.

La transposition t est d’ordre 2, donc f (t) est égale-
ment d’ordre 2. Donc f (t) = 1 ou f (t) = −1.
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• Si f (t) = 1, l’application f est l’application
constante égale à 1.
• Si f (t) = −1, l’application f est la signature.

6 Les carrés de ZZZ/ pZZZ
Il s’agit de calculer le cardinal de l’ensemble

x2; x ∈ Z/pZ . Soit a dans [[0, p − 1]]. Nous de-
vons dénombrer les solutions de x2 = ā2 dans le corps
Z/pZ.
• Si a = 0, la seule solution est x = 0̄ car Z/pZ est un
corps.
• Si a = 0, l’équation se factorise en (x− ā)(x + ā) = 0̄.

On obtient x−ā = 0̄ ou x−ā = 0̄ . Il y a deux solutions
x = ā et x = ¯p − a lorsque ā = ¯p − a. C’est-à-dire
lorsque 2a ≡ p[p].

Dans ce cas, le carré ā2 est obtenu deux fois.

Tout nombre premier, distinct de 2, est un nombre im-
pair.

Lorsque p = 2, on obtient deux carrés 0̄ et 1̄.

Lorsque p = 2n+1 où n est un entier naturel non nul, on
obtient tous les carrés une seule fois en prenant a dans

[[0, n]]. Le nombre de carrés est
p + 1

2
.

7 Une équation dans Z/nZ
1 Quand n est premier l’anneau Z/nZ est un corps.

L’équation (1) équivaut à x = 0̄ ou x = 1̄.

2 p̄( p̄ − 1̄) = 0̄. Donc n divise p(p − 1). Il existe
deux entiers naturels n et p tels que :

n = an , p = ap et n ∧ p = 1.

Donc, n divise p (p − 1).

Or n ∧ p = 1. Donc n divise p − 1.

On en déduit que n est un diviseur de b, puis que n
divise ab.

D’autre part, p et p − 1 sont premiers entre eux. Par
conséquent, a et b sont premiers entre eux. Comme
chacun divise n, leur produit ab divise n.

En conclusion : n = ab.

3 D’après le théorème de Bézout, il existe deux en-
tiers u et v tels que au + bv = 1. On pose p = au. On
vérifie facilement que p̄ est solution de (1).

De plus, l’identité de Bézout assure que b et u sont pre-
miers entre eux. Donc a = n ∧ p.

4 On note a la valeur commune n ∧ p = n ∧ q . Soit
b = n ∧ (q − 1). On a ab = n. Donc b = n ∧ (p − 1)
également.

L’entier a divise p et q . Il divise p − q .

L’entier b divise p − 1 et q − 1. Il divise p − q .

Or a et b sont premiers entre eux, car p et p−1 le sont.
Par conséquent ab divise p − q . On en déduit p̄ = q̄ .

5 D’après les questions 3) et 4), pour tout couple
(a, b) d’entiers premiers entre eux, tels que n = ab,
il existe une unique solution de (1).

D’après la question 2), toute solution de (1) est associée

à un tel couple. Pour n =
k

i=1

pmi
i , on obtient les couples

(
i∈L

pmi
i ,

j∈M

pm j

j où (L , M) est une partition de [[1, k]].

Le nombre de ces partitions est
k

i=0

k
i

.

Il y a 2k solutions.

6 • Pour n = 12, les valeurs de a sont 1, 3, 4 et 12 .
• Pour a = 1, on trouve la solution 1̄.
• Pour a = 12, on trouve la solution 0̄.

L’identité de Bézout est 4− 3 = 1.
• Pour a = 3, on a u = −1. On trouve la solution 1̄1.
• Pour a = 4, on a u = 1. On trouve la solution 4̄.

8 Les automorphismes de corps
de QQQ + QQQ

√
2

On note K le corps Q + Q
√

2. Soit s un automorphisme
de K. Il vérifie : s(0) = 0 et s(1) = 1

∀(x , y) ∈ K s(x + y) = s(x) + s(y) (1)

∀(x , y) ∈ K s(xy) = s(x)s(y) (2)

On en déduit par récurrence que ∀n ∈ N s(n) = n.

En appliquant (1) au couple (x ,−x), on obtient :

∀x ∈ K s(−x) = −s(x).

Puis : ∀n ∈ Z s(n) = n.

En appliquant (1) au couple (q ,
p
q

), on obtient :

∀r ∈ Q s(r ) = r .

On applique ensuite (2) au couple (
√

2,
√

2). On en dé-
duit s(

√
2) =

√
2 ou s(

√
2) = −

√
2.

Finalement :

∀(a, b) ∈ Q2 s(a + b
√

2) = a + b
√

2 ;

ou bien :

∀(a, b) ∈ Q2 s(a + b
√

2) = a − b
√

2.

Réciproquement, on vérifie que les deux applications
définies ci-dessus sont des automorphismes de Q+Q

√
2.
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9 Les morphismes de corps de RRR
Soit s un morphisme de corps de R dans lui-même. On
montre comme dans l’exercice 8 que ∀r ∈ Q s(r ) = r .

Montrons que s est croissant.

Soit x un réel positif, alors
√

x existe et :

s(x) = (s(
√

x)2.

On en déduit que ∀x ∈ R+ s(x) 0.

Puis, en appliquant ce résultat à y − x 0, on obtient

∀(x , y) ∈ R2 x y =⇒ s(x) s(y).

Montrons que s est injectif. Soit x un réel non nul, alors
1
x

existe. On en déduit que s(x)s(
1
x

) = 1. Par consé-

quent, s(x) = 0. En conclusion, s est strictement crois-
sante.

Montrons par l’absurde que s est l’identité. Soit x un
réel. Si s(x) = x . On a, par exemple, x < s(x). Il
existe un rationnel r tel que x < r < s(x). L’applica-
tion s étant strictement croissante, on en déduit :

s(x) < s(r ).

Or, s(r ) = r , contredit l’inégalité r < s(x). On pro-
cède de même si s(x) < x .

Le seul morphisme de corps de R dans R est l’identité.

10 L’anneau des décimaux

D est clairement un sous-anneau de R. Il est donc in-
tègre. Montrons que ses idéaux sont principaux. Soit I
un idéal de D.
• Si I = {0} alors I = 0D.
• Si I = {0} montrons que I ∩ N∗ est non vide. Soit
x0 un élément non nul de I . Il existe un entier p tel que
x0 · 10p soit un entier relatif q . Or q = x0 · 10−p avec
x0 ∈ I et 10−p ∈ D, donc q ∈ I car I est un idéal.
D’autre part, I est un sous-groupe, donc −q ∈ I . Ainsi,
q ou −q est un élément de I ∩ N∗.

Notons a le minimum de I ∩ N∗.

On a trivialement aD ⊂ I . Montrons que I ⊂ aD.

Soit x dans I . Il appartient à D, donc il existe trois en-
tiers relatifs a, b et n tels que ;

x = 2a5bn et n ∧ 10 = 1

Or 2−a5−b est dans D et x est dans I , donc 2a5bx ap-
partient à I . Ainsi n ∈ I ∩ Z.

Or I ∩ Z est un sous-groupe de Z. Il existe un entier
naturel m non nul tel que I ∩ Z = mZ. On vérifie que
m = a. Donc n ∈ aZ.

On en déduit que x ∈ aD. En conclusion : I = aD.

Dans les deux cas, I est principal.

11 Polynômes de Tchebychev

1 a) Notons t = Arccos x , d’après la formule de
Moivre, on a :
Tn(x) = Re (cos t + i sin t)n

=
0 p n

2

n
2p

(−1)p cosn−2p t(1− cos2 t)p.

Il s’agit bien d’un polynôme en cos t à coefficients en-
tiers et de degré inférieur ou égal à n.

b) T1(X) = X ; T2(X) = 2X2−1 ; T3(X) = 4X3−3X ;
T4(X) = 8X4 − 8X2 + 1.

c) La relation de récurrence est obtenue à partir de la
relation :

cos(n + 1)t + cos(n − 1)t = 2 cos t cos nt .

d) On choisit comme hypothèse de récurrence Hn .

Le polynôme Tn a la parité de n, son degré est n et son
coefficient dominant est 2n−1.

L’hypothèse est vérifiée pour les quatre premières va-
leurs de n. L’hérédité est montrée facilement à l’aide
de la relation de la question 3), en remarquant que
XTn+1(X) a une parité différente de celle de Tn+1 et
que le terme de plus haut degré de Tn+2 est celui de
2XTn+1(X).

e) La formule de récurrence donne l’algorithme :

on ajoute à −Tn le produit de 2X par Tn+1 puis on ob-
tient Tn+2.

Entrée de n

u ←− 1

v ←− X

For p from 2 to n do

w ←− v

v ←− 2 ∗ X ∗ v − u

u ←− w

endfor

Afficher v

Avec le logiciel Maple on utilise la commande
with(orthopoly)

f) On pose t = Arccos x .

2 a) La question 1) f) assure :

∀x ∈ [−1, 1] |Tn(x) 1,

atteint pour t = 0 donc pour x = 1. On en déduit
Tn ∞ = 1.

b) Cette inégalité se démontre par récurrence à l’aide de
l’expression :

sin((n + 1)u) = sin(nu) cos u + sin u cos(nu).
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c) On dérive la fonction composée de
x −→ t = Arccos x et de t −→ cos nt . On obtient :

∀x ∈ [−1, 1] Tn (x) = −n cos nt
1

sin t
.

D’après la question 2) b), on en déduit :

∀x ∈ [−1, 1] |Tn (x)| n2.

Cette borne étant atteinte lorsque t tend vers 0, c’est-à-
dire lorsque x tend vers 1.

D’où Tn ∞ = n2

3 a) La relation se démontre facilement par récur-
rence à l’aide de la formule de la question 1) c).

b) L’application r −→ r + r−1

2
est continue strictement

croissante de [1, +∞[ dans lui-même. Pour tout x de
[1, +∞[ il existe un unique r de [1, +∞[ tel que :

x =
r + r−1

2
.

La résolution de l’équation du second degré qui corres-
pond à cette égalité donne r = x + x2 − 1.

Pour r 1 on a 1
rn + r−n

2
rn .

On en déduit :

1 Tn(x) x + x2 − 1
n
.

4 a) Pour tout t de [0, p] on obtient :

Tn (cos t)(− sin t) = −n sin nt

Tn (cos t) sin2 t − Tn (cos t) cos t = −n2 cos nt .

On en déduit :

∀x ∈ [−1, 1] (1− x2)Tn (x)− xTn (x) + n2Tn(x) = 0.

Cette expression polynomiale, nulle sur [−1, 1] , est
également nulle sur R.

L’équation différentielle vérifiée par Tn sur R est :

(1− x2)y − xy + n2 y = 0.

b) On applique la formule de Leibniz à l’ordre k − 1 à
l’équation différentielle obtenue. On obtient :

(1− x2)y(k+1 − 2(k − 1)xy(k − (k − 1)(k − 2)y(k−1)

−xy(k) − (k − 1)y(k−1) + n2 y(k−1) = 0.

Puis, après simplification et pour x = 1 on a :

(2k − 1)T (k)
n (1) = (n2 − (k − 1)2)T (k−1)

n (1).

En multipliant les égalités obtenues pour k variant à par-
tir de la valeur 0. On obtient :

T (k)
n (1) =

n2(n2 − 1)...(n2 − (k − 1)2)
1.3...(2k − 1)

.

En introduisant les termes pairs manquants on a :

T (k)
n (1) =

n(n − 1)...(n − (k − 1))n(n + 1)...(n + (k − 1))
1.2.3...(2k − 1)(2k)

2kk!

puis la relation demandée.

La dernière relation s’obtient en remarquant que la pa-
rité change à chaque dérivation.

12 Majoration des polynômes
et de leurs dérivées

1 a) On résout cos nt = ±1 (1) en posant x = cos t .

L’ensemble des solutions de (1)est
kp

n
; k ∈ [[0, n]].

Les solutions de |Tn(x)| = 1 sont les ak .

On a Tn(ak) = (−1)k .

D’après l’exercice 11 question 2) c), on a :

Tn (cost) =
n sin nt

sin t
. On en déduit :

∀ j ∈ [[1, n − 1]] Tn (a j ) = 0.

Pour j = 0 ou j = n, l’expression précédente
est indéterminée. On va utiliser la question 4) b) de
l’exercice 11.

Pour j = n, Tn (1) = n2.

Pour j = 0, Tn (−1) = (−1)n+1n2.

b) La famille (L0, ..., Ln) est la base duale de la famille
(u0, ..., un) où chaque ui est définie par P −→ P(ai ).

L’expression de tout polynôme P de degré inférieur à n
est donnée par :

P =
n

i=0

ui , P L i (2)

où désigne le crochet de dualité.

Pour Tn on obtient : Tn(X) =
n

i=0

(−1)n−i L i (X).

c) Pour x 1 on a x − ai 0 car les ai sont dans
[−1, 1].

Le dénominateur de L i contient exactement n − i fac-
teurs négatifs. Par conséquent (−1)n−i L i (x) = |L i (x)|.

D’où : ∀x ∈ [1, +∞[ Tn(x) =
n

i=0

|L i (x)|.

d) La relation (2) et la question 3) b) de l’exercice 11
permet d’écrire pour tout x de [1, +∞[

|P(x)|
n

i=0

|P(ai | |L i (x)| P ∞
n

i=0

|L i (x)|

|P ∞(x + x2 − 1)n.
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1. ALGÈBRE GÉNÉRALE

2 a) La justification est analogue à celle de la ques-
tion 1) c). En effet, lorsqu’on dérive le numérateur de L i

tous les facteurs des termes de la somme obtenue sont
positifs.

b) C’est la même démonstration qu’à la question 1) d)
à l’aide de la question 2) a).

3 a) On montre par une récurrence immédiate que :

P (k)
l (X) =

l + ´

2

k

P (k) l + ´

2
X +

l− ´

2
.

Or l et ´ ont le même signe. Donc |l + ´

2
| =

|l| + 1
2

.

On obtient l’égalité attendue.

b) Comme 1 + |l[ 1 l’égalité de 3) a) assure :

|P (k)(l)| 2k |P (k)
l (1)|.

D’après 2) b), on a :

|P (k)(l)| 2k Pl ∞T (k)
n (1).

De plus :
l + ´

2
X +

l− ´

2
= l

x + 1
2

+
x − 1

2
.

Or :
x + 1

2
0 et −1 l 1.

Donc :

−1
l + ´

2
X +

l− ´

2
x 1.

On en déduit la majoration de Pl ∞ par P ∞, puis
l’inégalité :

P (k) 2k P ∞T (k)
n (1).

c) D’après la question 4) b) de l’exercice 11, on a :

2k P ∞T (k)
n (1) = 22k n

n + k
k!

(2k)!
(n + k)!
(n − k)!

P ∞

22k k!
(2k)!

(n + k)!
(n − k)!

P ∞.

Pour k = 1, on reprend la majoration de la ques-
tion 3) b) et on applique la question 2) c) de l’exercice
11. On obtient :

P ∞ 2n2 P ∞.
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2 Compléments
d’algèbre linéaire

RAPPELS DE COURS
Dans ce chapitre, K désigne un sous-corps de C et E un espace vectoriel sur K.

Soit (xi )i∈I une famille de E indexée par un ensemble I fini ou infini. On note K(I ) le sous-espace
de KI des familles à support fini indexées par I .

FAMILLES DE VECTEURS

• Combinaisons linéaires

Un vecteur x de E est combinaison linéaire des xi pour i dans I , s’il est combinaison linéaire
d’une sous-famille finie de (xi )i∈I .

Une famille (xi )i∈I , d’un espace vectoriel E est génératrice si, et seulement si, tout élément de
E est une combinaison linéaire des vecteurs xi pour i dans I .

• Famille libre, famille liée

La famille (xi )i∈I est libre si tout élément du sous-espace engendré par cette famille s’écrit de
manière unique comme combinaison linéaire des vecteurs xi pour i dans I .

On dit aussi que les vecteurs xi pour i dans I sont linéairement indépendants ou plus simplement
indépendants.

Une famille (xi )i∈I d’un espace vectoriel E qui n’est pas libre est liée. Dans ce cas, les vecteurs
xi pour i dans I sont dits linéairement dépendants.

La famille (xi )i∈I est libre si, et seulement si :

∀ (ai )i∈I ∈ K (I )

i∈I

ai xi = 0E ⇒ ∀ i ∈ I a i = 0 .

Une famille de vecteurs est libre si, et seulement si, toute sous-famille finie est libre.

Une famille (xi )i∈I d’éléments d’un espace vectoriel E est liée si, et seulement s’il existe une
famille (ai )i∈I de K (I ) non identiquement nulle telle que

i∈I

ai xi = 0E .

Une famille est liée si, et seulement si, l’un des vecteurs est combinaison linéaire des autres.

Soit une famille libre (xi )i∈I , d’un espace vectoriel E et x un vecteur de E tel que la famille
associée à {x} ∪ {x i ; i ∈ I} soit liée. Alors x est combinaison linéaire des vecteurs xi pour i
dans I .
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2. COMPLÉMENTS D’ALGÈBRE LINÉAIRE

• Base

La famille (xi )i∈I est une base de E si elle est libre et génératrice. La famille (xi )i∈I , est une base
de E si, et seulement si, tout vecteur x de E s’écrit de manière unique x =

i∈I

ai xi où (ai )i∈I

est une famille de K(I ). Les scalaires ai pour i dans I sont les coordonnées ou les composantes
du vecteur x .

• Théorème de la base incomplète

Soit (xi )i∈I une famille génératrice finie de E et J une partie de I telle que la famille (xi )i∈J soit
une famille libre de E .

Alors il existe une partie L de I contenant J telle que (xi )i∈L soit une base de E .

• Application linéaire déterminée par l’image d’une base

Soit (xi )i∈I une base de l’espace vectoriel E et (yi )i∈I une famille de l’espace vectoriel F .

Il existe une unique application linéaire u de E dans F telle que :

∀ i ∈ I u(xi ) = yi .

SOMME DE SOUS-ESPACES

• Soit (E i ) i∈I une famille finie de sous-espaces vectoriels de E .

On appelle somme de la famille (Ei )i∈I et on note
i∈I

E i le sous-espace de E engendré par

∪
i∈I

Ei .

i∈I

E i =
i∈I

x i ; ∀ i ∈ I x i ∈ E i .

On dit que la somme
i∈I

E i est directe et on note⊕
i∈I

Ei , si tout élément de la somme
i∈I

E i

s’écrit de manière unique comme une somme d’éléments de Ei .

Pour tout i de I ,
i∈I

Ei = Ei ⊕
j∈I
j=i

E j

• La somme
i∈I

E i est directe si, et seulement si :

∀(xi )i∈I ∈
i∈I

Ei

i∈I

x i = 0E ⇒ ∀ i ∈ I xi = 0E .

• La somme des Ei pour i dans I est directe si, et seulement si :

∀ j ∈ I E j ∩


i∈I
i= j

Ei

 = { 0E }.

• Lorsque la dimension de E est finie, la somme
i∈I

Ei est directe si, et seulement si :

dim
i∈I

Ei =
i∈I

dim Ei .

c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit 31



ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIE

• Lorsque l’espace vectoriel E est somme directe de la famille (Ei ) i∈I , pour tout i de I , on note
pi la projection sur Ei de noyau

j∈I
j=i

E j .

Alors
i∈I

pi = IdE , pi ◦ pi = pi et pi ◦ p j = 0L(E) pour i = j .

SOUS-ESPACES SUPPLÉMENTAIRES

Deux sous-espaces E1 et E2 d’un espace vectoriel E sont supplémentaires si, et seulement si :

E1 ⊕ E2 = E .

• Soit E un K−espace vectoriel de dimension finie.

1) Tout sous-espace F admet au moins un supplémentaire.

2) Pour tout supplémentaire G de F on a : dim F + dim G = dim E .
• Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de E .

Il y a équivalence entre les propriétés suivantes :

(i) E = Im f + Ker f ;

(ii) E = Im f ⊕ Ker f ;

(iii) Im f ∩ Ker f = {0E}.
• Tout sous-espace d’un espace vectoriel admet au moins un supplémentaire.

Tout sous-espace distinct de E admet une infinité de supplémentaires.

SOMME ET FAMILLES DE VECTEURS

Pour tout i dans I , soit Si une famille de E i .

Si pour tout i dans I , Si est génératrice de Ei , alors ∪
i∈I

Si est une famille génératrice de
i∈I

E i .

On suppose que la somme des (E i ) i∈I est directe.

1) Si, pour tout i dans I , la famille Si est libre, alors ∪
i∈I

Si est libre dans ⊕
i∈I

Ei .

2) Si, pour tout i dans I , la famille Si est une base de Ei , alors ∪
i∈I

Si est une base de ⊕
i∈I

Ei .

• Soit (e i ) i∈I une base d’un espace vectoriel E et (Ik) k ∈J une partition finie de I . Pour tout k
de J soit E k le sous-espace vectoriel engendré par la famille (e i ) i∈Ik

. Alors E = ⊕
k∈J

Ek .

Une base (e i ) i∈I de E est dite adaptée à la décomposition en somme directe E = ⊕
k∈J

Ek s’il

existe une partition (Ik) k ∈J de I telle que, pour tout k de J , la famille (ei )i∈Ik
soit une base de

Ek .

SOMMES DIRECTES ET APPLICATIONS LINÉAIRES

• Soit E un espace vectoriel, somme directe d’une famille finie (Ei ) i∈I de sous-espaces vecto-
riels, F un espace vectoriel et, pour tout i de I , ui une application linéaire de Ei dans F .

Alors, il existe une unique application linéaire u de E dans F telle que, pour tout i de I , l’appli-
cation ui soit la restriction de u à l’espace Ei .
• Soit E et F deux K-espaces vectoriels et u une application linéaire de E dans F . Alors :

1) la restriction de u à un supplémentaire G de Ker u est un isomorphisme de G dans Imu ;

2) tout supplémentaire du noyau de u est isomorphe à l’image de u.
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2. COMPLÉMENTS D’ALGÈBRE LINÉAIRE

• Soit E un K-espace vectoriel, F un sous-espace vectoriel de E , G et H deux sous-espaces
supplémentaires de F dans E :

1) la restriction à H de la projection sur G de noyau F est un isomorphisme de H dans G.

2) les supplémentaires G et H sont isomorphes.
• Soit E un K-espace vectoriel et F un sous-espace de E .

Si F admet un supplémentaire G de dimension finie, tous les supplémentaires de F sont de
dimension finie égale à la dimension de G.

La dimension commune de tous les supplémentaires de F est la codimension de F , notée
codim F .

Lorsque E est de dimension finie : codim F = dim E − dim F .
• Soit E , F deux K-espaces vectoriels et u une application linéaire de E dans F de rang fini.

Alors Ker u est de codimension finie égale au rang de u.

DUALITÉ

• Formes linéaires et espace dual
Une application u linéaire de E dans K est appelée forme linéaire sur l’espace E .

L’espace vectoriel L(E , K) est appelé l’espace dual de E . Il est noté E∗.

L’application w définie de E∗ × E sur K, par w (u , x) = u(x) est une forme bilinéaire.

L’application w est appelée forme bilinéaire canonique.

Le scalaire w (u , x) sera noté u , x , la notation , sera appelée crochet de dualité.

Le zéro de E∗ est l’application nulle. Il sera noté 0∗.
• Soit x et y dans E , u dans E∗. Alors :

x = 0E ⇔ ∀ u ∈ E∗ u , x = 0.

x = y ⇔ ∀ u ∈ E∗ u , x = u , y .

• Trace d’une matrice, d’un endomorphisme
• Soit A une matrice carrée d’ordre n dans Mn(K) : A = [[ai , j ]]] i∈[[1, n]] j∈[[ 1, n ]].

Le scalaire
n

i=1

ai ,i est appelé la trace de A noté Tr(A).

L’application trace Tr définie de Mn(K) dans K est une forme linéaire.

Pour toute matrice A et toute matrice B de Mn(K) on a : Tr(A B) = Tr (B A).

Deux matrices semblables ont la même trace.
• Soit B une base de E et u un endomorphisme de E . La trace de la matrice de u dans la base
B ne dépend pas du choix de la base B. Elle ne dépend que de l’endomorphisme u. On l’appelle
trace de l’endomorphisme u, notée Tr(u).
• Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. La trace d’un projecteur p est égale à son
rang.

• Hyperplans
Un hyperplan H de E est un sous-espace de E de codimension 1 : il existe une droite D telle
que H ⊕ D = E .

Si H est un hyperplan de E , pour tout vecteur a de E n’appartenant pas à H , on a :H ⊕ Ka = E .

Pour tout hyperplan H de E et tout vecteur a de E n’appartenant pas à H , il existe une forme
linéaire u unique telle que u|H soit nulle et telle que u(a) = 1.
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Un sous-espace H de E est un hyperplan si, et seulement s’il est le noyau d’une forme linéaire
non nulle.
• Soit u dans E∗ non nulle et H le noyau de u. Alors u(x) = 0 est appelée une équation de H et :

∀ v ∈ E∗ H = Ker v ⇔ ∃l ∈ K \{0} v = l u.

Toutes les équations d’un hyperplan sont proportionnelles entre elles.

• Base duale et préduale
• Soit E un K-espace vectoriel de dimension n et B = (e1 , e2 , ..., en) une base de E .

Pour i , j dans [[1 , n]] le symbole de Kronecker d j
i est défini par d j

i = 1 si i = j et d j
i = 0 si

i = j .

Pour tout i dans [[1 , n]], on définit la forme linéaire e∗i sur E par :

∀ j ∈ [[1 , n]] e∗i , e j = d j
i .

Les formes linéaires e∗1 , e∗2 , ..., e∗n sont appelées les formes linéaires coordonnées.

Alors E∗ est de dimension n et B∗ = (e∗1 , e∗2 , ..., e∗n ) est une base de E∗, appelée base duale
de B .

La base B est dite préduale de B∗.

Toute forme linéaire de E∗ se décompose de manière unique dans la base B∗ : u =
n

i=1

u , ei e∗i .

Tout vecteur x de E se décompose de manière unique dans la base B : x =
n

i=1

e∗i , x ei .

• Soit (x1 , x2 , ..., xn) une famille de E et (u1 , u2 , ..., un) une famille de E∗ telles que :

∀i ∈ [[1 , n]] ∀ j ∈ [[1 , n]] ui , x j = d j
i .

Alors :

– la famille (x1 , x2 , ..., xn) est une base de E ;

– la famille (u1 , u2 , ..., un) est une base de E∗, duale de la base (x1 , x2 , ..., xn).
• Soit L = (u1, ..., un) une base de E∗. Il existe une base B = (x1 , x2 , ..., xn) de E telle que
L = B∗.

Elle est l’image réciproque de la base canonique de Kn par l’application f de E dans Kn définie,
pour x dans E , par :

f (x) = u1(x), ..., un(x) .

Si F est un sous-espace vectoriel de E de dimension p, l’ensemble des formes linéaires s’annu-
lant sur F est un sous-espace vectoriel de E∗ de dimension n − p.

• Soit (u1, ..., u p) une famille libre de p formes linéaires dans E∗ alors
p∩

j=1
Ker u j est un espace

vectoriel de dimension n − p et Vect (u1, ..., u p) est l’ensemble des formes linéaires nulles sur
p∩

j=1
Ker u j .

Tout sous-espace de dimension p est l’ensemble des vecteurs de E dont les coordonnées dans la
base B sont solutions d’un système de rang n − p de la forme :

a1,1 x1 + · · · + a1,n xn = 0

a2,1 x1 + · · · + a2,n xn = 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
an−p,1x1 + · · · + an−p,n xn = 0

Réciproquement, l’ensemble des solutions d’un système de p équations de rang p est un sous-
espace de Kn de dimension n − p.
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É N O N C É S
Dans ce chapitre, le corps K désigne soit le corps R des
réels, soit celui des complexes C.

1 Pour s’entraîner

1 E est un K-espace vectoriel de dimension n.

On considère deux endomorphismes f , g de E tels que :

f + g = IdE ; rg( f ) + rg(g) n.

Montrer que f et g sont des projecteurs.

2 On note E l’ensemble des endomorphismes u de
Mn(R) tels que :

∀M ∈ Mn(R) u(t M) = t (u(M)).

Déterminer la structure de E et sa dimension.

3 Les réels x1, x2, x3 sont distincts. On considère
les six formes linéaires définies sur l’espace vectoriel
E = K[X] par :

∀i ∈ [[1, 3]] ∀P ∈ E fi (P) = P(xi ), ci (P) = P (xi ).

Déterminer le rang de la famille {f1, . . . , c3}.

4 Soit Q un polynôme de R[X].

Discuter l’équation :

P(X + 1) + P(X − 1)− 2P(X) = Q(X).

Application

Résoudre les cas particuliers Q ∈ 1, X , X2 .

5* Soit E et F deux espaces vectoriels de dimension
finie et f une application linéaire de E dans F .

Montrer que f est un isomorphisme si, et seulement si :

∀g ∈ L(F , E) f ◦ g ◦ f = 0 =⇒ g = 0.

6* Soit n 2 et A une matrice de Mn(R) telle que :

∀X ∈ Mn(R) Det(A + X) = Det(A) + Det(X).

Montrer que A = 0.

7 Cet exercice utilise les développements en série en-
tière.

a) Expliciter le développement en série entière de√
1 + x pour −1 < x < 1.

b) M est une matrice carrée réelle telle que :

M3 − 3M2 + 3M − I = 0.

Expliciter une matrice N sur le même corps que M telle
que M = N 2.

8 A est une sous-algèbre de Mn(K) et M une matrice
régulière appartenant à A.

a) Montrer que l’application f (X −→ M X) est un
automorphisme d’espace vectoriel de A.

b) Montrer que M−1 appartient à A.

c) Calculer l’inverse de N =


4 1 1 1 3
1 4 1 3 1
1 1 6 1 1
1 3 1 4 1
3 1 1 1 4

.

d) Où intervient la structure de sous-algèbre pour A ?

1) Question classique, s’il en est...
Vous DEVEZ savoir montrer que f et g sont des
projecteurs associés.

2) Montrer que les sous-espaces des matrices sy-
métriques et des matrices antisymétriques sont
stables par tout endomorphisme de E .

3) Considérer une combinaison linéaire nulle des
formes linéaires et chercher à montrer que les coef-
ficients sont nuls en l’appliquant à des polynômes
judicieusement choisis...

5) Si f est un isomorphisme et si g vérifie
f ◦ g ◦ f = 0, alors...
Réciproquement, si f vérifie cette propriété, mon-
trer que f est injective, puis surjective.
Essayer de procéder par l’absurde.
6) Poser X = A. Qu’en déduire ?
Supposer ensuite A = 0 et construire une matrice
X telle que :

Det(A + X) = Det(A) + Det(X).

7) Écrire M = I + (M − I ) dans M = N 2.

8) b) Regarder les antécédents de In par f.
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2 Hyperplans et formes linéaires

1 D’après E3A.PC.

Calculer la dimension et donner une base de l’ensemble
E des polynômes réels P de degré inférieur ou égal à n

tels que
1

−1
P = 0.

2* A et B sont deux matrices de Mn(R), f est une
forme linéaire non nulle sur Mn(R).

Résoudre, dans Mn(R), l’équation X + f(X)A = B.

2) Appliquer la forme linéaire aux matrices B et
X + f(X)A. Puis discuter suivant les cas.
Si nécessaire, et seulement dans ce cas, décompo-
ser Mn(R) en somme directe de sous-espaces vec-
toriels.

3 Une équation matricielle

Résoudre dans M2(R) l’équation :
tr(X)Y + tr(Y )X =

4 8
4 −4

XY =
1 1
4 −2

.

Prendre la trace de tr(X)Y + tr(Y )X .

4 Matrices de trace nulle

Soit E un espace vectoriel non réduit au vecteur nul.

1 Déterminer les fonctions f dans L(E) telles que,
pour tout x de E , la famille {x , f (x)} soit liée.

2 Montrer que, si M est une matrice de M2(K), non
scalaire, elle est semblable à une matrice de la forme :

0 a
1 b

.

3 Montrer que toute matrice carrée non scalaire, de
trace nulle est semblable à une matrice dont les termes
diagonaux sont nuls.

1) Pour tout vecteur x de E , il existe un scalaire lx

tel que f (x) = lx x .
Mais attention ! ce scalaire dépend de x .
2) Utiliser la question précédente.
3) Démonstration par récurrence.
À l’ordre n + 1, considérer la matrice obtenue en
supprimant la première ligne et la première co-
lonne de M et travailler avec les matrices décrites
par blocs.

5 Un calcul d’inverse

Inverser, si possible, la matrice :

A =


n n − 1 · · · 1

n − 1 n − 1
...

...
...

1 · · · · · · 1

 .

Plusieurs méthodes sont possibles...

6* Morphismes multiplicatifs
de Mn(RRR) dans RRR

Soit f une application non constante de Mn(R) dans R
telle que :

∀(A, B) ∈ Mn(R)2 f (A.B) = f (A). f (B).

1 Déterminer f (In) et f (0).

2 Montrer que deux matrices semblables ont même
image par f .

3 Montrer que, si A est une matrice de rang
0 < r < n, il existe deux matrices inversibles P et
Q telles que :

A = P


0 1 0 · · · 0
0 0 1 0
...

. . .
. . .

0 · · · 0

 Q = P N Q.

4 Montrer que A ∈ GLn(R) ⇐⇒ f (A) = 0.

2) Chercher d’abord l’image par f d’une matrice
inversible.
3) Noter u l’endomorphisme canoniquement asso-
cié à f et chercher deux bases de Rn dans les-
quelles la matrice de u ait la forme souhaitée.
4) Regarder les puissances de la matrice N .
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7 Composés d’endomorphismes

Soit E un espace vectoriel de dimension finie.

1 Soit f et g deux endomorphismes de E . On consi-
dère les trois égalités :

(i) f ◦ g ◦ f = f (ii) g ◦ f ◦ g = g (iii) rg f = rg g

Montrer que si deux de ces égalités sont vérifiées, la
troisième l’est aussi.

2 Soit f dans L(E). Montrer l’existence de g dans
L(E) telle que (i), (ii), (iii) soient vraies.

3 Soit f , g, h, f1, g1 dans L(E) telles que :

f ◦ f1 ◦ f = f et g ◦ g1 ◦ g = g.

Montrer qu’il existe x dans L(E) tel que f ◦ x ◦ g = h
si, et seulement si :

f ◦ f1 ◦ h ◦ g1 ◦ g = h.

1) Pour montrer que (i) et (iii) entraînent (ii), éta-
blir, tout d’abord, que rg (g ◦ f ) = rg g.
Puis, établir que si a et b sont deux endomor-
phismes de E tels que : Im a = Im b, il existe
un endomorphisme c de E tel que : a ◦ c = b. On
pourra alors utiliser l’exercice 1.
2) Faire une étude suivant le rang de f .

8* Normes de forme linéaire
D’après X.ESPCI. PC.

On fixe un entier n dans N et on désigne par E l’espace
vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré in-
férieur ou égal à n. On considère la forme linéaire L sur
E définie par :

∀P ∈ E L(P) =
1

−1
P(x) d x .

1 Déterminer l’image par L de la fonction polyno-

miale P telle que P(x) =
n

p=0

apx p.

Déterminer la dimension du noyau de L , puis une base
de ce noyau.

2 Soit N une norme sur E . On pose :

N (L) = sup
P∈E ,N (P) 1

|L(P)| .

Justifier l’existence de N (L) et montrer qu’il existe Q
dans E tel que N (Q) = 1 et |L(Q)| = N (L).

3 Pour P dans E tel que P(x) =
n

p=0

apx p, on pose :

N∞(P) = sup
0 p n

|ap| et N2(P) =

 n

p=0

(ap)2

1/2

Comparer les normes N∞ et N2.

4 On désigne par N∞(L) et N2(L) les nombres N (L)
définis dans la première question, quand on choisit pour
N respectivement N∞ et N2.

a) Trouver Q∞ dans E tel que N∞(Q∞) = 1 et
|L(Q∞)| = N∞(L).

b) Trouver Q2 dans E tel que N2(Q2) = N2(L).

1) Noyau d’une forme linéaire...
2)) Montrer que l’ensemble {P ∈ E ; N (P) 1}
est une partie compacte de E .
3) Revoir le cours.
4 a)) Utiliser 2) b).
b) Une racine carrée... Penser à Cauchy-Schwarz.

9 Matrices et déterminants
par blocs

Les deux exercices suivants sont indépendants.

1 Les matrices A et B sont carrées d’ordre n 1, à
coefficients réels.

On considère la matrice, définie par blocs :

M =
A B

−B A
.

On pose, en blocs, P =
In In

iIn −iIn
.

a) Montrer que la matrice P est inversible et donner son
inverse.

b) Calculer la matrice P−1 M P .

c) Quelle relation en déduit-on pour Det(M) ?

2* Soit A, B, C et D quatre matrices de Mn(C).

On considère la matrice de M2n(C) définie par

M =
A B
C D

.

a) Montrer que si A est inversible, on a :
DetM = DetA. Det(D − C A−1 B).

b) On considère N =
DetA DetB
DetC DetD

.

Montrer que, si M est de rang n, la matrice N est de
déterminant nul.

c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit 37



ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIE

1) a) Essayer directement de déterminer l’inverse
de P .
c) Que dire du signe de Det(M) ?
2) a) On pourra déterminer une matrice inversible
P de M2n(C) telle que P M soit trigonale par
blocs.
b) On pourra distinguer les cas DetA = 0 et
DetA = 0.

10* Polynôme et déterminant

On considère un entier naturel non nul, n et Dn+1 le dé-
terminant :

Dn+1 =

1 x x2 · · · xn−1 xn

1 1 · · · 1
1 2 3 n n + 1
...

...
...

1 2n−1 3n−1 nn−1 (n + 1)n−1

.

Montrer que Dn+1 est un expression polynomiale en x
dont on précisera le degré et le terme dominant.

Calculer Dn+1.

Considérer l’endomorphisme d de Kn−1[X] défini
par :

∀P ∈ Kn−1[X] d(P) = P(X + 1)
et utiliser (I d − d)n .

11* Déterminant, rang
et inverse de matrice

On considère (a1, a2, .., an) un n-uplet de réels. On pose
a0 = 0 et pour tout entier k (1 k n) :

bk = ak − ak−1.

On note An la matrice (n, n) dont l’élément situé à la
i-ième ligne, j -ième colonne est amin(i , j ).

1 Calculer le déterminant de An .

2 Montrer que le rang de An est le nombre d’éléments
non nuls du n-uplet (b1, b2, . . . , bn).

3 Dans le cas où An est inversible, déterminer A−1
n .

1) On pourra effectuer des manipulations sur les
lignes de ce déterminant.
2) Les mêmes méthodes s’emploient pour la re-
cherche du rang.

12 Comatrice

Les deux questions suivantes sont indépendantes.

1* Soit A dans GLn(R).

a) Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que la transposée de la comatrice de A, notée tComA
soit égale à A−1.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que tComA = A.

2 Soit A dans Mn(Z).

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
A soit inversible et que A−1 soit dans Mn(Z).

1) et 2) Utiliser la relation liant tComA, A et DetA.

Algorithmes
1* Les nombres de Stirling

D’après Navale.

On note R[X] l’espace vectoriel des polynômes à coef-
ficients réels ; pour tout entier naturel, n > 0, Rn[X] est
l’espace vectoriel des polynômes de degré au plus égal
à n.

On désigne par e0 = a0 = E0 = F0 le polynôme
X0 = 1.

On considère, pour tout entier j = 0 et tout réel
a = 0, les polynômes e j , a j , E j , F j respectivement dé-
finis par :

e j (X) = X j ; a j (X) = (X − a) j ;

E j (X) =
1
j !

X(X − 1) · · · (X − j + 1) ;

F j (X) = j !E j (X).

On appelle, pour tout n de N, B0,Bn,a, En ,Fn les fa-
milles :

B0 = (e0, . . . , en) ; Bn,a = (a0, . . . , an) ;

En = (E0, . . . , En) ; Fn = (F0, . . . , Fn).

Le dual d’un espace vectoriel V dont une base est B
sera noté V ∗, et B∗ sera la base duale de B ; cette base
B elle-même sera dite préduale de B∗.

Soit D l’opérateur de R [X] dans lui-même qui, à toute
f appartenant à R[X], associe D( f ) telle que, pour tout
x de R :

(D f )(x) = f (x + 1)− f (x).

On pose D0 = I , et pour tout entier p > 0,
Dp+1 = Dp ◦ D.
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Soit D l’opérateur de dérivation sur R[X] tel que, pour
tout réel x :

(D f )(x) =
d f
dx

(x).

Partie 1 : Étude de D et nombres de Stirling

1 a) Montrer que En et Fn sont des bases de Rn[X] et
que D est une application linéaire.

b) Montrer que Rn[X] est stable par D.

c) L’endomorphisme de Rn[X] induit par D est noté Dn .

Montrer que Dn est nilpotent.

Montrer que D n’est pas un endomorphisme nilpotent
de R[X].

d Déterminer la matrice An de Dn relativement à B0.

2 Déterminer la matrice Bn de Dn relativement à En

et le plus petit entier m (dit indice de nilpotence de Bn)
tel que Bm

n = 0.

3 On pose, pour tout k dans N vérifiant 1 k n :

Fk =
n

i=0

s(i , k)ei et ek =
n

i=0

s(i , k)Fi .

Les nombres s(i , k) et s(i , k) sont appelés respective-
ment nombres de Stirling de première et de seconde es-
pèce.

a) Déterminer, pour tout (i , k) dans N2 tel que 1 i n
et 0 k n − 1, le nombre s(i , k + 1) en fonction de
s(i − 1, k) et s(i , k).

b) Déterminer de même une relation de récurrence per-
mettant de calculer s(i , k).

c) Écrire un programme de calcul, à n fixé, des s(i , k)
pour tout (i , k) dans N2 tel que 1 i n et 1 k n.

Même question pour les s(i , k).

Faire fonctionner ces programmes pour calculer s(5, 6)
et s(5, 6).

4 On désigne par Pn la matrice de passage de En à
Fn . Calculer P5 et P−1

5 .

Partie 2 : Interpolation

5 Déterminer la base duale B∗
n,a = (a∗

0 , . . . , a∗
n ) de

Bn,a.

6 Soit E∗
n = (E∗

0 , . . . , E∗
n ) la base duale de En .

a) Calculer, pour tout (k, i) de N2, Dk(Ei ) et Dk(Ei )(0).

b) Expliciter P =
n

i=0

E∗
i (P)Ei en déterminant, pour

tout P de Rn[X], les E∗
i (P) en fonction de Dn et de P .

c) On suppose qu’un polynôme Q de degré q de R[X]
prend, pour q + 1 entiers consécutifs de Z des valeurs
entières. Montrer que Q(Z) ⊂ Z.

7 Soit i un entier. On définit l’application :

L∗
i : Rn[X] −→ R par L∗

i (P) = P(i).

a) Montrer que L∗ = (L∗
0 , . . . , L∗

n ) est une base de
(Rn[X])∗ dont on déterminera la base préduale, qui sera
notée L = (L0, . . . , Ln).

b) En utilisant L, déterminer un polynôme T , de de-
gré 3, dont le graphe contienne les points :i ,

i

j=0

j4

 pour i dans {0, 1, 2, 3} .

Partie 3 : Lien entre D et D

8 a) Montrer que, pour tout k 1 :

D(Ek) =
k

i=1

(−1)i−1

i
Ek−i .

b) En déduire que D =
∞

i=1

(−1)i−1

i
Di

3) a) Les s(i , k) (et les s(i , k)) sont les coordon-
nées des polynômes Fk (respectivement ek) dans la
base B0 (respectivement Fn).
La question posée incite à écrire Fk+1 en fonction
de Fk .
b) Une méthode possible consiste à écrire X k , pour
k entre 0 et n−1, en fonction des Fi et à multiplier
par X .

5) Décomposer P suivant les polynômes de la base
Bn,a.

6) b) Utiliser la question précédente.
c) On peut :
• définir, en utilisant Q, un polynôme P de même

degré, prenant des valeurs entières pour les en-
tiers 0,1,... ,d ;

• montrer que, pour tout k dans [[0, d]], Dk
d(P)(0)

est un entier relatif ;
• poursuivre en utilisant la question précédente.

7) a) Penser aux polynômes de Lagrange.

8) a) Récurrence sur k. Ne pas oublier que :

Ek+1 =
X − k
k + 1

Ek .

c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit 39



ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIE

2 Racines d’un polynôme
par la méthode de Bernoulli

Partie mathématique

On considère le polynôme P(X) = an Xn + · · · + a0,
(avec an = 0), polynôme dont on cherche les racines
supposées toutes non nulles et de modules distincts. Soit
x1, x2, · · · , xn ces racines telles que :

|x1| > |x2| > · · · > |xn|.
On cherche à approximer une racine de P en utilisant
une suite récurrente linéaire telle que : ∀k ∈ N.

anuk+n + an−1uk+n−1 · · · + a0uk = 0 (E)

soit, pour tout entier k :

uk+n = −an−1

an
uk+n−1 − · · · − a0

an
uk .

On note E l’ensemble des suites vérifiant la relation (E).
Vérifier, en utilisant la méthode du cours pour les suites
récurrentes linéaires d’ordre 2, que E est un espace vec-
toriel et que les suites géométriques (xk

i )k forment une
base de E. Soit u dans E. Il existe donc n scalaires
C1, · · · , Cn tels que, pour tout entier k :

uk = C1xk
1 + · · · + Cn xk

n .

Montrer que, si la suite (uk) n’est pas nulle, le rapport
uk

uk−1
converge vers une racine de P .

Partie informatique

1 Expliciter un algorithme de recherche des racines
de P .

2 Traduire cet algorithme en un programme.

3 Résoudre, avec ce programme, les équations :

x2 − 1,5x − 7 = 0 ; x3 − 12,5x2 + 33,5x + 20 = 0.

3* Forme faible de Frobenius
d’une matrice

D’après CCP. Maths appliquées.

Une matrice compagnon est aussi dénommée matrice de
Frobenius.

Georg Frobenius (1849-1917), mathématicien alle-
mand, travaille sur la théorie des groupes et en al-
gèbre linéaire. Il fournit la première démonstration
générale du théorème de Cayley-Hamilton en 1878.
Récemment, vers 1980, une autre démonstration de
ce théorème est apparue, utilisant et approfondissant
les questions qui constituent le problème suivant.

Notations

Pour tout entier n 1, on note :

L(Rn) l’algèbre des endomorphismes de l’espace vec-
toriel Rn ,

Idn l’application identité sur Rn ,

In la matrice identité de Mn(R),

0n la matrice nulle de Mn(R).

Une matrice A, élément de Mn(R), étant don-
née, on désignera par C j sa colonne d’indice j ,
par L i sa ligne d’indice i et par A[i , j ] = ai , j

l’élément de la i-ième ligne et de la j -ième colonne
(1 i n , 1 j n).

On appelle matrice compagnon d’ordre n toute matrice
carrée de la forme :

C =



0 · · · 0 −c0

1
. . . −c1

0
. . .

...
. . . 0

...
0 · · · 0 1 −cn−1


.

En particulier, si n = 1, C = (−c0).

On dira que le polynôme P de R[X] défini par
P(X) = Xn + cn−1 Xn−1 + · · · + c1 X + c0 est le poly-
nôme associé à la matrice C .

Objectif

Dans ce problème, on se propose de démontrer que
toute matrice A de Mn(R) est semblable à une matrice
F diagonale par blocs, F = diag(C1, . . . , Ck), où les
blocs diagonaux C j sont des matrices compagnons. De
plus, on définit un certain nombre de procédures per-
mettant de construire effectivement cette matrice F , ap-
pelée forme faible de Frobenius de la matrice A.

Transformations élémentaires
et matrices compagnons

Pour tous i et j dans [[1, n]], Ei , j désigne la matrice de
Mn(R) dont les termes sont nuls sauf Ei , j [i , j ] qui est
égal à 1.

Le réel a étant donné, on définit les matrices suivantes :

Di (a) = In + (a − 1)Ei ,i ; Ti , j (a) = In + aEi , j (i = j )

Pi , j = In − Ei ,i − E j , j + Ei , j + E j ,i .

On suppose maintenant n fixé, supérieur ou égal à 2.

Soit A un élément de Mn(R).
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1 Comment A est-elle transformée si on la multiplie
à droite par la matrice Di (a), par la matrice Ti , j (a)
(i = j ), par la matrice Pi , j ? Même question pour la
multiplication à gauche.

2 Écrire une procédure Ddroite qui transforme la ma-
trice A en ADi (a), sans effectuer la mutiplication des
deux matrices A et D(a).

3 Montrer que les matrices Ti , j (a), i = j , et Pi , j sont
inversibles dans Mn(R) et calculer leur inverse.

À quelle condition la matrice Di (a) est-elle inversible ?

Dans ce cas, quel est son inverse ?

4 Écrire une procédure ChercheNonNul qui re-
cherche dans la colonne j de la matrice A un terme non
nul dont l’indice de ligne est supérieur ou égal à j + 1.

Si les ai , j , avec i > j , sont tous nuls, ChercheNonNul
retourne n + 1.

5 On suppose connues les procédures Dgauche,
Tdroite, Tgauche, Pdroite, Pgauche qui transforment
la matrice A en Di (a)A, ATi , j (a), Ti , j (a)A, APi , j et
Pi , j A.

Écrire une procédure Dtransformation qui transforme la

matrice A en Di
1
a

ADi (a), a étant supposé non nul.

6 On suppose connues les procédures Ttransforma-
tion, Ptransformation qui transforment la matrice A en
Ti , j (−a)ATi , j (a), Pi , j APi , j .

On définit alors la procédure suivante :

Avec Maple

: /6;4@2868B=406<+3!8&

>6<@> (!%!-!9!.B

(B=EB%B=/170<17)68)$>+3!(!8&A

G1->7 %?=8 96

-5 %?:("E '178

#'0@8,560;@'-68+3!%!("E!8&B

5-B

*'0@8,560;@'-68+3!3D("E!(C!("E!8&B

560 - '6 8 96

-5 -?:("E '178

F'0@8,560;@'-68+3!3D-!(C!-!("E!8&B

5-B69B

(B=("EB

%B=/170<17)68)$>+3!(!8&B

69B

9B=(A

789A

a) On suppose ici que n = 3 et que la matrice A est

égale à

 2 1 −1
0 2 0

−1 1 2

.

Appliquer la procédure Compagnon à la matrice A.

(On donnera les transformations successives de la ma-
trice A.)

b) On se place à nouveau dans le cas général.

Expliciter les différentes transformations subies par la
matrice A pendant le déroulement de la procédure Com-
pagnon.

En déduire que la matrice A est semblable à une matrice
B de la forme par blocs :

B =
C1 B1
0 B2

,

où C1 est une matrice compagnon.

Dans la suite du problème, on notera d l’ordre de la ma-
trice C1. En particulier, si d = n, B = C1.

c) Dans l’exemple numérique de la question 6) a), don-
ner les valeurs de C1, B1, B2, d .

7 On suppose connue la procédure Identité qui
construit la matrice In .

Comment peut-on modifier la procédure Compagnon,
pour qu’elle calcule, outre la matrice B et l’entier d ,
une matrice de passage P telle que P−1 AP = B ?

Quelle est la première colonne de P ?

Forme faible de Frobenius

8 Écrire une procédure Zéroadroite qui transforme la
matrice B de la question 6) en une matrice B de la
forme :

B =



b1,d+1 · · · b1,n

C1 0 · · · 0
...
0 · · · 0

0 · · · 0
...

... B2
0 · · · 0


.

On admettra maintenant que, s’il existe j compris
entre d + 1 et n tel que b1, j = 0, les opérations
Ptransformation(B , j , 1), puis Compagnon(B , n) sui-
vies de Zeroadroite(B , d , n) transforment B en une
matrice semblable, de la même forme, l’ordre de la ma-
trice compagnon étant d + 1.
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9 Montrer que la matrice A est semblable à une ma-
trice :

B =
C1 0
0 B2

,

où C1 est une matrice compagnon d’ordre supérieur ou
égal à d .

Finalement, en répétant les mêmes transformations sur
la matrice B2, on obtient une forme faible de Frobenius
de la matrice A, c’est-à-dire une matrice F élément de
Mn(R), semblable à A, telle que :

F = diag (C1, . . . , Ck),

où les C j sont des matrices compagnons.

Donner la matrice B obtenue avec la matrice A de
l’énoncé.

1) Regarder comment sont transformées les lignes
et les colonnes de A.

3) Utiliser la question 1) et éviter les calculs.

6) a) Détailler les différentes étapes en indiquant
les valeurs prises par j , k et i .
b) Utiliser la question 3) .

7) Se rappeler la recherche de l’inverse d’une ma-
trice régulière en utilisant le pivot de Gauss...

8) Attention ! Rétrograder en i !

9) Présenter d’abord un algorithme simple d’ob-
tention de B, puis justifier que cet algorithme ne
boucle pas.

4* Matrices de transvection
D’après INT.

Pour (i , j ) dans [[1, n]]2, on définit l’élément Ei , j de
Mn(R) comme étant la matrice dont tous les coeffi-
cients sont nuls sauf celui de la i − ème ligne et de la
j − ème colonne qui vaut 1.

On sait que ces matrices sont appelées matrices élémen-
taires de Mn(R).

On appelle matrice de transvection toute matrice du type
(In + lEi , j ) avec l réel et i = j .

1 a) Calculer les produits matriciels : Ei , j Eh,k pour
i , j , h, k dans [[1, n]].

b) Que peut-on dire de la famille (Ei , j )(i , j )∈[[1,n]]2 ?

c) Calculer le déterminant d’une matrice de transvec-
tion.

d) Soit deux réels l, m et i , j , h, k dans [[1, n]] tels que
i = j , h = k, j = h.

Calculer (In + lEi , j )(In + mEh,k). En déduire l’inverse
de (In + lEi , j ).

2 Soit A dans Mn(R).

a) Montrer que l’addition à une ligne de A d’un vecteur
proportionnel à une autre ligne peut se faire en multi-
pliant A à gauche par une matrice de transvection.

b) Établir un résultat analogue sur les colonnes.

3 Soit A = (ai , j ) dans Mn(R).

On suppose, de plus, que la première ligne de A ou la
première colonne de A possède un élément non nul.

Montrer qu’il existe deux matrices P et Q de Mn(R),
produits de matrices de transvection, telles que la ma-
trice B = P AQ soit une matrice de coefficients bi , j

telle que b1,1 = 1 et bi ,1 = b1,i = 0, pour 2 i n.

4 Soit A = (ai , j ) dans Mn(R) et r le rang de A. On
suppose r > 0.

Montrer qu’il existe deux matrices P et Q de Mn(R),
produits de matrices de transvection, telles que la ma-
trice B = P AQ soit une matrice diagonale de coeffi-
cients bi , j telle que :

(i) bi ,i = 1 pour 1 i < r ;

(ii) bi ,i = 0 pour r < i n ;

(iii) br ,r = d , avec (d = 1 si r < n ) et (d = Det(A) si
r = n ).

5 Écrire un programme qui fournit un couple de
matrices de transvection (P , Q) telles que la matrice
B = P AQ vérifie les conditions de la question pré-
cédente. Commenter votre programme.

6 Montrer que le groupe des matrices carrées d’ordre
n, de déterminant égal à 1, est engendré par les matrices
de transvection.

1) b) Question de cours...
2) a) Vous pouvez appeler L1, . . . , Ln les vecteurs

lignes de la matrice A et regarder (In + Ei j )

L1
...

Ln

.

3) Distinguer plusieurs cas : si a11 = 1, si a11 = 1
et il existe un élément non nul, autre que a11, soit
sur la ligne 1, soit sur la colonne 1,...
4) Faire une récurrence sur n, en commençant par
n = 2.
Dans chaque cas, supposer d’abord que l’un des
coefficients de la première ligne ou de la première
colonne de A n’est pas nul. Puis revenir ensuite à
ce cas.
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6) Montrer que toute matrice de déterminant égal à
1 est produit de matrices de transvection.
Partir du résultat de la question 4) avec une matrice
de déterminant 1.

5* Décomposition LU

D’après Centrale.

Dans tout ce problème, n désigne un entier supérieur
ou égal à 2. Toutes les matrices considérées ici sont à
coefficients réels. On note :

• Mn l’ensemble des matrices carrées d’ordre n ;

• Un l’ensemble des matrices triangulaires supérieures
(termes sous-diagonaux nuls) et U+

n l’ensemble des ma-
trices appartenant à Un dont tous les termes diagonaux
sont positifs ou nuls ;

• Ln l’ensemble des matrices triangulaires inférieures
dont les termes diagonaux valent 1. Le symbole In dé-
signe la matrice unité diag(1, 1.., 1) élément de Mn .

Pour A dans Mn , le terme de A situé sur la ligne i et la
colonne j est noté Ai , j .

Dans les questions 1) et 2) seulement, si 1 i n, Ai

désigne la matrice extraite de A d’ordre i :
A1,1 A1,2 · · · A1,i

A2,1 A2,2 · · · A2,i
...

...
...

...
Ai ,1 Ai ,2 · · · Ai ,i

 .

On confond respectivement :

– matrice et endomorphisme de Rn canoniquement as-
socié ;

– vecteur de Rn et matrice colonne de ses coordonnées ;

– une matrice d’ordre 1 et le réel la constituant.

Si nécessaire, Rn sera muni de sa structure euclidienne
rendant la base canonique orthonormale. Ainsi, si v ap-
partient à Rn , vtv est une matrice de Mn tandis que tvv

représente ||v||2 (norme euclidienne).

Le but de ce problème est d’étudier un type de décom-
position matricielle : la décomposition LU.

1 a) Montrer que si A appartenant à Mn est triangu-
laire inversible, son inverse est aussi triangulaire.

b Montrer que (Ln ,×) est un groupe.

2 a) Soit A un élément de Mn .

Montrer que si A est inversible, il existe au plus un
couple (L , U ) de Ln ×Un tel que A = LU .

Si c’est le cas, on dira que A possède une décomposition
LU ( L comme Lower et U comme Upper).

b) Montrer que si A est inversible et possède une dé-
composition LU , alors, pour tout k de [[1, n]], Det(Ak)
n’est pas nul. (On pourra utiliser une décomposition par
blocs de A.)

c) On suppose que Det(An−1) est non nul et on écrit A
par blocs sous la forme :

A =
An−1 V
W An,n

.

Montrer qu’il existe H dans Ln telle que :

∀i ∈ [[1, n − 1]] (H A)n,i = 0.

En posant, a priori, H =
Hn−1 0
H 1

, expliciter une

telle matrice H ainsi que son inverse, c’est-à-dire expli-
citer les blocs Hn−1 et H , ainsi que les blocs corres-
pondants de H−1 en fonction des blocs de la matrice
A.

d) Montrer que, si pour tout k dans [[1, n]], Det(Ak) est
non nul, alors A a une décomposition LU .

(On pourra opérer par récurrence en utilisant une dé-
composition par blocs de A.)

3 a) Soit deux entiers p et q tel que 1 p < q n.

Montrer que l’opération élémentaire consistant à échan-
ger les lignes p et q d’une matrice de Mn correspond à
la multiplication à gauche par une matrice de Mn à dé-
terminer.

b) Pour 1 k n et 1 i1 < i2 < .. < ik n,
1 j1 < j2 < · · · < jk n, le symbole

i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk A

désigne le déterminant de la ma-

trice


Ai1, j1 Ai1, j2 · · · Ai1, jk

Ai2, j1 Ai2, j2 · · · Ai2, jk
...

...
...

...
Aik , j1 Aik , j2 · · · Aik , jk

 extraite de A.

Sous les hypothèses de la question 2) d) et notant
A = LU la décomposition de A, trouver dans l’ordre :

(i) la première ligne de U ;

(ii) la première colonne de L ;

(iii) les éléments diagonaux de U ;

(iiii) les éléments de L des colonnes 2, 3..n. (On utili-
sera 3) a) sous forme P A = P LU, où P est une ma-
trice telle que la multiplication de M par P à gauche
permute deux lignes de M) ;

(iiiii) les éléments de U des lignes 2, 3, . . . , n.
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On montrera que pour 2 j i n :

L i , j =

1 2 · · · j − 1 i
1 2 · · · j − 1 j

A

1 2 · · · j
1 2 · · · j

A

et on donnera pour

(Ui , j ) (2 i j n) une formule analogue.

4 Écriture de l’algorithme

En utilisant :

– un algorithme induit par la question 3) b) ,

– un langage de programmation (qu’on précisera) com-
prenant la fonction déterminant (notée Det),

écrire une procédure donnant, pour une matrice A sa-
tisfaisant aux conditions du 2) d) , les matrices L et U
telles que A = LU .

5 Exemples

a) À l’aide de l’algorithme mis en place à la question 4) ,
effectuer la décomposition LU de la matrice :

A =


1 1 3 1
1 2 1 3
0 1 −1 2
1 −1 2 1


en indiquant les différentes étapes et les calculs inter-
médiaires.

b) En déduire la résolution du système matriciel

AX = Y d’inconnue X =


x
y
z
t

 et de paramètre

Y =


a
b
c
d

.

c) Donner deux exemples de matrices de M2, l’une ne
possédant pas de décomposition LU , l’autre en possé-
dant plusieurs.

1) a) Utiliser l’endomorphisme A et regarder les
sous-espaces stables par A lorsque A est triangu-
laire inférieure.
Adapter pour une matrice triangulaire supérieure...

2) a) Montrer d’abord que si A est inversible et
possède une décomposition LU , alors U est inver-
sible.
Puis utiliser ce résultat en supposant que A possède
deux décompositions LU .
b) Comme indiqué, travailler par blocs.
c) Partir de la forme indiquée par l’énoncé pour H
et travailler par blocs.
d) Récurrence + question 2) c).

3) a) Utiliser les matrices élémentaires.
b) (i) A = LnUn , donc : Un = AL−1

n .
(ii) Ln = AU−1

n , donc...
(iii) Regarder le raisonnement de la question 2) d),
comment obtenir la décomposition LU de Ak−1 en
fonction de celle de Ak ?
(iiii) Considérer la matrice P de la question 3) a)
en utilisant seulement le fait qu’elle permute les
lignes i et j .
Pour 1 i j n, écrire P A = (P L)U et cal-
culer ce produit en isolant le bloc constitué des i
premières lignes et i premières colonnes. Puis cal-
culer leurs déterminants.
(iiiii) Procéder de même en intervertissant lignes et
colonnes et travaillant avec AP = L(U P).

4) Suivre pas à pas les calculs de la ques-
tion 3) b) pour construire votre procédure.

5) a) Utiliser votre procédure.
b) Écrire LU X = Y et résoudre deux systèmes
triangulaires successifs.

44
c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths

La photocopie non autorisée est un délit



C O R R I G É S
1 Pour s’entraîner

1 La relation f + g = IdE entraîne :

E = Im ( f + g) ⊂ Im f + Im g ⊂ E .

Puis :
Im f + Im g = E .

D’où :
rg( f ) + rg(g) n.

Avec rg ( f ) + rg (g) n, il vient : rg ( f ) + rg (g) = n.
Il suffit ensuite d’écrire, pour tout x de E :

x = f (x) + g(x)

pour obtenir :

Im f ⊕ Im g = E et Ker ( f ) ⊂ Im (g).

Ensuite, avec les dimensions, Ker ( f ) = Im (g).

De même :
Ker (g) = Im ( f ).

Ensuite :

( f + g)2 = f + g = f 2 + f g + g f + g2 = f 2 + g2.

D’où :
f 2 − f = g − g2.

Et :

Im ( f 2 − f ) = Im (g − g2) ⊂ Im ( f ) Im (g).

f et g sont des projecteurs associés.

2 E est un sous-espace vectoriel de L(Mn(R)).

Soit u un élément de E et M une matrice symétrique de
Mn(R). Alors :

u(t M) = t(u(M)) = u(M).

La matrice u(M) est symétrique.

Le sous-espace vectoriel Sn(R) des matrices symé-
triques est stable par u.

Montrons de même que le sous-espace vectoriel An(R)
des matrices antisymétriques est stable par u.

Réciproquement, soit u un endomorphisme de Mn(R)
laissant ces deux sous-espaces vectoriels supplémen-
taires stables.

∀M ∈ Mn(R) ∃N ∈ Sn(R) ∃R ∈ An(R) M = N+R.

Alors :
u(M) = u(N ) + u(R).

Et :
tu(M) = t (u(N ) + u(R))

= tu(N ) + tu(R) = u(N )− u(R) = u t M .

L’endomorphisme u appartient à E .

Les éléments de E sont les endomorphismes de Mn(R)
qui laissent stables Sn(R) et An(R).

L’espace vectoriel E est isomorphe à L (Sn) × L (An)
par l’application (u −→ (u|Sn

, u|An
).

Les dimensions de Sn(R) et An(R) sont :

n(n + 1)
2

et
n(n − 1)

2
.

La dimension de E est donc :

n(n + 1)
2

2 n(n − 1)
2

2

.

Si vous n’êtes pas convaincus, regardez la matrice d’un
tel endomorphisme dans une base adaptée à la décom-
position en somme directe.

3 L’espace vectoriel E est de dimension infinie.

Pour vérifier que les six formes linéaires forment une
famille libre, considérons six réels a1, a2, a3, b1, b2 et
b3 tels que, pour tout polynôme P :

3

i=1

ai P(xi ) +
3

i=1

bi P (xi ) = 0,

La relation appliquée au polynôme :

P(X) = (X − x1)2(X − x2)2(X − x3)

entraîne :
b3 = 0.

En déduire que les bi sont nuls.

Terminer en considérant les polynômes de la forme
Qi (X) =

j=i

(X − x j ).

4 Fixons n 2 et étudions l’application f de R[X]
dans R[X] définie par :

f(P) = P(X + 1) + P(X − 1)− 2P(X).
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Cette application est un endomorphisme de R[X]. Nous
devons résoudre une équation linéaire. Soit k 2.

f(X k) = 2

E( k
2 )

j=1

k

2 j
X k−2.

Ce polynôme a pour degré k − 2.

Et f(1) = f(X) = 0. Le noyau de f est Vect(1, X).

Un supplémentaire de ce noyau est X2R[X]. Pour tout
polynôme Q de R[X], il existe donc un unique poly-
nôme P de la forme X2 P1(X), avec deg(P1) = deg(Q),
tel que :

f(P) = Q.

Tous les polynômes vérifiant cette égalité sont les poly-
nômes de la forme :

a + bX + X2 P1(X),

où a et b décrivent R.

Pour Q = 1, on obtient P(X) = a + bX +
X2

2
.

Pour Q = X , on obtient P(X) = a + bX +
X3

6
.

Pour Q = X2, on obtient P(X) = a + bX +
X4

12
.

5 Soit f un isomorphisme et g une application li-
néaire de F dans E telle que :

f ◦ g ◦ f = 0.

Composons à droite et à gauche par f −1.

Nous obtenons g = 0.

Réciproquement, soit f une application linéaire de E
dans F possédant la propriété : si g est une application
linéaire g de F dans E telle que f ◦ g ◦ f = 0, alors
g = 0.

Supposons que f ne soit pas injective.

Il existe un vecteur a = 0 tel que f (a) = 0.

Notons H un supplémentaire de la droite vectorielle
Ka.

La projection p sur cette droite vectorielle parallèlement
à H n’est pas nulle, mais f ◦ p ◦ f = 0.

L’application f est donc injective.

Supposons ensuite que f ne soit pas surjective.

Notons F un supplémentaire de Im f dans F .

La dimension de F est non nulle.

Soit a un vecteur non nul de F , b un vecteur non nul de
E et F un supplémentaire de Ka dans F .

Considérons l’application linéaire g définie par :

∀x ∈ F g(x) = 0; g(a) = b.

Cette application n’est pas nulle, mais f ◦ g ◦ f = 0.

L’application f est donc surjective.

6 Appliquons la relation avec X = A.

Det(2A) = 2Det(A).

Or, Det(2A) = 2nDet(A). Donc : Det(A) = 0. La ma-
trice A est de rang p < n.

Supposons A = 0.

Considérons l’endomorphisme u canoniquement asso-
cié à A.

Notons e1, . . . , en les vecteurs de la base canonique de
Rn et f1, . . . , fn les vecteurs définis, pour tout i par :

fi = u(ei ).

Il est possible d’extraire de la famille { fi}i∈[[1,n]] une
sous-famille libre de p (1 p < n) vecteurs et de
compléter cette famille en une famille libre de Rn par
l’adjonction de n − p vecteurs :

g1, . . . , gn−p.

Afin de simplifier la rédaction, nous supposerons que
les p vecteurs f1, . . . , f p forment une sous-famille libre
de la famille { fi}i∈[[1,n]].

Définissons l’endomorphisme v par :

∀i ∈ [[1, p]] v(ei ) = fi ; ∀i ∈ [[p+1, n]] v(ei ) = gi−p.

L’endomorphisme u +v est un isomorphisme. Notons X
la matrice de v dans la base canonique.

Alors :
Det(u + v) = Det(A + X) = 0.

Mais Det(A) = Det(X) = 0.

Nous en déduisons que la matrice A de l’énoncé est
nulle.

7 a) On sait que, pour tout x dans ]− 1, 1[ :

√
1 + x = 1 +

+∞

n=1

1
2

1
2
− 1 · · · 1

2
− n + 1

n!
xn.

b) Nous cherchons N telle que N 2 = I + (M − I).

Or la matrice M donnée vérifie (M − I)3 = 0.
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La matrice N définie par :

N = I +
1
2

(M − I)− 1
8

(M − I)2

convient.

8 a) Vérifier que l’application donnée, f, est un en-
domorphisme de A.

De plus, X ∈ Ker f ⇐⇒ M X = 0.

M est régulière. f est un automorphisme d’espace vec-
toriel de A.

b) Puisque l’application f est bijective, il existe M
dans A telle que M M = In .

Composons à droite avec M−1. Nous obtenons :

M = M−1.

c) Notons A l’ensemble des matrices de la forme :

M =


a b b b c
b a b c b
b b x b b
b c b a b
c b b b a

 ,

où a, b et c sont des réels quelconques et x un réel à
préciser.

Nous remarquons que, pour x = a + c − b, M peut
s’écrire comme combinaison linéaire des matrices I5 et :

U = (ui , j )(i , j )∈[[1,5]]2 avec ui , j = 1;

H =



0 · · · 0 1

1 0
... 1

...

0 1

1 0 · · · 0


.

A est le sous-espace vectoriel de M5(K) engendré par
U , H et I5.

De plus, A est stable dans M5(K) pour la multiplica-
tion, car :

U H = HU = U ; U 2 = 5U ; H 2 = I5.

L’élément unité I5 est dans A.

A est donc une sous-algèbre de M5(K).

Si la matrice donnée, N , est inversible, son inverse
s’écrit sous la forme :

aU + bH + gI5.

Terminer les calculs et montrer que :

N−1 =
1
50


29 −1 −1 −1 −21

−1 29 −1 −21 −1

−1 −1 9 −1 −1

−1 −21 −1 29 −1

−21 −1 −1 −1 29

 .

Et Maple confirme.

Avec Maple

U #*',m7*397.l Y

U JYV59'+*"m]i]i<^iaiaiai_iai^iai

_iaiaiai\iaiaiai_iai^iai_iaiaiai^;l X

N :=


4 1 1 1 3
1 4 1 3 1
1 1 6 1 1
1 3 1 4 1
3 1 1 1 4


U *3$2+)2mJl X

29
50

−1
50

−1
50

−1
50

−21
50

−1
50

29
50

−1
50

−21
50

−1
50

−1
50

−1
50

9
50

−1
50

−1
50

−1
50

−21
50

−1
50

29
50

−1
50

−21
50

−1
50

−1
50

−1
50

29
50


d) Cette structure permet de dire que A est stable pour
la multiplication.

Elle intervient donc dans la question 2).

2 Hyperplans et formes linéaires

1 Considérons l’application f définie sur Rn[X] par :

f(P) =
1

−1
P .

f est une forme linéaire non nulle sur Rn[X].

Son noyau, E , est un hyperplan de Rn[X]. Sa dimension
est n.

De plus :

f(X2k) =
2

2k + 1
et f(X2k+1) = 0.

Une base de E est :

X2k+1; 0 k
n − 1

2
X2k − 1

2k + 1
; 1 k

n
2

.
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2 Si X est une matrice solution, appliquons f aux
deux membres de l’équation :

f(X) (1 + f(A)) = f(B).

Plusieurs cas peuvent alors être distingués.

• f(A) = −1 et f(B) = 0.

L’équation n’admet pas de solution.

• f(A) = −1 et f(B) = 0.

Alors f(X) = 0 et l’équation donne X = B.

Vérifier cette solution.

• f(A) = −1 et f(B) = 0.

Alors :
f(X) =

f(B)
1 + f(A)

.

Nous obtenons alors :

X = B − f(B)
1 + f(A)

A.

Vérifier cette solution.

• f(A) = −1 et f(B) = 0.

Le cas non trivial !

Nous savons que :

Mn(R) = Ker f⊕ RA.

Cherchons la matrice X sous la forme : X = C + lA,
où C est dans Ker f.

L’équation équivaut à X − lA = B.

Il existe donc une infinité de solutions :

X = B + lA,
l est un réel quelconque.

3 Une équation matricielle

Soit (X , Y ) un couple solution.

La première équation donne tr(X)tr(Y ) = 0.

Si tr(X) = tr(Y ) = 0, la première équation n’est pas
vérifiée.

Si tr(X) = 0 et tr(Y ) = 0, alors :

X =
1

tr(Y )
4 8
4 −4

.

Cette matrice est inversible.

Puis :

Y = X−1 1 1
4 −2

= tr(Y )
4 8
4 −4

−1
1 1
4 −2

=
tr(Y )
12

1 2
1 −1

1 1
4 −2

=
tr(Y )

4
3 −1

−1 1
.

Vérifier que toutes les matrices X et Y de la forme :

X =
1
a

4 8
4 −4

et Y =
a
4

3 −1
−1 1

avec a réel non nul, vérifient le système.

Si tr(X) = 0 et tr(Y ) = 0, montrer de même que les
matrices solutions sont les matrices de la forme :

X =
a
12

2 1
2 10

; Y =
1
a

4 8
4 −4

,

où a est un réel non nul.

4 Matrices de trace nulle

1 L’énoncé nous indique que, pour tout x nul ou non,
il existe un scalaire lx tel que f (x) = lx x .

Soit x et y deux vecteurs tels que la famille {x , y} soit
liée et x et y non nuls.

Alors : ∃a ∈ K y = ax .

Puis : f (y) = f (ax) = a f (x) = alx x = laxax .

Nous en déduisons lx = lax .

Supposons ensuite que dimE 1 et notons x et y deux
vecteurs linéairement indépendants de E .

Alors : f (x + y) = lx x + ly y = lx+y(x + y).

Puisque la famille {x , y} est libre, nous en déduisons :

lx = ly = lx+y .

Il existe donc un scalaire l tel que, pour tout x de E :

f (x) = lx .

f est une homothétie vectorielle.

2 Notons f l’endomorphisme de K2 canoniquement
associé à M .

Puisque la matrice M est non scalaire, la question pré-
cédente permet d’affirmer qu’il existe un vecteur x de
K2 tel que la famille {x , f (x)} est libre. Cette famille
constitue une base de l’espace vectoriel K2 et, dans cette
base, la matrice de f a la forme requise.

3 Démonstration par récurrence sur l’ordre n de la
matrice.

Le cas n = 2 découle de la question précédente si nous
précisons que la trace de matrices semblables est iden-
tique et nous en déduisons b = 0.

Supposons que, pour un certain n 2, toute matrice
carrée non scalaire, d’ordre n, de trace nulle soit sem-
blable à une matrice dont les éléments diagonaux sont
nuls.
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Considérons une matrice M , d’ordre n + 1, non scalaire,
de trace nulle. Un raisonnement semblable à celui de
la question 2) permet d’affirmer que M est semblable à
une matrice An+1, dont la première colonne est nulle à
l’exception du second terme égal à 1. Notons alors An

la matrice obtenue en supprimant la première ligne et la
première colonne de An+1.

La matrice An a une trace nulle.

Si la matrice An est scalaire, elle est nulle et nous avons
terminé.

Si la matrice An n’est pas scalaire, l’hypothèse de récur-
rence s’applique. Il existe une matrice carrée inversible
P d’ordre n et une matrice N dont les éléments diago-
naux sont nuls tels que :

N = P−1 An P .

Notons P1 la matrice


1 0 · · · · · ·
0
... P
...

, écrite en

blocs.

Vérifier que cette matrice est inversible et que :

P−1
1 =


1 0 · · · · · ·
0
... P−1

...

 .

Vérifier également que la matrice P−1
1 An+1 P1 est de la

forme : 
0 ∗ · · · · · ·
∗
... N
...

 .

Cette matrice est semblable à la matrice M et ses élé-
ments diagonaux sont nuls.

5 Un calcul d’inverse

Considérons l’endomorphisme de Rn canoniquement
associé à la matrice A.

Il est défini par :
y1 = nx1 + (n − 1)x2 + · · · + xn

y2 = (n − 1)x1 + (n − 1)x2 + · · · + xn
...

yn = x1 + x2 + · · · + xn

. (1)

Cherchons l’endomorphisme réciproque, s’il existe.

(1) ⇐⇒



y1 − y2 = x1

y2 − y3 = x1 + x2
...

yn−1 − yn = x1 + x2 + · · · + xn−1

yn = x1 + x2 + · · · + xn

.

Ce système équivaut à :

x1 = y1 − y2

x2 = 2y2 − y1 − y3
...

xn−1 = 2yn−1 − yn − yn−2

xn = 2yn − yn−1

.

La matrice A est inversible et :

A−1 =



1 −1 0 · · ·
−1 2 −1

. . .

0
. . .

. . .
...

. . . −1 2 −1
0 −1 2


.

6 Morphismes multiplicatifs
de MMMn(RRR) dans RRR

1 Soit f une application non constante de Mn(R)

dans R telle que, pour tout couple (A, B) de Mn(R),
on ait :

f (A.B) = f (A). f (B).

En prenant A = B = In , on obtient :

f (In.In) = f (In) f (In) =⇒ f (In) = f (In)2

=⇒ f (In) = 0 ou 1.

Si f (In) = 0 :

∀M ∈ Mn(R) f (M) = f (M .In) = f (M) f (In) = 0.

L’application f est donc constante et nulle. Ainsi
f (In) = 1.

De même, comme f (0) = f (0.0) = f (0)2, on en dé-
duit que f (0) = 0 ou 1.

Pour tout M de Mn(R), on a :

f (0) = f (0.M) = f (0) f (M).

Si f (0) = 1, pour tout M de Mn(R) on aurait
f (M) = 1. L’application f serait constante.

Conclusion : f (In) = 1 et f (0) = 0.
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2 Si A est inversible on a AA−1 = In .

D’où f (A) f (A−1) = f (In) = 1 ce qui implique que
f (A) ne peut être nul. De plus :

f (A−1) =
1

f (A)
.

Si A et B sont deux matrices semblables. Il existe P une
matrice inversible de Mn(R) telle que B = P−1 AP .
On a f (B) = f (P−1) f (A) f (P). Ainsi deux matrices
semblables ont même image par f .

3 Soit A une matrice de rang 0 < r < n et u l’endo-
morphisme canoniquement associé à A.

Prenons un vecteur f1 non nul dans Ker u et une base
(u( f2), . . . , u( fr+1)) de Im (u).

Alors la famille ( f1 , f2, . . . , fr+1) est une famille libre
de Rn que nous complétons en une base ( fi )i∈[[1,n]] de
Rn .

Notons, pour tout i de [[2, r + 1]], gi = u( fi ) et complé-
tons en une base (gi )i∈[[1,n]] de Rn .

Si nous appelons P la matrice de passage de la base
canonique (ei )i∈[[1,n]] à la base (gi )i∈[[1,n]], et Q la ma-
trice de passage de la base canonique ( fi )i∈[[1,n]] à la base
(ei )i∈[[1,n]] :

A = P


0 1 0 · · · 0
0 0 1 0
...

. . .
. . .

0 · · · 0

 Q = P N Q.

4 Il reste à prouver que, si une matrice A n’est pas
inversible, on a f (A) = 0.

On note r le rang de A ( r est donc strictement plus petit
que n).

Utilisons la question 3).

Il existe P et Q deux matrices de Mn(R), inversibles
telles que A = P .N .Q.

N est une matrice nilpotente.

Il existe k un entier naturel non nul tel que N k = 0.
Ainsi f (N k) = 0.

L’application f est multiplicative, donc f (N )k = 0,
c’est-à-dire f (N ) = 0. Or :

A = P N Q =⇒ f (A) = f (P) f (N ) f (Q)

on obtient f (A) = 0.

On vient de caractériser les matrices inversibles :

A inversible ⇐⇒ f (A) = 0.

7 Composés d’endomorphismes

1 Supposons les conditions (i) et (ii) vérifiées.

f ◦ g ◦ f = f =⇒ rg f rg g.

De même :

g ◦ f ◦ g = g =⇒ rg g rg f .

Finalement, rg f = rg g.

Supposons les conditions (i) et (iii) vérifiées.

f ◦ g ◦ f = f =⇒ rg f rg (g ◦ f ) rg g.

Donc :
rg (g ◦ f ) = rg g.

Puis :
Im (g ◦ f ) = Im g.

Montrons qu’il est possible de définir un endomor-
phisme h de E tel que :

g ◦ f ◦ h = g.

Plus simplement, soit a et b deux endomorphismes de
E tels que Im a = Im b. Nous allons construire un
endomorphisme c de E tel que a ◦ c = b.

Soit f1, . . . , fr une base de Im a = Im b.

Il existe e1, . . . , er et e1, . . . , er dans E tels que :

∀i ∈ [[1, r ]] a(ei ) = fi et b(ei ) = fi .

Les familles e1, . . . , er et e1, . . . , er sont des familles
libres de E .

La famille e1, . . . , er peut être complétée en une base de
E , (e1, . . . , en), par l’adjonction de vecteurs de Ker a.

La famille e1, . . . , er peut être complétée en une base de
E , (e1, . . . , en), par l’adjonction de vecteurs de Ker b.

Il suffit de définir c en posant :

∀i ∈ [[1, n]] c(ei ) = ei .

L’endomorphisme c vérifie :

a ◦ c = b.

Soit alors h un endomorphisme de E tel que :

g ◦ f ◦ h = g.
Nous avons :

g ◦ f ◦ g = g ◦ f ◦ (g ◦ f ◦ h) = g ◦ f ◦ h = g.

De même, (ii) et (iii) entraînent (i).

2 Si f = 0 (g = 0) ou si f est un automorphisme
de E (g = f −1), l’existence de g est immédiate.

Supposons ensuite que rg f = r < n.

Soit f1, . . . , fr une base de Im f .
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Il existe e1, . . . , er dans E tels que :

∀i ∈ [[1, r ]] f (ei ) = fi .

La famille e1, . . . , er est une famille libre de E .

La famille f1, . . . , fr peut être complétée en une base
de E , ( f1, . . . , fn).

Posons :

∀i ∈ [[1, r ]] g( fi ) = ei et ∀i > r g( fi ) = 0.

L’endomorphisme de E ainsi défini vérifie les condi-
tions (i) et (iii).

On peut aussi utiliser les projecteurs pour traiter cette
question.

3 S’il existe x dans L(E) tel que f ◦x ◦g = h, alors :

f ◦ f1 ◦ h ◦ g1 ◦ g = f ◦ f1 ◦ ( f ◦ x ◦ g) ◦ g1 ◦ g

= ( f ◦ f1 ◦ f ) ◦ x ◦ (g ◦ g1 ◦ g)

= f ◦ x ◦ g = h.

Réciproquement, si f ◦ f1 ◦ h ◦ g1 ◦ g = h, il suffit de
prendre x = f1 ◦ h ◦ g1.

8 Normes de formes linéaires

1 Nous obtenons :

L(P) = 2
E(n/2)

k=0

a2k

2k + 1
.

La forme linéaire L est non nulle, car L(1) = 2.

Le noyau de L est un hyperplan de E , donc :

dim(Ker (L)) = n.

Pour i dans [[1, n]], notons Ri la fonction polynomiale
définie par :

Ri (x) = x i − L(x i ).

Pout tout i dans [[1, n]], le degré de Ri est i . La famille
(Ri )i∈[[[1,n]]] est donc libre.

Elle contient n éléments dont l’image par L est nulle.
C’est une base de Ker (L).

2 L’espace vectoriel E est de dimension finie.

La forme linéaire L est donc lipschitzienne.

∃A > 0 ∀P ∈ E |L(P)| AN (P).

L’ensemble {|L(P)| ; P ∈ E , N (P) 1} est une partie
non vide de R, majorée par A. Elle admet une borne
supérieure.

Plus précisément, l’ensemble {P ∈ E ; N (P) 1} est
une partie compacte de l’espace vectoriel E de di-
mension finie. L’application (P −→ |L(P)|) est
continue sur E en tant que composée d’applications
continues. Nous savons que sa restriction au compact
{P ∈ E ; N (P) 1} est bornée et atteint ses bornes.

Soit Q un élément de E tel que :

N (Q) 1 et N (L) = |L(Q)| .
Q n’est pas nul car L(0) = 0.

Si N (Q) < 1, alors, en posant Q1 =
1

N (Q)
Q, on a :

N (Q1) = 1 et |L(Q1)| = 1
N (Q)

|L(Q)| > N (L).

Ceci est impossible.

3 Soit P(x) =
n

k=0

ak xk dans E .

Alors, pour tout k dans [[0, n]] :

|ak |
n

k=0

a2
k = N2(P).

D’où :

N∞(P) N2(P).

De plus, a2
k N∞(P)2. D’où :

N2(P)
√

n + 1N∞(P).

On retrouve l’équivalence des normes N2 et N∞, car la
dimension de E est finie.

4 a) Pour une fonction polynomiale P(x) =
n

k=0

ak xk

de E , nous savons que :

|L(P)| = 2
E(n/2)

k=0

a2k

2k + 1
2

E(n/2)

k=0

1
2k + 1

 N∞(P).

La question 2) b) permet d’en déduire que :

K = 2

E(n/2)

k=0

1
2k + 1

 N∞(L).

Il suffit ensuite de constater que cette inégalité devient
une inégalité si nous choisissons :

P(x) =
E(n/2)

k=0

x2k .

De plus, N∞(P) = 1.

Donc la fonction polynomiale Q∞(x) =
E(n/2)

k=0

x2k

convient.
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b) Où nous retrouvons Cauchy et Schwarz qui sont au
produit scalaire ce que Roux et Combalusier sont aux
ascenseurs.

Pour une fonction polynomiale P(x) =
n

k=0

ak xk de E ,

nous savons que :

|L(P)| = 2
E(n/2)

k=0

a2k

2k + 1

2
E(n/2)

k=0

a2
2k

E(n/2)

k=0

1
(2k + 1)2

,

en utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz dans
R1+E(n/2) euclidien.

De plus :

E(n/2)

k=0

a2
2k

n

k=0

a2
k = N2(P).

Donc :

∀P ∈ E |L(P)| 2
E(n/2)

k=0

1
(2k + 1)2

N2(P). (1)

D’après la question 2) b) :

K = 2
E(n/2)

k=0

1
(2k + 1)2

N2(L).

Cherchons les polynômes tels que l’inégalité (1) soit
une égalité.

Il est alors nécessaire que :

E(n/2)

k=0

a2
2k =

n

k=0

a2
k = N2(P).

D’où :

P(x) =
E(n/2)

k=0

a2k x2k .

Il faut également que l’inégalité de Cauchy-Schwarz
soit une égalité.

Cette condition impose :

∃l ∈ R

(a0, a2, . . . , a2E(n/2)) = l
1
3

, . . . ,
1

2E(n/2) + 1
.

La fonction polynomiale Q2 définie par :

Q2(x) = l2

E(n/2)

k=0

x2k

2k + 1
,

avec l2 =
1

E(n/2)

k=0

1
(2k + 1)2

, convient.

Elle vérifie en effet :

N2(Q2) = 1 et |L(Q2)| = K = N2(L).

9 Matrices et déterminants
par blocs

1 a) La matrice Q =


1
2

In −1
2

iIn

1
2

In
1
2

iIn

 vérifie

P Q = In .

La matrice P est inversible et son inverse est Q.

b) P−1 M P =
A + iB 0

0 A − iB
.

c) Det(P−1 M P) = Det(M) = Det
A + iB 0

0 A − iB
.

La matrice
A + iB 0

0 A − iB
est une matrice diago-

nale par blocs.

Det(M) = Det(A+iB)Det(A−iB) = |Det(A + iB)|2 0.

2 a) On considère la matrice P =
In 0

−C A−1 In
.

Le déterminant de la matrice P est 1.

On a donc Det(P M) = Det(M).

Puisque P M =
A B
0 D − C A−1 B

, on a :

DetM = Det(P M) = DetADet(D − C A−1 B).

b) Si DetA = DetB = 0, on a évidemment DetN = 0.

Le rang des vecteurs colonnes d’une matrice est inva-
riant par toute permutation des colonnes. Le rang de

A B
C D

est égal au rang de
B A
D C

.

On peut donc supposer, sans nuire à la généralité, que
DetA = 0.

Si on applique les résultats de la question 1), on a :

P M =
A B
0 D − C A−1 B

.

La matrice P est inversible, donc rg(P M) = rg(M).

La matrice A est une matrice n×n inversible, extraite de
M . Comme le rang de P M est n, toute matrice extraite
d’ordre n + 1 × n + 1 est non inversible. On en déduit
que la matrice D − C A−1 B est nulle.
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Ainsi on a :

DetD = Det(C A−1 B).

En effectuant le produit par DetA, on obtient :

DetADetD = DetCDetB,

c’est-à-dire que DetN = 0.

10 Polynôme et déterminant

L’application d de Kn−1[X] définie par :

∀P ∈ Kn−1[X] d(P) = P(X + 1)

est un endomorphisme de Kn−1[X].

La base canonique de Kn−1[X] est (1, X , X2, . . . , Xn−1).

On a d(X p) = (X + 1)p =
p

k=0

p
k

X k .

Dans cette base, la matrice de d est triangulaire avec des
coefficients diagonaux égaux à 1.

On en déduit que la matrice de Id − d est triangulaire
avec une diagonale nulle.

Elle est nilpotente, d’indice n au maximum :

(Id− d)n = 0.
D’où :

∀P ∈ Kn−1[X] (Id− d)n(P) = 0

c’est-à-dire :

∀P ∈ Kn−1[X]
n

p=0

(−1)p n
p

dp(P) = 0.

On a donc :

∀P ∈ Kn−1[X]
n

p=0

(−1)p n
p

P(X + p) = 0.

Pour tout entier k de [[0, n − 1]], on a :
n

p=0

(−1)p n
p

(p + 1)k = 0.

On note, pour j compris entre 1 et n + 1, C j la colonne
d’indice j de Dn+1.

En effectuant l’opération
n+1

j=1

(−1) j−1 n
j − 1

C j , on

annule les coefficients de la colonne n + 1 situés entre
les lignes 2 et n + 1.

D’où :

Dn+1 = (−1)n

1 x x2 xn−1 (1− x)n

1 1 · · · 0
1 2 3 · · · 0
...

...

1 2n−1 3n−1 nn−1 0

.

Le développement de ce déterminant par rapport à la
dernière colonne donne :

Dn+1 = (1− x)n

1 1 · · ·
1 2 · · ·
...

...
1 2n−1 nn−1

.

Ce dernier déterminant est un déterminant de
Vandermonde, dont la valeur est :

1 i< j n

( j − i) =
n−1

k=1

k!.

Donc :

Dn+1 = (1− x)n
n−1

k=1

k!.

11 Déterminant, rang
et inverse de matrice

1 À partir de la ligne n jusque la ligne 2, on retranche
à chaque ligne, la ligne précédente. Ainsi le déterminant
de An s’écrira :

DetAn

=

a1 a1 · · · a1

0 a2 − a1 a2 − a1 · · · a2 − a1

0 · · · an−1 − an−2 an−1 − an−2

0 · · · 0 an − an−1

.

Avec les conventions d’écriture, on a donc :

DetAn = b1b2..bn .

2 Le rang d’une matrice est également invariant si on
retranche une ligne à une autre ligne de cette matrice.

Le rang de An est le rang de :
b1 b1 · · · b1

0 b2 b2 · · · b2

0 · · · bn−1 bn−1

0 · · · 0 bn

 .

Si un bk est nul, la ligne d’indice k est nulle. De plus
les lignes sont « étagées ». Donc, le rang de An est le
nombre d’éléments non nuls du n-uplet (b1, .., bn).

3 Supposons tous les bi non nuls. La matrice An est
inversible.

Nous allons déterminer son inverse par le procédé de
Gauss en travaillant sur les lignes uniquement.
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Les opérations effectuées sur la matrice An dans la ques-
tion 2) transforment la matrice In en Jn :

1 0 · · · 0
−1 1 0 · · ·

. . .
. . .

. . .
−1 1 0

−1 1

.

Effectuons ensuite les opérations suivantes simultané-
ment sur An et Jn . On soustrait à la ligne 1 la ligne 2

multipliée par
b1

b2
, à la ligne 2 la ligne 3 multipliée par

b2

b3
et de proche en proche jusqu’à la ligne n − 1.

La matrice An et la matrice In sont devenues respective-
ment : 

b1 0 · · · 0
0 b2 0 · · · 0

0 · · · bn−1 0
0 · · · 0 bn


et 

1 +
b1

b2
−b1

b2
0 · · · 0

−1 1 +
b2

b3
−b2

b3
· · · 0

0
. . .

... · · · . . .
. . .

0 · · · −1 1


.

Il suffit ensuite de multiplier, pour tout i de [[1, n]], la

ligne i par
1
bi

.

Nous obtenons :

A−1
n =



1
b1

+
1
b2

− 1
b2

0 · · · 0

− 1
b2

1
b2

+
1
b3

− 1
b3

. . .
. . .

. . .
. . .

. . .
. . .

− 1
bn

1
bn


.

12 Comatrice

1 a) Utilisons la relation :
tComA.A = (DetA)In .

Elle entraîne que tComA = A−1 si, et seulement si :
DetA = 1.

b) Avec la même relation, nous obtenons que :
tComA = A si, et seulement si, A2 = Det(A)In .

Prenons les déterminants des deux membres.

(DetA)2 = (DetA)n .

D’où :
(Det(A))n−2 = 1.

Si n est impair, nous obtenons la condition nécessaire
DetA = 1, puis A2 = In .

Cette condition est aussi suffisante.

Si n est pair, nous obtenons Det(A) = ±1 = ´, puis
A2 = ´In .

Cette condition est aussi suffisante.

2 Supposons A inversible et A−1 dans Mn(Z).
Alors :

Det(A) ∈ Z et Det(A−1) ∈ Z.

Or, Det(A)Det(A−1) = 1.

Nous obtenons la condition nécessaire : Det(A) = ±1.

Réciproquement, si A est dans Mn(Z) et Det(A) = ±1,
alors A est inversible.

De plus, A−1 =
1

Det(A)
tCom(A), où Com(A) désigne

la comatrice de A.

Puisque A est dans Mn(Z), Com(A) l’est aussi.

Donc A−1 appartient également à Mn(Z).

Algorithmes
1 Les nombres de Stirling

Partie 1

1 a) Les familles En et Fn sont des familles de n + 1
polynômes de degrés échelonnés de 0 à n.

Chacune forme donc une base de Rn [X].

La linéarité de D est immédiate.

b) Si P est un polynôme constant, D(P) est nul. Sinon,
le degré de D(P) est le degré de P diminué de 1. Nous
en déduisons que Rn [X] est stable par D.

c) La question précédente permet d’affirmer que
Dn+1

n = 0.

Soit m un entier strictement positif.

Le coefficient dominant de D(Xm) est m Xm−1.

Montrer par récurrence que celui de Dm(Xm) est m! .

L’endomorphisme D de R [X] n’est pas nilpotent.
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d) Calculons :

D(Xm) = m Xm−1 +
m

i=2

m
i Xm−i .

Nous en déduisons :

An =



0 1 · · · · · · m

m
· · · n

n

0 0
...

...
...

. . .
m

2

...

...
. . .

m

1

...

... 0
n

2
...

. . .
n

1

0 · · · · · · · · · · · · · · · 0



.

2 Calculons, pour tout j dans [[1, n]] :

Dn(E j )

=
1
j !

[(X + 1)X · · · (X − j + 2)− X(X − 1) · · · (X − j + 1)]

= E j−1.

La matrice Bn est donc :

Bn =



0 1 0 · · · 0
... 0

. . .
...

...
. . . 1

...
...

. . . 1
0 · · · · · · · · · 0


.

En déduire, en considérant Dp(En), pour p entier posi-
tif, que l’indice de nilpotence de Bn est n + 1.

3 a) Écrivons :

Fk+1 = X(X − 1) · · · (X − k + 1)(X − k)

= Fk(X − k) = X Fk − k Fk .

s(i , k + 1) est le coefficient de X i dans Fk+1. D’où :

s(i , k + 1) = s(i − 1, k)− ks(i , k).

De plus, s(k + 1, k + 1) = s(k, k) = 1.

Et, pour tout k 1 et tout i > k :

s(0, k) = 0 et s(i , k) = 0.

b) Fixons k dans [[0, n − 1]]. Nous avons :

X k =
n

i=0

s(i , k)Fi .

En effet, si k = 0, s(0, 0) = 1 et, pour tout i > 0 :

s(i , 0) = 0.

Puis, en multipliant par X :

X k+1 =
n

i=0

s(i , k)X Fi =
n

i=0

s(i , k)(Fi+1 + i Fi )

=
n

j=1

(s( j − 1, k) + js( j , k))F j .

Le terme s(n, k) est nul, car X k est de degré au plus
n − 1.

Nous en déduisons :

s(i , k + 1) = s(i − 1, k) + is(i , k).

Ici également, pour tout k 1 :

s(0, k) = 0 et s(k, k) = 1.

c) Nous obtenons :

s(5, 6) = −15 et s(5, 6) = 15.

Avec Maple

U #*',m7*397.l Y

U )YV/+16m&l

71697 * X

QYV59'+*"m&jai&jaibl X

01+ * 0+15 a '1 &ja 41 Q<*i*;YVa 14 Y

01+ * 0+15 ` '1 &ja 41

01+ ( 0+15 *ja '1 &ja 41

Q<*i(;YVQ<*gai(ga;gm(g`lkQ<*i(ga; 14Y

14Y

/+*3'mQl X

234 X

U

@9+3*3.i :Q: *) *5/7*6*'7! 42679+24 71697

@9+3*3.i :(: *) *5/7*6*'7! 42679+24 71697

s := proc(k)
locali , A, j ;

A := matrix(k + 1, k + 1, 0) ;
for i to k + 1 do Ai , i := 1 od ;
for i from 2 to k + 1 do

for j from i + 1 to k + 1 do
Ai , j := Ai−1, j−1 − ( j − 2) × Ai , j−1 od

od;
print(A)

end

U )m\l X

1 0 0 0 0 0 0
0 1 −1 2 −6 24 −120
0 0 1 −3 11 −50 274
0 0 0 1 −6 35 −225
0 0 0 0 1 −10 85
0 0 0 0 0 1 −15
0 0 0 0 0 0 1
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Avec Maple

U #*',m7*397.lY

U )*.59YV/+16m&l

71697 *X

QYV59'+*"m&jai&jaiblX

01+ * 0+15 a '1 &ja 41 Q<*i*;YVa 14Y

01+ * 0+15 ` '1 &ja 41

01+ ( 0+15 *ja '1 &ja 41

Q<*i(;YVQ<*gai(ga;jm*g

alkQ<*i(ga; 14Y 14Y

/+*3'mQlX

234X

U

@9+3*3.i :Q: *) *5/7*6*'7! 42679+24 71697

@9+3*3.i :(: *) *5/7*6*'7! 42679+24 71697

s := proc(k)
locali , A, j ;

A := matrix(k + 1, k + 1, 0) ;
for i to k + 1 do Ai , i := 1 od ;
for i from 2 to k + 1 do

for j from i + 1 to k + 1 do
Ai , j := Ai−1, j−1 + (i − 1) × Ai , j−1 od

od;
print(A)

end

U )*.59m\lX

1 0 0 0 0 0 0
0 1 1 1 1 1 1
0 0 1 3 7 15 31
0 0 0 1 6 25 90
0 0 0 0 1 10 65
0 0 0 0 0 1 15
0 0 0 0 0 0 1


4 Puisque Fk = k!Ek , les matrices Pn sont diago-
nales.

P5 =


0! 0 · · · 0

0 1!
. . .

...
...

. . .
. . . 0

0 · · · 0 5!

 ;

P−1
5 =



1
0!

0 · · · 0

0
1
1!

. . .
...

...
. . .

. . . 0

0 · · · 0
1
5!


.

Partie 2

5 Afin de déterminer la base duale de Bn,a, notons

P =
n

i=0

ai (X − a)i un polynôme de Rn [X].

Pour tout i de [[0, n]], la forme linéaire a∗
i sur Rn [X] est

alors définie par :

a∗
i (P) = ai =

P (i )(a)
i!

.

6 a) Nous avons établi dans la question 2) que :

D(E0) = 0 ; D(Ei ) = Ei−1 si i > 0.

En déduire que :

Dk(Ei ) = Ei−k si i k et Dk(Ei ) = 0 sinon.

Puis :

Dk(Ei )(0) = 1 si i = k et Dk(Ei )(0) = 0 sinon.

b) Le calcul précédent permet de remarquer que :

∀(i , k) ∈ [[0, n]]2 Dk
n(Ei )(0) = di ,k .

Or, pour k dans [[0, n]], les n + 1 applications
(P −→ Dk

n(P)(0)) sont des formes linéaires sur Rn [X].

Puisque Dk
n(Ei )(0) = di ,k , ces applications constituent

la base duale de la base En . Par conséquent :

P =
n

k=0

E∗
k (P)Ek =

n

k=0

Dk
n(P)(0)Ek .

c) Soit Q un polynôme de degré q prenant aux points
m, . . . , m + q (m ∈ Z) des valeurs entières.

Si q = 0, le résultat est immédiat. Supposons q > 0.

Notons P le polynôme défini par P(X) = Q(X +m). Le
polynôme P est de degré q et prend aux points 0, . . . , q
des valeurs entières. Montrons que P(Z) ⊂ Z. Nous
en déduirons que le polynôme Q possède la même pro-
priété.

D’après la question précédente :

P =
q

k=0

Dk
q (P)(0)Ek .

Remarquons que Dq (P)(0) = P(1)− P(0) ∈ Z.

Montrer par récurrence que, pour tout j dans [[0, q]] :

D j
q (P)(0) =

j

i=0

j

i
(−1)i P(i) ∈ Z.

Puis, pour tout entier s :

P(s) =
q

k=0

Dk
q (P)(0)Ek(s).

Or Ek(s) =
1
k!

s(s − 1) · · · (s − k + 1).
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Trois cas peuvent alors être distingués.

• Si s > k − 1 :

Ek(s) =
s

k
∈ N.

• Si s − k + 1 0 s :

Ek(s) = 0.

• Si s < 0 :

Ek(s) = (−1)k −s+k−1

k
∈ Z.

Dans tous les cas, P(s) est un entier relatif.

7 a) Les n + 1 réels 0, . . . , n sont distincts. Nous sa-
vons (polynômes de Lagrange) qu’il existe, pour tout j
de [[0, n]], un unique polynôme L j tel que :

∀i ∈ [[0, n]] L j (i) = di , j .

De plus, L j (X) =
i∈[[0,n]],i= j

(X − i)
( j − i)

.

De plus, ces polynômes forment une base de Rn[X].

Nous en déduisons que L∗ est une base de (Rn[X])∗,
base duale de la base (L0, . . . , Ln).

b) Dans notre cas, n = 3.

T = T (0)L0 + T (1)L1 + T (2)L2 + T (3)L3

= 0L0 + 1L1 + 17L2 + 98L3

L1(X) =
X(X − 2)(X − 3)

2
;

L2(X) =
X(X − 1)(X − 3)

−2

L3(X) =
X(X − 1)(X − 2)

6
.

Partie 3

8 a) Effectuons une démonstration par récurrence sur
k.

Pour k = 1, D(E1) = E0.

Supposons que, pour un certain k 1, on ait :

D(Ek) =
k

i=1

(−1)i−1

i
Ek−i .

Nous savons que :

Ek+1 =
X − k
k + 1

Ek .

D(Ek+1) =
1

k + 1
Ek +

X − k
k + 1

D(Ek)

=
1

k + 1
Ek +

X − k
k + 1

k

i=1

(−1)i−1

i
Ek−i

=
1

k + 1
Ek

+
X − k
k + 1

k

i=1

(−1)i−1

(k + 1)i
(X − (k − i)− i)Ek−i

=
1

k + 1
Ek +

k

i=1

(−1)i−1

(k + 1)i
(k + 1− i)Ek+1−i

−
k

i=1

(−1)i−1 Ek−i

k + 1

=
1

k + 1
Ek +

k

i=1

(−1)i−1

i
Ek+1−i

−
k

i=1

(−1)i−1 Ek+1−i

k + 1
−

k+1

i=2

(−1)i Ek+1−i

k + 1
.

Après simplification, nous arrivons à la formule deman-
dée :

D(Ek+1) =
k+1

i=1

(−1)i−1

i
Ek+1−i .

b) Soit P un polynôme non nul de R[X] et d son degré.

Il existe une famille finie de réels (b0, b1, . . . , bd ) telle
que :

P(X) =
d

k=0

bk Ek .

L’application D est linéaire.

D(P) =
d

k=0

bk D(Ek).

Or, pour tout k dans [[0, d]] :

D(Ek) =
k

i=1

(−1)i−1

i
Ek−i =

k

i=1

(−1)i−1

i
Di (Ek)

=
d

i=1

(−1)i−1

i
Di (Ek).

D’où :

D(P) =
d

i=1

(−1)i−1

i
Di (P).

Or, pour tout i > d :

Di (P) = 0.
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Finalement :

D(P) =
∞

i=1

(−1)i−1

i
Di (P).

D’où :

D =
∞

i=1

(−1)i−1

i
Di .

2 Racines d’un polynôme
par la méthode de Bernoulli

Partie mathématique

Supposons la suite non nulle. Il existe alors au moins un
coefficient Ci non nul. Notons j le plus petit entier i tel

que Ci = 0. Dans ce cas : uk ∼ C j x
k
j . Le quotient

uk

uk−1
tend vers x j .

Partie informatique

1 Algorithme de recherche d’une racine

Initialisation de u0, . . . uk−1

• Calcul de r r ← un−1

un−2

• Calcul de v v ← an−1

an
un−1 − · · · − a0

an
u0

• Calcul de R R ← v

un−1

Tant que |R − r | > eps faire

Décalage des ui u0 ← u1, . . . , un−2 ← un−1, un−1 ← v

r ← R
Calcul de v

Calcul de R
fin faire

Algorithme de recherche des racines

Initialisation n ← deg(P)

s ← 1

p1 ← deg(P)

Tant que n s faire

Racine (P1, eps)

Rac [s] ← Racine (P1, eps)

P1 ← quo(P1, x − R, x)

s ← s + 1
fin faire

2

Avec Maple

U +2)'9+' Y

U E96*32YV/+16mHi2/)l

71697 %i(i&i+i$i3 X

.71897 E X

3YV42.+22mHi"l X

01+ & 0+15 b '1 3ga 41 %<&;YV&ja 14 X

+YVa X

$YVg)%5m61200mHi"i*lk%<*;c61200mHi"i3li

*Vbdd3gal X

EYV$c%<3ga; X

#,*72 m98)mEg+lU2/)l 41

01+ ( 0+15 b '1 3g` 41

%<(;YV%<(ja; X

14 X

%<3ga;YV$ X +YVE X

$YVg)%5m61200mHi"i*lk%<*;c61200mHi"i3li

*Vbdd3gal X

EYV$c%<3ga; X

14 X

E X

234 Y

U E96*32m"̂`gad]k"g[iab̂mg^Zll X

3.500000000

3

Avec Maple

U O2+31%77*YV/+16mHi2/)l

71697 3i)iHa X

.71897 E96 X

3YV42.+22mHi"l X)YVa XHaYVH X

#,*72 3UV) 41

E96*32mHai2/)l XE96<);YVE X

HaYV-%1mHai"gEi"l X)YV)ja X

14 X

01+ * '1 3 41 /+*3'mE96<*;l X14 X

234 X

@9+3*3.i :*: *) *5/7*6*'7! 42679+24 71697

Bernoulli := proc(P , eps)

local n, s, P1, i ;

global Rac;

n := degree(P , x) ;

s := 1 ;

P1 := P ;

while s n do Racine(P1, eps) ; Racs := R ;

P1 := quo(P1, x − R, x) ; s := s + 1 od;

for i to n do print(Raci ) od

end
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U O2+31%77*m"̂`gad]k"g[iab̂mga^ll X

3.500000000

−2.000000000

U O2+31%77*m"̂_ga`d]k"̂`j__d]k"j`biab̂mga^ll X

8.000000011

4.999999983

−.4999999940

3 Forme faible de Frobenius
d’une matrice

1 Écrivons les matrices Di (a), Ti , j (a), Pi , j :

Di (a) =



1
. . .

1 0
a

1

0
. . .

1


;

Ti , j (a) =



1
1 0

. . . a
. . .

0
. . . 0

1
1



Pi j (a) =



1
. . . 0

1
0 1

0 1
. . .

1 0
1

. . .


.

Notons e1, . . . , en les vecteurs de la base canonique de
Rn , C1, . . . , Cn les vecteurs colonnes et L1, . . . , Ln ses
vecteurs lignes.

Ensuite, regardons les images des vecteurs de la base
canonique par les applications linéaires associées aux
matrices ADi (a), ATi , j (a) et APi , j .

Identifions ces applications aux matrices.

• Si k = i , ek a pour image ek par Di (a), puis ck par A.

• Si k = i , ei a pour image aei par Di (a), puis aci par A.

En multipliant à droite la matrice A par Di (a), on mul-
tiplie la colonne i par a.

Montrer de même qu’en multipliant à droite la matrice
A par Ti , j (a), on ajoute à la colonne j la colonne Ci

multipliée par a.

Et en multipliant à droite par la matrice Pi , j , on permute
les colonnes Ci et C j .

La i-ème ligne de A est la i-ème colonne de t A. La mul-
tiplication à gauche opère donc les transformations sem-
blables sur les lignes.

2

Avec Maple

U +2)'9+' Y#*',m7*397.l Y

@9+3*3.i 32# 420*3*'*13 01+ 31+5

@9+3*3.i 32# 420*3*'*13 01+ '+962

U K4+1*'2YV/+16mQi9i*i3l

71697 & Y

01+ & '1 3 41 Q<&i*;YV9kQ<&i*; Y14 Y

/+*3'mQl Y

234 X

Ddroite := proc(A, a, i , n) localk; for k to n
do Ak, i := a × Ak, i od ; print(A) end

3 D’après la question 1) , en multipliant Ti , j (−a) à
droite par Ti , j (a), on ajoute à la colonne j de Ti , j (−a)
la colonne i multipliée par a.

Les autres colonnes ne sont pas modifiées.

On obtient alors la matrice unité.

La matrice Ti , j (a) est inversible et :

Ti , j (a)−1 = Ti , j (−a).

La permutation de [[1, n]] qui échange j et k est involu-
tive.

La matrice Pi , j est donc inversible et :

P−1
i , j = Pi , j .

Enfin, la matrice Di (a) est inversible si, et seulement si,
a = 0. Dans ce cas :

Di (a)−1 = Di
1
a

.
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4

Avec Maple

U #*',m7*397.l Y

U M,2+6,2J13J%7YV/+16mQi(i3l

71697 * Y

*YV3 X

#,*72 mQ<*i(;Vb 934 *U(l 41 *YV*ga Y14 Y

*0 *WV( ',23 3ja Y

27)2 * Y

0* Y

234 X

ChercheNonNul := proc(A, j , n)
local i ;

i := n ; while Ai , j = 0 and j < i do i := i − 1 od ;
if i j then n + 1 else i fi

end

5

Avec Maple

U K'+93)01+59'*13YV/+16mQi9i*i3l

K4+1*'2mQi9i*i3l Y

K.9%6,2mQiac9i*i3l Y

234 X
Dtransformation := proc(A, a, i , n)
Ddroite(A, a, i , n) ; Dgauche(A, 1/a, i , n) end

6 a)

Avec Maple

U QYV59'+*"m<<`iaiga;i<bi`ib;i

<gaiai`;;l XM15/9.313mQi_l X

A :=

 2 1 −1
0 2 0

−1 1 2


 2 1 1

−1 −2 1
0 0 2


 2 1 1

1 2 −1
0 0 2


 2 5 1

1 4 −1
0 0 2


 0 −3 3

1 4 −1
0 0 2


 0 −3 3

1 4 −1
0 0 2


 0 −3 3

1 4 −1
0 0 2


2

La matrice A subit successivement :

• Ptransformation(A, 3, 2, 3), avec j = 1, k = 3 ;

• Dtransformation(A,−1, 2, 3), avec j = 1, k = 3 ;

• Ttransformation(A, 2, 1, 2, 3), avec j = 1, k = 3, i = 1 ;

• Ttransformation(A, 0, 3, 2, 3), avec j = 1, k = 3, i = 3.

Puis j = 2, k = 4, car a32 = 0.

Le programme s’interrompt.

b) L’algorithme travaille successivement sur les co-
lonnes 1, . . ..

Pour chacune de ces colonnes, il cherche un élément
non nul ak, j , avec k > j .

S’il ne trouve pas de tel élément, il s’interrompt.

S’il en trouve un, une Ptransformation permute les
lignes k et j + 1. Puis une Dtransformation substitue 1 à
a j+1, j . Enfin, la boucle FOR soustrait de la ligne i (pour
tout i différent de j +1) le produit de la j +1-ième par le
réel ai , j . Les termes de la j -ième colonne, à l’exception
de a j+1, j , sont alors tous transformés en 0. Les termes
des colonnes situés à gauche de la j -ième, ne sont pas
modifiés.

L’algorithme s’interrompt soit, lorsque, dans une co-
lonne, il ne rencontre pas de terme non nul sous le terme
diagonal, soit lorsque toutes les colonnes ont été trans-
formées.

Le nombre de colonnes modifiées est appelé d .

De plus, chacune des transformations effectuées est de
la forme A −→ P−1 AP où P est une matrice inver-
sible.

La matrice A est donc semblable à la matrice obtenue
par l’algorithme qui est de la forme :

B =



0 0 · · · 0 a · · · · · ·
1 0

... b · · ·
0 1

. . .
...

... 0
. . .

...
... 1 f · · · · · ·

0 0 g · · ·
0 0 0 h · · ·



=


C1 B4

0 B2

 ,

où C1 est une matrice compagnon.
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c) Nous avons obtenu :

C1 =
0 −3
1 4

, B1 =
3

−1
, B2 = (2) .

7 Après l’éxécution de l’algorithme, la matrice A a
été transformée en une matrice de la forme :

P−1
m P−1

m−1 · · · P−1
1 AP1 · · · Pm .

La matrice de passage recherchée est la matrice
P = P1 · · · Pm .

Pour la déterminer, il suffit à chaque étape, de multiplier
In par les matrices Pk successivement.

La procédure Compagnon doit donc être modifiée ainsi :

• ajouter P :=Identité(n) au début du programme

• faire précéder chaque transformation par la même
transformation, à droite, sur P .

Avec Maple

U #*',m7*397.l Y

U S423'*'YV/+16m3l

71697 0 Y

0YVm*i(lgU*0 *WU( ',23 b 27)2 a 0* Y

59'+*"m3i3i0l X

234 X

Identit := proc(n)
local f ;

f := proc(i , j ) option operator, arrow;
if i = j then 0 else 1 fi end ; matrix(n, n, f )

end

Les matrices Pk ont toutes la même première colonne,
nulle à l’exception du premier terme égal à 1.

Cette colonne est donc aussi la première colonne de P .

8 Utilisons encore les matrices Ti , j (a) pour gagner
des zéros grâce à l’opération qui transforme C j en
C j + aCi .

Mais, pour ne pas détruire ce que l’on gagne, il est im-
pératif de rétrograder en i .

Avec Maple

U =2+194+1*'2YV/+16mOi4i3l

71697 *i( Y

01+ * 0+15 4ga '1 a 41

01+ ( 0+15 4ja '1 3 41

C'+93)01+59'*13mOigO<*jai(;i*i(i3l X

14 X14 X 234 X

Zeroadroite := proc(B, d, n)
locali , j ;

for i from d − 1 to 1 do
for j from d + 1 to n do

Ttransformation(B, −Bi+1, j , i , j , n)
od

od
end

Pour les mêmes raisons que dans la question 6) b), nous
pouvons affirmer que la matrice obtenue est semblable
à A.

9 L’algorithme appliqué à la matrice A est le suivant :

• Appliquer Compagnon, puis Zeroadroite à A :

{on obtient B et d}.

• Tant que (∃ j b1, j = 0), faire :

Ptransformation( j , 1), puis Compagnon, Zeroadroite.

À chaque passage dans la boucle, d croît d’une unité.
L’algorithme se termine donc.

Puisqu’on sort de la boucle, la condition qui la contrôle
devient fausse.

Il existe donc une matrice B semblable à A de la forme :

B =
C1 0
0 B2

,

où C1 est une matrice compagnon.

Avec la matrice A de l’énoncé, nous obtenons :

B =

 0 0 6
1 0 −11
0 1 6

 .

4 Matrices de transvection

1 a) Vérifier sans peine que :

Ei j Ehk = d jh Eik .

b) La famille (Ei j )(i , j )∈[[1,n]]2 est une base de Mn(R),
car toute matrice M = (mi j )(i , j )∈[[1,n]]2 s’écrit de ma-
nière unique comme combinaison linéaire des matrices
de la famille :

M =
(i , j )∈[[1,n]]2

mi j Ei j .

c) Toute matrice de transvection est triangulaire.

Si i = j , Det(In + Ei j ) = 1.

d) Calculons :

(In + lEi , j )(In + mEh,k) = In + lEi j + mEhk ,

car j = h.
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Donc, si i = h, j = k, l = −m , on obtient In . Soit :

(In + lEi j )
−1 = (In − mEi j ).

2 Soit i = j .

a) Notons L1, . . . , Ln les vecteurs lignes de la ma-
trice A.

Cette matrice s’écrit, en blocs : A =

 L1
...

Ln

.

Alors : (In + lEi j )

 L1
...

Ln

 =



L1
...

L i + lL j
...

Ln

.

À la i-ème ligne de A a été substituée la somme de cette
ligne et de l fois la ligne j .

b) Montrer de même que le produit A(In + lEi j ) est la
matrice obtenue en ajoutant, à la j -ième colonne de A,
la somme de cette colonne et de l fois la colonne i .

3 Considérons successivement plusieurs cas.

• Si a11 = 1 et s’il existe i 2 tel que ai1 = 0 ou j 2
tel que a1 j = 0.

Utilisons la question précedente.

La matrice
n

i=2

(In − ai1 Ei1)A a pour première colonne :
1
0
...
0

.

La matrice
n

i=2

(In − ai1 Ei1)A
n

j=2

(In − a1 j E1 j ) a même

première colonne et sa première ligne est :

1 0 · · · 0 .

Elle vérifie les conditions demandées.

• Si a11 = 1 et s’il existe i 2 tel que ai1 = 0 ou j 2
tel que a1 j = 0.

Supposons ai1 = 0, avec i 2.

Alors la première ligne de la matrice (In +lE1i )A a pour
premier terme : a11 + lai1.

Ce terme vaut 1 si, et seulement si, a11 + lai1 = 1, soit :

l =
1− a11

ai1
.

Ce choix de l est possible, car ai1 = 0.

Nous sommes alors ramenés au cas précédent.

c) Si, pour tout i 2 et tout j 2, ai1 = a1 j = 0.

L’hypothèse permet d’affirmer que a11 = 0.

La matrice (In + E21)A admet sur la première colonne et
deuxième ligne :

a21 = a11 = 0.

Nous sommes ramenés au cas précédent.

4 Supposons n = 2.

Si un des coefficients de la première ligne ou de la pre-
mière colonne de la matrice A est non nul, d’après la
question précédente, il existe deux matrices P et Q,
produits de matrices de transvection telles que, en
blocs :

P AQ =
1 0
0 A

.

La matrice A est un scalaire d .

De plus :

Det(P AQ) = Det(P)Det(A)Det(Q) = Det(A) = d.

Si tous les coefficients de la première ligne et de la pre-
mière colonne de A sont nuls, la matrice A est de la

forme
0 0
0 a

, avec a = 0.

(I2 + E12)A =
0 0
a a

.

Nous sommes ramenés au cas précédent.

Supposons ensuite que, pour un certain n 2 et pour
toute matrice A de rang r > 0, il existe deux matrices
P et Q, produits de matrices de transvection telles que
la matrice B = P AQ vérifie les conditions imposées.

Considérons alors une matrice A de rang r > 0 dans
Mn+1(R).

Si un des coefficients de la première ligne ou de la pre-
mière colonne de la matrice A est non nul, d’après la
question précédente, il existe deux matrices P et Q, pro-
duits de matrices de transvection dans Mn+1(R) telles
que, en blocs :

P AQ =
1 0
0 A

.

La matrice A est carrée d’ordre n.

De plus :

Det(P AQ) = Det(P)Det(A)Det(Q) = Det(A) = Det(A ).

Si le rang de A est 1, nous avons terminé (ouf !).

Sinon, le rang de A est r − 1 > 0 et Det(A) = Det(A ).

Appliquons à la matrice A l’hypothèse de récurrence.

Il existe deux matrices de transvection P et Q dans
Mn(R) telles que la matrice B = P A Q vérifie les
conditions imposées.
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Revenons dans Mn+1(R) en travaillant en blocs.

1 0
0 P

1 0
0 A

1 0
0 Q

=
1 0
0 B

.

Donc :

1 0
0 P

P AQ
1 0
0 Q

=
1 0
0 B

.

Or les matrices P , Q sont des matrices de transvec-

tion P et Q de Mn(R), donc les matrices
1 0
0 P

,

1 0
0 Q

sont des matrices de transvection de

Mn+1(R).

Les matrices
1 0
0 P

P , Q
1 0
0 Q

sont des ma-

trices de transvection de Mn+1(R).

Posons B =
1 0
0 B

.

Alors Det(B) = Det(B ) = Det(A) = Det(A ).

On vérifiera aisément que la matrice B vérifie les autres
conditions exigées.

Si les coefficients de la première ligne ou de la première
colonne de A sont tous nuls, procéder comme dans le
cas n = 2 pour vous revenir au cas précédent.

5

Avec Maple

U +2)'9+' Y

U '+93)$26'*13YV/+16mQl

71697 5i3i*i(i+i%iHiFi$ai$`i$_iEi& X

.71897 HaiFa X

#*',m7*397.l Y

3YV6174*5mQl X5YV3 X

+YV+93&mQl XEYV+ X

*0 +Vb ',23 /+*3'm:2++2%+:l X8+29& X 0* X

#,*72 +Ub 41

%YV/+14%6'mQ<&ia;i&V`dd3l

k/+14%6'mQ<ai&;i&V`dd3l X

H<+;YV9++9!m*423'*'!iadd3iadd3l X

F<+;YV9++9!m*423'*'!iadd3iadd3l X

hN1+)-%2 '1%) 72) e7e523') 42 79 /+25*f+2

h7*.32 2' 42 79 /+25*f+2 6171332

h)13' 3%7)i 13 95f32 %3 '2+52

h313 3%7 23 /+25*f+2 7*.32d

*0 %kQ<aia;Vb ',23 *YV` X(YV` X

#,*72 Q<*i(;Vb 41 *0 *W3 ',23 *YV*ja X 27)2

*YV` X(YV(ja X0* X14 X

QYV944+1#mQi(iaial X

H<+;YV944+1#mH<+;i(iaial X0* X

hD* 9aa 2)' 4*00e+23' 42 ai13 6,2+6,2 )n*7

h2"*)'2 %3 e7e523' 313 3%7 23

h/+25*f+2 7*.32 1% /+25*f+2

h6171332 9%'+2 -%2 9aad Dn*7 3n23 2"*)'2 /9)i

h13 +261/*2 9aa 23 9a`d

*0 Q<aia;WUa ',23

*YVa X(YV` X

#,*72 mQ<*i(;Vb 934 *WV3l 41

*0 m*Val 934 m(W3l

',23 (YV(ja X27)2 (YVa X*YV*ja X0* X14 X

*0 *V3ja ',23

QYV944+1#mQiai`ial X

H<+;YV944+1#mH<+;iai`ial X

hDn*7 23 2"*)'2 %3i 13 7n%'*7*)2 /1%+ 6,93.2+

h9aa 23 ad

27)2

*0 (Va ',23

H<+;YV944+1#mH<+;i*iaimagQ<aia;lcQ<*ia;l X

QYV944+1#mQi*iaimagQ<aia;lcQ<*ia;l X0* X

*0 *Va ',23

F<+;YV944617mF<+;i(iaimagQ<aia;lcQ<ai(;l X

QYV944617mQi(iaimagQ<aia;lcQ<ai(;l X0* X

0* X

0* X

hI3 %'*7*)2 23)%*'2 9aa /1%+ 933%72+ 72)

h9%'+2) '2+52) 42 79 /+25*f+2

h7*.32 2' 42 79 /+25*f+2 6171332d

01+ * 0+15 ` '1 3 41 *0 Q<*ia;WUb ',23

H<+;YV944+1#mH<+;iai*igQ<*ia;l X

QYV944+1#mQiai*igQ<*ia;l X0* X14 X

01+ ( 0+15 ` '1 3 41 *0 Q<ai(;WUb ',23

F<+;YV944617mF<+;iai(igQ<ai(;l X

QYV944617mQiai(igQ<ai(;l X0* X14 X

hQi3i+ )13' 514*0*e)d

QYV)%859'+*"mQi`dd3i`dd3l X+YV+93&mQl X

3YV3ga X

14 X

hN2) 4*00e+23') /+14%*') 42 59'+*62) 42

h '+93)$26'*13i 9//27) H+ 2' F+i

h13' e'e 6+ee)d

hI3 +2613)'*'%2 72) 59'+*62) H 2' F 42 79

h',e1+*2d

01+ & 0+15 ` '1 E 41

$aYV59'+*"mai5j&gEgaibl X$`YV'+93)/1)2m$al X

$_YV)'96&59'+*"m<a;i$`l X

H<&ga;YV9%.523'm$_i)'96&59'+*"m$aiH<&ga;llX

H<&;YV2$975mH<&ga;okH<&;l X

F<&ga;YV9%.523'm$_i)'96&59'+*"m$aiF<&ga;llX

F<&;YV2$975mF<&;okF<&ga;l X

14 X

HaYV2$975mH<E;l XFaYV2$975mF<E;l X/+*3'mHaiFal X

234 Y
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U QYV59'+*"m^i^i<bibibi_ibiai`iai

bi_ibi]ibi`i_ib;l X

A :=


0 0 0 3
0 1 2 1
0 3 0 5
0 2 3 0


U '+93)$26'*13mQl X

@9+3*3.i 32# 420*3*'*13 01+ 31+5

@9+3*3.i 32# 420*3*'*13 01+ '+962


1 1 0 0
−4 −3 1 0
−1
3

−3
2

−1
6

1

−7
10

27
20

3
20

−9
10

 ,



1
−2
3

−14
5

−20

1
1
3

1
5

0

0
−1
6

1
2

0

0 0
−3
10

0


6 Soit A une matrice de transvection de déterminant
égal à 1. Nous savons qu’il existe P et Q, produits de
matrices de transvection, tels que : P AQ = In .

Nous avons établi que toute matrice de transvection est
inversible et que son inverse est une matrice de trans-
vection. Donc :

A = P−1 Q−1.

A est produit de matrices de transvection.

5 Décomposition LU

1 a) Soit A une matrice triangulaire (que nous suppo-
serons inférieure) et inversible.

Notons e1, . . . , en la base canonique de Rn .

Pour tout i de [[1, n]], le sous-espace vectoriel
Vect(e1, . . . , ei ) est stable par l’endomorphisme A.

Il est donc stable par A−1 et A−1 est triangulaire infé-
rieure.

Si A est triangulaire supérieure, le changement de base
défini par fi = en−i montre que A est semblable à une
matrice triangulaire inférieure B. B−1 est triangulaire
inférieure. En revenant à la base (ei )i∈[[1,n]], on obtient
pour A−1 une triangulaire supérieure.

b) Ln est une partie de GLn(R).

Il contient In .

Il est stable par le produit matriciel.

Pour tout élément A de Ln , A−1 est triangulaire infé-
rieure.

De plus, sa diagonale est constituée de 1, car ce sont les
éléments propres de A−1.

A−1 est dans Ln .

C’est un sous-groupe de GLn(R).

2 a) On considère deux décompositions d’une ma-
trice A inversible : A = LU = L U .

A, L , L sont des matrices inversibles. Les matrices U
et U sont inversibles.

On a L −1 L = U U−1.

La matrice L −1 L est triangulaire inférieure.

La matrice U U−1 est triangulaire supérieure.

D’où L −1L = U L−1 = In .

On a donc L = L et U = U .

Si une telle décomposition existe, elle est unique.

b) Si la matrice A est inversible et que A = LU , la ma-
trice U est inversible. Ses éléments diagonaux sont non
nuls.

Soit k un entier compris entre 1 et n. Si on utilise les
matrices A, L et U écrites en blocs :

A =
Ak .
. .

; U =
Uk .
0 .

; L =
Lk 0
. .

,

le produit par blocs donne Ak = LkUk .

La matrice Lk est triangulaire inférieure d’éléments dia-
gonaux égaux à 1 : Lk est inversible. La matrice Uk est
inversible, car U est inversible, donc ses éléments dia-
gonaux ne sont pas nuls.

On en déduit que Ak est inversible.

c) On considère la décomposition en blocs :

A =
An−1 V
W An,n

.

On considère une matrice H de Ln écrite sous la forme :

H =
Hn−1 0
H 1

.

Le produit H A donne :

H A =

 An−1 Hn−1 Hn−1V

H An−1 + W H V + An,n

 .

On veut que : ∀i ∈ [[1, n − 1]] , (H A)n,i = 0.

Cette condition se traduit par H An−1 + W = 0.

La matrice An−1 est inversible, donc H = −W A−1
n−1.

La matrice Hn−1 est quelconque dans Ln−1 et :

H =
Hn−1 0

−W A−1
n−1 1

.

La matrice H est inversible. H−1 est dans Ln , donc on
peut poser :

H−1 =
H−1

n−1 0

Z 1
.
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En effectuant le produit H H−1, on obtient :

Z = W A−1
n−1 H−1

n−1.

d) On va faire une démonstration par récurrence sur n.

Pour n = 1, on a A = In A. C’est une décomposition
LU .

On suppose le résultat vrai pour une matrice de taille
(n − 1)× (n − 1).

Soit A une matrice de taille n telle que Det(Ak) soit non
nul pour tout k entre 1 et n.

La matrice extraite An−1 est inversible : il existe Ln−1

dans Ln−1 et Un−1 dans Un−1 tels que :

An−1 = Ln−1Un−1.

D’après la question 2) c) , en prenant Hn−1 = L−1
n−1, on

obtient :

H =
L−1

n−1 0

−W A−1
n−1 1

; H−1 =
Ln−1 0

W A−1
n−1 Ln−1 1

.

On obtient donc :

H A =
Un−1 L−1

n−1V

0 −W A−1
n−1V + An,n

= U

qui est une matrice de Un .

A = H−1U est une décomposition LU de la matrice A.

On vient de prouver la propriété pour n.

3 a) On connaît la base canonique de Mn :

Ei , j est la matrice de Mn qui possède un seul terme non
nul, un 1 en ligne i et colonne j .

Pour p = q dans [[1, n]], la multiplication à gauche par
la matrice (In + E p,q − E p,p − Eq,q + Eq,p) échange les
lignes p et q d’une matrice.

b) (i) La première ligne de L−1
n est 1 0 . . . 0 et

U = L−1
n A. La première ligne de U est donc la pre-

mière ligne de A.

(ii) La première colonne de Un est de la forme


a
0
...
0

 et

la démonstration de la question précédente montre que
a = A11.

Or, L = AU−1
n . La première colonne de Un est donc :

1
A1,1

0
...
0

 et nous en déduisons que la première colonne

de L est la première colonne de A divisée par A1,1 .

(iii) La construction de la question 2) d) nous indique
que si A = LUn est la décomposition LU de A, et, pour
tout k dans [[1, n − 1]], Ak = LkUk , celle de Ak , alors,
pour k 2, Lk−1 et Uk−1 s’obtiennent en conservant
les k − 1 premières lignes et colonnes respectivement
de Lk et Uk .

Par conséquent : ∀i ∈ [[2, n]]

ui ,i =
DetUi

DetUi−1
=

DetAi

DetAi−1
et u1,1 = A1,1.

(iiii) Soit 1 < i j n. Notons P la matrice telle
que la multiplication de M par P à gauche permute les
lignes i et j de M .

Alors P A = (P L)U .

Écrivons P A, P L et U en isolant le bloc constitué des i
premières lignes et colonnes :

P A =

(P A)i A

A A

 ; P L =

(P L)i L

L L

 ;

U =

Ui A

0 A

 .

En faisant le produit par blocs, nous obtenons :

(P A)i = (P L)iUi .

Or : (P A)i =


A1,1 · · · A1,i

...
...

...
...

Ai−1,1 · · · Ai−1,i

A j ,1 · · · · · · A j ,i



et (P L)i =


1 0 · · · 0
...

...
...

...
L i−1,1 · · · 1 0
L j ,1 · · · · · · L j ,i

 .

En utilisant les notations de l’énoncé, considérons le dé-
terminant des deux membres :

Det(P A)i =
1 · · · i − 1 i
1 · · · i − 1 j

A

= Det(P L)i Det(Ui ) = L j ,i Det(Ai ).

D’où :

L j ,i =

1 · · · i − 1 i
1 · · · i − 1 j

A

Det(Ai )
=

1 · · · i − 1 j
1 · · · i − 1 i

A

1 · · · i − 1 i
1 · · · i − 1 i

A

.

(iiiii) On remarque que, dans la question précédente,
L i , j a été calculé en l’isolant par le calcul du détermi-
nant de (P L)i .
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Soit 1 < i j n.

On procédera de même en utilisant cette fois la matrice
P qui, multipliant à droite la matrice M , permute les co-
lonnes i et j de M . On écrira AP = L(U P), calculera
les produits par blocs en isolant le bloc des i premières
lignes et colonnes, et on égalera les déterminants.

En déduire :

U j ,i =

1 · · · i − 1 i
1 · · · i − 1 j

A

Det(Ai−1)
=

1 · · · i − 1 i
1 · · · i − 1 j

A

1 · · · i − 2 i − 1
1 · · · i − 2 i − 1

A

.

4 La procédure suit exactement les étapes décrites
dans la question 3) b)

Avec Maple

R ,3*(:,( V$+(-k8+4:8/j V

>:,4+4/f 43$ 531+4+(+24 12, 42,6

>:,4+4/f 43$ 531+4+(+24 12, (,:73

R L?VS0,27kOf4j

827:8 +f) U

/829:8 Lf? U

LVS6:(,+#k4f4j U?VS6:(,+#k4f4j U

12, + (2 4 52 L=+f_<VSO=+f_<aO=_f_< U

L=+f+<VS_ U

12, ) 1,26 +g_ (2 4 52

L=+f)<VS` 25 U

25 U

12, + 1,26 ] (2 4 52

12, ) 1,26 ^ (2 +d_ 52

L=+f)<VS53(k*&96:(,+#k

*$:0,2$kOf+f)jf_bb)f_bb)jj

a53(k*&96:(,+#kOf_bb)f_bb)jj 25 U

25 U

12, ) (2 4 52 ?=_f)<VSO=_f)< U

12, + 1,26 )g_ (2 4 52 ?=+f)<VS` U25 U

25 U

12, ) 1,26 ^ (2 4 52 ?=)f)<VS

53(k*&96:(,+#kOf_bb)f_bb)jj

a53(k*&96:(,+#kOf_bb)d_f_bb)d_jj

12, + 1,26 ^ (2 )d_ 52

?=+f)<VS53(k*&96:(,+#k

*$:0728kOf+f)jf_bb+f_bb+jja

53(k*&96:(,+#kOf_bb+d_f_bb+d_jj U

25 U 25 U

345 U

5 a)
Avec Maple

R OVS6:(,+#k\f\f=_f_f]f_f_f^f_f]f`f_f

d_f^f_fd_f^f_<j U

A :=


1 1 3 1
1 2 1 3
0 1 −1 2
1 −1 2 1



R L?kOf\jV3%:86kLj U3%:86k?j U
1 0 0 0
1 1 0 0
0 1 1 0
1 −2 −5 1




1 1 3 1
0 1 −2 2
0 0 1 0
0 0 0 4



b) La matrice A est inversible. Le système admet une
solution unique.

Il équivaut à LU X = Y . Notons Z =


a
b
l
m

 = U X .

La résolution du système équivaut à la résolution suc-
cessives de deux systèmes triangulaires :

L Z = Y ⇐⇒ Z = L−1Y =


1 0 0 0

−1 1 0 0
1 −1 1 0
2 −3 5 1




a
b
c
d

 .

Soit : Z =


a

−a + b
a − b + c

2a − 3b + 5c + d

. Puis :

X = U−1 Z

=



1 −1 −5
1
4

0 1 2 −1
2

0 0 1 0

0 0 0
1
4




a

−a + b
a − b + c

2a − 3b + 5c + d

 .

c) Travaillons avec n = 2. Ce sera plus simple.

Une matrice carrée d’ordre 2 de la forme LU s’écrit
donc sous la forme générale :

1 0
a 1

b c
0 d

=
b c

ab ac + d
.

Nous remarquons que, si b = c = 0, la matrice obte-
nue ne dépend pas de a. Elle admet donc une infinité de
décompositions LU .

Inversement, pour trouver une matrice sans décomposi-
tion LU , il faut chercher x , y, z, t tels que le système :

x = b ; y = ab ; z = c ; t = ac + d ,

dont les inconnues sont a, b, c, d , n’ait pas de solution.

Il suffit de choisir x = 0 et y = 0.
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3 Sous-espaces stables
et réduction
des endomorphismes

RAPPELS DE COURS
K désigne un sous-corps de C, E un K-espace vectoriel non réduit à {0E} et u un endomorphisme
de l’espace vectoriel E .

SOUS-ESPACES STABLES

• Sous-espaces stables par un endomorphisme

Un sous-espace vectoriel F de E est dit stable par u lorsque u(F) ⊂ F .

Si deux endomorphismes u et v de E commutent, alors les sous-espaces Ker u et Im u sont
stables par v.

• Matrice dans une base adaptée à un sous-espace stable

Soit BF = (e1, . . . , ep) une base de F . Le théorème de la base incomplète permet de compléter
cette base en une base B = (e1, . . . , ep, . . . , en) de E . On dit que B est une base adaptée à F .

Le sous-espace F est stable par u si, et seulement si, la matrice de u dans la base B est de la

forme
M N
0 P

avec M dans Mp(K), N dans Mp,n−p(K), P dans Mn−p(K) et 0 matrice nulle

de Mn−p,p(K).

Dans ce cas, M est la matrice de u|F dans la base (e1, . . . , ep).

POLYNÔMES D’ENDOMORPHISMES

Si l’ensemble {P ∈ K[X]/P(u) = 0L(E)} des polynômes annulateurs de u est non réduit à
{0K[X ]}, il est engendré par un unique polynôme unitaire Pu appelé polynôme minimal de u.

K[u] = {P(u) ; P ∈ K[X]} est une sous-algèbre commutative de L(E).

Le polynôme minimal Pu existe si, et seulement si, K[u] est de dimension finie. Dans ce cas,
n = deg Pu = dim K[u] et (u0, u1, .. ., un−1) est une base de K[u].

• Si u admet un polynôme minimal et si F est un sous-espace stable par u, alors l’endomorphisme
u|F induit par u sur F admet un polynôme minimal et le polynôme minimal de u|F divise celui
de u.
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• Théorème de décomposition des noyaux

Soit A et B deux polynômes de K[X] premiers entre eux . Alors :

Ker A(u)⊕ Ker B(u) = Ker AB(u).

ÉLÉMENTS PROPRES D’UN ENDOMORPHISME
• Valeurs et vecteurs propres

Soit l un élément de K. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) il existe un vecteur x non nul de E tel que u(x) = lx ;

(ii) Ker (u − lIdE ) = {0E} ;

(iii) u − lIdE n’est pas injectif.

On dit alors, que l est une valeur propre de u et x est un vecteur propre de u associé à la valeur
propre l. Le sous-espace Ker (u − lIdE ) = {x ∈ E/u(x) = lx} est appelé sous-espace propre
relatif à la valeur propre l et noté El(u).

L’ensemble des valeurs propres de u est le spectre de u noté Sp(u).
• Si l1, l2, . . . , lp sont des valeurs propres distinctes deux à deux d’un endomorphisme u de E,
alors les sous-espaces propres associés El1 , . . . , Elp sont en somme directe.
• Soit p vecteurs propres x1, . . . , x p associés à p valeurs propres distinctes deux à deux. Alors la
famille (x1, . . . , x p) est libre.
• Si deux endomorphismes commutent, tout sous-espace propre de l’un est stable par l’autre.
• Soit F un sous-espace de E stable pour u. Le scalaire l est une valeur propre de u|F si, et
seulement si :

F ∩ Ker (u − lIdE ) = {0E}.

• Polynôme caractéristique d’un endomorphisme en dimension finie

À partir de maintenant, on suppose E de dimension n.

Le polynôme formel Pu(X) = Det(u − XIdE ) sera appelé polynôme caractéristique de u.

Si A est la matrice de u dans une base B de E le polynôme caractéristique de u est :

Pu(X) = Det(A − XIn) =

a11 − X a12 . . . . . . . . . a1n

a21 a22 − X . . . . . . . . . a2n

an1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ann − X

.

On remarque : Pu(X) = (−1)n Xn + (−1)n−1Tru Xn−1 + · · · + Detu
• Les valeurs propres de u sont les racines du polynôme caractéristique de u.
• Si F est un sous-espace de E stable par u, le polynôme caractéristique de u|F divise celui de u.
• Soit l dans Sp(u). Alors l’ordre de multiplicité m de l dans Pu vérifie : 1 dim El(u) m.
• Si le polynôme caractéristique de u est scindé sur K, alors :

Tru =
n

i=1

li et Detu =
n

i=1

li où {li ; i ∈ [[1, n]]} = Spu.

Théorème de Cayley-Hamilton

Le polynôme caractéristique de u est un polynôme annulateur de u : Pu(u) = 0.
• Les valeurs propres de u sont les racines du polynôme minimal de u.
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Étude matricielle

Soit A dans Mn(K), on note u l’endomorphisme canoniquement associé à A.

Si l est une valeur propre de u, on dit que l est une valeur propre de la matrice A.

De même le polynôme minimal de la matrice A est celui de u. Il sera noté PA .

• Deux matrices semblables ont le même polynôme caractéristique et les mêmes valeurs propres.

• La matrice tA a le même polynôme caractéristique que A.

Théorème de Cayley-Hamilton

Pour toute matrice A ∈ Mn(K), PA(A) = 0.

ENDOMORPHISMES DIAGONALISABLES

• Caractérisations

Un endomorphisme u est diagonalisable si, et seulement si, l’une des propriétés suivantes est
vérifiée :

• E = ⊕
l∈Sp(u)

El (u) ; dans ce cas, u =
l∈Sp(u)

lpl en notant pl la projection sur El(u) parallèle-

ment à ⊕
m∈Sp(u)

m=l

Em (u).

• dim E =
l∈Sp(u)

dim El (u).

• Il existe une base formée de vecteurs propres de u.

• Il existe une base dans laquelle la matrice de u est diagonale.

• E est somme directe de sous-espaces stables sur lesquels u induit une homothétie.

• Son polynôme caractéristique Pu est scindé dans K et, pour toute valeur propre l, le sous-espace
propre El(u) a pour dimension l’ordre de multiplicité de l dans Pu .

• Son polynôme minimal Pu est scindé dans K et n’a que des racines simples.

• Il existe un polynôme annulateur de u scindé sur K et dont toutes les racines sont simples.

Matrices diagonalisables

Soit A ∈ Mn(K), nous dirons que A est diagonalisable si elle est semblable à une matrice
diagonale.

Soit u l’endomorphisme canoniquement associé à la matrice A dans la base canonique.

La matrice A est diagonalisable si, et seulement si, u est diagonalisable.

Diagonaliser une matrice A diagonalisable, c’est déterminer la matrice de passage P , la matrice
diagonale D correspondante et donner l’expression matricielle : A = P D P−1.

Méthode pratique de diagonalisation d’une matrice A de Mn(K), diagonalisable.

1) Recherche des valeurs propres : on détermine le spectre de A en étudiant le polynôme carac-
téristique de A ou un polynôme annulateur de A.

2) Détermination des sous-espaces propres : pour l ∈Sp(A), on résout l’équation matricielle :

(A − lIn)X = 0 où l’inconnue X appartient à Mn,1(K ) pour déterminer le sous-espace propre
associé El.

On vérifie que A est diagonalisable en comparant dim El et l’ordre de multiplicité de l.

3) Choix d’une base de vecteurs propres : on choisit une base dans chaque El et la réunion de
ces bases constitue une base de vecteurs propres.

Soit P la matrice de passage de l’ancienne base à cette nouvelle base de vecteurs propres. Il
existe une matrice diagonale D ∈ Mn(K) telle que A = P D P−1.
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ENDOMORPHISMES TRIGONALISABLES

L’endomorphisme u est trigonalisable sur K s’il existe une base de E dans laquelle la matrice
de u est triangulaire supérieure. Réduire un endomorphisme signifie trouver une base de E dans
laquelle la matrice de u est diagonale ou triangulaire supérieure.

• Caractérisations d’un endomorphisme trigonalisable
• Un endomorphisme u de E est trigonalisable si, et seulement si, son polynôme caractéristique
est scindé sur K.
• Tout endomorphisme est trigonalisable sur C.
• Un endomorphisme u de E est trigonalisable si, et seulement s’il existe un polynôme annulateur
de l’endomorphisme u, scindé sur K.

• Matrice trigonalisable
Une matrice A de Mn(K) est trigonalisable si elle est semblable à une matrice triangulaire
supérieure.

Soit u l’endomorphisme canoniquement associé à la matrice A dans la base canonique.

La matrice A est trigonalisable si, et seulement si, u est trigonalisable. Trigonaliser une matrice A
c’est déterminer une matrice de passage P et une matrice triangulaire T telles que : A = PT P−1.

• Méthode pratique
1) On calcule le polynôme caractéristique de u et on vérifie qu’il est scindé.

2) On recherche la plus grande famille libre de vecteurs propres, puis on considère un supplé-
mentaire F du sous-espace G engendré par cette famille.

On introduit la projection p de E sur F parallèlement à G et l’endomorphisme v = p ◦ u|F de
L(F).

On recherche la plus grande famille libre de vecteurs propres de v et on continue de la même
manière jusqu’à l’obtention d’une base de E .

70
c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths

La photocopie non autorisée est un délit



É N O N C É S
1 Pour s’entraîner

1 Calculer la matrice

 1 1 11
1 1 1
1 1 1

n

, où n 1.

Cette matrice est-elle inversible ?

2 a*) Soit M une matrice de Mn(R) de rang r 1.

Exprimer le polynôme caractéristique de M :
Det(M − xIn), en fonction de x et tr(M).

b) En déduire que, si A est une matrice inversible de
Mn(R) et X une matrice colonne :

Det(A + X t X) = Det(A)(1 + tr(t X A−1 X)).

Donner une expression plus simple de ce résultat.

c) Retrouver ce résultat en calculant les produits matri-
ciels suivants :

1 0
X In

1 t X
−X A

et
1 t X
−X A

1 0
A−1 X In

.

3 Soit E un espace vectoriel réel de dimension 3
muni d’une base.

On considère l’endomorphisme u dont la matrice dans
cette base est :

A =

 1 −1 1
1 0 0
0 1 0

 .

a) Déterminer les sous-espaces de E stables par u.

b) Montrer que tout sous-espace de E stable par u ad-
met un supplémentaire stable par u.

4* Soit A dans GLn(C). On suppose qu’il existe p
dans N∗tel que Ap soit diagonalisable.

Montrer que A est diagonalisable.

La propriété subsiste-t-elle si A n’est pas inversible ?

5* Soit E un espace vectoriel de dimension finie et p
un projecteur de E .

Soit f l’endomorphisme de L(L(E)) défini par
f( f ) = p ◦ f ◦ p.

L’endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Préciser la dimension des sous-espaces propres de f.

1) Regarder si la matrice est diagonalisable...

2) a) Que dire des valeurs propres d’une matrice de
rang r 1 ?
b) Mettre A en facteur dans A + X t X et regarder le
rang de A−1 X t X ...

3) Le cours indique comment rechercher les droites
vectorielles stables par u.
Pour déterminer des plans stables par u, consi-
dérer les valeurs propres complexes, des vecteurs
propres associés, puis les parties réelles et imagi-
naires des produits matriciels obtenus en écrivant
que ce sont des éléments propres.
Ne pas oublier la réciproque. Avez-vous déterminé
tous les plans stables par u ?

4) Donner un polynôme annulateur de Ap, puis
chercher un polynôme annulateur de A.

5) Utiliser une base adaptée à la décomposition de
E en somme directe :

E = Im p ⊕ Ker p.

Et travailler avec les matrices des endomor-
phismes.

2* Une équation matricielle

L’objectif de l’exercice est la résolution de l’équation

Xn = A =


2 0 0 0
0 1 1 0
0 0 1 1
0 0 0 1

 lorsque X désigne une

matrice carrée complexe.

1 Déterminer les matrices carrées complexes qui

commutent avec la matrice N =

 0 1 0
0 0 1
0 0 0

.

2 Résoudre l’équation matricielle.

3 Préciser les solutions réelles.
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1) Lorsque deux endomorphismes commutent, tout
sous-espace propre de l’un...

2) Montrer d’abord que la matrice X cherchée a la

forme X =
l 0
0 Z

, puis utiliser la question

précédente.

3 Valeurs propres des matrices
pseudo-magiques

Une matrice A de Mn(R) est dite pseudo-magique s’il
existe un réel S(A) tel que :

∀(i , j ) ∈ [[1, n]]2
n

k=1

ai ,k =
n

k=1

ak, j = S(A).

Soit E l’ensemble des matrices pseudo-magiques de
Mn(R) et J la matrice de Mn(R) dont tous les coef-
ficients sont égaux à 1.

1 Vérifier que E est un sous-espace vectoriel de
(Mn(R), +, .).

2 Montrer que A est pseudo-magique si, et seulement
s’il existe un réel m tel que AJ = J A = mJ .

3 Soit A une matrice de E inversible. Montrer que
S(A) = 0 et que A−1 appartient à E . Que vaut S(A−1) ?

4 Soit A une matrice de E . Montrer que S(A) est une
valeur propre de A.

5 Soit A une matrice de E dont tous les coefficients
sont positifs. Montrer que si a est une valeur propre
réelle de A alors |a| S(A).

5) Considérer un vecteur propre X =

x1
...

xn

 asso-

cié à la valeur propre a et isoler dans l’expression
de la j -ième ligne de l’égalité AX = aX le terme
contenant x j où |x j | = max{|xi | ; i ∈ [[1, n]]}.

4 Deux spectres infinis non
dénombrables

On considère l’ensemble E des suites réelles
u = (un)n∈N telle que, pour tout entier naturel k, la
série nkun est absolument convergente.

1 Montrer que E est un sous-espace de l’espace des
suites réelles.

2 Soit w définie sur E par w(u) = v où, pour tout n
de N, vn = un+1.

Montrer que w est un endomorphisme. Donner ses élé-
ments propres.

3 Mêmes questions avec l’application c définie sur
E par c(u) = w où, pour tout n de N, wn = nun+1−un .

2) et 3) Chercher simultanément les valeurs
propres et les vecteurs propres.

5 Déterminant
d’une matrice circulante

Soit J la matrice de Mn(C) définie par :

• J =



0 1 0 · · · · · · 0

0 0 1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
0 · · · · · · · · · 0 1
1 0 · · · · · · · · · 0



• M la matrice M =



a0 a1 a2 · · · · · · an

an−1 a0 a1
. . .

...
...

. . .
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . a2
...

. . . a1

a1 · · · · · · · · · · · · a0


.

1 Montrer que J est diagonalisable.

2 En déduire que M est diagonalisable. Calculer
DetM .

1) Chercher un polynôme annulateur de J .
2) Expression du déterminant à l’aide des valeurs
propres.

6 Une réduction de matrice

Réduire la matrice A de Mn(R) définie par :
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A =



2 −1 0 · · · 0
−1 2 −1 0

0
. . .

. . .
. . .

...
...

. . .
. . . −1

0 · · · · · · −1 2

.

Considérer un vecteur propre X =

x1
...

xn

associé à

une valeur propre l.
La résolution de AX = lX se ramène à l’étude
d’une suite récurrente.

7 Un endomorphisme de CCC(RRR, RRR)

Pour toute application f de C(R, R) et tout entier n, on
définit l’application T ( f ) de R dans R par :

∀x ∈ R∗ T ( f )(x) =
1

xn+1

x

0
tn f (t) d t

et
T ( f )(0) =

f (0)
n + 1

.

1 Montrer que l’application T ( f ) est continue sur R.

2 Soit E l’espace vectoriel des fonctions
polynomiales sur R de degré inférieur ou égal à p.

Montrer que la restriction w de T à E est un endomor-
phisme. Est-il injectif ? Surjectif ?

Donner ses valeurs propres et ses sous-espaces propres.

3 Mêmes questions avec E espace des fonctions
polynomiales sur R.

4 Mêmes questions avec E = C(R, R).

1) Vérifier la définition ou appliquer la règle de
L’Hospital.
3) Attention, en dimension infinie, un endomor-
phisme injectif n’est pas nécessairement surjectif.
4) Remarquer que, si l = 0 et T ( f ) = l f , alors
f est dérivable sur R∗. Puis résoudre une équation
différentielle.

8 Série de Fourier et éléments
propres d’un endomorphisme

1 Déterminer la série de Fourier de t → sin
t
2

.

2 Soit E l’espace vectoriel des applications 2p-
périodiques continues de R dans R et w l’endomor-
phisme de E défini par :

∀ f ∈ E ∀x ∈ R

w( f )(x) =
1

2p

p

−p

sin
x − t

2
f (t) d t .

Trouver les valeurs propres et les vecteurs propres de w.

2) Le réel l est une valeur propre pour w si, et
seulement s’il existe une fonction f de E non iden-
tiquement nulle telle que w( f ) = l f .
Comparer les séries de Fourier de w( f ) et de l f .

9 Trente secondes pour répondre !

Un endomorphisme f d’un espace vectoriel E de di-
mension finie vérifiant ( f − 2IE )( f + 3IE )2 = 0 et
( f − 2IE )( f + 3IE ) = 0 est-il diagonalisable ?

Rechercher le polynôme minimal de f .

10 Calcul d’une puissance de matrice

Calculer An pour n dans N et :

A =
k + cos u sin u

sin u k − cos u
.

Plusieurs méthodes possibles, remarquer que A est
la somme d’une matrice de symétrie orthogonale et
de kI2 et appliquer la formule du binôme ou bien
diagonaliser la matrice A ou encore utiliser un po-
lynôme annulateur de A.

11* Valeurs propres et image
d’un endomorphisme de M3(CCC)

Soit A =

 1 j j2

j j2 1
j2 1 j

 où j désigne e
2ip
3 .

Pour X dans M3(C), on pose w(X) = AX A.

Déterminer les valeurs propres et l’image de w.

Étudier le rang de A, écrire A comme le produit
d’une matrice colonne et d’une matrice ligne, cal-
culer A2 puis l’image de l’endomorphisme canoni-
quement associé à A.
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12 Recherche de sous-espaces
stables par un endomorphisme

Quels sont les sous-espaces stables par f endomor-
phisme de R3 canoniquement associé à la matrice

A =

2 1 1
1 2 1
0 0 3

.

Rechercher les sous-espaces stables en les classant
par dimension.
Considérer la restriction de l’endomorphisme u ca-
noniquement associé à A à un sous-espace stable F
de dimension 2.

13 Un endomorphisme bien caché

Soit M la matrice réelle triangulaire inférieure telle que,

si n i j 1, mi , j =
i − 1
j − 1

.

1 Donner les éléments propres de M .

2 Calculer Mk pour k dans Z.

2) Chercher un endomorphisme de Rn−1[X] asso-
cié à la matrice t M .

14 Un endomorphisme encore mieux
caché

Soit N la matrice réelle :



0 1 0 · · · 0

n 0 2
. . .

...

0 n − 1
. . .

. . . 0
...

. . .
. . .

. . . n
0 · · · 0 1 0


.

Trouver un endomorphisme de Rn[X] dont N est la ma-
trice.

En déduire les éléments propres de N . La matrice N
est-elle diagonalisable ?

Introduire l’endomorphisme u de Rn[X] associé à
N dans la base canonique, puis résoudre l’équation
différentielle vérifiée par la fonction polynomiale
associée à un vecteur propre P de u.

15 Deux équations dans M3(RRR)

Résoudre l’équation X2 = A dans M3(R) dans les cas
suivants :

1 A =

1 3 −7
2 6 −14
1 3 −7

. 2 A =

 4 5 5
5 4 5

−5 −5 −6

.

Réduire A et remarquer la commutativité de deux
matrices.

16 Une matrice décomposée
par blocs

Soit M dans Mn(C), diagonalisable. La matrice

A =
M −I
−I M

de M2n(C) est-elle diagonalisable ?

Inversible ?

Réduire la matrice
m −1
−1 m

de M2(C) et utili-

ser les décompositions par blocs.

17 Une exponentielle de matrice

Résoudre dans M2(C) : exp(M) =
i 4
0 i

.

Remarquer que M et
i 4
0 i

commutent. En dé-

duire qu’elles ont un vecteur propre commun.

18 Recherche d’un polynôme
minimal

Soit A une matrice de Mn(C) de polynôme minimal

p(X) =
p

i=1

(X − ai )
mi et B =

A I
0 A

.

Déterminer le polynôme minimal de B.

Écrire pour tout polynôme P l’expression de P(B)
à l’aide de P(A) et de P (A).

19 Convergence vers l’inverse
d’une matrice

Dans Mp(R), on considère une matrice A inversible.
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On construit une suite (An)n∈N de matrices de Mp(R)
par :

A0 ∈ Mp(R)
∀n ∈ N An+1 = 2An − An AAn

.

1 Exprimer Ip − AAn en fonction de Ip − AA0.

2 On suppose que AA0 est diagonalisable dans
Mp(R).

a) Montrer l’équivalence des trois propriétés suivantes :

(i) lim
n−→+∞(Ip − AA0)n = 0 ;

(ii) les valeurs propres de Ip−AA0 ont toutes une valeur
absolue strictement inférieure à 1 ;

(iii) les valeurs propres de AA0 sont dans ]0, 2[.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante portant
sur A0 pour que la suite (An)n∈N converge vers A−1.

20 Surjectivité d’un endomorphisme
de Mn(CCC)

Soit A et B deux matrices de Mn(C).

On note u l’endomorphisme de Mn(C) défini par
u(X) = AX − X B.

Montrer que l’endomorphisme u est surjectif si, et
seulement si, A et B n’ont pas de valeur propre com-
mune.

Remarquer tout d’abord que l’injectivité de u est
équivalente à sa surjectivité.
On suppose l’endomorphisme u injectif, il existe
une matrice X de Mn(C) telle que AX = X B. En
déduire que le polynôme minimal de A annule B.
On rappelle que l est une valeur propre de B si, et
seulement si, la matrice B−lIn est non inversible.
Conclure.
Inversement si A et B ont une valeur propre com-
mune, introduire deux matrices Z et Y vecteurs
propres respectifs de A et t B. Puis considérer
X = Z t Y .

21 Relations polynomiales entre
deux matrices

Soit A une matrice de Mn(R) diagonalisable sur R.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur une
matrice B de Mn(R) pour qu’il existe deux polynômes
P et Q de R[X] tels que P(A) = B et Q(B) = A.

On suppose qu’il existe deux polynômes P et Q de
R[X] tels que P(A) = B et Q(B) = A.
En déduire que B est diagonalisable et que A et B
ont les mêmes sous-espaces propres.
Réciproquement, si A et B ont les mêmes sous-
espaces propres, construire les deux polynômes P
et Q en utilisant les valeurs propres.

22* Trace des puissances
d’une matrice

Déterminer toutes les matrices A de Mn(C) telles que :
∀k ∈ [[1, n]] Tr(Ak) = n.

Remarquer que les matrices dont le spectre est {1}
conviennent.
Pour la réciproque :
• montrer, en utilisant le théorème de Cayley-
Hamilton, que 1 est une valeur propre de A ;
• montrer, par récurrence, que 1 est la seule valeur
propre.

23* Supplémentaire stable
d’un sous-espace stable

D’après St Cyr.

Soit G un sous-groupe fini et commutatif du groupe
GL(E) de cardinal q .

À tout élément u, endomorphisme de E , on associe

u =
1
q

v∈G

v ◦ u ◦ v−1.

1 Montrer que u est un endomorphisme de E .

2 Montrer que ∀w ∈ G w ◦ u ◦ w−1 = u.

3 Soit un sous espace F stable par G, c’est-à-dire
stable par tout élément de G et un projecteur p d’image
F . Montrer que : ∀w ∈ G w(F) = F .

Montrer que p est un projecteur d’image F et de noyau
stable par G.

4 En déduire que tout sous-espace de E stable par G
admet un supplémentaire stable par G.

5 Soit u un endomorphisme idempotent de E et F un
sous-espace vectoriel de E stable par u.

Montrer que F admet un supplémentaire stable par u.
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2) Remarquer que {w ◦ v ; v ∈ G} = G.
3) Vérifier que p ◦ p = p en remarquant que
∀x ∈ E p ◦ p(x) = p(x).
Montrer que Im p ⊂ F , puis que F ⊂ Im p.

Algorithmes
1 Calcul du polynôme

caractéristique par la méthode
de Souriau

Partie mathématique

On admet, dans ce texte, les formules de Newton. Soit
n est un entier naturel non nul, et Pn(X) le polynôme
unitaire, à coefficients réels, de degré n :

Pn(X) = Xn−a1 Xn−1−· · ·−an−1 X−an =
n

i=1

(X−xi ).

On note, pour tout entier k 1, Sk =
n

i=1

xk
i .

Les formules de Newton permettent de calculer Sk à
l’aide des coefficients du polynôme Pn par a1 − S1 = 0
et, pour tout entier k dans [[2, n]] :

kak + ak−1S1 + ak−2S2 + · · · + a1Sk−1 − Sk = 0.

Soit A une matrice carrée d’ordre n, à coefficients réels.
On note PA(X) le polynôme caractéristique de A, et
x1, · · · , xn ses racines :

PA(X) = (−1)nDet(A − XIn)

= Xn − a1 Xn−1 − · · · − an−1 X − an

=
n

i=1

(X − xi ).

1 Montrer que, pour tout entier k de [[1, n]], on a :

Tr(Ak) =
n

i=1

xk
i = Sk .

Vous pourrez admettre que toute matrice carrée com-
plexe est semblable à une matrice triangulaire.

2 On définit la suite de réels (uk)k et la suite de ma-
trices carrées d’ordre n, (Bk)k par B1 = A, et pour tout
k 1 :

uk =
Tr(Bk)

k
; Bk+1 = (Bk − uk In)A.

Montrer que, pour tout k dans [[1, n, ]], on a :

uk = ak et Bk = Ak −
k−1

i=1

uk−i Ai .

3 Montrer que Bn+1 = 0.

4 Montrer que, si A est inversible, l’inverse de A est :

A−1 =
Bn−1 − un−1 In

un
.

Partie informatique

5 Écrire un programme qui calcule le polynôme ca-
ractéristique d’une matrice A. L’appliquer à une matrice
A que vous choisirez.

2 Résolution d’un système linéaire
par la méthode de Gauss-Seidel

Partie mathématique

Soit A une matrice complexe carrée d’ordre n telle que :

∀i ∈ [[1, n]] |ai i | >
k∈[[1,n]],k=i

|aik |

Une telle matrice est dite à diagonale strictement do-
minante. Nous avons montré dans le livre de cours,
Algèbre-Géométrie, en exercice du chapitre 1, que la
matrice A est alors inversible. Ce résultat est appelé
théorème d’Hadamard.

1 On écrit A = L + U où la matrice L est triangu-
laire inférieure et la matrice U triangulaire supérieure,
avec tous ses éléments diagonaux nuls et on pose :
M = L−1U .

Montrer que les valeurs propres de M sont de module
strictement inférieur à 1.

On admettra que toute matrice carrée complexe est sem-
blable à une matrice triangulaire.

En déduire que la suite (M p)p converge vers 0.

2 Soit B un vecteur identifié à une matrice colonne et
X la solution du système AX = B.

Montrer que la suite définie par :

X0 ∈ Mn,1(K) ∀p ∈ N X p+1 = L−1(B −U X p)

converge vers X .

Partie informatique

3 Écrire un programme de résolution du système.
L’appliquer à un système que vous choisirez.
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C O R R I G É S
1 Pour s’entraîner

1 Maple nous aide.

Avec Maple

R ,3*(:,(V$+(-k8+4:8/jV

OVS6:(,+#k]f]f=_f_f__f_f_f_f_f_f_<j U

A :=

 1 1 11
1 1 1
1 1 1


>:,4+4/f 43$ 531+4+(+24 12, 42,6

>:,4+4/f 43$ 531+4+(+24 12, (,:73

A :=

 1 1 11
1 1 1
1 1 1


R 3+/34%37(*kOj U

[5, 1, {[3, 1, 1]}], [0, 1, {[−1, 1, 0]}],
[−2, 1, {[−4, 1, 1]}]

La matrice A admet trois valeurs propres distinctes :−2,
5 et 0. Elle est diagonalisable.

Mais 0 est valeur propre de la matrice. Elle n’est donc
pas inversible.

Un vecteur propre associé à la valeur propre −2 est :
(−4, 1, 1).

Un vecteur propre associé à la valeur propre 5 est :
(3, 1, 1).

Un vecteur propre associé à la valeur propre 0 est :
(−1, 1, 0).

Par conséquent :

A =

−4 3 −1
1 1 1
1 1 0

 −2 0 0
0 5 0
0 0 0

 −4 3 −1
1 1 1
1 1 0

−1

.

Tous calculs faits :

A =

−4 3 −1
1 1 1
1 1 0

 −2 0 0
0 5 0
0 0 0



−1

7
−1

7
4
7

1
7

1
7

3
7

0 1 −1

 .

Par conséquent, pour tout n 1 :1 1 11
1 1 1
1 1 1

n

=

−4 3 −1
1 1 1
1 1 0

 −2 0 0
0 5 0
0 0 0

n


−1

7
−1

7
4
7

1
7

1
7

3
7

0 1 −1

 .

1 1 11
1 1 1
1 1 1

n

=

−4 3 −1
1 1 1
1 1 0

 (−2)n 0 0
0 5n 0
0 0 0



−1

7
−1

7
4
7

1
7

1
7

3
7

0 1 −1

 .

Finalement :1 1 11
1 1 1
1 1 1

n

=
1
7

4(−2)n + 3.5n 4(−2)n + 3.5n −16(−2)n + 9.5n

−(−2)n + 5n −(−2)n + 5n 4(−2)n + 3.5n

−(−2)n + 5n −(−2)n + 5n 4(−2)n + 3.5n

 .

2 a) La matrice M est de rang r 1.

0 est donc valeur propre d’ordre au moins n − 1 et le
polynôme caractéristique de M se factorise par xn−1.

D’où :

Det(M − xIn) = (−x)n−1(tr(M)− x).

b) Écrivons A + X t X = A(In + A−1 X t X).

Si la matrice X n’est pas nulle, le rang de X t X est 1.

Le rang de A−1 X t X est donc inférieur ou égal à 1.

Par conséquent :

Det(A + X t X) = Det(A)Det(In + A−1 X t X).

Appliquons le résultat de la question précédente avec
x = −1 :

Det(In+A−1 X t X) = tr(A−1 X t X)+1 = tr(t X A−1 X)+1.

Or la matrice t X(A−1 X) est une matrice carrée
d’ordre 1. Nous l’identifions à un scalaire.

Et nous obtenons :

Det(A + X t X) = Det(A) t X A−1 X + 1 .
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c) Calculons les deux produits matriciels donnés par
blocs :

1 0
X In

1 t X
−X A

=
1 t X
0 A + X t X

1 t X
−X A

1 0
A−1 X In

= 1 + t X A−1 X t X
0 A

.

Les matrices
1 0
X In

et
1 0

A−1 X In
ont pour dé-

terminant 1. Donc :

Det
1 t X
0 A + X t X

= Det
1 + t X A−1 X t X

0 A
.

Soit :

Det(A + X t X) = Det(A) t X A−1 X + 1 .

3 a) Une pincée de Maple.

Avec Maple

R OVS6:(,+#k]f]f=_fd_f_f_f`f`f`f_f`<j U

A :=

 1 −1 1
1 0 0
0 1 0


3+/34%37(*kOj U

[1, 1, {[1, 1, 1]}], [I , 1, {[−1, I , 1]}],
[−I , 1, {[−1, −I , 1]}]

La matrice A n’est pas diagonalisable dans R.

Elle admet la valeur propre simple 1 et deux valeurs
propres complexes conjuguées i et −i .

La seule droite vectorielle stable par u est donc la droite

engendrée par

1
1
1

.

Recherchons les plans vectoriels stables en utilisant les
valeurs propres complexes.

Ainsi :

A

−1
i
1

 = i

−1
i
1

 =

−i
−1

i

 .

b) Considérons alors la partie réelle, puis la partie ima-
ginaire de ce produit matriciel.

A

−1
0
1

 =

 0
−1

0

 ; A

0
1
0

 =

−1
0
1

 .

Nous en déduisons que le plan vectoriel engendré par−1
0
1

 et

 0
−1

0

 est stable par u.

Est-il le seul ?

Supposons qu’il existe deux plans vectoriels distincts
stables par u.

Leur intersection est une droite vectorielle stable par u,
c’est-à-dire la droite vectorielle déterminée ci-dessus.
Mais cette droite n’est pas contenue dans le plan vec-
toriel stable trouvé. Ce plan est donc le seul plan vec-
toriel stable par u. Et il est supplémentaire de la droite
vectorielle stable trouvée.

De même, E et {0} sont stables par u et supplémen-
taires.

4 La matrice Ap est diagonalisable.

Nous connaissons un polynôme P annulateur de Ap

dont les racines sont simples :

P(X) =
l∈Sp(Ap)

(X − l).

Or, la matrice A est inversible. Donc Ap est inversible
et 0 n’est pas valeur propre de Ap.

Chaque valeur propre de Ap admet p racines p-ièmes
complexes distinctes.

Notons E l’ensemble de ces racines et Q le polynôme
tel que Q(X) =

m∈E

(X − m).

Puisque P(Ap) =
l∈Sp(Ap)

(Ap − l) = 0, nous avons :

Q(A) =
m∈E

(A − mIn) = 0.

La matrice A admet un polynôme annulateur dont les
racines sont simples. Elle est diagonalisable.

Si A n’est pas inversible, il suffit de considérer une ma-
trice nilpotente non nulle.

Il existe p > 0 tel que Ap = 0. La matrice Ap est dia-
gonalisable. Mais, pour toute valeur propre l de A, lp

est valeur propre de Ap.

0 est donc la seule valeur propre de A, qui n’est pas dia-
gonalisable.

5 Considérons une base B de E adaptée à la décom-
position de E en somme directe :

E = Im p ⊕ Ker p.

Dans cette base, la matrice de p a la forme par blocs :

Ir 0
0 0

.

Notons
A B
C D

la matrice de même forme associée à

un endomorphisme f de L(E).
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La matrice de p ◦ f ◦ p est :

Ir 0
0 0

A B
C D

Ir 0
0 0

=
A 0
0 0

.

L’endomorphisme f est vecteur propre de F si, et seule-
ment si :

∃l ∈ K A 0
0 0

= l
A B
C D

.

Cette égalité équivaut à :

A = lA ; 0 = lB ; 0 = lC ; 0 = lD.

Attention, les matrices écrites B, C et D n’ont pas la
même taille !
• Si l = 0, nous obtenons :

A B
C D

=
0 B
C D

.

0 est valeur propre et la dimension du sous-espace
propre associé est n2 − r2.

• Si l = 1, nous obtenons :

A B
C D

=
A 0
0 0

.

1 est valeur propre et la dimension du sous-espace
propre associé est r2. La somme des dimensions des
sous-espaces propres est n2.

L’endomorphisme f est diagonalisable.

2 Une équation matricielle

1 Soit Y une matrice commutant avec N . Tout sous-
espace propre de la matrice N est stable par Y .

Le sous-espace engendré par le vecteur

1
0
0

 est stable

par Y .

La matrice Y s’écrit sous la forme :

Y =

a b c
0 d e
0 f g

 .

Elle commute avec N si, et seulement si : NY = Y N .

Cette égalité équivaut à :

a = d = g ; b = e ; f = 0.

Nous obtenons : Y = aI3 + bN + cN 2.

Réciproquement, vérifier sans douleur que ces matrices
commutent avec N .

2 Soit X une matrice solution. Alors :

Xn+1 = AX = X A.

Les matrices A et X commutent. Tout sous-espace
propre de la matrice A est stable par X .

Le sous-espace engendré par le vecteur


1
0
0
0

 est stable

par X . De même :
t(Xn+1) = (t X)n+1 = t At X = t X t A.

Nous en déduisons que ce sous-espace est aussi stable
par t X .

La matrice X a donc la forme X =
l 0
0 Z

, où Z

désigne une matrice carrée d’ordre 3 et l un scalaire.

L’équation devient alors Xn =
ln 0
0 Zn = A.

Elle équivaut à :

ln = 2 ; Zn = B =

1 1 0
0 1 1
0 0 1

 = I3 + N .

Nous savons que la matrice N est nilpotente et vérifie :

N 2 =

0 0 1
0 0 0
0 0 0

 et N 3 = 0.

Si la matrice Z vérifie Zn = B, elle commute avec B,
donc avec N .

Utilisons la première question. La matrice Z est de la
forme Z = aI3 + bN + cN 2.

Les matrices In , N , N 2 commutent et forment une fa-
mille libre.

L’équation Zn = B se traduit par :

anI3 + nan−1(bN + cN 2) +
n(n − 1)

2
an−2(bN + cN 2)2

= I3 + N .

Soit an = 1 ; b =
a
n

; c = −n − 1
2n

b.

Les solutions complexes de l’équation matricielle sont

les matrices X =
l 0
0 Z

, avec :

ln = 2 ; Z = aI3 + bN + cN 2,

où a est une racine réelle de l’équation an = 1, b, c

définis par b =
a
n

et c = −n − 1
2n

b.

3 Les solutions réelles s’obtiennent en prenant a = 1
et l réel.

3 Valeurs propres des matrices
pseudo-magiques

1 Simple vérification de la caractérisation des sous-
espaces.
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2 On conclut facilement en remarquant :

(AJ )i , j =
n

k=1

ai ,k et que (J A)i , j =
n

k=1

ak, j .

3 La matrice A est inversible. Il existe une matrice B
telle que AB = B A = In .

Or, AJ = J A = S(A)J .

Par conséquent, B AJ = S(A)B J , puis J = S(A)B J .

De même, J = S(A)J B.

La matrice J n’est pas nulle. Le réel S(A) ne l’est pas.

La relation B J = J B = S(A)−1 J prouve que B est
une matrice pseudo-magique et que S(B) = S(A)−1.

4 S(A − S(A)In) = 0.

D’après la question 3) la matrice A − S(A)In n’est pas
inversible. Le réel S(A) est une valeur propre de A.

5 Soit a une valeur propre de A et X =

x1
...

xn

un

vecteur propre associé.

Il existe un indice j tel que |x j | = max{|xi | ; i ∈ [[1, n]]}.

On a : (a j , j − a)x j = −
n

k=1
k= j

a j ,k xk .

|(a j , j − a)x j |
n

k=1
k= j

|a j ,k | |xk | |x j |
n

k=1
k= j

|a j ,k | .

Le vecteur X est non nul. Donc |x j | = 0.

On en déduit :

|a| |a j , j | + |a j , j − a| |a j , j | +
n

k=1
k= j

|a j ,k | .

Or les coefficients de A sont positifs. |a| S(A).

4 Deux spectres infinis non
dénombrables

On considère l’ensemble E des suites réelles
u = (un)n∈N telles que, pour tout entier naturel k, la
série nkun est absolument convergente.

1 Simple vérification de la caractérisation des sous-
espaces.

2 L’application w est linéaire.

Soit u dans E . Pour tout entier naturel k, nous avons

nkvn =
n

n + 1

k
(n + 1)kun+1.

lim
n→+∞

n
n + 1

k
= 1. Donc nkvn ∼ (n + 1)kun+1.

Or la série nkun est absolument convergente.

La série nkvn est absolument convergente.

La suite w(u) appartient à E .

L’application w est un endomorphisme de E .

Recherchons l dans R et u dans E non nulle tels que :
w(u) = lu.

∀n ∈ N un+1 = lun.

La suite u est une suite géométrique de raison l. Elle
appartient à E si, et seulement si, |l| 1.

Si l = 0, la suite nulle à partir du rang 1 et de premier
terme u0 non nul est un vecteur propre.

Le spectre de w est ] − 1, 1[. Pour l dans ] − 1, 1[, le
sous-espace propre associé est la droite engendrée par
la suite (ln)n∈N.

3 D’après la question 2), pour tout u dans E , la suite
(un+1)n∈N est dans E .

Pour tout k dans N, la série nk+1un+1 est absolument
convergente.

On en déduit que la série nkwn est absolument
convergente.

La suite c(u) est dans E .

On en déduit que c est un endomorphisme de E .

Recherchons l dans R et u dans E non nulle tels que
c(u) = lu.

∀n ∈ N nun+1 = (l + 1)un.

La suite u est entièrement déterminée par :

• pour n = 0, on a l = −1 ou u0 = 0 ;

• pour n non nul, on a un+1 =
l + 1

n
un ; puis

un =
(l + 1)n−1

(n − 1)!
u1.

La suite u est entièrement déterminée par ces deux
conditions.

Si l = −1, le sous-espace propre associé est la droite
engendrée par la suite définie par u0 ∈ R∗ et un = 0
pour n dans N∗.

Si l = −1, la suite définie par u0 = 0, u1 ∈ R∗ et

∀n ∈ N∗ un =
(l + 1)n−1

(n − 1)!
u1 est-elle dans E ?

Soit k dans N, étudions l’absolue convergence de la

série an avec an = nk (l + 1)n−1

(n − 1)!
u1.

an+1

an
=

n + 1
n

k
l + 1

n
. lim

n→+∞
an+1

an
= 0.
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On en déduit que l est une valeur propre et que le sous-
espace propre est la droite engendrée par la suite définie

par u0 = 0, et ∀n ∈ N∗ un =
(l + 1)n−1

(n − 1)!
.

Le spectre de c est R.

5 Déterminant
d’une matrice circulante

1 Le polynôme Xn−1 est annulateur de J . Il n’a que
des racines simples sur C. La matrice J est diagonali-
sable sur C.

L’ensemble des racines n-ième de l’unité est le spectre
de A.

Notons D la matrice diagonale de diagonale

(l1, . . . , ln) où, pour tout k de [[1, n]] :

lk = exp
2ikp

n
.

Il existe une matrice inversible B telle que :

A = B DB−1.

2 La matrice M s’écrit :

M = P(J ) en notant P(X) =
n−1

k=0

ak X k .

On en déduit M = B P(D)B−1.

La matrice P(D) est diagonale de diagonale
(P(l1), . . . , P(ln)).

On en déduit que M est diagonalisable et que

DetM =
n

k=1

P(lk).

6 Une réduction de matrice

Considérons un vecteur propre X =

x1
...

xn

associé à

une valeur propre l.

L’équation AX = lX équivaut au système :
(2− l)x1 − x2 = 0

∀k ∈ [[2, n − 1]]− xk−1 + (2− l)xk − xk+1 = 0

−xn−1 + (2− l)xn = 0

En complétant par x0 = 0 et xn+1 = 0, on obtient le
système équivalent :

x0 = 0

∀k ∈ [[1, n]]− xk−1 + (2− l)xk − xk+1 = 0

xn+1 = 0

.

La suite récurrente ainsi définie a pour équation carac-
téristique : r2 + (l− 2)r + 1 = 0.

Son discriminant est D = l(l− 4).

• Si D > 0, il y a deux racines réelles r et s distinctes.

∀k ∈ [[0, n + 1]] xk = ar k + bsk .

Pour vérifier x0 = 0 on choisit a = −b.

L’égalité xn+1 = 0 équivaut à a(rn+1 − sn+1) = 0. Ceci

n’est possible que pour a = 0 ou r = s exp
2imp

n + 1
.

Cette dernière condition n’est pas réalisable donc :
a = 0. On obtient X = 0.

Dans ce cas, l n’est pas valeur propre.

• Si D = 0, il y a une racine double r .

∀k ∈ [[0, n + 1]] xk = (a + kb)sk .

Pour vérifier x0 = 0 on choisit a = 0.

L’égalité xn+1 = 0 conduit à b = 0.

On obtient X = 0.

Dans ce cas, l n’est pas valeur propre.

• Si D < 0, il y a deux racines complexes conjuguées.

Dans ce cas : 0 < l < 4.

Il existe u dans ]0, p[ tel que l = 4 cos2 u

2
.

Les deux racines sont : −eiu et −e−iu.

On obtient :

∀k ∈ [[0, n + 1]] xk = (−1)k[aeiku + be−iku].

Pour vérifier x0 = 0 on choisit a = −b.

∀k ∈ [[0, n + 1]] xk = 2a(−1)k sin(ku).

L’égalité xn+1 = 0 conduit à u =
mp

n + 1
avec m ∈ [[1, n]]

car 0 < u < 0.

On obtient n valeurs propres distinctes deux à deux :

lm = 4 cos2 mp

2(n + 1)
avec m ∈ [[1, n]].

Soit D la matrice diagonale de diagonale (l1, . . . , ln) et
P la matrice de passage.

Le terme d’indice (i , j ) de P est 2(−1)i sin i
jp

n + 1
.

On a :
A = P D P−1.

7 Un endomorphisme de CCC(RRR, RRR)

1 Notons h l’application T ( f ).

L’application t → tn f (t) est continue sur R, donc l’ap-

plication x →
x

0
tn f (t) d t est continue et dérivable

sur R. On en déduit la continuité de h sur R∗. Montrons
la continuité en 0.

Utilisons la règle de L’Hospital.
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La dérivée de x →
x

0
tn f (t) d test x → xn f (x) et

celle de x → xn+1 est x → (n + 1)xn .

De plus lim
x→0

xn f (x)
(n + 1)xn

=
f (0)

n + 1
. Donc lim

x→0
h(x) =

f (0)
n + 1

.

L’application h est continue sur R.

On peut également effectuer la démonstration suivante.

Calculons h(x)− h(0) =
1

xn+1

x

0
tn[ f (t)− f (0)] d t .

L’application f est continue en 0 :

∀´ > 0 ∃a > 0 ∀t ∈ R |t | a ⇒ | f (t)− f (0)| ´.

Pour x tel que |x | a, on a :

|h(x)− h(0)| 1

|x |n+1

x

0
|t |n | f (t)− f (0)| d t

1

|x |n+1 ´
x

0
|t |n d t =

´

n + 1
.

On en déduit la continuité de h en 0.

2 L’application T est clairement linéaire. Si f est une
fonction polynomiale de degré inférieur ou égal à p, la

fonction x →
x

0
tn f (t) d t est une fonction polyno-

miale de degré inférieur ou égal à n + p + 1 et de valua-
tion au moins égale à n+1. Par conséquent, la fonction h
est bien une fonction polynomiale et son degré est infé-
rieur ou égal à p. L’application w est un endomorphisme
de E .

Recherchons son noyau.

Soit f dans E telle que w( f ) soit l’application nulle.
Alors :

∀x ∈ R∗
x

0
tn f (t) d t = 0.

En dérivant, on obtient ∀x ∈ R∗ xn f (x) = 0.

L’application f est nulle.

Ker w = {0E}.

L’endomorphisme w est injectif.

Or la dimension de E est finie. L’endomorphisme w est
surjectif.

Recherchons les valeurs propres et les vecteurs propres.

Soit l dans R et f : x →
p

0

ak xk telle que w( f ) = l f .

On en déduit, après intégration :

∀x ∈ R
p

0

ak
xk

k + n + 1
= l

p

0

ak xk .

En identifiant les coefficients, on obtient :

∀k ∈ [[0, p]] ak = 0 ou l =
1

k + n + 1
.

Par conséquent, le spectre de w est :

{ 1
k + n + 1

; k ∈ [[0, p]]}.
Le sous-espace propre de w associé à la valeur propre

1
k + n + 1

est la droite engendrée par la fonction

x → xk .

3 On montre de la même manière que l’espace E est
stable par T . L’endomorphisme c induit par T sur E est
injectif. On vérifie que l’image de la base canonique par
c est une base de E . L’endomorphisme c est surjectif.

On vérifie de la même manière que le spectre de c est

{ 1
k + n + 1

; k ∈ N} et que le sous-espace propre de c

associé à la valeur propre
1

k + n + 1
est la droite engen-

drée par la fonction x → xk .

4 La question 1) prouve que T est un endomorphisme
de E .

On montre comme à la question 2) que T est injectif.

Étudions la surjectivité de T .

Soit g dans E . Supposons qu’il existe une application f
de E telle que f (0) = (n + 1)g(0) et telle que :

∀x ∈ R∗ g(x) =
1

xn+1

x

0
tn f (t) d t .

L’application g est dérivable sur R∗ et :

∀x ∈ R∗ xn+1g (x) + (n + 1)xng(x) = xn f (x).

Lorsque g est dérivable sur R∗ on trouve f définie par :

∀x ∈ R∗ f (x) = xg (x)+(n+1)g(x) et f (0) = (n+1)g(0).

Lorsque g n’est pas dérivable sur R∗, l’application g n’a
pas d’antécédent par T .

L’application T n’est pas surjective.

Déterminons les éléments propres de T .

Tout d’abord, 0 n’est pas valeur propre de T car T est
injective.

Soit l non nulle et f dans E non identiquement nulle
telle que T ( f ) = l f .

On vérifie que f est dérivable sur R∗ et que :

T ( f ) = l f ⇔ ∀x ∈ R∗ f (x) = lx f (x)+l(n+1) f (x)
et f (0)(1− l(n + 1)) = 0.

Les solutions de l’équation différentielle sont de la
forme :

x → C1x
1
l−(n+1) pour x > 0

C2 (−x)
1
l−(n+1) pour x < 0

L’application f est prolongeable par continuité en 0 si,

et seulement si :
1
l
− (n + 1) 0.
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Pour
1
l
− (n + 1) = 0, on a f (0) = C = 0 et l =

1
n + 1

.

Pour
1
l
− (n + 1) > 0, on a f (0) = 0.

Par conséquent, le spectre de T est ]0,
1

n + 1
].

Le sous-espace propre de T associé à la valeur propre
1

n + 1
est la droite des fonctions constantes.

Le sous espace propre de T associé à la valeur propre l

de ]0,
1

n + 1
[ est un sous-espace de dimension 2, engen-

dré par les deux fonctions : f1 nulle sur R+ définie par
f1(x) = (−x)

1
l−(n+1) sur R− et f2 nulle sur R− définie

par f2(x) = x
1
l−(n+1) sur R+.

8 Série de Fourier et éléments
propres d’un endomorphisme

1 La fonction h : t → | sin
t
2
| est continue, paire et

2p-périodique.

a0(h) =
1
p

p

−p

sin
t
2

d t =
2
p

p

0
sin

t
2

d t =
4
p

∀n ∈ N∗

an(h) =
1
p

p

−p

sin
t
2

cos(nt) d t

=
2
p

p

0
sin

t
2

cos(nt) d t

=
1
p

p

0
sin nt +

t
2

− sin nt − t
2

d t

=
1
p

1
n + 1/2

− 1
n − 1/2

= − 4
p

1
4n2 − 1

.

La fonction h est continue, 2p-périodique et C1 par
morceaux. Sa série de Fourier converge normalement
vers h sur R. Par conséquent :

∀x ∈ R sin
t
2

=
2
p
− 4

p

∞

n=1

1
4n2 − 1

cos(nt).

2 On vérifie que w est un endomorphisme de E .

Pour tout f de E la fonction w( f ) est 2p-périodique.

Elle est continue car la fonction (x , t) → | sin(
x − t

2
)| f (t)

est continue sur R× [−p, p].

Le réel l est une valeur propre pour w si, et seulement
s’il existe une fonction f de E non identiquement nulle
telle que :

∀x ∈ R
1

2p

p

−p

sin
x − t

2
f (t) d t − l f (x) = 0.

La convergence normale de la série
2
p
− 4

p

∞

n=1

1
4n2 − 1

cos(nt)

entraîne la convergence normale de la série :

2
p

f (t)− 4
p

∞

n=1

1
4n2 − 1

cos(n(x − t)) f (t).

Ceci permet d’écrire :

1
2p

p

−p

sin
x − t

2
f (t) d t

=
1

p2

p

−p

f (t)dt − 2
p2

∞

n=1

p

−p

1
4n2 − 1

cos(n(x − t)) f (t) d t

=
1
p

a0( f )− 2
p2

∞

n=1

p

−p

1
4n2 − 1

cos(nx) cos(nt) f (t)dt

+
2

p2

∞

n=1

p

−p

1
4n2 − 1

sin(nx) sin(nt) f (t) d t .

=
1
p

a0( f )− 2
p

∞

n=1

1
4n2 − 1

cos(nx)an( f )

+
2
p

∞

n=1

1
4n2 − 1

sin(nx)bn( f ).

Or, l’application f est continue. Le développement ci-
dessus est le développement en série de Fourier de la
fonction l f . On identifie les coefficients :

l
a0( f )

2
=

1
p

a0( f )

∀n ∈ N∗ lan( f ) = − 2
p

1
4n2 − 1

an( f )

et lbn( f ) =
2
p

1
4n2 − 1

bn( f ).

Ceci donne les conditions suivantes :

l =
2
p

ou a0( f ) = 0,

∀n ∈ N∗ l = − 2
p

1
4n2 − 1

ou an( f ) = 0

et ∀n ∈ N∗ l =
2
p

1
4n2 − 1

ou bn( f ) = 0.

Par conséquent, le spectre de w est :

− 2
p

1
4n2 − 1

; n ∈ N ∪ 2
p

1
4n2 − 1

; n ∈ N∗ .

Le sous-espace propre associé à la valeur propre

− 2
p

1
4n2 − 1

est la droite {x → a cos(nx) ; a ∈ R}.

Le sous-espace propre associé à la valeur propre
2
p

1
4n2 − 1

est la droite {x → a sin(nx) ; a ∈ R}.
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9 Trente secondes pour répondre !

Le polynôme minimal de f divise (X − 2)(X + 3)2 et ne
divise pas (X − 2)(X + 3). Il est égal à (X − 2)(X + 3)2

ou à (X + 3)2. Ses racines ne sont pas simples. L’endo-
morphisme f n’est pas diagonalisable.

10 Calcul d’une puissance de matrice

1 Première méthode

A =
k + cos u sin u

sin u k − cos u
= kI + S en notant :

S =
cos u sin u
sin u − cos u

.

Les matrices I et S commutent. On applique la formule
du binôme.

On remarque que : S2 = I.

Soit n dans N∗.

An =
n

p=0
p pair

p
n

kn−pI +
n

p=0
p impair

p
n

kn−p S.

Or
n

p=0
p pair

p
n

kn−p =
(k + 1)n + (k − 1)n

2

et
n

p=0
p impair

p
n

kn−p =
(k + 1)n − (k − 1)n

2
.

Donc An =
(k + 1)n

2
(I + S) +

(k − 1)n

2
(I− S).

2 Deuxième méthode

Le polynôme caractéristique de A est :

P(X) = X2 − (2k)X + k2 − 1.

Il est annulateur de A.

Effectuons la division euclidienne de Xn par P . Il existe
un unique polynôme Q et un unique couple (an , bn) de
R2 tels que : Xn = P(X)Q(X) + an X + bn .

Les racines de P sont k − 1 et k + 1.

On en déduit : (k + 1)n = an(k + 1) + bn

et (k − 1)n = an(k − 1) + bn .

On obtient : an =
(k + 1)n − (k − 1)n

2

et bn =
(1− k)(k + 1)n + (1 + k)(k − 1)n

2
puis :

An =
(k + 1)n − (k − 1)n

2
A

+
(1− k)(k + 1)n + (1 + k)(k − 1)n

2
I

Donc An =
(k + 1)n

2
(I + S) +

(k − 1)n

2
(I− S).

3 Troisième méthode

Pour u = 0[2p], les racines du polynôme caractéris-
tique sont simples. La matrice A est diagonalisable.

Le spectre de A est {k − 1, k + 1}.

Le vecteur (sin u, 1 − cos u) est un vecteur propre pour
la valeur propre k − 1.

Le vecteur (sin u,−1−cos u) est un vecteur propre pour
la valeur propre k + 1.

Nous avons A = P D P−1 en posant :

P =
sin u sin u

1− cos u −1− cos u
et D =

k − 1 0
0 k + 1

.

Pour tout n de N, on a An = P
(k − 1)n 0

0 (k + 1)n P−1.

11 Valeurs propres et image
d’un endomorphisme de M3(CCC)

En notant L la matrice ligne : 1 j j2 , on écrit :

A = t L L et w(X) = t L(L X t L)L = (L X t L)A

car (L X t L) est un réel.

Or L t L = 0.

On en déduit que : A2 = 0 puis que : X2 est un poly-
nôme annulateur de w.

L’endomorphisme w n’est pas identiquement nulle,
donc le polynôme minimal de w est X2, scindé à ra-
cine double. L’endomorphisme w est trigonalisable, non
diagonalisable et son spectre est {0}.
Le sous-espace propre associé à la valeur propre 0 est
son noyau Ker (w).

X ∈ Ker (w) ⇐⇒ L X t L = 0.

Or X −→ L X t L est une forme linéaire non nulle. On
en déduit que Ker (w) est de dimension 8.

Le théorème du rang, nous donne : rg (w) = 1.

On déduit de w(X) = (L X t L)A que Im (w) = Vect (A).

12 Recherche de sous-espaces
stables par un endomorphisme

Notons u l’endomorphisme de R3 canoniquement asso-
cié à A.

Le polynôme caractéristique de A est (3− X)2(1− X).

Le sous-espace propre associé à la valeur propre 1 est la
droite D1 engendrée par le vecteur (1,−1, 0).

Le sous-espace propre associé à la valeur propre 3 est la
droite D2 engendrée par le vecteur (1, 1, 0).
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Le seul sous-espace stable de dimension 0 est {0}.

Les seules droites stables, sont les droites dirigées par
un vecteur propre : D1 et D2.

Le seul sous-espace de dimension 3 est R3.

Recherchons maintenant les plans stables.

Soit F un plan stable par u et notons u|F la restriction
de u à F .

Le spectre de u|F est contenu dans celui de u et son
polynôme caractéristique est de degré 2 et divise celui
de u.

Il y a deux possibilités : (3− X)(1− X) et (3− X)2.

Si le polynôme caractéristique de u|F est (3−X)(1−X),
alors F ⊂ Ker (u − Id)(u − 3Id).

Or, d’après le théorème de décomposition des noyaux
Ker (u − Id)(u − 3Id) est le plan D1 ⊕ D2.

Donc F = D1 ⊕ D2.

Si le polynôme caractéristique de u|F est (3−X)2, alors
F ⊂ Ker (u − 3Id)2.

Or Ker (u − 3Id)2 est le plan P d’équation x = y. Par
conséquent F = P .

En conclusion, les sous-espaces stables par u sont :

{0}, Ker (u−Id),Ker (u−3Id), Ker (u−3Id)⊕Ker (u−Id),
Ker (u − 3Id)2 et R3.

13 Un endomorphisme bien caché

1 La matrice est triangulaire inférieure et sa diago-
nale ne contient que des 1. Le spectre de M est {1}.

Le sous-espace propre associé à la valeur propre 1 est la
droite engendrée par le vecteur (0, . . . , 0, 1).

La matrice M n’est pas diagonalisable.

2 On remarque que t M est la matrice de l’endomor-
phisme w de Rn−1[X] défini par : w(P) = P(X + 1).

La matrice (t M)k est la matrice de wk : P → P(X + k)
pour tout k de Z.

Or wk(X i−1) =
i

l=1

i − 1
l − 1

ki− j X l−1.

Le terme de la i-ième ligne et de la j -ième colonne de

Mk est
i − 1
l − 1

ki− j .

14 Un endomorphisme encore mieux
caché

Soit u l’endomorphisme de Rn[X] associé à N dans la
base canonique.

On observe que pour tout j de [[0, n]], on a :

u(X j ) = j X j−1 + (n − j )X i+1.

On en déduit que :

∀P ∈ Rn[X] u(P) = (1− X2)P + nX P .

Le scalaire l est une valeur propre de u si, et seulement
s’il existe un polynôme non nul P tel que :

(1− X2)P + nX P = lP .

Ceci nous conduit à résoudre l’équation différentielle :
(1− x2)y + (nx − l)y = 0.

Les solutions sur ] −∞,−1[, ] − 1, 1[ ou ]1, +∞[ sont
de la forme x → C |x − 1|n−l/2|x + 1|n+l/2.

Il s’agit de fonctions polynomiales si, et seulement si, le
scalaire l appartient à {n − 2p ; p ∈ [[0, n]]}.

On trouve ainsi n +1 valeurs propres distinctes. Le sous-
espace propre associé à la valeur propre n − 2p est la
droite engendrée par le polynôme (X − 1)p(X + 1)n−p.

On en déduit que N est diagonalisable, que son spectre
est {n − 2p ; p ∈ [[0, n]]} et qu’un vecteur propre as-
socié à la valeur propre n − 2p est le vecteur dont la
r -ième coordonnée dans la base canonique de Rn+1 est :
min(r−1,p)

k=r−1−n+p

(−1)k p
k

n − p
r − 1− k

, coefficient de X r−1

dans le développement de (X − 1)p(X + 1)n−p.

15 Deux équations dans M3(RRR)

1 La matrice A s’écrit A = PT P−1 avec :

P =

−3 1 1
1 2 0
0 1 0

, T =

0 0 0
0 0 1
0 0 0


et P−1 =

0 1 −2
0 0 1
1 3 −7

.

En posant Y = P−1 X P . L’équation devient : Y 2 = T .

On écrit Y sous la forme :

a b c
d e f
g h i

.

Or Y et T commutent. On en déduit : b = g = h = 0.

En identifiant Y 2 et T on trouve : a = 0, e = 0 et
dc = 1. Les solutions sont de la forme :

P


0 0 c
1
c

0 f

0 0 0

 P−1.
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2 La matrice A s’écrit A = P D P−1 avec :

P =

 1 1 1
1 −1 0

−1 0 −1

 , D =

4 0 0
0 −1 0
0 0 −1


et P−1 =

 1 1 1
1 0 1

−1 −1 2

.

Un calcul analogue donne a = 2 ou a = −2, i = −e,
h f = −1− e2 et b = c = d = g = 0.

16 Une matrice décomposée
par blocs

Soit B =
m −1
−1 m

.

On obtient B =
1
2

1 1
1 −1

m − 1 0
0 m + 1

1 1
1 −1

.

On en déduit :

A =
1
2

I I
I −I

M − I 0
0 M + I

I I
I −I

.

La matrice M est diagonalisable. Elle s’écrit
M = P D P−1 où D est une matrice diagonale et P
une matrice inversible.

A =
1
2

P P
P −P

D − I 0
0 D + I

P−1 P−1

P−1 −P−1 .

La matrice A est diagonalisable et le spectre de A est
{l− 1 ; l ∈ Sp(M)} ∪ {l + 1 ; l ∈ Sp(M)}.

La matrice A est inversible si, et seulement si, 1 et −1
ne sont pas valeurs propres de M .

17 Une exponentielle de matrice

On note A =
i 4
0 i

.

Les matrices M et A commutent. Elles ont un vecteur
propre commun.

La seule direction propre de A est ( 1, 0). Le vecteur
(1, 0) est donc également un vecteur propre pour M .

On en déduit que M s’écrit :
a b
0 c

.

M A = AM ⇔ a = c.

La seule valeur propre de exp(M) est ea .

Par conséquent : a = i
p

2
+ 2ikp avec k dans Z.

M = aI + N où N =
0 b
0 0

.

La matrice N est nilpotente : N 2 = 0.

Donc :

exp(M) = exp(aI + N ) = exp(aI) exp(N )

= ea exp(N ) = i exp(N ) = i(I + N ).

On identifie :
i ib
0 i

=
i 4
0 i

. D’où b = −4i.

Les solutions sont les matrices de la forme :i
p

2
+ 2kp −4i

0 i
p

2
+ 2kp

 où k ∈ Z.

18 Recherche d’un polynôme
minimal

Soit k dans N. On montre par récurrence que :

Bk =
Ak k Ak−1

0 Ak .

Pour tout polynôme P l’expression de P(B) est :

P(B) =
P(A) P (A)

0 P(A)
.

On en déduit que le polynôme P est annulateur de A si,
et seulement si, P et P sont annulateurs de A.

Le polynôme minimal de B est le polynôme unitaire de
plus bas degré tel que p divise P et P .

Soit S le polynôme tel que P = Sp. Alors p divise
S p + Sp si, et seulement si, le polynôme p divise Sp .
C’est-à-dire si, et seulement s’il existe un polynôme T
tel que T p = Sp .

On cherche donc le polynôme T de plus bas degré tel

que T
p

p
soit un polynôme.

On pose ensuite S = T
p

p
, puis P = T

p2

p
.

Déterminons T .

Or
p (X)
p(X)

=
p

k=1

mk

X − ak
.

Donc :
p(X)
p (X)

=

p

i=1

(X − ai )

p

k=1

mk

p

j=1
j=k

(X − a j )

.

De plus les polynômes
p

i=1

(X − ai ) et
p

k=1

mk

p

j=1
j=k

(X−a j )

n’ont pas de racine commune. Ils sont premiers entre
eux.
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Par conséquent :

T =
p

k=1

mk

p

j=1
j=k

(X − a j ) et S =
p

i=1

(X − ai ).

On obtient :

P(X) = S(X)p(X) =
p

i=1

(X − ai )
p

i=1

(X − ai )
mi

=
p

i=1

(X − ai )
mi +1.

Le polynôme minimal de B est
p

i=1

(X − ai )
mi +1.

19 Convergence vers l’inverse
d’une matrice

1 Il suffit de faire le calcul.

Ip − AAn+1 = Ip − 2AAn + AAn A · An = (Ip − AAn)2.

Donc : ∀n ∈ N (Ip − AAn) = (Ip − AA0)2n

.

2 a) AA0 est diagonalisable :

∃P ∈ GLp(R) AA0 = Pdiag(l1, .., ln)P−1.

Donc Ip − AAn = Pdiag((1−l1)2n

, .., (1−ln)2n

)P−1.

La matrice Ip − AAn est diagonalisable.

Les valeurs propres de Ip − AA0 sont donc
1− l1, .., 1− ln . On sait que :

|l| < 1 ⇐⇒ −1 < l < 1

⇐⇒ 0 < 1− l < 2.

L’application M → P−1 M P est continue puisque c’est
une application linéaire dans un espace de dimension
finie.

On peut dire que lim
n−→+∞(Ip − AA0)n = 0 si, et seule-

ment si :

lim
n−→+∞ P−1(Ip − AA0)n P = 0.

lim
n−→+∞(Ip − AA0)n = 0 si, et seulement si :

lim
n−→+∞ diag((1− l1)n , .., (1− ln)n) = 0.

On doit donc avoir :

∀k ∈ [[1, n]] |1− lk | < 1.

Ainsi :

lim
n−→+∞(Ip−AA0)n = 0 ⇐⇒ ∀k ∈ [[1, n]] 0 < lk < 2.

b) An converge vers A−1 si, et seulement si, AAn

converge vers Ip.

Donc An converge vers A−1 si, et seulement si,
Ip − AAn converge vers 0 quand n tend vers +∞.

D’après la question précédente, une condition néces-
saire et suffisante pour que An converge vers A−1 est
que :

Sp(A · A0) ⊂ ]0, 2[.

20 Surjectivité d’un endomorphisme
de Mn(CCC)

L’espace vectoriel est de dimension finie. L’injectivité et
la surjectivité de l’endomorphisme u sont équivalentes.

Nous allons démontrer les implications contraposées.

Supposons tout d’abord l’endomorphisme u non in-
jectif. Il existe une matrice X de Mn(C) telle que
AX = X B.

On montre par une récurrence immédiate que :
∀k ∈ N Ak X = X Bk .

Vérifier que, plus généralement, pour tout P de C[X]
on a P(A)X = X P(B).

En particulier, pour le polynôme minimal pA de A, on
obtient XpA(B) = 0.

La matrice X n’est pas nulle. Par conséquent, la matrice
pA(B) n’est pas inversible.

Or pA(B) =
p

i=1

(B−li In) où {li ; i ∈ [[1, p]]} désigne

le spectre de A dans C.

Montrons par l’absurde que l’une des matrices B−li In

est non inversible. En effet, si cela n’était pas le cas,
toutes les matrices B − li In seraient inversibles et leur
produit pA(B) également. Ce qui n’est pas.

Par conséquent, il existe j dans [[1, p]] tel que B − l j In

ne soit pas inversible.

On en déduit que l j est une valeur propre commune de
A et de B.

Réciproquement, on suppose que l est une valeur
propre commune de A et de B.

Les matrices B et t B ont le même spectre. Le complexe
l est également une valeur propre de t B.

Notons Z une matrice de Mn,1(C) vecteur propre de A
et Y une matrice de Mn,1(C) vecteur propre de t B pour
cette valeur propre.

AZ = lZ . t BY = lY .

Posons X = Z tY . La matrice X , non nulle, appartient à
Mn(C).

AX = (AZ )tY = lZ tY = Z (ltY ) = Z t( t BY )

= Z tY B = X B.

Le noyau de u contient X . Il n’est pas réduit au vecteur
nul.
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Nous avons montré :

u non injectif ⇔ Sp(A) ∩ Sp(B) = [.

En contraposant, on obtient :

u injectif ⇔ Sp(A) ∩ Sp(B) = [.

21 Relations polynomiales
entre deux matrices

On suppose qu’il existe deux polynômes P et Q de
R[X] tels que P(A) = B et Q(B) = A.

La matrice A est diagonalisable. Il existe une matrice
inversible M telle que A = M DM−1 avec D matrice
diagonale de diagonale (a1, . . . , an).

Alors B = M P(D)M−1 et la matrice P(D) est diago-
nale de diagonale (P(a1), . . . , P(an)).

On en déduit que B est diagonalisable et que les vec-
teurs propres pour A associés à une valeur propre a
sont vecteurs propres pour B associés à la valeur propre
P(a).

On en déduit que le sous-espace propre
Ea(A) ⊂ EP(a)(B).

Les sous-espaces propres de A sont inclus dans les sous-
espaces propres de B.

De même, à l’aide de Q(B) = A, on montre que les
sous-espaces propres de B sont contenus dans les sous-
espaces propres de A. En conclusion, les matrices A et
B ont les mêmes sous-espaces propres.

Réciproquement, supposons que les matrices A et B ont
les mêmes sous-espaces propres.

Notons (l1, . . . , lp) le spectre de A sans répétition et
(m1, . . . , mp) celui de B.

On suppose que les valeurs propres de A et de B sont
rangées de telle sorte que :

∀i ∈ [[1, p]] Eli (A) = Emi (B).

On sait qu’il existe un unique polynôme P de degré p
tel que :

∀i ∈ [[1, p]] P(li ) = mi .

(On le construit à l’aide des polynômes d’interpolation
de Lagrange.)

De même, il existe un unique polynôme Q de degré n
tel que :

∀i ∈ [[1, p]] Q(mi ) = li .

Soit X un vecteur quelconque de Eli (A) = Emi (B).

P(A)X = P(li )X = mi X = B X . On en déduit
P(A) = B.

Vérifier de même : Q(B) = A.

22 Trace des puissances
d’une matrice

Remarquons tout d’abord que les matrices dont le
spectre est {1} conviennent.

Montrons la réciproque par récurrence sur n.

Le résultat est acquis pour n = 1. Supposons que pour
tout entier m < n, toute matrice C de Mm(C) telle que
∀k ∈ [[1, m]] Tr(Ck) = m admet 1 pour unique valeur
propre. Montrons le résultat au rang n.

Soit A dans Mn(C) vérifiant : ∀k ∈ [[1, n]] Tr(Ak) = n.
• Montrons que 1 appartient au spectre de A.

Notons PA =
n

k=0

ak X k le polynôme caractéristique

de A.

Le théorème de Cayley-Hamilton assure :
n

k=0

ak Ak = 0n .

L’application trace est linéaire.
n

k=0

akTr (Ak) = 0. n
n

k=0

ak = 0.

Le réel 1 est racine de PA.
• Montrons par l’absurde que 1 est la seule valeur
propre.

Si 1 n’est pas la seule valeur propre, il existe p dans
[[1, n]] et Q dans C[X] tels que PA = (X − 1)p Q et
(X − 1) ∧ Q = 1.

L’entier p est la multiplicité de la valeur propre 1.

Notons u l’endomorphisme canoniquement associé à A
et e l’application identique.

Le théorème de décomposition des noyaux permet
d’écrire :

Cn = Ker (u − e)p ⊕ Ker Q(u).

Les sous-espaces Ker (u − e)p et Ker Q(u) sont stables
par u.

Ker (u−e)p est le sous-espace caractéristique de u pour
la valeur propre 1. Il est de dimension p.

Ker Q(u) est un sous-espace de dimension n − p.

Il existe une base B1deKer (u − e)p dans laquelle la
matrice M de la restriction v de u à Ker (u − e)p est
triangulaire supérieure et ne comporte que des 1 sur la
diagonale.

Complétons cette base B1 en une base adaptée à la dé-
composition en somme directe.

La matrice de u dans cette base est :

P =
M 0
0 N

.
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L’application v admet (X − 1)p comme polynôme an-
nulateur. L’unique racine est 1.

Le polynôme caractéristique de M est (X − 1)p.

∀k ∈ [[1, n]] Pk =
Mk 0
0 N k .

∀k ∈ [[1, n]] n = Tr(Pk) = p + Tr(N k).

Or N matrice de Mn−p(C) vérifie :

∀k ∈ [[1, n − p]] Tr(N k) = n − p.
p > 1.

L’hypothèse de récurrence appliquée à n − p prouve
que 1 est l’unique racine du polynôme caractéristique
PN de N .

Par conséquent Q(1) = 0. Ceci contredit encore
(X − 1) ∧ Q = 1. Donc 1 est la seule racine de PA.

En conclusion, la solution du problème est l’ensemble
des matrices de spectre {1}.

23 Supplémentaire stable
d’un sous-espace stable

1 Immédiat.

2 Soit w ∈ G.

w ◦ u ◦ w−1 =
1
q

v∈G

w ◦ (v ◦ u ◦ v−1) ◦w−1

=
1
q

v∈G

(w ◦ v) ◦ u ◦ (v−1 ◦ w−1)

w ◦ u ◦ w−1 =
1
q

v∈G

(w ◦ v) ◦ u ◦ (w ◦ v)−1.

Montrons que {w ◦ v/v ∈ G} = G.

L’application v → w ◦ v est bijective de G dans G car
w est inversible. (Translation dans un groupe.)
1
q

v∈G

(w ◦ v) ◦ u ◦ (w ◦ v)−1 =
1
q

v∈G

v ◦ u ◦ v−1 = u.

3 Montrons que ∀w ∈ G w(F) = F .
• Soit w ∈ G. L’ensemble G est un sous-groupe de
GL(E).

L’application w−1 appartient à G et w−1(F) ⊂ F .

Par conséquent F ⊂ w(F), puis w(F) = F .
• Montrons que p est un projecteur en vérifiant que
p ◦ p = p.

p ◦ p =
1
q

v∈G

p◦(v ◦ p ◦ v−1).

D’après la question 2), nous avons v ◦ p = p ◦ v pour
tout v de G.

p ◦ p =
1
q

v∈G

v ◦ p ◦ p ◦ v−1.

Montrons que ∀x ∈ E p ◦ p(x) = p(x).

Soit x dans E . Le vecteur p(x) appartient à F .

Or F est stable par v−1. Donc v−1◦ p(x) appartient à F .

La projection p a pour image F . Par conséquent la res-
triction de p à F est l’identité.

(p ◦ v−1 ◦ p)(x) = (v−1 ◦ p)(x).

(v ◦ p ◦ v−1 ◦ p)(x) = p(x).

Puis : (p ◦ p)(x) = p(x).

Revenons au calcul de p ◦ p.

p ◦ p =
1
q

v∈G

v ◦ p ◦ p ◦v−1 =
1
q

v∈G

v ◦ p ◦v−1 = p.

• Montrer que Im p ⊂ F .

Soit x quelconque dans E . Le vecteur p ◦ v−1(x) ap-
partient à F et F est stable par v. Donc v ◦ p ◦ v−1(x)
appartient à F . Ainsi p(x) appartient à F .

Montrons que F ⊂ Im p. Il suffit de vérifier que
∀x ∈ F p(x) = x .

Soit x dans F . Alors v−1(x) est encore dans F , donc
dans l’image de p.

p ◦ v−1(x) = v−1(x).

p(x) =
1
q

v∈G

v ◦ p ◦ v−1(x) =
1
q

v∈G

v ◦ v−1(x) = x .

• La commutativité de p avec tout élément de G assure
la stabilité de Ker p par G.

4 Conclusion immédiate.

5 Soit G le groupe u engendré par u. Il est fini car
u est idempotent.

D’après la question 4), le sous-espace vectoriel admet
un supplémentaire stable par u , donc par u.

Algorithmes
1 Calcul du polynôme

caractéristique
par la méthode de Souriau

Partie mathématique

1 Nous avons admis que toute matrice carrée com-
plexe est semblable à une matrice triangulaire. Il existe
donc une matrice carrée, complexe, inversible, P , et une
matrice carrée, complexe triangulaire T telles que :

A = P−1T P .

T et A ont même polynôme caractéristique. Puisque T
est triangulaire, ses éléments diagonaux sont les racines
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du polynôme caractéristique. Nous en déduisons que,
pour tout k 1 :

Tr(Ak) = Tr(T k) =
n

i=1

xk
i = Sk .

2 Nous ne vous ferons pas l’injure de rédiger cette
récurrence simple !

3 C’est le théorème de Cayley-Hamilton.

4 D’après la question précédente :

An+1 −
n

i=1

un+1−i Ai = 0.

Soit : A[A(Bn−1 − an−1 In)− an In] = 0.

D’où le résultat.
Partie informatique

5

Avec Maple

^ 3;0-B3- f
^ S:*31B*f`83:?L[J
@:?B@ UFZF+F*F<F\F!FX d
e1-4L@1<B@7J d
<f`?:@=1>L[J d\f`B33BaL1=;<-1-aF,55<F,55<J d
Zf`[ d*f`-3B?;LZJ d
Uf`P̂<C*IP̂L<C,J d
9:3 + -: <C, =:
Zf`;!B@>LLZC*I\JOI[J d *f`-3B?;LZJ2L+G,J d
Uf`UC*IP̂L<C+C,J d

DU:*3 8:*!:13 ?B@?*@;3 @M1<!;30; =; [F 01 [
D;0- 1<!;301A@;

19 +`<C) -4;< !f`* dXf`;!B@>LZJ d91 d
:= d
831<-LUJ d
19 *b^/ -4;< 831<-L;!B@>LLXC!I\J2*JJ d91 d
;<= f

^ [f`>B-31cL(F(FK,F)F(FC,FC'F)F/F)F,HJ d

A :=
1 2 3

−1 −4 2
0 2 1

^ S:*31B*L[J d
QB3<1<7F <;e =;91<1-1:< 9:3 <:3>
QB3<1<7F <;e =;91<1-1:< 9:3 -3B?;

X3 + 2 X2 − 9 X + 12

2

3

−1

3

−4

3
−1

12

−1

12

5

12
1

6

1

6

1

6


^ ?4B38:@aL[FPJ d1<!;30;L[J d

X3 + 2 X2 − 9 X + 12

2

3

−1

3

−4

3
−1

12

−1

12

5

12
1

6

1

6

1

6



2 Résolution d’un système linéaire
par la méthode de Gauss-Seidel

Partie mathématique

1 Soit l un complexe de module supérieur ou égal
à 1. Alors : M − lIn = L−1U − lIn

La matrice L est inversible. Donc la matrice M−lIn est
inversible si, et seulement si, la matrice U − lL l’est.
Vérifier que cette matrice est à diagonale strictement
dominante. Elle est inversible, donc l n’est pas valeur
propre de M .

Nous avons admis que la matrice M est semblable à une
matrice triangulaire.

Il existe une matrice carrée complexe inversible P telle
que :

M = P D P−1

avec D diagonale.

Pour tout entier p, on a : M p = P D p P−1.

La suite (D p) converge vers 0, car les éléments diago-
naux de D sont de module strictement inférieur à 1.
Les matrices P et P−1 sont fixées. L’application f de
Mn(K) dans lui-même, définie par f(N ) = P N P−1

est linéaire, donc continue car Mn(K) est de dimension
finie. La suite (M p) converge vers 0.

2 Vérifier que : X = L−1(B −U X).

On en déduit :

X p+1 − X = L−1U X − L−1U X p = −M(X p − X).

Donc, pour tout p 1 : X p − X = (−M)p(X0 − X).

La convergence de la suite (M p) vers 0 entraîne celle de
la suite (X p) vers X .

Partie informatique
3

Avec Maple

^ 3;0-B3-f

^ TB*00S;1=;@f`83:?L[FZF;80J

@:?B@ 1F.F+F<FPFYFRF]YFWFN d

e1-4L@1<B@7J d

<f`?:@=1>L[J d

DV< -;0-; 01 @B >B-31?; ;0- E =1B7:<B@;

D=:>1<B<-;5

9:3 1 -: < =:

19 0*>LBA0L[K1F+HJF+`,55<J^)IBA0L[K1F1HJ

-4;< 831<-LM;33:3MJ dA3;B+

91 d:= d
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DV< ?:<0-3*1- @;0 >B-31?;0 Y ;- R5

Yf`>B-31cL<F<F/J d

9:3 1 -: < =:

9:3 . 93:> , -: 1 =: YK1F.Hf`[K1F.H d:= d := d

Rf`;!B@>L[CYJ d

DV< ?B@?*@; WF 8*10 :< ?:<0-3*1- @B 0*1-; P85

]Yf`1<!;30;LYJ d

Wf`;!B@>L]YOIRJ dPf`>B-31cL<F,F,J d

Nf`;!B@>L]YOILZCROIPJJ d

e41@; ;!B@9L<:3>L;!B@>LNCPJF)JJ^;80 =:

Pf`;!B@>LNJ dNf`;!B@>L]YOILZCROIPJJ d

:= d

;<= f

^ [f`>B-31cL'F'FK$F)F,F/F)F#F,FC)F,F)F"F,F/F
C,F)F%HJf

Zf`>B-31cL'F,FK,5F)F(F'HJ f;80f`,/̂LC)J f

^ TB*00S;1=;@L[FZF,/̂LC(JJ d
QB3<1<7F <;e =;91<1-1:< 9:3 <:3>
QB3<1<7F <;e =;91<1-1:< 9:3 -3B?;.005299083986

.3965730051

.1694716691

.6762716112


^ @1<0:@!;L[FZJ d .005347593583

.3965446318

.1694775812

.6762649116



c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit 91



4 Formes bilinéaires
symétriques
et formes quadratiques

RAPPELS DE COURS
Dans ce chapitre, E est un R-espace vectoriel.

FORMES BILINÉAIRES

Une application w de E × E dans R est dite bilinéaire sur E lorsque les applications de E dans
R définies, pour tout x de E , par gx : y −→ w(x , y) et, pour tout y de E , par dy : x −→ w(x , y)
sont linéaires.

Une forme bilinéaire w est symétrique lorsque :

∀(x , y) ∈ E × E w(x , y) = w(y, x).
• L’ensemble BL(E) des formes bilinéaires sur E est un sous-espace vectoriel du R-espace
vectoriel (RE×E , +, ·).
L’ensemble BS(E) des formes bilinéaires symétriques sur E est un sous-espace vectoriel du
R-espace vectoriel BL(E).

• On suppose maintenant que l’espace vectoriel E est de dimension n.

Considérons une base B = (e1, . . . , en) de E .

La matrice A = (w(ei , e j ))i∈[[1, n]], j∈[[1, n]] de Mn(R) est appelée matrice de la forme bilinéaire w
dans la base B.

• Si nous notons X et Y les matrices colonnes des coordonnées de x et de y dans la base B, nous
obtenons :

w(x , y) = t X AY .

• L’application de BL(E) dans Mn(R) qui associe, à toute forme bilinéaire, sa matrice dans la
base B est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. La dimension de BL(E) est n2.

• La forme bilinéaire w est symétrique si, et seulement si, A est une matrice symétrique.

• L’application de BS(E) dans Sn(R) qui associe, à toute forme bilinéaire symétrique, sa matrice
dans la base B, est un isomorphisme de R-espaces vectoriels.

La dimension de BS(E) est :
n(n + 1)

2
.

• Soit P la matrice de passage de la base B à la base B .

Notons A la matrice de w dans la base B . Alors A = t P AP .
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FORMES QUADRATIQUES

L’application F définie de E dans R est une forme quadratique s’il existe une forme bilinéaire w
telle que :

∀x ∈ E F(x) = w(x , x).

• L’ensemble Q(E) des formes quadratiques sur E est un sous-espace vectoriel du R-espace
vectoriel (RE , +, .).

• Pour toute forme quadratique F, il existe une unique forme bilinéaire symétrique w associée.
On l’appelle la forme polaire de F. Elle est donnée par :

∀(x , y) ∈ E2 w(x , y) =
1
2

[F(x + y)−F(x)−F(y)] (Identité de polarisation.)

L’application qui, à toute forme quadratique, associe sa forme polaire est un isomorphisme de
Q(E) dans BS(E).

• Soit F une forme quadratique sur E .

Alors :
∀(x , y) ∈ E2 F(x + y) + F(x − y) = 2(F(x) + F(y)) (Identité du parallélogramme.)

• On suppose maintenant que l’espace vectoriel E est de dimension n.

Considérons une base B = (e1, . . . , en) de E .

Notons A la matrice de w dans la base B.

• Alors, si nous notons X la matrice colonne des coordonnées de x dans la base B, nous obtenons :

F(x) = t X AX .

• L’application de Q(E) dans Sn(R) qui, associe à toute forme quadratique, la matrice dans la base
B de sa forme polaire est un isomorphisme de R-espaces vectoriels. La dimension de Q(E) est :

n(n + 1)
2

.

La matrice de Sn(R) associée à la forme polaire de la forme quadratique F est appelée matrice
de la forme quadratique F dans la base B.

• Soit P la matrice de passage de la base B à la base B . Notons A la matrice de F dans la
base B . Alors :

A = t P AP .

Deux matrices A et B de Mn(R) qui représentent la même forme quadratique dans des bases
différentes sont dites congruentes.

CARACTÉRISATIONS D’UNE FORME QUADRATIQUE

• Une application F de E dans R est une forme quadratique sur E si, et seulement si, elle vérifie
les deux propriétés suivantes :

• l’application w : (x , y) −→ 1
2

[F(x + y)−F(x)−F(y)] est bilinéaire sur E ;

• ∀x ∈ E w(x , x) = F(x).

• Une application F de E dans R est une forme quadratique sur E si, et seulement si, elle vérifie
les deux propriétés suivantes :

• l’application w : (x , y) −→ 1
4

[F(x + y)−F(x − y)] est bilinéaire sur E ;

• ∀x ∈ E w(x , x) = F(x).

• Lorsque E est de dimension finie, soit B = (e1, . . . , en) une base de E .
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Une application F de E dans R est une forme quadratique sur E si, et seulement si, elle s’exprime
à l’aide d’un polynôme homogène de degré 2 en fonction des coordonnées (x1, . . . , xn) du vecteur
x de E .

∀x ∈ E F(x) =
n

i=1

x2
i bi +

1 i< j n

xi x j bi , j

avec, pour tout i et tout j de [[1, n]] distincts, bi et bi , j réels.

Dans ce cas, on obtient l’expression de la forme polaire de F en dédoublant les termes de la
manière suivante :

xi yi se substitue à x2
i

et

1
2

(xi y j + x j yi ) se substitue à xi x j .

De plus, la matrice de F dans cette base B est la matrice de la famille :

1
2

∂F

∂x1
, . . . ,

1
2

∂F

∂xn
dans la base B∗.

RANG D’UNE FORME BILINÉAIRE SYMÉTRIQUE
OU D’UNE FORME QUADRATIQUE

• Le noyau d’une forme quadratique F et le noyau de sa forme polaire w sont définis par :

Ker F = Ker w = {x ∈ E ;∀y ∈ E w(x , y) = 0}.
Une forme bilinéaire symétrique w ou une forme quadratique F sont dites non dégénérées
lorsque leur noyau est réduit à {0E}. Elles sont dites dégénérées dans le cas contraire.

Soit w une forme bilinéaire symétrique, le rang de w est le rang de l’application linéaire g,
associée à gauche, définie par x −→ gx

Soit F une forme quadratique. Le rang de F est celui de sa forme polaire.
• Lorsque E est de dimension finie, soit (e1, . . . , en) une base de E , F une forme quadratique sur
E , w sa forme polaire et A sa matrice dans la base (e1, . . . , en). Alors :

• le noyau de F est le sous-espace de E d’équation AX = 0 ;

• les formes F ou w sont dégénérées si, et seulement si : Det(A) = 0.

Le déterminant Det(A) est appelé discriminant de F dans la base (e1, . . . , en).

Une forme quadratique F sur un espace vectoriel E de dimension finie est non dégénérée si, et
seulement si, son discriminant dans une base (e1, . . . , en) de E est non nul.

• rg (w) = rg (F) = rg (A).

FORMES QUADRATIQUES POSITIVES ET DÉFINIES POSITIVES

Une forme quadratique F est positive lorsque F(x) 0, pour tout x de E .

Elle est définie positive lorsque F(x) > 0, pour tout x non nul de E .

Une forme quadratique F est négative lorsque −F est positive et définie négative lorsque −F
est définie positive.

Soit w une forme bilinéaire symétrique.

On dira que w est positive (respectivement négative) lorsque la forme quadratique associée est
positive (respectivement négative).
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On dira que w est définie positive (respectivement définie négative) lorsque la forme quadratique
associée est définie positive (respectivement définie négative).

Soit A une matrice symétrique.

On dira que A est positive si la forme quadratique sur Mn,1(R) canoniquement associée est
positive :

∀X ∈ Mn,1(R) t X AX 0.

On dira que A est définie positive lorsque :

∀X ∈ Mn,1(R) X = 0 ⇒ t X AX > 0.

A est négative lorsque :
∀X ∈ Mn,1(R) t X AX 0.

et définie négative lorsque :

∀X ∈ Mn,1(R) X = 0 ⇒ t X AX < 0.

• Soit F une forme quadratique positive de forme polaire w. On a :

∀(x , y) ∈ E2 w(x , y)2 F(x)F(y) (Inégalité de Cauchy-Schwarz.)

• Une forme quadratique est définie positive si, et seulement si, elle est positive et non dégénérée.

• Soit F une forme quadratique positive. On a :

∀(x , y) ∈ E2 f(x + y) f(x) + f(y) (Inégalité de Minkowski.)

• Soit A une matrice symétrique réelle. Alors :

– A est positive si, et seulement si : Sp(A) ⊂ R+ ;

– A est définie positive si, et seulement si : Sp(A) ⊂ R∗
+.

• Notons A une matrice de F dans une base fixée quelconque de E .

le couple s = (card (Sp(A) ∩ R∗+, card (Sp(A) ∩ R∗−) est appelé la signature de F

• Soit F une forme quadratique sur E de signature s = (p, q) et de rang r . Alors :

• p + q = r .

• La forme quadratique F est positive si, et seulement si :

s = (r , 0).

• La forme quadratique F est négative si, et seulement si :

s = (0, r ).

• La forme quadratique F est définie positive si, et seulement si :

s = (n, 0).

• La forme quadratique F est définie négative si, et seulement si :

s = (0, n).

• La forme quadratique F est non dégénérée si, et seulement si :

p + q = n.
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• Il existe une base (e1, . . . , en) orthogonale pour F telle que :

∀i ∈ [[1, n]] i p ⇒ F(ei ) = 1

∀i ∈ [[1, n]] p < i p + q ⇒ F(ei ) = −1

∀i ∈ [[1, n]] i > p + q ⇒ F(ei ) = 0.

La base (e1, . . . , en) est dite réduite relativement à F.

Dans cette base, l’expression de F(x) en fonction des coordonnées de (x1, . . . , xn) de x est :

F(x) =
p

i=1

xi
2 −

p+q

j=p+1

x2
j .

• Toute matrice A symétrique réelle de Sn(R) est congruente à une matrice :

Jp, q, n =


Ip 0 0

0 −Iq 0

0 0 0

 de Sn(R).

• Soit (E , ( | )) un espace euclidien de dimension n et w une forme bilinéaire symétrique.

Il existe un unique endomorphisme auto-adjoint u tel que :

∀x ∈ R ∀y ∈ E w(x , y) = (u(x) | y).

L’endomorphisme u est appelé endomorphisme auto-adjoint associé à w.

La matrice de l’endomorphisme u auto-adjoint associé à w dans une base orthonormale
(e1, . . . , en) de E est la matrice de w dans cette même base.

• Soit E un espace vectoriel sur R de dimension finie, F1 une forme quadratique sur E définie
positive et F2 une forme quadratique sur E .

Il existe une base de E orthonormale pour F1 et orthogonale pour F2.

• Soit A et B deux matrices symétriques. On suppose A définie positive. Alors il existe une
matrice diagonale D et une matrice inversible P telles que :

A = tP P et B = tP D P .
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É N O N C É S
1 Inégalités entre formes

quadratiques
Soit E l’espace des polynômes à coefficients réels de
degré inférieur ou égal à 2. Déterminer le plus petit l
dans R tel que :

l
1

−1
P(t)2 d t

1

−1
P (t)2 d t

pour tout P de E .

Pour l donné, étudier la forme quadratique Q dé-
finie par :

Q(P) = l
1

−1
P(t)2 d t −

1

−1
P (t)2 d t .

Déterminer une base orthogonale pour Q.

2 Biorthogonal
d’un sous-espace vectoriel

Soit E un R espace vectoriel de dimension finie n et w
une forme bilinéaire symétrique sur E . F est un sous-
espace vectoriel de E. On note :

• F⊥ = {y ∈ E | ∀x ∈ F w(x , y) = 0} et

Ker w = E⊥ ;

• f l’application de F dans E∗ le dual de E définie par :

∀x ∈ F f (x) = w(x , .) ;

• g l’application de E dans F∗ le dual de F définie par :

∀x ∈ E g(x) = w(x , .)|F .

1 Montrer que f et g ont même rang.

2 Déterminer Ker f et Ker g. En déduire la dimen-
sion de F⊥.

3 En déduire la valeur de dim (F⊥)⊥, puis que
(F⊥)⊥ = F + Ker w.

1) Écrire les matrices de f et de g dans des bases
adaptées.
2) Appliquer le théorème du rang.

3 Une forme quadratique
sur MMMn(R)R)R)

Soit w l’application de Mn(R)×Mn(R) dans R définie
par :

w(A, B) = aTr(AB) + bTr(A)Tr(B)

où a et b sont deux réels fixés.

Montrer que w est une forme bilinéaire symétrique.
Donner la forme quadratique associée.

Commencer par montrer que l’application est sy-
métrique. Il suffira ensuite de montrer la linéarité à
gauche.

4 Dédoublement des termes

On définit sur R3 l’application Q par :

Q(x , y, z) = 3x2 − 2y2 + 8xy + 6yz − 4xz.

Montrer que Q est une forme quadratique sur R3. Don-
ner sa forme polaire et sa matrice dans la base cano-
nique.

Méthode du dédoublement des termes.

5 Reconnaître
une forme quadratique

Soit E un R-espace vectoriel, w une forme bilinéaire sur
E et u un endomorphisme de E .

On définit l’application Q de E dans R par
Q(x) = w(u(x), x).

Montrer que Q est une forme quadratique sur E . Quelle
est sa forme polaire ?

Utiliser l’une des caractérisations des formes
quadratiques.

6 Quand le noyau et le cône
isotrope sont confondus

Soit Q une forme quadratique sur un R-espace vecto-
riel E .
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Montrer que Q est de signe constant si, et seulement si,
le noyau de Q est égal à son cône isotrope C(Q) défini
par :

C(Q) = {x ∈ E ; Q(x) = 0}.

Lorsque Q est de signe constant, écrire l’inégalité
de Cauchy-Schwarz.
Raisonner par l’absurde pour la réciproque.

7* Signature d’une forme
quadratique sur MMMn(R)R)R)

Soit S une matrice de Sn(R).

Montrer que l’application Q de Mn(R) dans R définie
par :

Q(A) = Tr(S At A)

est une forme quadratique sur Mn(R). Donner sa forme
polaire.

Quelle est sa signature ? son rang ?

Donner une condition nécessaire et suffisante pour que
la forme quadratique Q soit respectivement positive, dé-
finie positive, non dégénérée ?

Trouver une forme bilinéaire w telle que :

Q(A) = w(A, A).

Pour déterminer la signature de Q écrire que la ma-
trice S est congruente à une matrice de la forme :

Ip 0 0

0 −Iq 0

0 0 0

 .

8 Orthogonalité pour une forme
bilinéaire symétrique

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n et w
une forme bilinéaire symétrique.

Deux vecteurs x et y de E sont orthogonaux pour w
quand w(x , y) = 0.

1 Soit A une partie de E . L’orthogonal de A est l’en-
semble, noté A⊥, des vecteurs de E orthogonaux à tout
vecteur de A.

a) Montrer que A⊥ est un sous-espace vectoriel de E .
Comparer A et (A⊥)⊥.

b) Donner E⊥ et {0E}⊥.

2 Soit F et G deux sous-espaces de E .

a) On suppose F ⊂ G. Comparer F⊥ et G⊥.

b) Comparer (F + G)⊥ et F⊥ ∩ G⊥.

c) Comparer F⊥ + G⊥ et (F ∩ G)⊥.

d) On suppose, dans cette question, que w est non dégé-
nérée. Montrer que :

dim F + dim F⊥ = n

(F⊥)⊥ = F

A-t-on E = F ⊕ F⊥ ?

e) Montrer que :

dim F + dim F⊥ = n + dim(F ∩ Ker w)

F ∩ F⊥ = {0E} ⇔ E = F ⊕ F⊥

(F⊥)⊥ = F + Ker w

À quelle condition a-t-on (F⊥)⊥ = F ?

Pour la question 2) d), introduire une base
(e1, . . . , ep) de F , la compléter en une base
(e1, . . . , en) de E et utiliser la base duale
(e∗1 , . . . , e∗n ) dans E∗.
Remarquer que, dans ce cas, l’application linéaire
à gauche g est un isomorphisme de E dans E∗.
Puis montrer que :

x ∈ F⊥ ⇔ g(x) ∈ Vect (e∗p+1, . . . , e∗n ).

Pour la question 2) e), introduire un supplémen-
taire K de Ker w∩ F dans F et un supplémentaire
L de Ker w dans E contenant K . Puis, considérer
la forme bilinéaire c restriction de w à L × L .
Vérifier que c est non dégénérée.

9* Réduction simultanée de deux
formes quadratiques

Soit Q et R deux formes quadratiques sur R3 définies
par :

Q(x , y, z) = 3x2 + y2 + 3z2 − 2xz

R(x , y, z) = 2y2 − 3z2 + 2xz

Trouver une base de R3 dans laquelle Q et R s’écrivent
respectivement :

X2 + Y 2 + Z2 et aX2 + bY 2 + cZ2.

Penser à la diagonalisation d’une matrice symé-
trique.
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10 Forme quadratique et produit
mixte

Soit u et v deux vecteurs de R3 muni du produit scalaire
canonique, orienté par sa base canonique.

On définit l’application Q de R3 dans R par
Q(x) = [x , u, v ∧ x], où [ , , ] désigne le produit mixte
sur R3.

Montrer que Q est une forme quadratique sur R3.

Préciser sa signature et son noyau. Donner une condi-
tion nécessaire et suffisante pour que Q soit non dégé-
nérée.

Séparer les cas (u, v) libre et (u, v) liée.
Dans le cas où (u, v) est libre, utiliser une base
orthonormale convenablement choisie.

11 Une somme de formes
quadratiques

Soit E un espace euclidien de dimension n et Q la forme
quadratique sur E associée au produit scalaire.

On suppose qu’il existe n formes quadratiques
Q1, . . . , Qn sur E telles que :

n

i=1

Qi = Q et
n

i=1

rg Qi = n.

Montrer que E est somme directe orthogonale de sous-
espaces E1, . . . , En et que les projecteurs orthogonaux
p1, . . . , pn associés vérifient :

∀x ∈ E ∀k ∈ [[1, n]]

Qk(x) = (pk(x) | x) = (pk(x) | pk(x))

Pour tout k de [[1, n]], il existe un endomorphisme
de E auto-adjoint uk tel que :

∀x ∈ E Qk(x) = (uk(x) | x)

12 Une dernière forme quadratique
sur Mn(RRR)

Soit Q l’application de Mn(R) dans R définie par :

Q(A) = Tr(A2).

Montrer que c’est une forme quadratique sur Mn(R).
Préciser sa signature et son rang.

Considérer les cas particuliers des matrices symé-
triques et des matrices antisymétriques.
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C O R R I G É S
1 Inégalités entre formes

quadratiques

On considère la forme quadratique sur E définie par

Ql(P) = l
1

−1
P(t)2 d t −

1

−1
P (t)2 d t de forme po-

laire :

fl(P , R) = l
1

−1
P(t)R(t) d t −

1

−1
P (t)R (t) d t .

On voit que fl(1, X) = 0 et fl(X , X2) = 0.

Donc X est déjà Ql-orthogonal à 1 et à X2, et une base
orthogonale possible est de la forme 1, X , X2 + a.

Mais fl(1, X2 + a) =
2
3

l + 2al s’annule si a = −1
3

.

Donc une base orthogonale pour Ql est 1, X , X2 − 1
3

.

Dans cette base la matrice de Ql est :
Ql(1) 0 0

0 Ql(X) 0

0 0 Ql X2 − 1
3



=


2l 0 0

0
2
3

(l− 3) 0

0 0
8
45

(l− 15)


La forme est positive si, et seulement si, l 15.

Ainsi l = 15 est la meilleure constante vérifiant :

∀P ∈ E l
1

−1
P(t)2 d t

1

−1
P (t)2 d t .

2 Biorthogonal d’un sous-espace
vectoriel

1 On choisit une base (eF ) = (e1, . . . , ep) de F com-
plétée en une base (e) = (e1, . . . , en) de E .

On considère alors la base duale de E et la base duale
de F notées (e∗) = (e∗1 , . . . , e∗n ) et (e∗F ) = (e∗1 , . . . , e∗p) .

La matrice de f dans les bases (eF ) et (e∗) est A définie
par :

∀i ∈ [[1, n]] ∀ j ∈ [[1, p]] ai , j = e∗i ( f (e j )) = w(ei , e j )

De même dans les bases (e) et (e∗F ) la matrice de g est
B telle que :

∀i ∈ [[1, n]] ∀ j ∈ [[1, p]] b j ,i = w(e j , ei ).

Les matrices A et B sont transposées l’une de l’autre.
Elles ont le même rang.

2 x ∈ Ker ( f ) ⇐⇒ x ∈ F ∀y ∈ E w(x , y) = 0.

Donc Ker f = F ∩ Ker w.

De même x ∈ Ker g ⇐⇒ ∀y ∈ F w(x , y) = 0.

Donc Ker g = F⊥.

Or :

rg ( f ) = dim F− dim Ker f = p− dim (F∩ Ker w)

et
rg (g) = dim E − dim Ker g = n − dim F⊥.

On en déduit que :

dim E − dim F⊥ = dim F − dim (F ∩ Ker w).

Ceci prouve que :

dim F⊥ = dimE − dim F + dim (F ∩ Ker w).

3 En appliquant la formule précédente on obtient :

dim (F⊥)⊥ = dim E− dim F⊥ + dim (F⊥∩ Ker w).

Mais F⊥ ∩ Ker w = Ker w et en remplaçant dim F⊥

par l’expression obtenue dans la question 2)
on obtient :

dim (F⊥)⊥ = dim F + dim Ker w− dim (F ∩ Ker w)

= dim (F + Ker (w)).

Puisque F + Ker (w) ⊂ (F⊥)⊥ , l’égalité des dimen-
sions donne l’égalité des espaces.

Conclusion : F + Ker (w) = (F⊥)⊥.

3 Une forme quadratique sur Mn(R)Mn(R)Mn(R)

∀(A, B) ∈ Mn(R)×Mn(R)

w(A, B) = aTr(AB) + bTr(A)Tr(B)

= aTr(B A) + bTr(B)Tr(A) = w(B, A)
L’application w est symétrique.

Montrons la linéarité à gauche.

100
c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths

La photocopie non autorisée est un délit



4. FORMES BILINÉAIRES SYMÉTRIQUES ET FORMES QUADRATIQUES

∀(A, A , B) ∈ Mn(R)3 ∀(x , y) ∈ R2

w(x A + y A , B)

= aTr(x AB + y A B) + bTr(x A + y A )Tr(B)

= axTr(AB) + ayTr(A B) + bxTr(A)Tr(B)

+ byTr(A )Tr(B)

= xw(A, B) + yw(A , B).

L’application w est bilinéaire symétrique.

L’expression de la forme quadratique associée est :

Q(A) = w(A, A) = aTr(A2) + bTr(A)2.

4 Dédoublement des termes

L’expression de Q(x , y, z) en fonction des coordonnées
dans la base canonique est un polynôme homogène de
degré 2.

Par conséquent, Q est une forme quadratique sur R3.

La forme polaire w s’écrit, en appliquant la méthode du
dédoublement des termes :

∀(x , y, z) ∈ R3 ∀(x , y , z ) ∈ R3

w((x , y, z), (x , y , z )) =3xx − 2yy + 4x y + 4y x

+ 3y z + 3yz − 2x z − 2xz .

La matrice de Q dans la base canonique est : 3 4 −2

4 −2 3

−2 3 0

 .

5 Reconnaître une forme
quadratique

On introduit l’application c définie sur E × E par :

c(x , y) =
1
2

[w(u(x +y), x +y)−w(u(x), x)−w(u(y), y)]

=
1
2

[w(u(x), y) + w(u(y), x)].

On vérifie facilement que c est bilinéaire symétrique et
que :

∀x ∈ E c(x , x) = Q(x).

On en déduit que Q est une forme quadratique et que c
est sa forme polaire.

6 Quand le noyau et le cône
isotrope sont confondus

Notons w la forme polaire de Q.

On a toujours Ker Q ⊂ C(Q).

Supposons Q de signe constant. Alors :

∀(x , y) ∈ E2 w(x , y)2 Q(x)Q(y).

Soit x quelconque dans C(Q). Alors Q(x) = 0 et,
d’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on a :

∀y ∈ E w(x , y) = 0.

On en déduit C(Q) ⊂ Ker Q.

Réciproquement, supposons que C(Q) = Ker Q. Mon-
trons par l’absurde que le signe de Q est constant.

Si Q n’est pas de signe constant, il existe deux vecteurs
x et y de E tels que Q(x) > 0 et Q(y) < 0.

Pour tout réel l, on a :

Q(lx + y) = l2 Q(x) + 2lw(x , y) + Q(y).

w(x , y)2 − Q(x)Q(y) > 0.

Par conséquent, il existe un réel non nul l tel que :

l2 Q(x) + 2lw(x , y) + Q(y) = 0.

Q(lx + y) = 0.

Le vecteur lx + y appartient au cône isotrope.

Mais il n’appartient pas au noyau. En effet :

w(lx + y, x) = lQ(x) + w(x , y).

Or l n’est pas une racine double du trinôme du second
degré. Donc w(lx + y, x) = 0.

Ceci contredit l’égalité C(Q) = Ker Q.

Par conséquent, la forme quadratique Q est de signe
constant.

7 Signature d’une forme
quadratique sur Mn(R)Mn(R)Mn(R)

On remarque que Q(A) = Tr(t AS A). L’applica-
tion w de Mn(R) × Mn(R) dans R définie par
w(A, B) = Tr(t ASB) est bilinéaire et, pour tout A de
Mn(R), on a Q(A) = w(A, A).

L’application q est une forme quadratique sur Mn(R).

Tr(t ASB) = Tr(t(t ASB)) = Tr(t B tS A) = Tr(t BS A),
car S est symétrique.

L’application bilinéaire w est symétrique, c’est la forme
polaire de Q.

Notons (p, q) la signature de la forme quadratique de

matrice S et J la matrice


I p 0 0

0 −I q 0

0 0 0

.

Il existe une matrice P de GLn(R) telle que J = t P S P .

Pour toute matrice M de Mn(R) on a :

Q(P M) = Tr(t M t P S P M) = Tr(t M J M).
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Notons mi , j le terme général de la matrice M .

Q(P M) =
p

j=1

n

i=1

m2
i , j −

p+q

j=p+1

n

i=1

m2
i , j .

Notons ui , j la forme linéaire M −→ mi , j .
La famille (ui , j )i∈[[1,n]], j∈[[1,n]] est une base de Mn(R)∗.

Par conséquent, la famille (ui , j )i∈[[1, p+q]], j∈[[1, n]] est
libre.

Notons v l’automorphisme de Mn(R) défini par
v(A) = P−1 A.

Alors :

Q(A) =
p

j=1

n

i=1

(ui , j ◦v(A))2−
p+q

j=p+1

n

i=1

(ui , j ◦v(A))2

et la famille (ui , j ◦ v)i∈[[1, p+q]], j∈[[1, n]] est libre.

La matrice de Q est congruente à la matriceInp 0 0

0 −Inq 0

0 0 0

 .

La signature de Q est (np, nq).

Le rang de Q est nrg (S).

La forme quadratique Q est positive si, et seulement si,
q = 0. C’est-à-dire si, et seulement si, S est positive.

La forme quadratique Q est définie positive si, et seule-
ment si, q = 0 et p = n. C’est-à-dire si, et seulement
si, S est définie positive.

La forme quadratique Q est non dégénérée si, et seule-
ment si, p +q = n. C’est-à-dire si, et seulement si, S est
inversible.

8 Orthogonalité pour une forme
bilinéaire symétrique

1 a) 0E ∈ A⊥, A⊥ ⊂ E .

On vérifie facilement la stabilité par combinaison
linéaire de A⊥ et l’inclusion :

A ⊂ (A⊥)⊥.

b) E⊥ = Ker w et {0E}⊥ = E .

2 a) On vérifie facilement que G⊥ ⊂ F⊥.

b) On remarque que F ⊂ F + G. On en déduit
(F + G)⊥ ⊂ F⊥.

De même :
(F + G)⊥ ⊂ G⊥.

Par conséquent :

(F + G)⊥ ⊂ F⊥ ∩ G⊥.

Montrons la deuxième inclusion.

Soit x quelconque dans F⊥ ∩ G⊥.

Pour tout y de F + G, on considère z dans F et t dans
G tels que y = z + t . Alors :

w(x , y) = w(x , z) + w(x , t).

Or x appartient à F⊥. On en déduit w(x , z) = 0.
De même, w(x , t) = 0.

On montre ainsi que x appartient à (F + G)⊥.

En conclusion :
(F + G)⊥ = F⊥ ∩ G⊥.

c) On remarque que F ∩ G ⊂ F .

Donc : F⊥ ⊂ (F ∩ G)⊥.

De même : G⊥ ⊂ (F ∩ G)⊥.

On en déduit :

F⊥ + G⊥ ⊂ (F ∩ G)⊥.

Mais, en général, il n’y a pas égalité.

d) La forme bilinéaire w est non dégénérée. Donc l’ap-
plication linéaire g associée à gauche à w est injective
de E dans E∗.

L’espace vectoriel E est de dimension finie et
dim E = dim E∗. Par conséquent, g est un isomor-
phisme de E dans E∗.

Soit (e1, . . . , ep) une base de F . On complète en une
base B = (e1, . . . , en) de E .

Notons B∗ = (e∗1 , . . . , e∗n ) la base duale dans E∗.

Soit x dans E .
x ∈ F⊥ ⇔ ∀y ∈ F w(x , y) = 0

⇔ ∀y ∈ F g(x)(y) = 0

⇔ ∀i ∈ [[1, p]] g(x)(ei ) = 0

Or g(x) s’écrit
n

i=1

g(x), ei e∗i dans la base B∗.

x ∈ F⊥ ⇔ g(x) ∈ Vect (e∗p+1, . . . , e∗n )

F⊥ = g−1(Vect (e∗p+1, . . . , e∗n ))

dim F⊥ = dim g−1(Vect (e∗p+1, . . . , e∗n ))

Or g est un isomorphisme.

Par conséquent : dim F⊥ = n − p.

Puis : dim F + dim F⊥ = dim E .

Nous avons F ⊂ (F⊥)⊥. L’égalité des dimensions as-
sure l’égalité F = (F⊥)⊥.

On ne peut pas en déduire F⊕F⊥ = E . En effet, consi-
dérer la forme w sur R2 définie par :

F(x , y) = x2 − y2.

Nous avons déjà montré qu’elle est non dégénérée.

Soit la droite D = Vect ((1, 1)). Vérifier que D⊥ = D.
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e) Soit H = Ker w ∩ F et K un supplémentaire de H
dans F :

F = K ⊕ H .

D’après la question 2) b), on a :

F⊥ = K⊥ ∩ H⊥.

Or H ⊂ Ker w. Donc E = (Ker w)⊥ ⊂ H⊥.

On en déduit E = H⊥, puis F⊥ = K⊥.

Soit L un supplémentaire de Ker w dans E contenant
K . Il existe car K ∩ Ker w = {0E}.
Considérons la forme bilinéaire symétrique c sur L res-
triction de w à L × L .

Ker c = {x ∈ L ; ∀y ∈ L w(x , y) = 0}
= {x ∈ L ; ∀y ∈ E w(x , y) = 0}

car E = L ⊕ Ker w.

Par conséquent, Ker c = Ker w ∩ L = {0E}. La forme
bilinéaire c est non dégénérée.

Notons K ◦ l’orthogonal pour c de K . Alors, d’après la
question d), on a :

(K ◦)◦ = K et dim K + dim K ◦ = dim L.

Montrons que K⊥ = K ◦ ⊕ Ker w.

x ∈ K⊥ ⇔ ∀y ∈ E w(x , y) = 0

⇔ ∀z ∈ L ∀t ∈ Ker w w(x , z + t) = 0

⇔ ∀z ∈ L w(x , z) = 0.

Or tout élément x de E s’écrit de manière unique
x = x1 + x2, où x1 est dans L et x2 dans Ker w.

x ∈ K⊥ ⇔ ∀z ∈ L w(x1, z) = 0

⇔ x1 ∈ K ◦.

On en déduit K⊥ = K ◦ ⊕ Ker w.

dim F⊥ = dim K⊥ = dim K ◦ + dim Ker w

= dim L − dim K + dim Ker w

= dim E − dim K .

Or dim K = dim F − dim(F ∩ Ker w).

Donc :

dim F⊥ + dim F = dim E + dim(F ∩ Ker w)

Il suffit de démontrer :

F ∩ F⊥ = {0E} ⇒ E = F ⊕ F⊥

Supposons que F ∩ F⊥ = {0E}.
On sait que Ker w ⊂ F⊥.

Donc F ∩ F⊥ = {0E} entraîne F ∩ Ker w = {0E}.
On en déduit dim F⊥ + dim F = dim E .

Puis E = F ⊕ F⊥.

(F⊥)⊥ = F + Ker w.

On a déjà F + Ker w ⊂ (F⊥)⊥.

Montrons l’égalité des dimensions.

dim(F +Ker w) = dim F +dim Ker w−dim(F ∩Ker w)

Or :

dim(F⊥)⊥ + dim F⊥ = dim E + dim(F⊥ ∩ Ker w)

= dim E + dim Ker w.

On a également :

dim F + dim F⊥ = dim E + dim(F ∩ .Ker w).

Par conséquent :

dim(F + Ker w) = dim E − dim F⊥ + dim Ker w

= dim(F⊥)⊥.

En conclusion, F + Ker w = (F⊥)⊥.

(F⊥)⊥ = F ⇔ F = F + Ker w

⇔ Ker w ⊂ F .

9 Réduction simultanée de deux
formes quadratiques

Il s’agit de trouver une base orthonormale pour Q et or-
thogonale pour R. Nous savons qu’elle existe si la forme
Q est définie positive.

La matrice de Q dans la base canoïque (e1, e2, e3) est3 0 −1

0 1 0

1 0 3

 .

Son spectre est {1, 2, 4}. On choisit une base or-
thonormale de vecteurs propres (e1, e2, e3) en posant

e1 = e2, e2 =
1√
2

(e1 + e3) et e3 =
1√
2

(e1 − e3).

Dans cette base la nature de Q est

1 0 0

0 2 0

0 0 4

 .

On choisit i = e1, j =
1√
2

e2 et k =
1
2

e3.

Dans la base (i , j , k) orthonormale pour Q, la matrice

de R est


2 0 0

0
−1
4

3
√

2
8

0
3
√

2
8

−5
8

 .

Son spectre est 2,−1,
1
8

.

On choisit une base orthonormale de vecteurs propres

(I , J , K ) en posant I = i , J =
1√
3

( j −
√

2k) et

K =
1√
3

(
√

2 j + k).
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Dans la base (I , J , K ) l’expression de Q est X2+Y 2+Z2

et celle de R est 2X2 − Y 2 +
1
8

Z2.

La base demandée est (I , J , K ) où I = (0, 1, 0),

J = 0, 0,

√
3

3
et K =

√
6

4
, 0,

√
6

12
.

10 Forme quadratique et produit
mixte

La forme bilinéaire symétrique w :

(x , y) −→ 1
2

([x , u, v ∧ y] + [y, u, v ∧ x])

est telle que :

∀x ∈ R3 Q(x) = w(x , x).

L’application Q est une forme quadratique sur R3 et w
est sa forme polaire.

• Premier cas : (u, v) est libre.

Considérons la base orthonormale (i , j ) de
F = Vect (u, v) telle que :

i =
u
u

et v = v (cos ui + sin u j )

avec u dans ]0, p[.

v

u

u

j

i = u
||u||

Notons k = i ∧ j .

Q(i) = 0

Q( j ) = v u cos u[ j , i , k]

= − v u cos u

Q(k) = v u cos u[k, i , − j ] + v u sin u[k, i , i]

= − v u cos u

w(i , j ) =
1
2

v u sin u[ j , i , −k] =
1
2

v u sin u

et :
w(i , k) = 0 et w( j , k) = 0.

La matrice de Q dans cette base est :

1
2

v u


0 sin u 0

sin u −2 cos u 0

0 0 −2 cos u

 .

La signature de Q est celle de la matrice :

A =

 0 sin u 0

sin u −2 cos u 0

0 0 −2 cos u

 .

Les valeurs propres sont −2 cos u, 1 − cos u et
−1− cos u.

Si u =
p

2
, la signature est (1, −1).

La forme Q est dégénérée de rang 2 et son noyau est
Vect (k) = Vect (u ∧ v).

Si u =
p

2
, la signature est (1,2) pour u dans 0,

p

2
et

(2, 1) dans
p

2
, p .

La forme Q est non dégénérée et son noyau est
{(0, 0, 0)}.
• Second cas : (u, v) est liée.

Si u = (0, 0, 0) ou v = (0, 0, 0), la forme Q est identi-
quement nulle.

Si u et v sont non nuls, il existe l dans R∗ tel que
v = lu.

Dans ce cas, Q(x) = l[x , u, u ∧ x] = −l u ∧ x 2.

La forme quadratique est négative. Donc le noyau est
égal à {x ∈ R3 ; Q(x) = 0} = Vect (u). Le rang de Q
est 2.

En conclusion, la forme quadratique Q est non
dégénérée si, et seulement si, (u, v) est libre et u non
orthogonal à v.

11 Une somme de formes
quadratiques

Pour tout k de [[1, n]], notons wk la forme polaire de
Qk . Il existe un endomorphisme de E auto-adjoint uk

tel que :

∀(x , y) ∈ E × E wk(x , y) = (uk(x) | y).

En particulier :

∀x ∈ E Qk(x) = (uk(x) | x).

La matrice de uk dans une base orthonormale pour Q
est identique à celle de Qk . Le rang de uk est celui de
Qk .

Notons Ek l’image de uk .

D’autre part, pour tout x de E , on a :

∀y ∈ E (x | y) =
n

i=1

wi (x , y) =
n

i=1

(ui (x) | y)

=
n

i=1

ui (x) | y .
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On en déduit que x =
n

i=1

ui (x). Donc E est la somme

des Ei .

Or
n

i=1

dim Ei = n. On en déduit que E est la somme

directe des Ei .

On a
n

i=1

ui = IE et, pour tout i de [[1, n]], l’endomor-

phisme ui est la projection sur Ei de noyau :
n⊕

j=1
j=i

E j

pour tout i , j tels que i = j ; ui ◦ u j = 0.

Montrons que cette somme est orthogonale.

Calculons (x | y) pour x dans Ek et y dans El , avec
k = l.

Notons wk la forme polaire de chaque Qk .

Alors :

(x | y) =
n

i=1

wi (x , y) =
n

i=1

(ui (x) | y).

Or l’endomorphisme ui est auto-adjoint. Donc :

(x | y) =
n

i=1
i=l

(x | ui (y)) + (ul(x) | y).

Le vecteur y est dans le noyau de ui , pour tout i distinct
de l, et x est dans le noyau de ul .

Par conséquent, (x | y) est nul.

On en déduit que la somme de Ei est directe orthogo-
nale et que, pour tout i de [[1, n]], l’endomorphisme ui

est la projection orthogonale pi sur Ei .

Pour conclure, il reste à montrer que :

∀x ∈ E ∀k ∈ [[1, n]] (pk(x) | x) = (pk(x) | pk(x))

Or pk est auto-adjoint et pk ◦ pk = pk .

Donc, pour tout x de E :

(pk(x) | pk(x)) = (p∗
k ◦ pk(x) | x)

= (pk ◦ pk(x) | x) = (pk(x) | x)

12 Une dernière forme quadratique
sur Mn(RRR)

L’application w : (A, B) −→ Tr(AB) est bilinéaire sy-
métrique.

Elle vérifie, pour tout A de Mn(R) :

Q(A) = w(A, A)

Par conséquent, Q est une forme quadratique et w est sa
forme polaire.

La forme quadratique F définie sur Mn(R) par
F(A) = Tr(t AA) est définie positive.

Nous savons que :

Mn(R) = Sn(R)⊕An(R).

Soit A dans Sn(R) une matrice symétrique.
Alors Q(A) = Tr(A2) = Tr(t AA).

La restriction de Q à Sn(R) est définie positive.

Or la dimension de Sn(R) est
n(n + 1)

2
.

Il existe une base E1, .., E n(n+1)
2

orthonormale pour Q

de Sn(R) telle que

∀i ∈ 1,
n(n + 1)

2
Q(Ei ) = 1

Soit B une matrice de An(R). Alors t B = −B.

Q(B) = Tr(B2) = Tr(−t B B) = −Tr(t B B).

La restriction de Q à An(R) est définie négative.

La dimension de An(R) est
n(n − 1)

2
.

Il existe une base orthogonale (E1, .., E n(n+1)
2

) de An(R)

telle que

∀ j ∈ 1,
n(n − 1)

2
Q(E j ) = −1.

De plus E1, .., E n(n+1)
2

, E1, .., E n(n−1)
2

est une base de

Mn(R).

La forme quadratique Q est non dégénérée. Son rang

est n2 et sa signature
n(n + 1)

2
,

n(n − 1)
2

.
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5 Espaces vectoriels
euclidiens

RAPPELS DE COURS

ESPACE PRÉHILBERTIEN RÉEL

• Définitions
• Soit E un R-espace vectoriel.

Une application w de E × E dans R bilinéaire symétrique définie positive est un produit scalaire
sur E . Nous noterons couramment ( | ) le produit scalaire.

Un espace vectoriel E muni d’un produit scalaire w est appelé espace préhilbertien réel et noté
(E , w).

Lorsqu’il est de dimension finie non nulle, on dit que c’est un espace euclidien.

L’application :
x −→ x = ( x | x )

définit sur E une norme, appelée norme euclidienne et notée .

• Soit ( | ) un produit scalaire sur E . Alors :

∀(x , y) ∈ E × E |( x | y )| x . y (Inégalité de Cauchy-Schwarz.)

∀(x , y) ∈ E × E |( x | y )| = x . y ⇐⇒ (x , y) liée (Cas d’égalité de l’inégalité de
Cauchy-Schwarz.)

Identité de polarisation ( x | y ) =
1
4

( x + y 2 − x − y 2).

Un espace préhilbertien réel complet est dit hilbertien.

• Orthogonalité

Vecteurs orthogonaux

• Soit (E , ( | )) un espace préhilbertien réel et . la norme associée. Alors :

∀(x , y) ∈ E2 ( x | y ) = 0 ⇐⇒ x + y 2= x 2 + y 2 (relation de Pythagore).

• Soit (E , w) un espace préhilbertien réel et F un sous-espace de E . Alors :

• F ∩ F⊥ = {0E} ;

• F ⊂ (F⊥)⊥.
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Supplémentaires orthogonaux

Soit (E , w) un espace préhilbertien réel.

− Deux sous-espaces F et G sont dits supplémentaires orthogonaux lorsque :

E = F ⊕ G et F ⊥ G.

On note E = F
⊥⊕G.

− Si F et G sont supplémentaires orthogonaux, alors G = F⊥ et F = (F⊥)⊥.

− Un projecteur p d’image F est un projecteur orthogonal si, et seulement si, F admet un
supplémentaire orthogonal G = F⊥ et si Ker p = F⊥.

Si F admet un supplémentaire orthogonal, le seul projecteur orthogonal d’image F est la projec-
tion orthogonale d’image F et de direction F⊥, on le note pF .

Distance d’un élément à un sous-espace

• Soit (E , w) un espace préhilbertien réel et . la norme associée.

• Soit a un élément de E et F un sous-espace de E . Alors :

– pour tout x de F , a − x = d(a, F) ⇐⇒ a − x ∈ F⊥ ;

– il existe au plus un vecteur x qui vérifie a − x = d(a, F) ;

– si F admet un supplémentaire orthogonal, pF (a) est l’unique vecteur x de F tel que :

a − x = d(a, F) et a 2= pF (a)2 + d(a, F)2.

Supplémentaire orthogonal d’un sous-espace de dimension finie

• Soit (E , w) un espace préhilbertien réel. Tout sous-espace de dimension finie admet un supplé-
mentaire orthogonal.

• Soit (E , w) un espace préhilbertien réel et F un sous-espace de E de dimension finie. Alors :

– E = F
⊥⊕ F⊥ ;

– (F⊥)⊥ = F ;

– codim F⊥ = dim F .

• Si (e1, . . . , ep) est une base orthonormale de F , alors :

∀x ∈ E pF (x) =
p

i=1

( ei | x )ei et ∀x ∈ E
p

i=1

( ei | x )2 x 2 (Inégalité de Bessel.)

Somme directe orthogonale

• Soit (E , ( | )) un espace préhilbertien réel et . la norme associée.

• Soit (Fi )i∈I une famille finie de sous-espaces vectoriels de E orthogonaux deux à deux. Alors
la somme Fi est directe.

• Soit (Fi )i∈[[1,n]] une famille de n sous-espaces vectoriels de E telle que E =
⊥

1 i n

Fi .

Pour tout x = (x1, .., xn) de F1 × · · · × Fn , on a x 2=
n

i=1

xi
2 (Théorème de Pythagore.)
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ESPACES EUCLIDIENS

Un espace vectoriel euclidien est un espace préhilbertien de dimension finie. Il est complet.

• Bases orthonormales dans un espace vectoriel euclidien

Une base (e1, . . . , en) de E est orthonormale lorsque :

∀(i , j ) ∈ [[1, n]] i = j ( ei | e j ) = 0, et ∀i ∈ [[1, n]] ei = 1.

• Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Soit p dans N∗ et (e1, . . . , ep) une famille libre de E . Il existe une et une seule famille (´1, . . . , ´p)
orthonormale de E telle que :

∀k ∈ [[1, p]] Vect (e1, . . . , ek) = Vect (´1, . . . , ´k) et ( ek | ´k ) > 0

Le procédé permet de construire par récurrence la famille (´1, . . . , ´p) en posant :

´1 =
e1

e1
et ∀k ∈ [[1, p−1]] ´k+1 =

fk+1

fk+1
avec fk+1 = ek+1−

k

i=1

( ek+1 | ´i )´i

On l’appelle le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

Dans un espace préhilbertien, si (en)n∈N∗ est une famille libre dénombrable de E , il existe une et
une seule famille (´n)n∈N∗ orthonormale de E telle que :

∀k ∈ N∗ Vect (e1, . . . , ek) = Vect (´1, . . . , ´k) et ( ek | ´k ) > 0

• Existence de bases orthonormales
Dans tout espace euclidien, il existe des bases orthonormales et le procédé de Gram-Schmidt
permet d’en construire.

Dans un espace euclidien, toute famille orthonormale peut être complétée en une base orthonor-
male.
• Soit (e1, . . . , en) une base orthonormale d’un espace vectoriel euclidien (E , ( | )) et u un
endomorphisme de E .

∀x ∈ E x =
n

i=1

( x | ei )ei .

Tr(u) =
n

i=1

( u(ei ) | ei )

Det(u) = Det(( u(ei ) | e j ))

Et, pour tout vecteur x =
n

i=1

xi ei et tout vecteur y =
n

i=1

yi ei de E :

x =
n

i=1

x2
i =

n

i=1

( x | ei )2 et ( x | y ) =
n

i=1

xi .yi =
n

i=1

( x | ei )( y | ei ).

• Groupe orthogonal

Caractérisation des automorphismes orthogonaux d’un espace euclidien

Le cas particulier des espaces euclidiens.
• Soit (E , ( | )) un espace euclidien de dimension n et u un endomorphisme de E .

Les propriétés suivantes sont équivalentes :

– l’endomorphisme u est un automorphisme orthogonal de E ;
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– l’endomorphisme u conserve le produit scalaire ;

– l’endomorphisme u conserve la norme ;

– la matrice A de u dans une base orthonormale vérifie : t AA = In ;

– l’endomorphisme u transforme toute base orthonormale de E en une base orthonormale ;

– l’endomorphisme u transforme une base orthonormale de E en une base orthonormale.

On notera O(E) l’ensemble des automorphismes orthogonaux de E . C’est un sous-groupe de
GL(E) appelé le groupe orthogonal de E .

Une matrice A de Mn(R) qui vérifie t AA = At A = In est appelée matrice orthogonale.
• Soit A une matrice de Mn(R). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

– la matrice A est orthogonale ;

– la matrice t A est orthogonale ;

– la matrice A admet t A pour matrice inverse ;

– les vecteurs colonnes de A forment une famille orthonormale ;

– les vecteurs lignes de A forment une famille orthonormale.
• L’ensemble des matrices orthogonales d’ordre n est un sous-groupe de type GLn(R) appelé
groupe orthogonal d’ordre n et noté On . On = {A ∈ Mn(R); t AA = At A = In}.
• Soit (E , ( | )) un espace euclidien et u un automorphisme orthogonal de E . Alors le
déterminant de u est 1 ou −1.

Le déterminant de toute matrice orthogonale est 1 ou −1.
• Soit (E , ( | )) un espace euclidien. On appelle rotation ou déplacement tout automorphisme
orthogonal de déterminant égal à 1.

Une matrice orthogonale dont le déterminant est 1 est appelé matrice de rotation.

On appelle antidéplacement tout automorphisme orthogonal de déterminant égal à −1.

On appelle réflexion ou réflexion d’hyperplan H ou symétrie hyperplane toute symétrie orthogo-
nale par rapport à un hyperplan H .

Les réflexions sont des antidéplacements.

L’ensemble des rotations de E est un sous-groupe de O(E), ◦ , appelé groupe spécial orthogo-
nal et noté SO(E) ou O+(E).

L’ensemble des matrices de rotation est un sous-groupe de (On , .) appelé groupe spécial d’ordre
n et noté SOn ou O+

n .

SOn = {A ∈ On; DetA = 1}.

Automorphismes orthogonaux et sous-espaces stables

• Soit (E , ( | )) un espace euclidien de dimension n, F un sous-espace de E et u un automor-
phisme orthogonal. Si F est stable par u, alors :

• u(F) = F ;
• F⊥ est stable par u et u(F⊥) = F⊥ ;
• u|F appartient à O(F) ;

• u|F⊥ appartient à O(F⊥).
• Soit (E , ( | )) un espace euclidien et u un automorphisme orthogonal. Alors :

• Spu ⊂ {−1, 1} ;
• Ker (u − IdE ) ⊥ Ker (u + IdE ) ;
• l’endomorphisme u est diagonalisable si, et seulement si, u est une symétrie orthogonale ;
• Im (u − IdE ))⊥ = Ker (u − IdE ).
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• Soit a et b deux vecteurs unitaires distincts d’un espace euclidien (E , ( | )). Alors il existe
une unique réflexion sa,b échangeant a et b, elle est définie par :

∀x ∈ E sa,b(x) = x − 2( x | e )e, avec e =
a − b
a − b

.

Les automorphismes orthogonaux en dimension 2 et 3

En dimension 2

f est un élément de O(E). E1 = Ker ( f − IdE ) est le sous-espace des vecteurs invariants de f
et E−1 = Ker ( f + IdE ).

Sp ( f ) sous-espaces propres de f nature de f Det ( f )

[ pas de sous-espace propre f est une rotation d’angle u = 0[p] 1

{1} E1 = E f = IdE 1

{−1} E−1 = E f = −IdE 1

{−1, 1} E1 et E−1 sont deux droites
vectorielles orthogonales

f réflexion par rapport à E1 −1

En dimension 3

Sp ( f ) sous-espaces propres de f nature de f Det ( f )

{1} E1 = E f = IdE 1

{1} E1 est une droite f est une rotation d’axe E1 1

{−1} E−1 = E f = −IdE −1

{−1} E−1 est une droite f est la composée d’une rotation
d’axe E−1 et de la réflexion par
rapport à E⊥

−1

−1

{−1, 1} E1 est un plan et E−1 la droite E⊥
1 f est la réflexion par rapport à E1 −1

{−1, 1} E1 est une droite et E−1 le plan E⊥
1 f est le demi-tour d’axe E1 1

Isomorphisme d’un espace vectoriel euclidien sur son dual

• Soit (E , ( | )) un espace euclidien. Notons E∗ son dual.

Pour tout a de E , l’application j (a) : x −→ ( x | a ) est une forme linéaire sur E .

L’application j : a −→ j (a) est un isomorphisme canonique de E sur son dual E∗ :

∀w ∈ E∗ ∃!a ∈ E ∀x ∈ E w(x) = ( x | a ).

• Soit (E , ( | )) un espace vectoriel euclidien orienté de dimension n 3. Pour toute famille
(x1, . . . , xn−1) de n − 1 vecteurs de E , il existe un unique vecteur a de E tel que :

∀x ∈ E [x1, . . . , xn−1, x] = ( x | a ).

Ce vecteur a est appelé produit vectoriel de la famille (x1, . . . xn−1). Il est noté x1 ∧ . . . ∧ xn−1.

ADJOINT D’UN ENDOMORPHISME

• Dans un préhilbertien réel
• Soit (E , ( | )) un espace préhilbertien réel et u un endomorphisme de E .

S’il existe un endomorphisme v de E tel que :

∀(x , y) ∈ E2 ( u(x) | y ) = ( x | v(y) )

on dit que v est un adjoint de u.
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5. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

Si un endomorphisme u de l’espace préhilbertien réel (E , ( | )) admet un adjoint, il est unique.
On le note u∗.

Un endomorphisme u de E qui vérifie u∗ = u est dit auto-adjoint ou endomorphisme symétrique.
Il est caractérisé par : ∀(x , y) ∈ E2 ( u(x) | y ) = ( x | u(y) ).

Un endomorphisme u de E qui vérifie u∗ = −u est dit endomorphisme antisymétrique. Il est
caractérisé par :

∀(x , y) ∈ E2 ( u(x) | y ) = −( x | u(y) ).

• Soit (E , ( | )) un espace préhilbertien réel, u et v deux endomorphismes de E admettant des
adjoints u∗ et v∗. Alors :

• u∗ admet un adjoint et (u∗)∗ = u ;

• u ◦ v admet un adjoint et (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗ ;

• pour tous réels a et b, l’endomorphisme au + bv admet un adjoint et (au + bv)∗ = au∗ + bv∗.

Une projection orthogonale est un endomorphisme auto-adjoint.

Toute symétrie orthogonale s est un endomorphisme auto-adjoint.

− Soit u un endomorphisme admettant un adjoint u∗. Alors Ker u∗ = (Im u)⊥.

• Soit u un endomorphisme admettant un adjoint u∗ et F un sous-espace de E stable par u. Alors
F⊥ est stable par u∗

• Dans un espace euclidien

Tout endomorphisme d’un espace euclidien admet un adjoint.

Si A est la matrice de l’endomorphisme u dans une base orthonormale, alors t A est la matrice de
u∗ dans la même base.

L’application de L(E) dans L(E) définie par u −→ u∗ est un automorphisme involutif.

Si u appartient à GL(E), alors u∗ appartient à GL(E) et (u∗)−1 = (u−1)∗.

Le sous-espace F est stable par u si, et seulement si, F⊥ est stable par u∗ :

Ker u∗ = (Im u)⊥ et Im u∗ = (Ker u)⊥.

Les endomorphismes u et u∗ ont le même rang, la même trace, le même déterminant, le même
polynôme caractéristique et le même spectre.

• Soit (E , ( | )) un espace préhilbertien réel et u un endomorphisme continu de E .

La norme subordonnée de u est :

u = sup{( u(x) | y ) ; x ∈ E , y ∈ E , x 1, y 1}.
Soit (E , ( | )) un espace préhilbertien réel et u un endomorphisme continu admettant un
adjoint u∗. Alors :

u = u∗

u ◦ u∗ = u∗ ◦ u = u 2 .

• Soit (E , ( | )) un espace euclidien de dimension n et u un endomorphisme de E .
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

• l’endomorphisme u est un automorphisme orthogonal de E ;

• u∗ ◦ u = IE ;

• u ◦ u∗ = IE ;

• l’endomorphisme u est inversible et u−1 = u∗.
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Endomorphismes auto-adjoints

• Soit (E , ( | )) un espace euclidien de dimension n.

L’endomorphisme u de E est auto-adjoint si, et seulement si, la matrice A de u dans une base
orthonormale vérifie t A = A.

L’ensemble S(E) des endomorphismes auto-adjoints de E est un sous-espace de L(E) de dimen-

sion
n(n + 1)

2
.

• Soit F un sous-espace de E et u un endomorphisme de E auto-adjoint. Alors :

– le sous-espace F est stable par u si, et seulement si, F⊥ est stable par u ;

– Ker u = (Im u)⊥.
• Soit u un endomorphisme de E auto-adjoint. Alors :

– u est diagonalisable ;

– ses valeurs propres sont réelles ;

– ses sous-espaces propres sont orthogonaux deux à deux ;

– il existe une base orthonormale de E dans laquelle la matrice de u est diagonale réelle.

Soit A une matrice symétrique réelle de Sn(R). Il existe une matrice D diagonale réelle d’ordre
n et une matrice orthogonale P d’ordre n telles que A = P D P−1 = P Dt P

• Soit u un endomorphisme auto-adjoint.

Il est positif lorsque ∀x ∈ E ( u(x) | x ) 0

Il est défini positif lorsque ∀x ∈ E \ {0} ( u(x) | x ) > 0

• Soit u un endomorphisme de E .

Alors u∗ ◦ u et u ◦ u∗sont auto-adjoints positifs.

Si, de plus, u est un automorphisme, u∗ ◦ u et u ◦ u∗sont auto-adjoints définis positifs.

Pour tout A dans Mn(R), les matrices t AA et At A sont symétriques positives.

Pour tout A dans GLn(R), les matrices t AA et At A sont symétriques définies positives.

• Soit u un endomorphisme auto-adjoint de E . Alors :
• u est positif si, et seulement si, Sp(u) est inclus dans R+ (idem pour une matrice A symétrique
positive) ;
• u est défini positif si, et seulement si, Sp(u) est inclus dans R∗+ (idem pour une matrice A
symétrique définie positive).

• Soit u un endomorphisme auto-adjoint de l’espace euclidien (E , ( | )).

Alors la norme de u subordonnée à la norme euclidienne est égale à son rayon spectral :

u = r(u) = sup{|l| ; l ∈ Sp(u)}.
• Soit u est un endomorphisme auto-adjoint positif alors :
• r(u) = max(Sp(u)) • u = r(u) = sup{( u(x) | x ) ; x ∈ E x 1}
− Soit u un endomorphisme quelconque de l’espace euclidien (E , ( | )). Alors u = r(u∗ ◦ u).
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É N O N C É S
1 Pour s’entraîner

Les exercices suivants sont indépendants.

1 On considère sur E = M2(R) le produit scalaire
défini par :

∀(A, B) ∈ E2 A | B = tr(t A · B).

On considère le sous-espace vectoriel :

F =
a b
b −a

; (a, b) ∈ R2 .

a) Trouver une base de F⊥.

b) Déterminer la projection orthogonale de

B =
1 0
1 0

sur F .

2 a*) Donner l’expression développée du polynôme

(1− X)n X i (i−1)
.

b) Trouver, après avoir justifié son existence,

inf
(a1 ,...,an )∈Rn

+∞

0
(1 + a1x + · · · + an xn)e−x dx .

1) Écrire l’orthogonalité d’un élément de E au
sous-espace F , donc à une de ses bases.
2) a) Utiliser la formule du binôme, puis dériver.
b) Interpréter l’expression indiquée : espace vecto-
riel, produit scalaire, distance...

2 Et Gram-Schmidt...

1 Orthonormaliser par le procédé de Schmidt, dans
l’espace euclidien R3, la famille :

(1, 1, 1), (1, 0, 1), (0, 1, 1).

2 Orthonormaliser par le procédé de Schmidt, dans
l’espace euclidien R2[X], la famille :

X2 − 1, 3X + 1, X2 + X .

3 a) On considère l’espace vectoriel E = R[X].

Montrer qu’il existe une unique base (Pn)n∈N de E

telle que ∀(i , j ) ∈ N2
1

−1
Pi (t)Pj (t)dt = d j

i ;

deg(Pi ) = i et le coeffcient de plus haut degré de Pi

est strictement positif.

b) Montrer qu’il existe une suite de réels (an)n∈N telle

que ∀n ∈ N Pn(t) = an (t2 − 1)n (n)
.

Indiquer comment il est possible de déterminer les an .
Donner P0, P1 et P2.

Les polynômes (t2 − 1)n (n)
sont appelés polynômes

de Legendre.

4 On considère l’espace vectoriel E = R[X].

a) Montrer que, pour tout P de E , la fonction
x −→ e−x P(x) est intégrable sur [0, +∞[.

b) Montrer que l’application :

(P , Q) −→
+∞

0
e−x P(x)Q(x)dx

définit un produit scalaire sur E .

c) Montrer que le polynôme Ln défini, pour tout n dans

N, par Ln(x) = ex dn

dxn
e−x xn , est un polynôme de

degré n.

Les polynômes Ln sont appelés polynômes de La-
guerre.

d) On note, pour tout k dans N, Pk le polynôme de degré
k défini par Pk(X) = X k .

Montrer que, pour tout k < n, Ln | Pk = 0. En dé-
duire que la famille (Ln)n∈N est une famille orthogo-
nale.

e) Préciser quelle est la base orthonormalisée de Gram-
Schmidt de la base canonique (Pn)n∈N, c’est-à-dire la
base orthonormée (Rn)n∈N telle que :
• ∀n ∈ N Rn ∈ Vect(P0, . . . , Pn) ;
• ∀n ∈ N Rn | Pn > 0.

1) Normer le premier vecteur, projeter le second
sur la droite vectorielle dirigée par le premier, dé-
terminer un vecteur orthogonal, le normer....
2) Même cuisine...
3) a) Munir l’espace E d’un produit scalaire, inter-
préter les conditions données et faire le lien avec le
cours sur l’orthogonalisation de Gram-Schmidt.

b) Considérer les polynômes Qn = (t2 − 1)n (n)
.

Montrer qu’ils vérifient la première condition...
Intégrer par parties.
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4) b) Question de cours.
c) Intégrer par parties.

3 Conditionnement d’une matrice

La notion de conditionnement d’une matrice est utilisée
pour mesurer la sensibilité des solutions d’un système
linéaire aux données.

L’espace vectoriel R2 est muni de son produit scalaire
canonique et M2(R) de la norme subordonnée à la
norme euclidienne de R2.

1 a) On pose A =
10 9
9 8

et B =
19
17

.

Résoudre le système linéaire AX = B.

b) On pose B =
19, 2
16, 9

. Résoudre AX = B .

c) On veut comparer la perturbation initiale à la pertur-
bation finale du système.

Calculer les erreurs relatives
B − B

B
et

X − X
X

.

Calculer leur quotient.

d) On procède de manière analogue en perturbant cette

fois la matrice A et posant A =
10 8, 9
9, 1 8, 1

.

Résoudre A Y = B. Calculer
Y − X

X
.

2 On souhaite expliquer l’importance de la perturba-
tion finale par rapport à la perturbation initiale.

a) Montrer que :

X − X
X

A A−1 B − B
B

;

Y − X
Z

A A−1 A − A
A

.

Le réel A A−1 est appelé conditionnement de la
matrice A et noté Cond(A).

b) Calculer A et A−1 et en déduire Cond(A). Ex-
pliquer 1)c) .

c) Calculer A − A . Expliquer 1)d) .

d) Quel est le conditionnement d’une matrice orthogo-
nale ?

2) a) Revoir les définitions et propriétés de la
norme subordonnée.
b) A est une matrice symétrique. Utiliser ses va-
leurs propres.

4* Une propriété des bases
orthonormales

Soit E un espace vectoriel euclidien. On considère n
vecteurs non nuls (e1, e2, .., en) de E tels que :

∀x ∈ E x 2 =
n

i=1

(x | ei )
2.

1 Montrer que (e1, e2, .., en) est une base deE .

2 Démontrer que, pour tous x et y de E , on a :

(x | y) =
n

i=1

(x | ei )(y | ei ).

3 On note G (dite matrice carrée de Gram) la ma-
trice G = (ei | e j ) (i , j )∈[[1,n]]

.

a) Montrer que G2 = G.

b) Montrer que G est inversible.

c) Que peut-on en conclure sur la famille (e1, e2, .., en) ?

1) Pour x dans E , introduire y =
n

i=1

(xi | ei )ei

2) Rechercher la forme polaire associée.
3) b) Étudier une combinaison linéaire nulle des
colonnes de la matrice G.

5 Un hyperplan dont l’orthogonal
n’est pas une droite

Soit E l’espace vectoriel C([0, 1], R) des applications
continues de [0, 1] dans R muni du produit scalaire :

( f | g ) =
1

0
f (t)g(t) d t .

On considère H = { f ∈ E ; f (0) = 0}.

1 Montrer que H est un hyperplan de E .

2 Déterminer l’orthogonal de H .

1) Construire une forme linéaire dont H soit le
noyau.

6* Une inégalité d’Hadamard

L’espace vectoriel Rn (n 1) est muni de sa structure
euclidienne canonique.

1 Déterminer toutes les matrices M de Mn(R) telles
que t M M + M + t M = 0.
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2 Montrer que, pour toute matrice A de Mn(R), dont
les vecteurs colonnes sont notés (C1, . . . , Cn) :

|DetA|
n

i=1

Ci .

Cette inégalité est appelée inégalité d’Hadamard.

3 Démontrer que, pour toute matrice M vérifiant la
relation de la question 1), on a |DetM | 2n.

1) Remarquer que (A+In)(B+In) = A+B+ AB+In .
2) Orthonormaliser les colonnes de M quand
DetM n’est pas nul.

7 Réduction d’un endomorphisme
défini à l’aide du produit scalaire

L’espace vectoriel est E = Rn (n > 2), muni de sa
norme euclidienne. On considère u et v deux vecteurs
unitaires tels que ( u | v ) = 0 et l’application f définie
par :

∀x ∈ E f (x) = x + ( u | x )v + ( v | x )u.

Déterminer les éléments propres de l’application f .

Remarquer que le plan P = Vect(u, v) est stable
par f . Puis considérer la restriction de f à P et
P⊥.

8 Projection orthogonale
dans Mn(RRR)

Soit n 3 et p un entier tel que 0 < 2p < n.

Dans Mn(R), on note In la matrice unité, Un la matrice
dont tous les termes ont la valeur 1 et s l’application

définie sur Mn(R) par s(M) =
n

i=1

n

j=1

mi , j .

Enfin, Mp désigne la matrice définie par blocs :

Mp = Un −
(0) (0) (0)

(0) Un−2p (0)
(0) (0) (0)

 .

1 a) Montrer que Mp et Un sont diagonalisables dans
Mn(R) (admis en 3/2) et déterminer les dimensions de
Ker (Un) et Ker (Mp).

b) Calculer tr(Mp) et tr(Mp)2. En déduire les valeurs
propres non nulles de Mp.

c) Montrer que Vect(In , Mp, M2
p) est stable par le pro-

duit matriciel.

2 L’espace vectoriel Mn(R) est muni du produit sca-
laire défini par M | N = tr(t M N ).

a) Soit F = Vect(In , Un). Déterminer l’orthogonal de
F , le résultat étant exprimé à l’aide de la trace et de s.

b) Soit M dans Mn(R) et a0In + b0Un sa projection or-
thogonale sur F .

Déterminer a0 et b0 en fonction de tr(M) et de s(M).

1) b) Calculer les traces demandées de deux ma-
nières différentes...
c) Déterminer un polynôme annulateur de Mp. En
déduire que M2

p appartient à Vect(In , Mp, M2
p).

9* Élements propres
d’un endomorphisme

de C −p

2
,
p

2
, RRR

D’après ESTP.

On note E l’espace vectoriel sur R des fonctions conti-

nues sur −p

2
,
p

2
, à valeurs réelles.

Si f est dans E , on note F l’application de −p

2
,
p

2
dans R définie par :

∀x ∈ −p

2
,
p

2
F(x) =

p
2

−p
2

sin 2 |x − y| f (y)dy.

1 Pour f et g appartenant à E , on pose

f | g =
p
2

−p
2

f (x)g(x)dx .

Montrer que l’on définit ainsi un produit scalaire sur E .

Dans la suite du problème, E est muni de ce produit
scalaire et de la norme associée.

2 a) Montrer que F est de classe C2 sur −p

2
,
p

2
et, pour tout x de −p

2
,
p

2
, calculer F (x) + 4F(x) en

fonction de f (x).

b) Comparer F
p

2
et F −p

2
, puis F

p

2
et

F −p

2
.

On note A l’application de E dans E définie par
∀ f ∈ E A( f ) = F .

3 Montrer que A est un endomorphisme injectif de E .

4 Montrer que :

∀ f ∈ E ∀g ∈ E A( f ) | g = f | A(g) .
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5 Déterminer l’image de l’endomorphisme A.

6 Soit f dans E , f = 0. Montrer que f est un vecteur
propre de A associé à la valeur propre l si, et seulement
si :

f ∈ Im(A)

et ∀x ∈ −p

2
,
p

2
l f (x) + 4(l− 1) f (x) = 0.

7 Déterminer les éléments propres de A.

1) Question de cours.
2) a) Partager l’intégrale en deux, en intégrant sur

−p

2
, x , puis sur x ,

p

2
.

Ensuite développer vos sin.
4) Utiliser la formule de Fubini après avoir bien
vérifié ses hypothèses.
5) Utiliser la question 2), et ne pas omettre la réci-
proque.
6) Vous devriez avoir besoin de 3).
7) Rechercher, comme l’indique la question 6), les
solutions de l’équation différentielle qui vérifient
les deux conditions trouvées en 2) b).

10 Pour s’entraîner.
Espaces euclidiens

1 ESTP.

Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3 où ∧
représente le produit vectoriel.

Soit quatre vecteurs a, b, c, d de E tels que a et b soient
indépendants, c est orthogonal à a et d est orthogonal à
b, c et d non nuls.

Calculer, si v existe, le déterminant de la famille
(a, b, v).

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b,
c, d pour qu’il existe au moins un vecteur v tel que :

a ∧ v = c et b ∧ v = d.

Montrer qu’alors v est unique.

2* Soit E un espace vectoriel euclidien et f un en-
domorphisme auto-adjoint de E .

a) Montrer que, si l’endomorphisme f vérifie la condi-
tion :

∀x ∈ E x | f (x) = 0,

alors f est l’endomorphisme nul.

b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour
que :

∀x ∈ E f (x) 2 = x | f (x) .

3 Soit A, B deux matrices symétriques réelles. On
suppose qu’il existe un entier k tel que :

A2k+1 = B2k+1.

Montrer que A = B.

4 Dans l’espace euclidien R4, on considère le sous-
espace F d’équations :

x + y + z + t = 0 ; x + 2y + 3z + 4t = 0.

a) Indiquer la dimension de F .

Donner une base de l’orthogonal de l’hyperplan d’équa-
tion x + y + z + t = 0.

Donner une base de F⊥.

b) Donner la matrice, par rapport à la base canonique,
de la symétrie orthogonale par rapport à F⊥.

5 Soit u l’endomorphisme de R3 de matrice dans la
base canonique :

A =

 a2 ba − c ca + b
ab + c b2 cb − a
ac − b bc + a c2

 ,

avec a2 + b2 + c2 = 1. Donner la nature de u.

6 E est un espace euclidien.

u, v sont deux endomorphismes symétriques positifs
de E .

Montrer que 0 tr(uv) tr(u)tr(v).

1) Calculer le déterminant indiqué de deux ma-
nières différentes.
Puis résoudre la première équation et chercher
parmi les solutions obtenues lesquelles vérifient la
deuxième équation.
2) a) Regarder ( x + y | f (x + y) ).
b) Traduire la condition, puis utiliser a).
3) Utiliser les endomorphismes u, v canonique-
ment associés aux matrices et une base de vecteurs
propres pour u.
4) a) Penser aux hyperplans.
Pour trouver une base de F⊥, penser aux vecteurs
de F⊥ que vous connaissez.
b) Chercher une base orthonormée de F⊥, puis
écrire l’image d’un vecteur par la projection ortho-
gonale sur F⊥.
5) Éviter les « gros » calculs...
Considérer les vecteurs colonnes pour reconnaître
le type de matrice. Puis un vecteur invariant non
nul est (presque) évident.
6) Écrire la trace de uv en utilisant un produit sca-
laire et une base bien choisie.
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11* Adjoint et norme
d’un endomorphisme

Soit E un espace euclidien de dimension n 2, a et b
deux vecteurs non nuls et orthogonaux de E .

On définit u dans L(E) par :

u(x) = a | x b − b | x a.

1 Expliciter u∗ et calculer u .

2 On suppose que b a .

Trouver f dans L(E) vérifiant les trois conditions :

(i) f ∗ = − f ; (ii) f 1 ; (iii) f (a) = b.

1) Calculer u(x) | y pour trouver u∗.
Utiliser une base orthonormée de E , bien choisie,
pour exprimer un vecteur x unitaire, puis u(x).

12* Construisons un automorphisme
orthogonal...

Soit E un espace euclidien, (u j ) j∈[[1,n]] et (v j ) j∈[[1,n]]

deux familles de vecteurs de E telles que :

∀(i , j ) ∈ [[1, n]]2 ui | u j = vi | v j .

1 Montrer que les familles de vecteurs (u j ) j∈[[1,n]] et
(v j ) j∈[[1,n]] ont même rang.

2 En déduire qu’il existe un automorphisme orthogo-
nal f de E tel que f (ui ) = vi pour tout i dans [[1, n]].

1) Prendre une base orthonormée (e j ) j∈[[1,p]] de E ,
la matrice A de la famille (u j ) j∈[[1,n]] relativement
à cette base. Écrire le terme général de la matrice
t AA en fonction de (ui | u j ).
2) Supposer la famille (u j ) j∈[[1,n]] ordonnée de telle
sorte que la sous-famille (u j ) j∈[[1,r ]] soit une base
de Vect(u j ) j∈[[1,n]].
Montrer qu’alors la sous-famille (u j ) j∈[[1,r ]] est une
base de Vect(v j ) j∈[[1,n]].

13 Bases et automorphismes
orthogonaux

Soit E un espace vectoriel euclidien.

1 f est un endomorphisme de E .

a) Montrer que l’endomorphisme f ∗ ◦ f est un endo-
morphisme auto-adjoint positif.

b) Montrer qu’il existe une base orthonormale de E dont
l’image par f est une famille orthogonale.

c) En déduire que f peut s’écrire sous la forme
f = s ◦ u, avec s un endomorphisme auto-adjoint et
u un automorphisme orthogonal.

2 A et B sont deux sous-espaces vectoriels de E , de
dimension p, munis chacun d’une base orthonormale,
(a1, . . . , ap) pour A et (b1, . . . , bp) pour B.

On recherche une base orthonormale (c1, . . . , cp) de B
telle que :

∀(i , k) ∈ [[1, p]]2 ai | ck = ak | ci .

Pour cela, on pose ck =
p

i=1

xi ,kbi . On note :

X = xi ,k (i ,k)∈[[1,p]]2 et M = ai | b j (i , j )∈[[1,p]]2 .

Démontrer que le problème posé a au moins une solu-
tion.

3 Déduire de ce qui précède que, pour tout couple
(A, B) de sous-espaces vectoriels de même dimension
p, il existe un automorphisme orthogonal f tel que
f (A) = B et f (B) = A.

On pourra admettre le résultat de l’exercice précédent.

1) a) Un endomorphisme auto-adjoint est diagona-
lisable...
2) Utiliser avec M la décomposition de la question
précédente. Remarquer la propriété que doit possé-
der X .
3) Reprendre les bases (a1, . . . , ap), (b1, . . . , bp) et
(c1, . . . , cp) de la question précédente.
Puis construire (v1, . . . , vp, vp+1, . . . , v2p) avec :

∀i ∈ [[1, p]] vi = ai + ci ; vi+p = ai − ci .

À vous de continuer....

14* Matrices diagonalisables
commutant avec leur transposée

1 E est un espace vectoriel euclidien, F un sous-
espace vectoriel de E et u un endomorphisme de E .

Montrer que F est stable par u∗ si, et seulement si, F⊥

est stable par u.

2 Soit A une matrice de Mn(R), dont le polynôme
caractéristique est scindé sur R et dont le spectre est
{l1, . . . , ln}. Ces valeurs propres sont supposées dis-
tinctes.

a) Montrer qu’il existe une matrice triangulaire supé-
rieure T et une matrice orthogonale P telles que :

A = t PT P .
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b) Démontrer que, si T est une matrice triangulaire su-
périeure de Mn(R), alors :

tT T = T tT ⇐⇒ T diagonale.

c) En déduire que At A = t AA si, et seulement si :
n

i=1

l2
i = tr(t AA).

2) a) Raisonner par récurrence et utiliser 1).
b) Regarder d’abord le cas n = 2.
c) Regarder tr(t AA), tr(tT T ), tr(A2)...

15 Valeurs propres de matrices
symétriques réelles

Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n, définie
positive et r un réel strictement positif.

1 Montrer que la matrice A + r In est symétrique, dé-
finie positive.

2 On considère la matrice B = (r In + A)−1(r In − A).
Montrer que B est symétique.

3 Montrer que les valeurs propres de B sont dans
]− 1, 1[.

2) Calculer t B. Conclure en montrant que, si M
est une matrice inversible telle que M et N com-
mutent, alors M−1 et N commutent également.
3) Exprimer que l est une valeur propre de B. En
déduire, en fonction de l, une valeur propre de la
matrice A qui est symétrique, définie, positive.

16* Des matrices qui commutent

1 Soit A une matrice symétrique réelle. Montrer que
la matrice A peut s’écrire comme un polynôme de la
matrice exp(A).

2 Soit A et B deux matrices symétriques réelles.
Montrer que les matrices exp(A) et exp(B) commutent
si, et seulement si, A et B commutent.

1) Matrices symétriques réelles... le réflexe ! En-
suite, penser aux polynômes de Lagrange.
2) Si exp(A) et exp(B) commutent, utiliser la ques-
tion 1). Pour la réciproque, utiliser la continuité
d’un endomorphisme bien choisi de Mn(R).

17 Décomposition
d’un endomorphisme

D’après E3A PC.

1 Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel
E de dimension n. Montrer que l’on peut trouver au
moins un automorphisme w et un projecteur p vérifiant
u = p ◦ w (on pourra pour cela commencer par déter-
miner l’image de p).

2 Si E est muni d’une structure euclidienne, peut-on
choisir pour w une isométrie et pour p un projecteur
orthogonal ?

3 Montrer que le résultat obtenu en 1) est faux si
on suppose que l’espace vectoriel E n’est plus de di-
mension finie. (On pourra construire un endomorphisme
simple sur E = R[X].)

1) Analyser les images et noyaux des applications
p et v candidates à la décomposition.
2) Étudier les normes des vecteurs images.
3) Étudier, par exemple, la dérivation polynomiale.

18 Sur le groupe orthogonal

On considère E = Rn muni du produit scalaire cano-

nique ( x | y ) =
n

i=1

xi yi . On note O(E) le groupe

orthogonal de E .

1 Déterminer tous les morphismes de groupes w de
O(E) dans R+∗, c’est-à-dire :

∀(u, v) ∈ O(E)2 w(uv) = w(u)w(v).

2 Soit u un élément de O(E).

a) Montrer que Ker(IE − u) et Im(IE − u) sont orthogo-
naux.

b) Étudier la convergence de la suite de terme géné-

ral WN =
1
N

N−1

k=0

uk . On précisera sa limite en cas de

convergence.

1) Déterminer l’image de l’identité, puis d’une ré-
flexion quelconque.
2) Étudier les restrictions de u et de WN aux deux
sous-espaces Ker(IE − u) et Im(IE − u).
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19* Somme de deux automorphismes
orthogonaux

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension
n,(n 2).

1 a) Soit u un automorphisme orthogonal de E tel
que Sp(u) = [.

Montrer que E est somme directe de sous-espaces or-
thogonaux, de dimension 2, stables par u et étudier la
restriction de u à ces sous-espaces. Que remarquez-vous
concernant la dimension de E ?

b) Soit u1, u2 deux automorphismes orthogonaux de E
tels que Det(u1) = 1 ; Det(u2) = −1.
Montrer que Det(u1 + u2) = 0.

2 Déterminer les automorphismes orthogonaux u de
E tels que IE + u soit encore un automorphisme ortho-
gonal.

3 u et v sont deux éléments de O(E). Déterminer une
condition nécessaire et suffisante pour que u + v soit
dans O(E).

1) a) Regarder une valeur propre complexe de u et
sa conjuguée.
b) u1+u2 = u1(IE +u−1

1 u2), puis étudier les valeurs
propres de u−1

1 u2.
2) Étudier d’abord le cas n = 2. Dans le cas géné-
ral, déterminer la parité de n.

20* Utilisation de matrices
symétriques réelles de rang 1

1 Soit A une matrice symétrique réelle, positive de
Mn(R), de rang r > 0.

Montrer qu’il existe r matrices (L1, . . . , Lr ) de
M1,n(R), linéairement indépendantes et telles que :

A =
r

i=1

t L i L i .

2 Soit A et B deux matrices de Mn(R), symétriques,
réelles, positives.
On note C la matrice de Mn(R) définie par :

∀(i , j ) ∈ [[1, n]]2 ci , j = ai , j bi , j .

a) Montrer que C est une matrice symétrique positive.

b) Que peut-on dire de C si A et B sont symétriques,
définies positives ?

3 On suppose de plus que ∀(i , j ) ∈ [[1, n]]2 ai , j = 0.

On définit la matrice A par ses coefficients ai , j =
1

ai , j
.

Montrer que A est positive si, et seulement si, A est de
rang 1.

1) Réduire la matrice A, puis effectuer la décom-
position demandée sur la matrice diagonale D ob-
tenue...
2) a) Commencer par le cas rg(A) = 1, puis regar-
der le cas général en utilisant 1).
b) Utiliser toujours la décomposition...
3) Lorsque A est positive, considérer l’espace
euclidien Rn et appliquer l’inégalité de Cauchy-
Schwarz aux formes bilinéaires symétriques défi-
nies par les matrices A et A pour obtenir des rela-
tions entre ai , j , ai ,i et a j , j .

21 Racines carrées de matrices
symétriques définies positives

On considère l’ensemble S++
n des matrices symétriques

réelles définies positives. Soit A dans S++
n .

1 a) Montrer qu’il existe une unique matrice B dans
S++

n telle que B2 = A.

On note l1, . . . , lp les valeurs propres distinctes de A.

b) Montrer qu’il existe un unique polynôme P , de degré
inférieur ou égal à p − 1 tel que :

∀i ∈ [[1, p]] P(li ) = li .

Exprimer ce polynôme en fonction des li .

c) En déduire que la matrice B de S++
n , telle que :

B2 = A, est B =
p

i=1

√
li

j=i
(li − l j ) j=i

(A − l j I).

d) Calculer B quand A =
5 1
1 5

.

2 a) Soit u0 = 1, a un réel strictement positif et la
suite u définie par le relation de récurrence :

∀n ∈ N un+1 =
1
2

un +
a
un

.

Étudier la convergence de la suite (un)n∈N.

b) Montrer que, si A et B sont deux matrices symé-
triques réelles telles que AB = B A, il existe une ma-
trice orthogonale Q telle que t Q AQ et t Q B Q soient
diagonales.

3 Soit M une matrice de S++
n telle que AM = M A.

a) Justifier que M est inversible et que M−1 est dans
S++

n .
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b) Soit N =
1
2

(M + M−1 A). Montrer que AN = N A

et que N est dans S++
n .

On définit alors la suite (Bk)k∈N de matrices de S++
n par :

B0 = In

∀k ∈ N Bk+1 =
1
2

(Bk + B−1
k A)

.

c) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale Q telle
que, pour tout k de N, Q−1 Bk Q soit une matrice diago-
nale Dk qu’on notera :

Dk =


a(k)

1 0 · · · 0

0 a(k)
2 · · · 0

... · · · ...

0 · · · a(k)
n

 .

d) Étudier la convergence de la suite (Bk)k∈N et préciser
sa limite.

1) a) A est une matrice symétrique réelle donc...
b) Utiliser les polynômes de Lagrange.
c) Considérer la matrice P(A) = t Q P(D)Q...
2) a) Étude classique de suite récurrente. Étudier
d’abord la fonction...
b) Diagonaliser d’abord A, puis utiliser le fait que
A et B commutent...
3) a) Connaître les valeurs propres de A−1.
b) Utiliser 2) b).
c) Si Q est une matrice orthogonale diagonalisant
A et Bk , alors elle diagonalise...
d) Raisonner sur les valeurs propres des matrices
Bk .

22* Valeurs propres d’une matrice
de Hilbert

D’après Saint-Cyr.

Dans ce texte, on identifie l’espace vectoriel Rn ,
(n 2), muni de sa structure euclidienne canonique,
à l’ensemble des matrices à n lignes et une colonne.

Le but de ce problème est l’étude de la matrice :

H =



1
1
2

· · · 1
n

1
2

1
3

· · · 1
n + 1

...
...

...
...

1
n

1
n + 1

· · · 1
2n − 1


, appelée matrice

de Hilbert.

1 Montrer que H a toutes ses valeurs propres réelles.

2 Soit, pour tout X =

x1
...

xn

 dans Rn :

q(X) = t X H X .

a) Vérifier la relation suivante :

q(X) =
1

0
(x1 + t x2 + · · · + tn−1xn)2dt .

b) En déduire que :

(i) toutes les valeurs propres de H sont strictement po-
sitives ;

(ii) H est inversible.

c) Montrer que, pour tout X dans Rn , t X H−1 X est un
réel positif, qui est nul si, et seulement si, X est le vec-
teur nul.

3 Dans cette question, n est égal à 2.

a) Déterminer les valeurs propres a, b (a b) de H .

b) Soit E le plan affine euclidien rapporté au repère or-
thonormé (O ,

−→
i ,
−→
j ).

On note C l’ensemble des points M de E tels que le
vecteur

−−→
O M , de matrice X , vérifie l’équation :

t X H X = 1.

Reconnaître la nature de C , la tracer avec soin et inter-
préter géométriquement a et b.

4 On note H la matrice de Mn−1(R) définie par :

H =



1
1
2

· · · 1
n − 1

1
2

1
3

· · · 1
n

...
...

...

1
n − 1

1
n

· · · 1
2n − 3


.

La matrice H peut ainsi s’écrire, par blocs :

H =

H T

tT
1

2n − 1

 , avec T =



1
n
1

n + 1
...

1
2n − 2


.

a) Montrer que la matrice H est inversible.

b) Soit l un réel non nul et Y =

 1
...

yn−1

 dans Rn−1.

On note, par blocs P =
In−1 Y

0 l
.

Calculer le produit par blocs t P H P .
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c) Montrer que :

Det(H ) = Det(H )
1

2n − 1
− tT H −1T .

d) En déduire que Det(H )
2nn!
(2n)!

.

On note, dans la suite de ce problème an et bn , la plus
petite et la plus grande des valeurs propres de la matrice
H d’ordre n.

5 a) Justifier, pour tout élément X de Rn , les inégali-
tés :

an X 2 q(X) bn X 2 .

b) Montrer que :

∀n ∈ N∗ ln(n + 1)
n

i=1

1
i

1 + ln(n).

c) Calculer la somme des valeurs propres de H .

d) En déduire que :

nan <
1
2

ln(n) + 1 + ln(2) .

6 a) Soit A = (ai , j )(i , j )∈[[1,n]]2 une matrice de Mn(R).

On suppose qu’il existe un vecteur X non nul, dans Rn ,
tel que : AX = 0 et max

i∈[[1,n]]
|xi | = 1.

Montrer que, pour tout i dans [[1, n]] :

|ai ,i | |xi |
j∈[[1,n]], j=i

|ai , j | |x j | .

En déduire qu’il existe un i dans [[1, n]] tel que :

|ai ,i |
j∈[[1,n]], j=i

|ai , j | .

b) Soit l une valeur propre de H , montrer qu’il existe i
dans [[1, n]] tel que :

l− 1
2i − 1

j∈[[1,n]], j=i

1
i + j − 1

.

c) Montrer alors l’inégalité, pour tout n 2 :

bn < 1 + ln(n).

2) a) Calculer l’intégrale.
b) Soit X un vecteur propre associé à la valeur
propre l. Alors q(X)...
0 n’est pas valeur propre de H .
c) Calculer t X H−1 X après avoir diagonalisé H .
3) b) Réduire l’équation de la conique pour l’iden-
tifier.
4) b) l est donné non nul, choisir le vecteur Y pour
pouvoir calculer le déterminant de t P H P .
c) Récurrence sur n.
5) a) Reprendre le calcul de 2) c).

b) Faire le graphe de la fonction t −→ 1
t

sur

R+∗ et raisonner en termes d’aires...
c) Comment trouve-t-on la somme des valeurs
propres d’une matrice ?
6) c) Utiliser 5) b).

23 Interprétation géométrique
de la matrice de Hilbert

D’après Saint-Cyr.

Dans ce texte, on identifie l’espace vectoriel Rn ,
(n 2), muni de sa structure euclidienne canonique,
à l’ensemble des matrices à n lignes et une colonne.

Le but de ce problème est l’interprétation géométrique

de la matrice H =



1
1
2

· · · 1
n

1
2

1
3

· · · 1
n + 1

...
...

...
...

1
n

1
n + 1

· · · 1
2n − 1


, appelée

matrice de Hilbert. (L’étude des valeurs propres de cette
matrice a fait l’objet de l’exercice précédent.)

Soit f une fonction continue de [0, 1] dans R, donnée.
On désigne par F l’espace vectoriel des fonctions po-
lynômes, de [0, 1] dans R, de degré inférieur ou égal
à n − 1.

À la fonction f , on associe la suite des réels bp p∈N∗
définie par :

∀p 1 bp =
1

0
x p−1 f (x)dx .

On désigne par B le vecteur de Rn défini par :

B =

 b1
...

bn

.

1 a) Montrer que H a toutes ses valeurs propres
réelles.

On admettra que ces valeurs propres sont strictement
positives. (En fait, ce résultat a été établi dans la ques-
tion 2) de l’exercice précédent.)

b) Montrer que, pour tout V dans Rn :
tV H V 0 et tV H V = 0 ⇐⇒ V = 0.

On note alors U0 l’unique élément de Rn défini par
HU0 = B.
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2 Soit U =

 u1
...

un

 un élément de Rn et soit Q

l’élément de F défini, pour tout x de [0, 1], par :

Q(x) =
n

i=1

ui x
(i−1).

Montrer que :

1

0
(Q(t)− f (t))2 dt = tU HU − 2tU B +

1

0
f 2(t)dt .

3 Soit l’application de F dans R définie, pour tout Q
dans F , par :

g(Q) =
1

0
(Q(t)− f (t))2 dt .

a) Montrer qu’il existe un unique élément Q0 de F en
lequel g atteint son minimum.

b) Préciser Q0 en fonction de U0.

c) En déduire une interprétation géométrique de H .

4 Dans cette question, n = 2 et f désigne la fonc-
tion :

f : [0, 1] −→ R,

x −→ f (x) = x2.

Déterminer explicitement Q0 et le minimum de g dans
ce cas.

5 Montrer que, si on suppose ∀p ∈ N∗ bp = 0, alors
on a :

∀x ∈ [0, 1[
1

0

f (t)
1− t x

dt = 0.

6 On suppose, dans cette question, que f est positive.

a) Exprimer, pour N entier naturel non nul, à l’aide
d’une intégrale, la somme :

N

p=1

bp.

b) En déduire l’équivalence des deux propositions sui-
vantes :

(i) la série bp converge ;

(ii) la fonction h : t −→ f (t)
1− t

est intégrable sur

[0, 1[.

c) Montrer que, si la fonction h ci-dessus définie, est
intégrable sur [0, 1[ , alors :

1

0

f (t)
1− t

dt =
+∞

p=1

bp.

1) b) Écrire que H est diagonalisable et calcu-
ler tV H V en utilisant une matrice diagonale sem-
blable à H .
2) Développer Q2(t) et intégrer...
3) a) Munir l’espace vectoriel C([0, 1], R) d’un
produit scalaire et interpréter g(Q)...
b) Exprimer g(Q) en fonction de g(Q ), où Q est
l’élément de F associé à U0. Puis utiliser 1) b)
5) Fixer x dans [0, 1[, puis écrire un dévelop-

pement en série entière de
1

1− t x
et étudier la

convergence uniforme de cette série de fonctions
sur [0, 1].
6) a) Classique...
b) Utiliser 6) a) et un théorème sur la somme d’une
série de fonctions positives et intégrables sur un in-
tervalle...
c) Étudier la continuité en 1 des deux fonctions

de x :
+∞

p=1

bpx p et
1

0

f (t)
1− t x

d t .

Algorithmes
1 Tridiagonalisation d’une matrice

symétrique réelle.
Matrices de Householder

La recherche des valeurs propres de matrices symé-
triques réelles peut s’effectuer en deux temps. Tout
d’abord, on transforme la matrice donnée en une
matrice tridiagonale symétrique avec des matrices de
projection orthogonale.

Ensuite, la recherche des valeurs propres repose sur la
méthode de dichotomie. Elle fera l’objet du problème
suivant.

Un autre intérêt des matrices tridiagonales symétriques
sera étudié un peu plus loin. La méthode de Choleski
permet la résolution d’un système linéaire dont la ma-
trice est tridiagonale plus rapidement que la méthode de
Gauss.

Partie mathématique

L’espace vectoriel Rn est muni du produit scalaire
canonique. Soit C = (ci j ) une matrice symétrique
réelle, d’ordre n, Idn la matrice unité d’ordre n, v

une matrice colonne à n lignes à éléments réels et
v =t v = (v1, . . . , vn) sa transposée.

Rn est muni de la norme euclidienne canonique.
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Soit, pour i dans [[1, n]], les matrices colonnes ei :

ei = t (di1, . . . , din).

On associe à v la matrice carrée d’ordre n :

H [v] = Idn − 2
vv

v 2
si v = 0 ; H [0] = 0.

La matrice H [v] est appelée matrice de Householder.

1 Montrer que H [v] est la matrice d’une symétrie or-
thogonale. Donner H [v]−1.

2 On pose w = v − v1e1. Montrer que :

H [w + w e2](v) = v1e1 − w e2.

3 Calculer les éléments de la première ligne et de la
première colonne de H [w + w e2].

4 En déduire qu’il existe une matrice H1 telle que :

H1C H−1
1 = C1,

avec C1 = (ci j ), symétrique et c1 j = c j1 = 0 pour
3 j n.

5 Montrer que toute matrice carrée symétrique est
semblable à une matrice tridiagonale.

Partie informatique

6 Écrire un programme de trigonalisation d’une ma-
trice symétrique réelle. Le tester sur un exemple.

1) Faire une figure géométrique. Puis utiliser le
cours sur les symétries orthogonales.

2 Valeurs propres d’une matrice
tridiagonale réelle

La méthode de Givens de recherche des valeurs propres
d’une matrice tridiagonale symétrique permet, avec la
méthode de tridiagonalisation d’une matrice symétrique
réelle, de déterminer des valeurs approchées de cette
matrice. Elle consiste à séparer les valeurs propres cher-
chées, puis à construire, par la méthode de dichoto-
mie, deux suites adjacentes convergeant vers les valeurs
propres.

Les matrices tridiagonales interviennent en mécanique
des vibrations et la détermination de leurs valeurs
propres permet de calculer les modes propres de vibra-
tion de certaines structures.

Le résultat très ingénieux de la question 1) sur les chan-
gements de signe des polynômes est dû à Charles Sturm
(1803-1855), français né à Genève.

Partie mathématique

(an)n 1, (bn)n 1 sont deux suites de nombres réels tels
que, pour tout n 1, bn = 0.

Soit (pn)n la suite de polynômes définie par :

p0(x) = 1 ; p1(x) = a1 − x

∀n 2 pn(x) = (an − x)pn−1(x)− b2
n−1 pn−2(x)

1 Soit n 1.

a) Étudier les limites en +∞ et −∞ des fonctions pn.

b) Montrer que, si le nombre xn est racine de pn , alors :
pn−1(x)pn+1(x) < 0.

c) Montrer que pn(x) admet n racines réelles distinctes :

xn,1 < xn,2 < · · · < xn,n

et que, si n 2, pour tout k de [[1, n − 1]] :

xn,k < xn−1,k < xn,k+1.

d) Comparer les signes de pn+1(x) et de pn(x) pour x
dans ]xn+1,k , xn,k[ et pour x dans ]xn,k , xn+1,k+1[.

On associe aux suites (an)n et (bn)n introduites précé-
demment la suite des matrices (An)n à n lignes et co-
lonnes, symétriques et tridiagonales de la forme :

An =



a1 b1

b1 a2 b2

. . .
. . .

. . . 0

0
. . .

. . .
. . .

bn−2 an−1 bn−1

bn−1 an


2 Montrer que les racines de pn sont les valeurs
propres de la matrice An .

Pour tout x réel non nul, on pose :signe(x) =
x
|x | et,

pour tout y réel et tout entier n 1, on pose :

sgn(pn(y)) =
signe(pn(y)) si pn(y) = 0
signe(pn−1(y)) si pn(y) = 0.

On désigne par N (n, y) le nombre d’éléments égaux à
−1 dans l’ensemble

{sgn(pk−1(y))sgn(pk(y))) ; 1 k n}
en prenant sgn(p0(y)) = 1.

3 Montrer que N (n, y) est le nombre de racines du
polynôme pn inférieures strictement à y.
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4 Montrer que les valeurs propres de An appar-
tiennent au sous-ensemble de R défini par :

n

i=1

ai − |bi−1| − |bi |, ai + |bi−1| + |bi |

avec b0 = 0.

5 On suppose n et i fixés, avec 1 i n. Construire
deux suites (ak)k et (bk)k telles que :

ak xn,i bk

lim
k→∞

ak = lim
k→∞

bk = xn,i

Partie informatique

6 Écrire un programme qui donne des valeurs ap-
prochées des valeurs propres d’une matrice tridiago-
nale réelle. L’appliquer à la matrice An , définie par :
ak = 2 ; bk = −1.

4) Utiliser la définition d’une valeur propre, écrire
le système obtenu, et noter j l’indice tel que :
|x j | = max1 i n |xi |.
5) Utiliser la question 3).

3 La méthode de Choleski

Cet exercice présente un algorithme de résolution d’un
système linéaire dont la matrice est tridiagonale symé-
trique d’ordre n et régulière.

Cet algorithme utilise, dans un cas particulier, une mé-
thode développée par le commandant d’artillerie Cho-
leski, tué pendant la grande guerre.

Cette méthode est plus rapide que la méthode de Gauss.
Si vous souhaitez plus de précisions sur ce sujet, vous
pouvez vous référer au problème Ensait 1991, dont cet
exercice est inspiré.

Partie mathématique

La matrice

A =



a1 c1

c1 a2 c2

. . .
. . .

. . . 0

0
. . .

. . .
. . .

cn−2 an−1 cn−1

cn−1 an


est tridiagonale symétrique, régulière, et on note A(k)

la sous-matrice obtenue en conservant les k premières

lignes et colonnes de A. On conviendra de prendre
A(0) = 1.

P(l) = Det(A − lIdn) est le polynôme caractéristique
de A et Pk(l) = Det(A(k) − lIdk) est le polynôme ca-
ractéristique de A(k).

On se propose de factoriser A sous la forme A = L Dt L ,
où D est une matrice diagonale d’éléments diagonaux
(d1, . . . , dn) et L une matrice bidiagonale :

L =



1 0 · · ·
l1 1 0

. . .
. . .

. . . 0

0
. . .

. . .
. . .

ln−2 1 0
0 ln−1 1


.

1 a Montrer que les coefficients ai , ci , di , li sont liés
par les relations (R) :

d1 = a1

alb
i−1di−1 + gdi = ai 2 i n

ddi li = ci 1 i n − 1

où a, b, g et d sont des constantes à déterminer.

b) Montrer que le système (R) admet une solution si,
pour tout i de [[1, n]] : di = 0.

c) Montrer que la décomposition A = L Dt L existe et
est unique si, et seulement si, pour tout i de [[1, n]] :

DetA(i )

DetA(i−1)
= 0.

2 L’objet de cette question est la résolution du sys-
tème linéaire (S) , AX = B où la matrice A est tri-
diagonale symétrique et régulière, écrite sous la forme
A = L Dt L .

La méthode décrite ci-dessous est appelée méthode de
Choleski. On pose :

X =



x1
...
xi
...

xn

 et B =



b1
...

bi
...

bn

.

a) Montrer que (S) s’écrit L Z = B, et exprimer Z en
fonction de D, L , X .

Déterminer les relations liant les zi , li , bi .

b) Montrer que la résolution de (S) se ramène alors à
celle de (S1), DY = Z et exprimer Y en fonction de L
et de X .
Déterminer les relations liant les zi , di , yi .
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c) Montrer que la résolution de (S1) se ramène alors à
celle du système (S2),t L X = Y .

Déterminer les relations liant les yi , li , xi .

Partie informatique

3 Écrire un programme de décomposition d’une ma-
trice A tridiagonale, symétrique, régulière et d’ordre n.

Écrire un programme de résolution du système :
AX = Y , où A est tridiagonale, symétrique, régulière
et d’ordre n.

Tester vos programmes.

1) c) Supposer que la décomposition existe. En dé-
duire Det(A). Pour la réciproque, faire une récur-
rence.

4 Problème des moindres carrés.
Décomposition Q R

Lorsqu’un système linéaire Ax = b n’admet pas de so-
lution, on cherche un vecteur x tel que Ax soit « aussi
proche que possible » de b.

Pour mesurer la distance entre Ax et b, on utilise alors
la norme euclidienne, d’où l’appellation « moindres car-
rés ».

Nous retrouverons les matrices de Householder rencon-
trées dans l’exercice 1 des Algorithmes.

Partie mathématique

n et p sont deux entiers de N∗. L’espace vectoriel Rn ,
(n 1), est muni de la norme euclidienne 2, notée
plus simplement .

A désigne une matrice de Mn,p(R), b est un vecteur
de Rn.

Le problème aux moindres carrés associé consiste à
chercher x tel que :

b − Ax = inf
y∈Rp

b − Ay (E)

Lorsque n = p et lorsque A est inversible, il existe une
unique solution x .

1 Montrer que le problème (E) admet toujours une
solution. Préciser le nombre de solutions de (E).

2 a) Montrer que le problème (E) équivaut à la réso-
lution de l’équation linéaire : t AAx = t Ab.

b) Montrer que la matrice t AA est symétrique, posi-
tive. À quelle condition est-elle symétrique, définie, po-
sitive ?

Dans la suite, C désigne une matrice carrée réelle
d’ordre n.

3 a) Soit a un vecteur non nul de Rn , (e1, . . . , en) dé-
signent les vecteurs de la base canonique de Rn.

Montrer qu’il existe un vecteur v non nul dans Rn de la
forme :

v = a + ae1 (a ∈ R)

tel que la symétrie orthogonale par rapport à Vect (v)⊥

transforme a en un vecteur de Vect (e1).

b) Montrer que l’image d’un vecteur quelqonque u de
Rn par cette symétrie orthogonale est :

u − 2
u, v v

v 2
.

En déduire que, en identifiant un vecteur et la matrice
colonne de ses coordonnées, la matrice de cette symé-
trie est :

Idn − 2
vtv

v 2
.

c) Montrer qu’il existe une matrice orthogonale Q1 telle
que la première colonne de Q1C ait au plus un terme
non nul, le premier.

d) En déduire une méthode de construction d’une ma-
trice orthogonale S telle que la matrice SC soit triangu-
laire supérieure.

On dit que la matrice C admet une factorisation Q R.

4 Soit Cx = d un système linéaire dans lequel la ma-
trice C est supposée factorisée en QR et inversible.

Indiquer une méthode simple de résolution de ce sys-
tème.

Partie informatique

5 Écrire un programme de décomposition QR d’une
matrice carrée.

Écrire un programme de résolution du système Cx = d ,
utilisant la décomposition de C en QR.

Écrire un programme de recherche d’une solution d’un
problème aux moindres carrés.

1) a) Faire une figure et transformer cette question
en géométrie...
2) b) Considérer une valeur propre de t AA.
3) a) Faire une figure...
3) c) Attention aux dimensions des matrices...
4) Décomposer le système donné en deux systèmes
successifs.
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C O R R I G É S
1 Pour s’entraîner

1 a) Une base de F est donnée par :

U1 =
1 0
0 −1

, U2 =
0 1
1 0

.

Donc une matrice M =
x y
z t

est dans l’orthogonal

de F si, et seulement si :

M | U1 = 0 et M | U2 = 0.

Nous obtenons :
x − t = 0
y + z = 0

.

Les éléments de F⊥ sont les matrices :

M =
x y

−y x
.

b) Si on pose U3 =
1 0
0 1

et U4 =
0 1

−1 0
, alors

(U3, U4) est une base de F⊥.

La matrice B s’écrit de manière unique comme somme
d’un élément de F et d’un élément de F⊥.

On doit avoir l’existence de (a, b, x , y) dans R4 tels
que :

B =
a b
b −a

+
x y

−y x
.

D’où le système : 
a + x = 1
b + y = 0
b − y = 1

−a + x = 0

.

Sa résolution donne : a = x =
1
2

et b = −y =
1
2

.

Le projeté orthogonal de B sur F est
1
2

1 1
1 −1

.

2 a) Utilisons d’abord la formule du binôme :

(1− X)n X i =
n

k=0

k
n

(−1)k X i+k .

Dérivons ensuite :

(1− X)n X i (i−1)
=

n

k=0

k
n

(−1)k (i + k)!
(k + 1)!

X k+1.

b) Considérons l’espace vectoriel E = Rn[X] muni du
produit scalaire défini par :

P | Q =
+∞

0
P(x)Q(x)e−x d x .

La question posée s’interprète alors comme la recherche
du carré de la distance du polynôme 1 à l’hyperplan
H = {P ∈ E ; P(0) = 0}.

Appelons p(1) le projeté orthogonal de 1 sur cet hyper-
plan.

Alors :

inf(a1 ,...,an )∈Rn

+∞

0
(1 + a1x + · · · + an xn)e−x d x

= 1− p(1) 2
.

H

1

p(1)

Le vecteur 1− p(1) = 1−
n

k=1

ak X k est caractérisé par :

∀i ∈ [[1, n]] 1− p(1) | X i = 0.

Montrer par récurrence que :

∀ j ∈ N
+∞

0
xke−x d x = k!.

Nous obtenons la condition :

∀i ∈ [[1, n]] i!−
n

k=1

ak(i + k)! = 0.

Comparons avec le résultat de la première question dans
lequel nous faisons x = 1. Nous obtenons :

∀k ∈ [[1, n]] ak =
(−1)k

(k + 1)!
k
n

.
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D’où :

1− p(1) 2 = 1 2 − p(1) 2 = 1 2 − 1 | p(1)

= 1−
+∞

0

n

k=1

ak xke−x d x

= 1−
n

k=1

akk! = 1−
n

k=1

(−1)k

k + 1
k
n

= 1− 1
n + 1

n

k=1

(−1)k k + 1
n + 1

= 1− n
n + 1

=
1

n + 1
.

2 Et Gram-Schmidt...

1 Notons :

u1 = (1, 1, 1) ; u2 = (1, 0, 1) ; u3 = (0, 1, 1).

Alors e1 =
u1

u1
=

1√
3

(1, 1, 1).

Ensuite, projetons orthogonalement le vecteur u2 sur la
droite vectorielle engendrée par e1.

Nous obtenons

(u2 | e1) e1 =
2
3

(1, 1, 1).

u2

e1

(
)u e e2 1 1

Le vecteur u2 se décompose en somme de deux vecteurs
qui sont orthogonaux :

u2 = (u2 | e1) e1 + u2 − (u2 | e1) e1

u2 − (u2 | e1) e1 = (1, 0, 1)− 2
3

(1, 1, 1) =
1
3

(1,−2, 1).

D’où :

e2 =
u2 − (u2 | e1) e1

u2 − (u2 | e1) e1
=
√

6
6

(1,−2, 1).

Enfin, projetons orthogonalement le vecteur u3 sur le
plan vectoriel engendré par u1, u2 muni de la base or-
thonormée (e1, e2). Nous obtenons :

(u3 | e1) e1 + (u3 | e2) e2 =
2
√

3
3

e1 −
√

6
6

e2.

u3

(u3, ) + ( , )e e u e e1 1 3 2 2

e3

e1

Le vecteur u3 se décompose en somme de vecteurs or-
thogonaux :

u3 =
2
√

3
3

e1 −
√

6
6

e2 + u3 − 2
√

3
3

e1 +

√
6

6
e2 .

Enfin :

e3 =
u3 − 2

√
3

3
e1 +

√
6

6
e2

u3 − 2
√

3
3

e1 +

√
6

6
e2

=
√

2
2

(1, 0,−1).

2 Notons u1 = X2 − 1 ; u2 = 3X + 1 ; u3 = X2 + X .

Alors e1 =
u1

u1
=

1√
2

(X2 − 1).

Ensuite, projetons orthogonalement le vecteur u2 sur la
droite vectorielle engendrée par e1. Nous obtenons :

(u2 | e1) e1 =
1
2

(−X2 + 1).

Le vecteur u2 se décompose en somme de deux vecteurs
qui sont orthogonaux :

u2 = (u2 | e1) e1 + u2 − (u2 | e1) e1

u2 − (u2 | e1) e1 =
1
2

X2 + 3X +
1
2
.

D’où :

e2 =
u2 − (u2 | e1) e1

u2 − (u2 | e1) e1
=

2
19

1
2

X2 + 3X +
1
2

.

Enfin, projetons orthogonalement le vecteur u3 sur le
plan vectoriel engendré par u1, u2 muni de la base or-
thonormée (e1, e2). Nous obtenons :

(u3 | e1) e1 + (u3 | e2) e2 =
√

2
2

e1 +
7
2

2
19

e2.

Le vecteur u3 se décompose en somme de vecteurs or-
thogonaux :

u3 =
√

2
2

e1 +
7
2

2
19

e2 + u3 −
√

2
2

e1 − 7
2

2
19

e2 .
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Enfin :

e3 =
u3 −

√
2

2
e1 − 7

2
2
19

e2

u3 −
√

2
2

e1 − 7
2

2
19

e2

=
1
19

(6X2 − 2X + 6).

3 a) Munissons l’espace vectoriel E du produit sca-
laire :

∀(P , Q) ∈ E2 (P | Q) =
1

−1
P(t)Q(t) d t .

Interprétons ensuite les conditions imposées.

La première condition exprime que la base (Pn) cher-
chée est une base orthonormale de E .

La deuxième condition entraîne que, pour tout n dans
N∗, la famille (Pk)k∈[[0,n]] est une base orthonormale de
Rn[X] telle que, pour tout k n :

Pk ∈ Vect(1, X , . . . , X k).

Le théorème d’orthogonalisation de Schmidt, appliqué
à la base canonique de Rn[X], établit, avec la condi-
tion supplémentaire portant sur le coefficient de plus
haut degré des polynômes, l’existence et l’unicité d’une
telle base dans Rn[X]. Les polynômes ainsi construits
ne dépendent pas de n. Il existe donc une unique base
de R[X] vérifiant les conditions données.

b) Soit n un entier et Qn = (t2 − 1)n (n)
.

Le polynôme Qn est de degré n.

Soit n et m deux entiers distincts.

(Qn | Qm) =
1

−1
Qn(t)Qm(t) d t

=
1

−1
(t2 − 1)n (n)

(t2 − 1)m (m)
d t .

Supposons n < m et intégrons par parties :

(Qn | Qm) = (t2 − 1)n (n)
(t2 − 1)m (m−1) 1

−1

−
1

−1
(t2 − 1)n (n+1)

(t2 − 1)m (m−1)
d t

= −
1

−1
(t2 − 1)n (n+1)

(t2 − 1)m (m−1)
d t

car −1 et 1 sont racines d’ordre m de (t2 − 1)m et donc

racines d’ordre 1 de (t2 − 1)m (m−1)
.

Réitérons plusieurs fois. Nous obtenons :

(Qn | Qm)

= (−1)n
1

−1
(t2 − 1)n (2n)

(t2 − 1)m (m−n)
d t .

Or (t2 − 1)n (2n)
= (2n)!

Donc :

(Qn | Qm) = (−1)n(2n)!
1

−1
(t2 − 1)m (m−n)

d t

= (−1)n(2n)! (t2 − 1)m (m−n−1) 1

−1
= 0.

Si n = m, un calcul analogue donne :

(Qn | Qn) = (−1)n(2n)!
1

−1
(t2 − 1)n d t = 0.

Il suffit alors de choisir la suite (an)n telle que :

∀n ∈ N a2
n(−1)n(2n)!

1

−1
(t2 − 1)n d t = 1 et an > 0.

La suite (an Qn)n vérifie les conditions imposées dans la
question 3) a).

L’unicité établie dans cette question permet d’affirmer
que ∀n ∈ N Pn = an Qn .

Nous obtenons :

a0 =
√

2
2

; a1 =
3
8

; a2 =
√

10
16

.

Puis :

P0 =
√

2
2

; P1 =
3
8

(2X) ; P2 =
√

10
4

(3X2 − 1).

4 a) Pour tout P de E , la fonction x −→ e−x P(x)
est continue sur [0, +∞[.

De plus, e−x P(x) = o+∞(e−
x
2 ).

Cette fonction est intégrable sur E .

b) Question de cours.

c) Il suffit de remarquer que, si P est un polynôme de
degré p, alors :

e−x P(x) = e−x (−P(x) + P (x))

où (−P(x) + P (x)) est un polynôme de même degré
que P .

Ln est donc un polynôme de degré n.
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d) Soit k < n. Alors :

Ln | Pk =
+∞

0
e−x Ln(x)Pk(x) d x

= lim
A−→+∞

e−x xn (n−1)
xk

A

0

− k
+∞

0
e−x xn (n−1)

xk−1 d x

= −k
+∞

0
e−x xn (n−1)

xk−1 d x .

Réitérons ce calcul. Nous obtenons :

Ln | Pk = (−1)k+1k!
+∞

0
e−x xn (n−k−1)

0 d x = 0.

Considérons deux entiers m, n tels que m < n.

Le polynôme Lm se décompose sur la base canonique
(Pk)k∈N ;

Lm =
m

i=0

ai Pi .

Par conséquent :

Ln | Lm =
m

i=0

ai Ln | Pi = 0.

La famille (Ln)n∈N est une famille orthogonale.

e) Les polynômes Ln ne sont pas nuls.

Notons Kn =
Ln

Ln
. La famille (Kn)n∈N est une famille

orthonormée de polynômes telle que :

∀n ∈ N Kn ∈ Vect(1, X , . . . , Xn)

De plus, pour tout n dans N, vérifier que le coefficient
dominant de Kn est (−1)n .

Or, le vecteur Rn cherché est Rn =
Pn − p(Pn)
Pn − p(Pn)

,

où p désigne la projection orthogonale sur
Vect(P0, . . . , Pn−1).

Donc Rn = (−1)n Kn , car nous savons qu’une base or-
thonormée vérifiant ces conditions est unique.

3 Conditionnement
d’une matrice

1 a) La matrice A est régulière et X =
1
1

.

b) On obtient : X =
−1, 5
3, 8

.

c)
B − B

B
≈ 00, 88 et

X − X
X

≈ 2, 6542 .

d) Le quotient vaut environ 301.

2 a) Les égalités : X −X = A−1(B −B) et B = AX
donnent, en prenant les normes :

(X −X) A−1 B −B ; B A X

D’où le premier résultat.

Puis : A(Y − X) + (A − A)Y = 0. Soit :

Y − X = −A−1(A − A)Y .

Le second résultat s’en déduit en prenant les normes.

b) La matrice A est symétrique, réelle. Elle est diago-
nalisable et admet une base orthonormée de vecteurs
propres (U , V ), en identifiant un vecteur et la matrice
colonne de ses coordonnées. Notons AU = aU et
AV = bV . a et b sont les valeurs propres, 9±

√
82, de

A. Pour tout vecteur T = t1U + t2V , on a :

AT = t1aU + t2bV .

En déduire que :

A = max(a, b) = 9 +
√

82.

En procédant de même avec A−1, on trouve :

A−1 =
1

9−√
82

= 9 +
√

82

Enfin :
Cond(A) ≈ 326.

Ce résultat explique la multiplication par 300 environ
des erreurs relatives.

c) A − A =
0 −0, 1

0, 1 0, 1
.

Cette matrice n’est pas symétrique. Nous devons revenir
à la définition pour calculer sa norme.

Soit X un vecteur de norme 1. On pose :

X =
cos(u)
sin(u)

.

Alors : (A − A)X =
−0.1 sin(u)

0.1(sin(u) + cos(u))
.

Et :

(A − A)X

= 10−1 3
2

+

√
5

2
2√
5

sin(2u)− 1√
5

cos(2u) .

En prenant u = Arccos
2√
5

, on obtient :

(A − A)X = 10−1 3 +
√

5
2

.

d) Puisqu’une matrice orthogonale,O , vérifie :
O O−1 = I2, son conditionnement est 1.
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4 Une propriété des bases
orthonormales

1 Vérifier que (e1, . . . , en) est une famille orthogo-
nale en appliquant la relation à x = ek . On note

y =
n

i=1

(xi | ei )ei . On a x − y = 0.

La famille (e1, . . . , en) est génératrice et (e1, e2, · · · , en)
est une base de E .

2 La décomposition de x + y 2 fournit :

x + y 2 =
n

i=1

(x + y | ei )
2

= x 2 + y 2 + 2
n

i=1

(x | ei )(y | ei ).

Le produit scalaire de x et y est donc :

(x | y) =
n

i=1

(x | ei )(y | ei ).

3 a) G est la matrice dont les coefficients sont
G i , j = ( ei | e j ).

Soit H = G2 ; on a, pour tous i et j de [[1, n]] :

Hi , j =
n

k=1

G i ,k Gk, j =
n

k=1

( ei | ek )( ek | e j )

= ( ei | e j ) = G i , j

d’après la question 2) .

Donc G2 = G.

G annule le polynôme scindé à racines simples X2− X .
G est diagonalisable. C’est la matrice d’une projection,
car G2 = G.

G annule X2 − X donc ses valeurs propres sont racines
du polynôme X2 − X , c’est-à-dire dans{0, 1}.

b) Si on note C1, C2, · · · , Cn les colonnes de G, la

relation
n

j=1

l j C j = 0 entraîne que :

∀i ∈ [[1, n]]
n

j=1

l j ( ei | e j ) = 0

puis :

∀i ∈ [[1, n]] ( ei |
n

j=1

l j e j ) = 0.

Ceci veut dire que le vecteur
n

j=1

l j e j est dans l’ortho-

gonal de E qui est l’espace vectoriel {0}.

La famille (e1, e2, · · · , en) est une base de E . L’éga-

lité
n

j=1

l j e j = 0 entraîne que, pour tout j de [[1, n]],

l j = 0.

Les colonnes de G sont indépendantes et donc G est
inversible.

c) G est inversible et G2 = G donc G = In .

La base (e1, e2, · · · , en) est donc une base orthonormale.

5 Un hyperplan dont l’orthogonal
n’est pas une droite

1 L’application F de E dans R définie par

F( f ) = f (0) est une forme linéaire sur E . Cette forme
linéaire n’est pas nulle.

f = exp, par exemple, n’annule pas F.

Donc H = { f ∈ E ; f (0) = 0} est un hyperplan de
E .

2 Prenons f un élément de H⊥. f est orthogonal à
toute application continue sur [0,1] s’annulant en 0.

Considérons l’application g :

g : x −→ x f (x).

Elle est dans H donc ( f | g ) =
1

0
t · f 2(t) d t = 0.

L’application (t −→ t · f 2(t)) est positive et continue
sur [0, 1], donc :

∀t ∈ ]0, 1] t f 2(t) = 0.

Ainsi on obtient par continuité, f (0) = 0, donc f = 0.

D’où f = 0 et donc H⊥ = {0}.

Dans un espace vectoriel euclidien (donc de dimension
finie) l’orthogonal d’un hyperplan est une droite. La
propriété n’est plus automatiquement vraie si la dimen-
sion n’est pas finie.

6 Une inégalité d’Hadamard

1 On peut remarquer que :
t M M + M + t M + In = (t M + In)(M + In).

Donc t M M + M + t M = 0 ⇐⇒ In = (t M + In)(M + In).

Ainsi t M M + M + t M = 0 si, et seulement si, la matrice
M +In est une matrice orthogonale. L’ensemble des ma-
trices M est donc formé des matrices M de Mn(R) de
la forme M = P − In avec P une matrice orthogonale
quelconque.

2 On notera B = (e1, . . . , en) la base canonique
de Rn .
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Si le déterminant de M est nul, on aura toujours :

|DetM |
n

i=1

Ci .

Sinon, les colonnes de M forment une base de Rn , base
que l’on peut orthonormaliser.

Appelons B = (´1, · · · , ´n) une base orthonormale ob-
tenue par le procédé de Gram-Schmidt.

La calcul du déterminant par changement de base,
donne :

DetM = DetB(C1, · · · , Cn)

= DetB(´1, . . . , ´n)DetB (C1, . . . , Cn).

DetB(´1, · · · , ´n) vaut 1 ou −1 puisque c’est le
déterminant d’une matrice de passage entre deux
bases orthonormales. En revanche, le déterminant
DetB (C1, · · · , Cn) est triangulaire par construction de
la base orthonormale par le procédé de Gram-Schmidt.
Il suffit de calculer le produit des termes diagonaux. Le
i-ème terme diagonal vaut ( Ci | ´i ), car la base B est
orthonormale.

En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

|DetB (C1, · · · , Cn)| =
n

i=1

( Ci | ´i )
n

i=1

Ci .

Nous obtenons ainsi l’inégalité de Hadamard.

3 Appliquons l’inégalité de Hadamard à la matrice
M = P − In .

Les colonnes de P sont orthonormales et la colonne Ci

de M est la colonne Pi de P à laquelle on retranche ei .
Donc :

Ci
2 = Pi − ei

2 = Pi
2 + ei

2 − 2( Pi | ei )

= 1 + 1− 2( Pi | ei ).

Or : |( Pi | ei )| Pi ei = 1.

Nous en déduisons que, pour tout i de [[1, n]], Ci
2 4

et donc |DetM | 2n .

7 Réduction d’un endomorphisme
défini à l’aide
d’un produit scalaire

La famille (u, v) est orthonormale de E , donc libre. On

peut donc la compléter en une base orthonormale de E :
B = (u, v, e3, · · · , en).

On a f (u) = u + v, f (v) = v + u et :

∀i 3 f (ei ) = ei .

Dans cette base B, la matrice de f est donc :

M =


1 1 0 · · · 0
1 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
. . . 0

0 · · · 1

.

Le rang de M est n − 1. Le plan P = Vect(u, v) est
stable par f . Sur ce plan, la restriction de f possède 0
et 2 comme valeurs propres. Des vecteurs propres ortho-

normés associés sont

√
2

2
(u − v) pour la valeur propre

0 et

√
2

2
(u + v) pour la valeur propre 2. Sur l’orthogonal

de P , f est l’identité donc de valeur propre 1.

Conclusion

f est diagonalisable, son spectre Sp( f ) = {0, 1, 2} et
les sous-espaces vectoriels propres sont :

• Vect

√
2

2
(u − v) pour la valeur propre 0 ;

• Vect

√
2

2
(u + v) pour la valeur propre 2 ;

• le sous-espace vectoriel Vect (u, v)⊥ pour la valeur
propre 1.

8 Projection orthogonale
dans Mn(R)

1 a) Un et Mp sont diagonalisables, car elles sont sy-
métriques réelles.

Le rang de Un est 1, car Im Un = Vect(V1), avec :

V1 =

1
...
1

 .

Le rang de Mp est 2 et Im Mp = Vect(V1, V2) avec :

V2 =



1
...
1
0
...
0
1
...
1


.

D’où dim KerUn = n − 1 et dim KerMp = n − 2.
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b) Le calcul par blocs de M2
p donne :

M2
p =

 (n) (2p) (n)
(2p) (2p) (2p)
(n) (2p) (n)

 .

Donc tr(Mp) = 2p et tr(M2
p) = 4np − 4p2.

La matrice Mp est diagonalisable.

0 est valeur propre d’ordre n − 2. Il reste donc deux
valeurs propres à déterminer pour lesquelles on a :

l1 + l2 = 2p , l2
1 + l2

2 = 4np − 4p2.

l1 et l2 vérifient donc l1+l2 = 2p, l1l2 = 4p2−2np.
Les valeurs propres l1 et l2 sont solutions de l’équation
x2 − 2px + 4p2 − 2np = 0.

Cette équation a pour solutions :

l1 = p + p(2n − 3p) et l2 = p− p(2n − 3p).

c) Le polynôme P(X) = X(X − l1)(X − l2) est un po-
lynôme annulateur de Mp, car Mp est diagonalisable et
Sp(Mp) = {0, l1, l2}.

Comme P(Mp) = 0, M3
p est élément de

Vect(In , Mp, M2
p).

Ce sous-espace vectoriel est bien stable par le produit
matriciel.

2 a) F = Vect(In , Un), donc : F⊥ = (In)⊥ ∩ (Un)⊥

M ⊥ In ⇐⇒ tr(M) = 0.

M ⊥ Un ⇐⇒ M | Un = 0.
Ainsi :

M ∈ F⊥ ⇐⇒ tr(M) = 0 et s(M) = 0.

b) M = a0In +b0Un est la projection orthogonale de M
sur F si, et seulement si, M − M est dans F⊥.

On doit donc avoir :

(M − M | In) = 0 et (M − M |Un) = 0.

Traduisons :

(M − M | In) = 0

⇐⇒ a0(In | In) + b0(Un|In) = (M |In)

(M − M | Un) = 0

⇐⇒ a0(In | Un) + b0(Un | Un) = (M | Un).

Ce système donne :

na0 + nb0 = tr(M)
na0 + n2b0 = s(M)

.

On en déduit donc que :

M =
1

n2 − n
[n · tr(M)− s(M)] · In

+
1

n2 − n
[s(M)− tr(M)]Un.

9 Éléments propres
d’un endomorphisme

de C −p

2
,
p

2
, R

1 L’application définie sur E × E par :

f | g =
p
2

− p
2

f (x)g(x) d x est bilinéaire (par linéarité

de l’intégrale) et symétrique. De plus, pour tout f de E :

f | f 0.

Et f | f = 0 entraîne f = 0, car f est continue sur

−p

2
,
p

2
.

2 a) Écrivons :

F(x) =
x

− p
2

sin(2x − 2y) f (y) d y

+
p
2

x
sin(2y − 2x) f (y) d y.

= sin(2x)
x

− p
2

cos(2y) f (y) d y

− cos(2x)
x

− p
2

sin(2y) f (y) d y

+ cos(2x)
p
2

x
sin(2y) f (y) d y

− sin(2x)
p
2

x
cos(2y) f (y) d y.

Les fonctions sin, cos, f sont continues sur −p

2
,
p

2
.

Donc les fonctions :

x −→
x

− p
2

cos(2y) f (y) d y

x −→
x

− p
2

sin(2y) f (y) d y

x −→
p
2

x
cos(2y) f (y) d y

et

x −→
p
2

x
sin(2y) f (y) d y

sont de classe C1 sur −p

2
,
p

2
.

La fonction F est donc de classe C1 sur −p

2
,
p

2
et :

F (x) = 2 cos(2x)
x

− p
2

cos(2y) f (y) d y

+ 2 sin(2x)
x

− p
2

sin(2y) f (y) d y

− 2 sin(2x)
p
2

x
sin(2y) f (y) d y

+ 2 cos(2x)
p
2

x
cos(2y) f (y) d y

car les termes en sin(2x) cos(2x) f (x) s’éliminent.
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Un raisonnement analogue permet alors d’établir que F

est de classe C1 sur −p

2
,
p

2
.

F est de classe C2 sur −p

2
,
p

2
et :

F (x) = −4 sin(2x)
x

− p
2

cos(2y) f (y) d y

+ 4 cos(2x)
x

− p
2

sin(2y) f (y) d y

− 4 cos(2x)
p
2

x
sin(2y) f (y) d y

− 4 sin(2x)
p
2

x
cos(2y) f (y) d y + 4 f (x).

Nous en déduisons :

F (x) + 4F(x) = 4 f (x).

b) Calculons :

F
p

2
=

p
2

− p
2

sin(2y) f (y) d y

et :

F −p

2
=

p
2

− p
2

sin(p + 2y) f (y) d y = −F
p

2
.

De même :

F
p

2
= −2

p
2

− p
2

cos(2y) f (y) d y = −F −p

2
.

3 Pour tout f dans E , A( f ) est dans E .

Vérifier sans peine que A est un endomorphisme de E .

Enfin, si f est dans Ker A, alors F = A( f ) = 0.

Donc F + 4F = 0.

f est nulle.

A est un endomorphisme injectif de E .

4 Soit f et g deux éléments de E .

A( f ) | g =
p
2

− p
2

A( f )(x)g(x) d x

=
p
2

− p
2

p
2

− p
2

sin(2 |x − y| f (y) d y g(x) d x .

La fonction (x , y) −→ sin(2 |x − y| f (y)g(x) est

continue sur −p

2
,
p

2

2
.

Nous pouvons appliquer le théorème de Fubini :

A( f ) | g =
p
2

− p
2

p
2

− p
2

sin(2 |x − y| g(x) d x f (y) d y

=
p
2

− p
2

A(g)(x) f (x) d x = A(g) | f .

5 Nous avons établi, dans la question 2), que, si

F = A( f ), alors F est de classe C2 sur −p

2
,
p

2
et :

F −p

2
= −F

p

2
; F −p

2
= −F

p

2
.

L’ensemble :

G ∈ C2 −p

2
,
p

2
, R ; G −p

2
= −G

p

2

et
G −p

2
= −G

p

2

est un sous-espace vectoriel de C2 −p

2
,
p

2
, R qui

contient Im (A).

Réciproquement, soit G un élément de cet ensemble.

Notons g =
1
4

(G + 4G).

Cette application est continue sur −p

2
,
p

2
.

Posons A(g) = H .

L’application H vérifie g =
1
4

(H + 4H ) et :

H
p

2
= −H −p

2
et H

p

2
= −H −p

2
.

Les fonctions G et H vérifient la même équation diffé-
rentielle y + 4y = 4g.

Les solutions de cette équation différentielle linéaire
d’ordre 2 s’écrivent sous la forme :

y = a cos(2x) + b sin(2x) + y0,

où y0 désigne une solution particulière de l’équation.

La condition y
p

2
= −y −p

2
détermine a en fonc-

tion de y0
p

2
et − y0 −p

2
.

La condition y
p

2
= −y −p

2
détermine b en

fonction de y0
p

2
et − y0 −p

2
.

Nous en déduisons que G = H , puis A(g) = G.

Im A est donc le sous-espace vectoriel de

C2 −p

2
,
p

2
, R défini ci-dessus.

6 Soit f un vecteur propre de A associé à la valeur
propre l.

Alors f est dans Im A et A( f ) = l f .
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Utilisons la relation calculée dans la question 2).

A( f ) + 4A( f ) = 4 f .

Soit : l f + 4l f = 4 f .

Nous obtenons la condition nécessaire :

l f + 4(l− 1) f = 0.

Réciproquement, soit f dans Im A telle que, pour tout

x de −p

2
,
p

2
:

l f (x) + 4(l− 1) f (x) = 0.

Puisque f est dans Im A, il existe g dans E telle que

A(g) = f . Alors g =
1
4

( f + 4 f ).

Or, l( f + 4 f ) = 4 f .

De plus, A est injectif, donc 0 n’est pas valeur propre de
A.

l est non nul et g =
1
l

f .

Soit A( f ) = A(lg) = lA(g) = l f .

f est vecteur propre de A associé à la valeur propre l.

7 Nous sommes conduits, d’après la question précé-
dente, à rechercher les solutions d’une équation diffé-
rentielle de la forme ly + 4(l − 1)y = 0 qui vérifient
de plus :

y
p

2
= −y −p

2
et y

p

2
= −y −p

2
.

Nous reconnaissons une équation différentielle linéaire
d’ordre 2 homogène.

L’équation caractéristique associée est :

lr2 + 4(l− 1) = 0.
Si l(l− 1) < 0, les solutions sont de la forme :

y = a exp(vx) + b exp(−vx).

Vérifier que les deux conditions supplémentaires im-
posent : a = b = 0.

Il n’y a pas d’élément propre dans ce cas.

Si l(l− 1) > 0, les solutions sont de la forme :

y = a cos(vx) + b sin(vx).

Vérifier que les deux conditions supplémentaires im-
posent :

a = b = 0 ou cos v
p

2
= 0.

Un vecteur propre n’est pas nul, donc :

∃k ∈ Z v = 2k + 1.

De plus, r2 =
4(1− l)

l
= i2v2.

Nous calculons :

l =
4

4− v2
=

4
4− (2k + 1)2

.

Vérifier que tout l de cette forme satisfait l’inégalité :
l(l− 1) > 0.

Les valeurs propres sont les réels de la forme :

l =
4

4− (2k + 1)2
, avec k dans Z.

Le sous-espace propre associé à une telle valeur propre
est le plan vectoriel :

a cos 2
l− 1

l
x + b sin 2

l− 1
l

x ; (a, b) ∈ R2 .

10 Pour s’entraîner.
Espaces euclidiens

1 Supposons qu’un tel vecteur v existe. Alors :

Det(a, b, v) = −Det(a, v, b) = −a ∧ v · b = −c · b.

Mais aussi :

Det(a, b, v) = Det(b, v, a) = b ∧ v · a = d · a.

Nous obtenons donc la condition nécessaire d’existence
de v :

c · b + d · a = 0.

Regardons si cette condition est suffisante. Supposons
qu’elle soit vérifiée.

Cherchons d’abord à résoudre l’équation a ∧ v = c.

Considérons le vecteur e unitaire tel que la famille
(a, e, c) soit orthogonale directe.

Ce vecteur e existe et est unique. De plus :

a ∧ e =
a
c

c donc a ∧ c
a

e = c.

En effet, d’après l’énoncé, les quatre vecteurs a, b, c et
d sont non nuls.

Le vecteur u =
c
a

e est donc une solution de l’équa-

tion.

Un vecteur v de E est solution si, et seulement si :

a ∧ v = c = a ∧ u.

Cette égalité équivaut à :

a ∧ (v − u) = 0.
Donc :

∃k ∈ R v = u + ka.

Déterminons alors, parmi ces vecteurs, lesquels véri-
fient la seconde égalité.

b ∧ (u + ka) = d ⇐⇒ k(a ∧ b) = b ∧ u − d.

Le vecteur a∧b est non nul. Il dirige la droite vectorielle
orthogonale au plan engendré par a et b.

134
c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths

La photocopie non autorisée est un délit



5. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

L’équation admet une solution unique si, et seulement
si, les vecteurs a ∧ b et b ∧ u − d sont colinéaires.

Calculons :

a · (b ∧ u − d) = a · (b ∧ u)− a · d

= −(a ∧ u) · b − a · d = 0 ;

b · (b ∧ u − d) = 0.

Il existe donc un unique vecteur v tel que :

a ∧ v = c et b ∧ v = d.

2 a) Soit f un endomorphisme auto-adjoint de E vé-
rifiant :

∀x ∈ E ( x | f (x) ) = 0.

Alors :
∀(x , y) ∈ E2 ( x + y | f (x + y) ) = 0.

Ceci entraîne que :

∀(x , y) ∈ E2 ( x | f (y) ) = −( f (x) | y ).

Ainsi f ∗ = − f . Or f ∗ = f , donc f = 0.

b) On sait que :

∀x ∈ E f (x) 2= ( x | f (x) ).

On a ainsi :

∀x ∈ E ( x | ( f 2 − f )(x) ) = 0.

f 2− f est un endomorphisme auto-adjoint. En utilisant
le résultat préliminaire, appliqué à f 2 − f = 0, on en
déduit que f 2 − f = 0.

L’endomorphisme f est un projecteur auto-adjoint,
c’est la projection orthogonale sur f .

Réciproquement, si f est la projection orthogonale sur
Im f , on sait que :

∀x ∈ E x = x − f (x) + f (x)
avec :

x − f (x) ∈ Ker f et x − f (x) ⊥ f (x).

Donc ( x | f (x) ) = ( x− f (x) | f (x) )+( f (x) | f (x) ).

Ceci prouve que :

∀x ∈ E f (x) 2= ( x | f (x) ).

3 Soit u et v les endomorphismes canoniquement as-
sociés à A et B. On a donc u2k+1 = v2k+1.

Soit (e1, · · · , en) une base de vecteurs propres pour u et
D et E les matrices de u et de v dans cette base. On a
D2k+1 = E2k+1, donc E2k+1 est diagonale et (e1, · · · , en)
est une base de vecteurs propres de v2k+1.

L’endomorphisme v est diagonalisable. L’espace vecto-
riel Rn est donc somme directe des sous-espaces vec-
toriels propres de v. Mais tout sous-espace vectoriel
propre de v associé à une valeur propre l est contenu
dans le sous-espace vectoriel propre de v2k+1 associé
à l2k+1. Donc v et v2k+1 admettent les mêmes sous-
espaces vectoriels propres. Il en résulte que E est dia-
gonale.

Or 2k + 1 est impair et le corps de base est R.

On en déduit que D = E , donc u = v et finalement
A = B.

4 a) Le sous-espace F est l’intersection de deux
hyperplans distincts. Il a pour dimension 2.

La droite vectorielle orthogonale de l’hyperplan d’équa-
tion x + y + z + t = 0 est dirigée par le vecteur :

u = (1, 1, 1, 1).

La droite vectorielle orthogonale de l’hyperplan d’équa-
tion x + 2y + 3z + 4t = 0 est dirigée par le vecteur :

v = (1, 2, 3, 4).

Le sous-espace F⊥ a pour dimension 2, contient u et v.
Il admet pour base (u, v).

b) Construisons une base orthonormée de F⊥ en ortho-
normalisant la base (u, v).

u1 =
u
u

=
1
2

(1, 1, 1, 1) ;

u2 =
v − (v | u1)u1

v − (v | u1)u1
=
√

5
10

(−3,−1, 1, 3).

Notons p la projection orthogonale sur F⊥ et s la sy-
métrie orthogonale par rapport à F⊥.

Pour tout w de R4 :

p(w) = (w | u1)u1+(w | u2)u2 ; s(w) = −w+2p(w).

Calculer s(e1), s(e2), s(e3), s(e4) pour obtenir la ma-
trice :

1
5


2 4 1 −2
4 −2 2 1
1 2 −2 4

−2 1 4 2

 .

5 Les vecteurs colonnes, C1, C2 et C3 de la matrice
ont pour norme 1. La matrice est orthogonale et :

C3 = C1 ∧ C2.

Nous avons une matrice de rotation.
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Cherchons les vecteurs invariants :
(a2 − 1)x + (ba − c)y + (ca + b)z = 0
(ab + c)x + (b2 − 1)y + (cb − a)z = 0
(ac − b)x + (bc + a)y + (c2 − 1)z = 0

.

Une solution (presque) évidente de ce système est
(a, b, c).

Ce vecteur n’est pas nul.

Choisissons pour axe de la rotation, la droite vectorielle
dirigée et orientée par (a, b, c).

L’angle u vérifie 1 + 2 cos(u) = tr(u) = 1. Donc :

cos(u) = 0.

Le vecteur (−b, a, 0) est orthogonal à (a, b, c).
Il a pour image (−ac,−bc, a2 + b2).

Et : −b
a
0

 ∧
 −ac

−bc
a2 + b2

 = (a2 + b2)

a
b
c

 .

L’angle de la rotation est
p

2
.

( , , )a b c

( , , 0)−b a ( , , )− ca bc a + b− 2 2

6 Appelons (ei )i∈[[1,n]] une base orthonormée qui dia-
gonalise v.

Alors :

0 tr(uv) =
n

i=1

uv(ei ) | ei =
n

i=1

li u(ei ) | ei

tr(u)tr(v)

car, pour tout i , u(ei ) | ei 0.

11 Adjoint et norme
d’un endomorphisme

1 Pour tous vecteurs x et y de E , nous avons :

u(x) | y = a | x b | y − b | x a | y

= x | b | y a − a | y b .

Par conséquent :

u∗(y) = b | y a − a | y b = −u(y).

Donc u∗ = −u.

Notons e1 =
a
a

, e2 =
b
b

, e3, . . . , en une base or-

thonormée de E .

Soit x =
n

i=1

xi ei un vecteur unitaire de E .

Alors u(x) = x1 a b − x2 b a . Donc :

u(x) 2 = x2
1 a 2 b 2 + x2

1 a 2 b 2

= (x2
1 + x2

2 ) a 2 b 2 a 2 b 2.

Nous en déduisons que u 2 a 2 b 2.

Plus précisément, pour x =
a
a

:

u
a
a

= a b.

D’où u = a b .

2 Avec les vecteurs a et b donnés, nous avons :

u(a) = a 2b.

Posons f =
1
a 2

u. Vérifier que f convient.

12 Construisons un automorphisme
orthogonal...

1 Considérons une base orthonormée (e j ) j∈[[1,p]] de
E , les matrices A et B des familles (u j ) j∈[[1,n]] et
(v j ) j∈[[1,n]] respectivement relativement à cette base.

Alors :

t AA =
p

k=1

ui | ek ek | u j

(i , j )∈[[1,n]]2

= ui | u j (i , j )∈[[1,n]]2 .

De même, t B B = vi | v j (i , j )∈[[1,n]]2 .

Par conséquent, t AA = t B B.

Nous en déduisons que AX 2 = B X 2. Puis :

AX = 0 ⇐⇒ B X = 0.

Les matrices A et B ont même rang. Les deux familles
de vecteurs ont également même rang.
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2 Appelons r le rang commun des deux familles de
vecteurs.

Supposons la famille (u j ) j∈[[1,n]] ordonnée de telle sorte
que la sous-famille (u j ) j∈[[1,r ]] soit libre.

En procédant avec les familles (u j ) j∈[[1,r ]] et (v j ) j∈[[1,r ]]

comme ci-dessus, montrer que la famille (v j ) j∈[[1,r ]] est
libre.

Supposons que r < n. Soit u j , avec j > r . Alors :

∃(l1, . . . , lr ) ∈ Rr u j =
r

k=1

lkuk .

Montrons que v j =
r

k=1

lkvk .

En effet, grâce à l’hypothèse ui | u j = vi | v j :

v j −
r

k=1

lkvk

2

= u j −
r

k=1

lkuk

2

= 0.

Si r = dim E , l’application f définie par :

∀ j ∈ [[1, r ]] f (u j ) = v j ,

est un automorphisme orthogonal (il conserve la norme)
qui convient.

Si r < dim E . Considérons un supplémentaire orthogo-
nal, U , de Vect(u1 , . . . , ur ), un supplémentaire ortho-
gonal, V , de Vect (v1, . . . , vr ). Complétons (u1 , . . . , ur )
en une base de E par l’adjonction d’une famille or-
thonormée (ur+1, . . . , u p) et (v1 , . . . , vr ) en une base
de E par l’adjonction d’une famille orthonormée
(vr+1, . . . , vp). Enfin, définissons f par :

∀ j ∈ [[1, r ]] f (u j ) = v j ;

∀k ∈ [[r + 1, p]] f (uk) = vk .

Vérifier que f est un automorphisme orthogonal, car
les endomorphismes qu’il induit sur les deux sous-
espaces supplémentaires orthogonaux stables sont or-
thogonaux.

Il vérifie de plus la condition imposée.

13 Bases et automorphismes
orthogonaux

1 a) Vérifier que f ∗◦ f est un endomorphisme auto-
adjoint en cherchant son adjoint.

De plus, pour tout vecteur x de E :

f ∗◦ f (x) | x = f (x) | f (x) 0.

b) Nous savons qu’il existe une base orthonormée,
(e1, . . . , en), de vecteurs propres de f ∗◦ f et l1, . . . , ln

les valeurs propres correspondantes.

D’où :

∀(i , j ) ∈ [[1, n]]2

f ∗◦ f (ei ) | e j = f (ei ) | f (e j ) = li di , j .

La famille ( f (e1), . . . , f (en)) est orthogonale.

L’endomorphisme f transforme la base orthonormée
(e1, . . . , en) en une famille orthogonale.

c) Supposons la base (e1, . . . , en) ordonnée de manière
telle que les vecteurs f (e1), . . . , f (ep) soient non nuls
et que les vecteurs f (ep+1), . . . , f (en) soient nuls.

Posons, pour tout i de [[1, p]], vi =
f (ei )
f (ei )

et com-

plétons la famille v1, . . . , vp en une base orthonormée
(v1, . . . , vn) de E .
L’application linéaire u définie par :

∀i ∈ [[1, n]] u(ei ) = vi

est orthogonale.

Soit s l’application définie par :

∀i ∈ [1, p] s(vi ) = f (ei ) ∀i ∈ [[1, p]] s(vi ) = 0.

La matrice de cette application dans une base orthonor-
male est diagonale, donc symétrique.

L’endomorphisme s est auto-adjoint. De plus, f = s◦u.

Cette décomposition est dite « décomposition polaire
de f ».

2 La matrice cherchée, X , est orthogonale puis-
qu’elle admet pour vecteurs colonnes les vecteurs
(c1, . . . , cp), relativement à la base (b1, . . . , bp).

La matrice M de Mp(R) admet une décomposition po-
laire M = SU , avec S une matrice de Mp(R) symé-
trique et U une matrice de Op(R).
On a donc MU−1 = S.

On prend pour X la matrice U−1, on notera (c1, . . . , cp)
les vecteurs de B dont les coordonnées dans (b1, . . . , bp)
sont les colonnes de U−1. On aura donc :

∀k ∈ [[1, p]] ck = x1,kb1 + x2,kb2 + · · · + x p,kbp.

(c1, . . . , cp) est bien une base de B.

Le calcul de ( ai | ck ) donne :

( ai | ck ) =
p

j=1

x j ,k( ai | b j ).

On reconnaît l’élément si ,k de la matrice S. Comme S
est symétrique, on en déduit que :

∀(i , k) ∈ [[1, p]]2 ( ai | ck ) = ( ak | ci ).

Ainsi, il existe une base orthonormale de B telle que :

∀(i , k) ∈ [[1, p]]2 ( ai | ck ) = ( ak | ci ).
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3 Considérons A et B avec deux bases orthonormales
(a1, . . . , ap) pour A et (b1, . . . , bp) pour B.

Notons (c1, . . . , cp) la base orthonormale de B telle
que :

∀(i , k) ∈ [[1, p]]2 ( ai | ck ) = ( ak | ci ).

On construit (v1, · · · , vp, vp+1, · · · , v2p) avec :

∀i ∈ [[1, p]] vi = ai + ci vi+p = ai − ci .

Et de même, pour une suite (w1, · · · , wp, wp+1, · · · , w2p)
avec :

∀i ∈ [[1, p]] wi = ai + ci wi+p = ci − ai .

La condition imposée à (c1, · · · , cp) permet de remar-
quer que :

∀(i , j ) ∈ [[1, 2p]]2 ( vi | v j ) = ( wi | w j ).

Donc, il existe un automorphisme orthogonal f tel que :

∀i ∈ [[1, 2p]] f (vi ) = wi .

Ainsi, pour tout i de [[1, p]], on a :

f (ai + ci ) = ai + ci et f (ai − ci ) = ci − ai .

Ceci prouve que f (ai ) = ci et f (ci ) = ai . Donc :

f (A) = B et f (B) = A.

14 Matrices diagonalisables
commutant avec leur transposée

1 Vu en cours.

2 a) On se place dans E = Rn muni de sa base ca-
nonique orthonormale pour le produit scalaire usuel.On
note u l’endomorphisme canoniquement associé à A.

Soit H R(n) la propriété : pour tout espace vectoriel eu-
clidien E , de dimension n, pour tout endomorphisme u
de E dont le polynôme caractéristique est scindé sur R,
il existe une base orthonormale de E dans laquelle la
matrice de u est triangulaire supérieure.

Si n = 1, la propriété est évidente.

Supposons H R(n − 1) vérifiée. On prend donc E un
espace vectoriel euclidien de dimension n et u un endo-
morphisme de E .

u et u∗ ont même polynôme caractéristique.

Le polynôme caractéristique de u est scindé donc éga-
lement celui de u∗. Il existe donc une valeur propre de
u∗ dans R et un vecteur propre unitaire associé, noté en .

Soit F = Vect(en).

F est stable par u∗ donc F⊥ est stable par u.

Si on note ū la restriction de u à F⊥, son polynôme
caractéristique divise celui de u, donc le polynôme ca-
ractéristique de ū est scindé sur R.

En appliquant l’hypothèse de récurrence à F⊥ et ū, il
existe une base orthonormée e = (e1, · · · , en−1) de F⊥

dans laquelle ū a une matrice triangulaire supérieure.
Notons Mn−1 cette matrice.

La base e = (e1, · · · , en) est bien orthonormale et la
matrice de u dans cette base est :

M =


.

Mn−1
...
.

0 · · · 0 .

 .

Elle est bien triangulaire supérieure.

Conclusion

u étant un endomorphisme de E dont le polynôme ca-
ractéristique est scindé sur R, il existe une base ortho-
normée dans laquelle u a une matrice triangulaire supé-
rieure.

b) Soit T une matrice triangulaire supérieure réelle.

Si n = 2, on voit que :

a b
0 c

a 0
b c

=
a 0
b c

a b
0 c

se traduit par :

a2 + b2 = a2 ; ab = bc ; c2 + b2 = c2.

D’où b = 0 et la matrice est diagonale.

On suppose la propriété vraie pour une matrice de
Mn(R).

Soit T triangulaire supérieure dans Mn+1(R) telle que
t T T = T t T .

Écrivons T sous la forme :

T =


a1

T
...

an

0 · · · 0 an+1


avec T triangulaire supérieure de Mn(R).

L’égalité t T T = T t T entraîne :

a2
1 + · · · + a2

n + a2
n+1 = a2

n+1 et t T T = T t T .

Donc a1 = a2 = · · · = an = 0 et T est diagonale
(d’après l’hypothèse de récurrence).

Ainsi T est elle-même diagonale.

La réciproque est évidente.
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c) Notons Tn,s(R) l’ensemble des matrices de Mn(R)
triangulaires supérieures.

A est orthogonalement semblable à une matrice triangu-
laire :

∃T ∈ Tn,s(R) ∃U ∈ On(R) A = tU T U .

Supposons que At A =t AA.

At A = t AA ⇐⇒ T tT = tT T .

Si At A = t AA, la matrice T est diagonale.

Comme T est diagonale et semblable à A :

tr(t AA) = tr(tT T ) =
n

i=1

l2
i .

Réciproquement, on suppose tr(t AA) =
n

i=1

l2
i .

Les matrices A et T sont semblables, ainsi que At A et
T tT . On a :

n

i=1

l2
i = tr(A2) =

n

i=1

t2
i ,i .

Or, tr(t AA) = tr(tT T ) =
n

i=1

n

j=1

t2
i , j .

L’égalité tr(t AA) = tr(tT T ) =
n

i=1

l2
i entraîne que :

∀i = j ti , j = 0.

Donc T est diagonale.

Dans ce cas, les matrices tT et T commutent. Donc A
et t A commutent également.

15 Valeurs propres de matrices
symétriques réelles

1 A est une matrice symétrique réelle, définie posi-
tive.

Elle est donc diagonalisable et ses valeurs propres
l1, . . . , ln sont strictement positives.

La matrice A + r In est symétrique. Ses valeurs propres
sont l1 +r , . . . , ln +r qui sont strictement positives. Elle
est définie positive.

2 Soit B la matrice B = (r In + A)−1(r In − A).

On a t B = (r In−t A)(r In +t A)−1 = (r In−A)(r In + A)−1.
A est symétrique, de plus (r In − A) commute avec
r In + A.

Montrons que (r In + A)−1 commute avec r In − A.

Soit M une matrice inversible. Si M et N commutent,
alors M−1 et N commutent également :

M N = N M =⇒ M−1 M N M−1 = M−1 N M M−1.

D’où t B = B et B est symétrique.

3 Les valeurs propres de B sont réelles, car B est sy-
métrique réelle.

Soit l est une valeur propre de B. Il existe X vecteur
non nul tel que B X = lX . On en déduit que :

(r In + A)−1(r In − A)X = lX .

Multiplions par r In + A :

(r In − A)X = l(r In + A) · X .

D’où (1 + l)A.X = r (1− l)X .

On ne peut pas avoir l = −1, car alors 0 = 2r X .
C’est impossible puisque r > 0 et X non nul.

Donc AX = r
1− l

1 + l
X .

r
1− l

1 + l
est une valeur propre de A. Elle est strictement

positive. Par conséquent, l est dans ]− 1, 1[.

16 Des matrices qui commutent

1 La matrice A est symétrique réelle. Elle est donc
diagonalisable.

Il existe une matrice inversible P et r réels distincts
l1, . . . , lr tels que :

A = P−1

l1 0 0

0
. . . 0

0 0 lr

 P .

Nous savons qu’alors :

exp(A) = P−1

exp(l1) 0 0

0
. . . 0

0 0 exp(lr )

 P .

Notons m1 = exp(l1), . . . , mr = exp(lr ).

Appelons R le polynôme de degré au plus r−1 tel que :

∀ j ∈ [[1, r ]] R(m j ) = l j .

La matrice R(exp(A)) est la matrice :

P−1

R(m1) 0 0

0
. . . 0

0 0 R(mr )

 P = A.

2 Supposons que les matrices exp(A) et exp(B) com-
mutent.

La matrice exp(B) commute alors avec toute puissance
de exp(A), donc avec tout polynôme de exp(A), donc
avec A. Nous obtenons ensuite que A commute avec
tout polynôme de exp(B), donc avec B.

Réciproquement, supposons que les matrices A et B
commutent. La matrice A commute alors avec tout
polynôme de la matrice B.
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Considérons alors l’endomorphisme F de Mn(R) défini
par F(X) = AX − X A.

L’espace vectoriel Mn(R) est de dimension finie, donc
F est continu.

La matrice exp(B) est la limite d’une suite conver-
gente de matrices de la forme (Rn(B)), où (Rn) dé-
signe une suite de polynômes de R[X]. La continuité de
F entraîne que la matrice A commute avec la matrice
exp(B).

Montrer ensuite, de la même manière, que la matrice
exp(B) commute avec la matrice exp(A).

17 Décomposition
d’un endomorphisme

1 Soit u un endomorphisme d’un espace vectoriel E

de dimension n. Supposons qu’il existe p un projecteur
et v un automorphisme de E tels que u = p ◦ v.

Un projecteur est déterminé par son image et son noyau.
Comme v est un automorphisme, on a v(E) = E ,
donc :

Im(u) = p(v(E)) = Im(p).

Ainsi, nécessairement, on a Imp = Imu.

Les vecteurs de Im(u) sont invariants par p.

Soit (e1, . . . , ek) une base de Keru. On la complète
pour avoir une base (e1, . . . , en) de E et on notera
S = Vect(ek+1, · · · , en).

L’application ū = u|S est un isomorphisme de S sur
Imu (tout supplémentaire du noyau de u est isomorphe
à son image).

Nous pouvons prendre comme base de Imu les vec-
teurs (u(ek+1), . . . , u(en)). On posera ´i = u(ei ) lorsque
k + 1 i n.

Complétons cette base de Imu pour former une
base de E . Soit (´1, · · · , ´n) cette nouvelle base et
F = Vect(´1, · · · , ´k).

On considère v l’automorphisme de E transformant la
base (e1, · · · , en) en la base (´1, · · · , ´n). De même, soit
p la projection sur Imu parallèlement à F .

Pour prouver que u = p ◦ v, il suffit de prouver que
ces applications coïncident sur une base de E . Soit donc
(e1, · · · , en) cette base :

∀i ∈ [[1, k]] v(ei ) = ´i ∈ F .

Donc p ◦ v(ei ) = p(´i ) = 0 = u(ei ).

De plus, ∀i ∈ [[k + 1, n]] v(ei ) = ´i ∈ Imu.

Puis, p ◦ v(ei ) = p(´i ) = ´i = u(ei ).

Nous avons prouvé que u = p ◦ v, avec v un automor-
phisme et p un projecteur.

2 Supposons maintenant que E est euclidien.

Une isométrie conserve la norme. En revanche, si p est
un projecteur orthogonal, on a toujours :

x 2 = x − p(x) 2 + p(x) 2 p(x) 2
.

Donc ∀x ∈ E p(x) x .

La composée u d’un automorphisme orthogonal et d’un
projecteur orthogonal vérifie donc :

∀x ∈ E u(x) x (∗)

Donc si la norme de u subordonnée à la norme eucli-
dienne de E est supérieure strictement à 1, on ne peut
construire v automorphisme orthogonal et p projecteur
orthogonal tels que u = p ◦ v.

3 Soit E = R[X], et u l’endomorphisme de dériva-
tion : P −→ P qui n’est pas injectif, car l’image des
polynômes constants est nulle, mais u est surjectif.

Si on avait u = p ◦ v, avec v automorphisme et p pro-
jecteur, on aurait Imp = E .

Puis p = IE et donc v = u qui n’est pas bijective.

18 Sur le groupe orthogonal

1 Prenons u = v = IE . Alors w(IE )2 = w(IE ), donc

w(IE ) = 1.

Pour toute réflexion s, on a s2 = IE , donc w(s)2 = 1,
puis w(s) = 1.

Le groupe orthogonal étant engendré par les réflexions,
tout automorphisme orthogonal est le produit d’un
nombre fini de réflexions. Soit u = s1 ◦ s2 · · · ◦ sp ; d’où
w(u) = w(s1) · · ·w(sp) = 1.

L’application w est l’application constante égale à 1.

2 Fixons u dans O(E).

a) Soit x un élément quelconque de Ker(IE − u) et y un
élément quelconque de Im(IE − u). On a donc u(x) = x
et il existe t dans E tel que y = t − u(t).

Alors ( x | y ) = ( x | t )− ( x | u(t) ).

Or ( x | u(t) ) = ( u(x) | u(t) ) = ( x | t ), car u
conserve le produit scalaire. D’où ( x | y ) = 0.

Ainsi Ker(IE − u) et Im(IE − u) sont orthogonaux.
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b) Étudions les restrictions de WN aux sous-espaces
Ker(IE − u) et Im(IE − u).

∀x ∈ Ker(IE − u) WN (x) = x .

∀x ∈ Im(IE − u) ∃t ∈ E

x = t − u(t) WN (x) =
t − uN (t)

N
.

L’application u conserve la norme, donc la quantité
t − uN (t) est bornée ( t − uN (t) 2 t ). Ainsi :

∀x ∈ Ker(IE − u) lim
N−→+∞

WN (x) = x .

∀x ∈ Im(IE − u)

lim
N−→+∞

WN (x) = lim
N−→+∞

t − uN (t)
N

= 0.

La limite W de (WN )N∈N est donc la projection ortho-
gonale sur Ker(IE − u).

19 Somme de deux automorphismes
orthogonaux

1 a) Soit l une valeur propre complexe de u et x un
vecteur propre associé.

Notons B une base de E , A la matrice de u dans la base
B et X le vecteur colonne associé à x .

Alors AX = lX . Donc : AX = AX = lX . Puis :

A(X + X ) = 2Re (lX)

A(X − X ) = 2iIm (AX) = 2iIm (lX).

Vérifier que les vecteurs X + X , i(X − X) forment une
famille libre de vecteurs de E et que le sous-espace vec-
toriel H = Vect(X + X , i(X − X )) est stable par u.

L’automorphisme de ce sous-espace induit par u est
un automorphisme orthogonal dont le spectre est vide.
C’est une rotation de H .

Si E = H , nous avons terminé.

Dans le cas contraire, montrer que le sous-espace vecto-
riel H⊥ est stable par u, que l’automorphisme induit par
u sur ce sous-espace est un automorphisme orthogonal
et terminer la démonstration.

La dimension de E est paire.

b) Nous savons que u1 + u2 = u1(IE + u−1
1 u2).

L’automorphisme u = u−1
1 u2 est un automorphisme

orthogonal de déterminant −1.

Les valeurs propres réelles éventuelles d’un automor-
phisme orthogonal sont −1 et 1.

Si le spectre de u est vide, la question précédente permet
d’affirmer que Det(u) = 1.

Ce n’est pas le cas.

Si 1 est seule valeur propre de u, vérifier que le sup-
plémentaire orthogonal du sous-espace propre E−1 est
stable par u et que l’automorphisme induit par u sur ce
sous-espace est un automorphisme orthogonal dont le
spectre est vide. Nous obtenons encore Det(u) = 1.

Nous en déduisons que −1 est valeur propre de u.

L’endomorphisme u1 + u2 n’est pas bijectif.

2 Étudions, dans un premier temps, le cas n = 2.

• Si u est une rotation, dans une base orthonormale de
E , la matrice de u est :

A =
cos(u) − sin(u)
sin(u) cos(u)

.

La matrice de IE + u est dans cette base est :

In + A =
1 + cos(u) − sin(u)

sin(u) 1 + cos(u)
.

Les deux colonnes de In + A sont orthogonales. Elles
sont unitaires si, et seulement si : 2 + 2 cos(u) = 1,

c’est-à-dire si, et seulement si : cos(u) = −1
2

. IE + u

est donc orthogonal si, et seulement si : u =
2p

3
[2p] ou

u =
4p

3
[2p].

∗ Si u n’est pas une rotation, −1 est valeur propre de u,
donc 0 est valeur propre de IE + u.

IE + u n’est donc pas bijective. IE + u ne peut pas être
un automorphisme orthogonal.

Supposons n 2 et u un automorphisme orthogonal tel
que IE + u soit un automorphisme orthogonal.

Si n est impair, u a une valeur propre dans R, car le po-
lynôme caractéristique est de degré impair. Cette valeur
propre est 1 ou−1. Alors, IE +u a 0 ou 2 comme valeurs
propres, ce qui est impossible pour un automorphisme
orthogonal, car son spectre réel est inclus dans{−1, 1}.

n est donc pair et u ne peut pas posséder de valeur
propre réelle (−1 ou 1 ), car 0 ou 2 serait valeur propre
de IE + u.

E se décompose en une somme directe de sous-espaces
vectoriels de dimension 2, deux à deux orthogonaux,
sous-espaces stables par u.

Sur chacun de ces plans, u est une rotation vectorielle.
Ainsi, dans une base orthonormale (e1, . . . , en), adaptée
à cette somme directe, la matrice A de u est constituée
de blocs diagonaux de la forme :

cos(u) − sin(u)
sin(u) cos(u)

.
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Le cas n = 2 a fourni comme solutions :

cos(u) − sin(u)
sin(u) cos(u)

avec u =
2p

3
[2p] ou u =

4p

3
[2p].

L’endomorphisme u est donc tel qu’il existe une base
orthonormale dans laquelle A la matrice de u est diago-
nale par blocs. Les blocs diagonaux sont de la forme :

cos(u) − sin(u)
sin(u) cos(u)

avec u =
2p

3
[2p] ou u =

4p

3
[2p].

3 u et v sont deux automorphismes orthogonaux.
On a u + v = u(IE + u−1v).

Ainsi u + v est un élément de O(E) si, et seulement si,
u−1v vérifie les conditions du 2).

20 Utilisation de matrices
symétriques réelles de rang 1

1 A est une matrice symétrique réelle positive.

Elle est diagonalisable dans une base orthonormale. Ses
valeurs propres sont positives ou nulles.

Il existe une matrice orthogonale, P , et
D = diag(a2

1 , a2
2 , · · · , a2

r , · · · , 0) tels que A = t P D P
avec, pour tout i de [[1, r ]] : ai = 0.

De plus, D =
r

i=1

diag(0, 0, · · · , a2
i , 0, · · · , 0) et

diag(0, 0 · · · , a2
i , 0, · · · , 0) = tDi Di , en notant :

Di = (0, 0, · · · , ai , 0, · · · , 0).

On peut écrire :

A = t P
r

i=1

tDi Di P =
r

i=1

t P tDi Di P .

Les lignes Di sont linéairement indépendantes, donc
les lignes L i = Di P sont également linéairement in-

dépendantes. Ainsi A =
r

i=1

t L i L i , avec la famille

(L1, . . . , Lr ) libre.

2 a) Soit A et B deux matrices de Mn(R) symé-
triques réelles positives. On note C la matrice de Mn(R)
définie par :

∀(i , j ) ∈ [[1, n]]2 ci , j = ai , j .bi , j .

Il est évident que C est une matrice symétrique réelle.

Prouvons d’abord le résultat lorsque rg(A) = 1. Alors :

∃L ∈ M1,n(R) , L = 0 , A = t L L.

Donc, si on note L = (l1, l2, · · · , ln), on a :

∀(i , j ) ∈ [[1, n2]] ai , j = li l j .

Posons X =

x1
...

xn

. Nous obtenons :

t XC X =
i , j

bi , j ai , j xi x j =
i , j

bi , j li l j xi x j .

En notant X le vecteur colonne défini par :

X =

l1x1
...

ln xn

, on obtient t XC X = t X B X 0.

La matrice C est symétrique positive.

Si maintenant A est symétrique positive de rang r > 1,
il existe r matrices lignes linéairement indépendantes,
(L1, L2, · · · , Lr ), telles que :

A = t L1 L1 + t L2 L2 + · · · + t Lr Lr .

Pour i élément de [[1, r ]], on note Ai = t L i L i et Ci la
matrice obtenue en faisant le produit des éléments de
mêmes indices dans Ai et B. Les matrices Ci sont sy-
métriques positives. Alors C = C1 + C2 + · · · + Cr est
somme de r matrices symétriques positives. Elle est sy-
métrique positive.

b) Que se passe-t-il si A et B sont définies positives ?

On a r = n. On reprend les notations précédentes. Soit
X un vecteur tel que :

t XC X = 0, avec C = C1 + C2 + · · · + Cn .
t XC X = 0 se traduit par :

t XC1 X + t XC2 X + · · · + t XCn X = 0.

Donc, ∀i ∈ [[1, n[[ t XCi X = 0 puisque ces réels sont
positifs.

Si on note Lk = (l (k)
1 , l (k)

2 , . . . , l (k)
n ) et Xk =

l (k)
1 x1

...
l (k)
n xn

,

on a donc t XCk X = t Xk B Xk = 0.

B est définie positive, donc Xk = 0.

Nous obtenons le système ∀k ∈ [[1, n]] Xk = 0.

La somme des éléments de ce vecteur colonne donne :

∀k ∈ [[1, n]]
n

i=1

l (k)
i · xi = 0.

La matrice de ce système a pour lignes
(L1, L2, · · · , Ln), qui sont indépendantes. Donc le sys-
tème est de Cramer. Il n’a qu’une seule solution : 0.

D’où X = 0 et donc C est définie positive.
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3 La matrice A est symétrique.

Supposons A de rang 1. Il existe une matrice L de
Mn(R) non nulle telle que A = t L L .

Donc :
t X A X =

i , j

1
li

1
l j

xi x j =
n

i=1

1
li

xi

2
.

A est symétrique positive.

Réciproquement, supposons A symétrique positive.

Considérons l’espace vectoriel euclidien Rn , muni de sa
base canonique (e1, . . . , en), et la forme bilinéaire symé-
trique f associée à la matrice A.

Nous savons que :

∀(i , j ) ∈ [[1, n]]2 ai , j = f(ei , e j ).

Appliquons l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

∀(i , j ) ∈ [[1, n]]2 a2
i , j f(ei , ei )f(e j , e j ) = ai ,i a j , j .

La même inégalité appliquée à A donne :

∀(i , j ) ∈ [[1, n]]2 1
a2

i , j

1
ai , j

1
a j , j

.

Nous en déduisons que :

∀(i , j ) ∈ [[1, n]]2 a2
i , j = ai ,i a j , j .

L’égalité dans l’inégalité de Cauchy-Schwarz prouve
l’existence de t réel tel que f(ei + te j , ei + te j ) = 0.

Ainsi, en fixant i = 1 et en faisant varier j de 2 à n :

∃t j ∈ R f(e1 + t j e j , e1 + t j e j ) = 0.

Le noyau de A contient n − 1 vecteurs indépendants
(e1 + t2e2, e1 + t3e3, · · · , e1 + tnen).

D’où rg(A) 1. Mais A n’est pas nulle.

Finalement rg(A) = 1.

21 Racines carrées de matrices
symétriques définies positives

1 a) La matrice A est symétrique, définie positive.
Elle est diagonalisable.

Plus précisément :

∃Q ∈ On(R) A = t Qdiag(l1, . . . , ln)Q.

Les li sont positifs. Notons, pour tout i dans [[1, n]] :

mi = li et B = t Qdiag(m1, . . . , mn)Q.

Par construction, la matrice B est symétrique, définie
positive. Et B2 = A.

Nous devons ensuite prouver que B est unique.

Soit B1 une matrice symétrique, définie positive, telle
que B2

1 = A.

La matrice B1 est diagonalisable. Tout vecteur propre
de B1 associé à la valeur propre m est vecteur propre
de A, associé à la valeur propre m2. Et E est somme
directe des sous-espaces propres de B1.

Donc, les sous-espaces propres de B1 sont les sous-
espaces propres de A. La matrice B1 est la matrice B
définie ci-dessus.

b) Les réels l1, . . . , lp sont distincts. Nous savons alors,
grâce au cours sur les polynômes de Lagrange, qu’il
existe un unique polynôme de degré inférieur ou égal
à p − 1 tel que :

∀i ∈ [[1, p]] P(li ) = li .

Soit (e1, e2, · · · , ep) la base canonique de Rp. On note
L i = w−1(ei ). On a :

∀(i , j ) ∈ [[1, p]]2 L i (l j ) = d j
i

donc :

L i (X) =
p

j=1, j=i

X − l j

li − l j
.

Le polynôme P est donc :

P(X) =
p

i=1

li

p

j=1, j=i

X − l j

li − l j
.

c) Considérons la matrice P(A).

A est diagonalisable.

Nous savons qu’il existe une matrice diagonale D et une
matrice orthogonale Q telles que :

t Q AQ = D.

On aura donc t Q P(A)Q = P(D). La matrice P(D) est
diagonale. Ses valeurs propres sont les P(li ) = li ,
chacune avec la multiplicité dim(Ker(A − li In)).

Nous en déduisons P(D)2 = D, ce qui implique
P(A)2 = A.

La matrice A est symétrique réelle. De plus :

SpP(A) = l1, . . . , lp .

Ces valeurs propres sont strictement positives. La ma-
trice P(A) est dans S++

n .

Par unicité de la racine carrée symétrique positive de A,
P(A) est cette racine carrée. D’où :

B =
p

i=1

√
li

j=i
(li − l j ) j=i

(A − l j I).
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d) Calculer pour obtenir :

B =

 1 +

√
6

2
−1 +

√
6

2

−1 +

√
6

2
1 +

√
6

2

 .

2 a) On note f l’application définie par

f (x) =
1
2

x +
a
x

. Son tableau des variations est :

x 0
√

a +∞
f (x) − 0 +

+∞ +∞
f (x)

0

L’intervalle ]0, +∞[ est stable par f . Ainsi la suite (un)
est définie et :

∀n ∈ N∗ un
√

a.

On a un+1 − un =
1
2

a − u2
n

un
.

La suite est décroissante à partir de l’indice n = 1,
puisque un est minoré par

√
a.

La suite (un)n∈N∗est décroissante, minorée par
√

a,
donc convergente. Sa limite l vérifie :

l
√

a et l = f (l).

On en déduit que l =
√

a.

b) Les matrices A et B commutent et sont symétriques
réelles. Elles sont séparément diagonalisables. On se
propose de prouver qu’il existe une base propre com-
mune et orthonormale. On notera a et b les endomor-
phismes canoniquement associés à A et B.

La matrice A est symétrique réelle. Elle est diagonali-
sable de même que a.

E = Rn = ⊕
l∈Sp(A)

⊥ Ker(a − lIE ).

A et B commutent donc chaque sous-espace
Ker(a − lIE ) est stable par b.

b|Ker(a−lIE ) est encore un endomorphisme auto-adjoint

de Ker(a − lIE ).

Il existe une base orthonormale de Ker(a−lIE ) qui dia-
gonalise la restriction de b à Ker(a−lIE ). La réunion de
ces bases est une base orthonormale de Rn . Cette base
diagonalise B et A, car elle est constituée de vecteurs
propres pour A et pour B.

3 a) La matrice M est inversible, car elle est définie
positive. Son spectre est dans R+∗. Il existe une matrice
de passage orthogonale Q telle que :

t QM Q = diag(a1, · · · , an).

Ainsi t QM−1 Q = diag
1
a1

, · · · ,
1

an
.

La matrice M−1 est symétrique réelle avec un spectre
dans R+∗. Elle est dans S++

n .

b) Si AM = M A, alors M−1 AM = A. On en déduit
que M−1 A = AM−1.

A commute avec M et M−1, elle commute avec N

puisque N =
1
2

(M + M−1 A).

La matrice A commute avec M . A et M sont des ma-
trices symétriques réelles. Elles sont diagonalisables
dans une même base orthonormale.

Il existe Q une matrice orthogonale telle que :

• t Q AQ = D soit une matrice diagonale réelle d’élé-
ments diagonaux di ,i tous strictement positifs ;

• t QM Q = D soit une matrice diagonale réelle d’élé-
ments diagonaux di ,i strictement positifs.

On en déduit que :

t QN Q =
1
2

t QM Q +
1
2

(t QM−1 Qt Q AQ)

=
1
2

D +
1
2

D−1D.

t QN Q est diagonale, de coefficients diagonaux :

1
2

di ,i +
1
2

di ,i · d−1
i ,i .

N est symétrique réelle définie positive.

c) D’après la question précédente, si Q est une matrice
orthogonale diagonalisant A et Bk , celle-ci diagonali-
sera A et Bk+1.

Au départ, on dispose de A et B0 = In .

Q est une matrice orthogonale diagonalisant A. Elle dia-
gonalise aussi B0 et donc, par suite, Q diagonalisera
toutes les matrices Bk .

d) En utilisant les matrices diagonales semblables aux
matrices Bk , A et Bk+1, alors :

∀i ∈ [[1, n]] ∀k ∈ N a(k+1)
i =

1
2

a(k)
i +

li

a(k)
i

où a(k)
i représente l’élément de la ligne i , colonne i de

t Q Bk Q.

Avec l’initialisation a(0)
i = 1, pour tout i de [[1, n]], cha-

cune des suites a(k)
i est convergente vers li .

Ainsi la suite (Bk) converge vers B, la racine carrée dé-
finie positive de A.
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22 Valeurs propres d’une matrice
de Hilbert

1 La matrice H est une matrice symétrique réelle.

Elle est diagonalisable dans Mn(R).

Toutes ses valeurs propres sont donc réelles.

2 a) D’après la définition donnée :

q(x) = t X H X

=
n

i=1

1
2i − 1

x2
i +

(i , j )∈[[1n]]2 ,i= j

1
i + j − 1

xi x j .

D’autre part :

1

0
x1 + t x2 + · · · + tn−1xn

2
dt

=
1

0

 n

i=1

t2i−2x2
i +

(i , j )∈[[1n]]2,i= j

t i+ j−2xi x j

 dt

=
n

i=1

1
2i − 1

x2
i +

(i , j )∈[[1n]]2,i= j

1
i + j − 1

xi x j = q(x).

b) Soit l une valeur propre de H et X un vecteur propre
associé. Alors :

q(X) = t X(lX) = l(t X X) = l X 2

=
1

0
x1 + t x2 + · · · + tn−1xn

2
dt .

Or, la fonction t → (x1 + t x2 + · · · + tn−1xn)2 est po-
lynomiale, non nulle sur [0, 1] (car le polynôme est non
nul) et positive. Donc q(X) > 0 et l > 0.

La matrice H a toutes ses valeurs propres réelles et stric-
tement positives. 0 n’est pas valeur propre de H .

H est inversible.

c) La matrice H est symétrique réelle. Il existe
une matrice orthogonale P et une matrice diagonale
D = diag(l1, . . . , ln) telles que H = t P D P .

Par conséquent H−1 = P−1 D−1 P = t P D−1 P ,

avec D−1 = diag
1
l1

, . . . ,
1
ln

.

Puis :

t X H−1 X = t X t P D−1 P X = t(P X)D−1(P X).

Notons P X =

y1
...

yn

. Alors :

t X H−1 X =
n

i=1

1
li

y2
i 0.

Et t X H−1 X =
n

i=1

1
li

y2
i = 0 ⇐⇒ P X = 0.

Enfin, P X = 0 ⇐⇒ X = 0.

3 a) Ici, n = 2 et H =

1
1
2

1
2

1
3

.

Le polynôme caractéristique de la matrice H est :

PH (x) = x2 − 4
3

x +
1
12

.

D’où, a =
2
3
−
√

13
6

< b =
2
3

+

√
13
6

.

b) C est définie par :
t X H X = 1 ⇐⇒ q(X) = 1

⇐⇒ x2 + xy +
y2

3
= 1.

Cette équation est celle d’une conique. Dans le but de la
préciser, nous devons réduire l’équation, donc diagona-
liser H .

Une base de vecteurs propres associée à a et b est :

X1 =
−3

2−
√

13
, X2 =

−3
2 +

√
13

.

Une base orthonormée de vecteurs propres associée à a

et b est u1 =
X1

X1
, X2 =

X2

X2
.

Dans cette base, la conique C a pour équation :

ax 2 + by 2 = 1.

C’est une ellipse de demi grand-axe a =
1√
a

, de demi

petit-axe b =
1√
b

et d’excentricité donnée par :

c2 = a2 − b2 = 4
√

13.

Avec Maple

a g2.5M9A;.1K h

a 2?9A2@2.9A;.Meˆ*Hdˆ*3)HeJdE-GecE)66)GdcE(66(Kf
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2

3
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x

c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit 145



ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIE

4 a) La matrice H est une matrice de Hilbert d’ordre
n − 1.

D’après la question 2), elle est inversible.

b) Calculons le produit par blocs :

t P H P =
In−1 0

tY l

H H Y + lT
tT tT Y +

l

2n − 1


=

H Z
t Z m

,

avec :

m = tY H Y +ltY T +ltT Y +
l2

2n − 1
et Z = H Y +lT .

c) Supposons l donné et choisissons Y tel que Z = 0.

Soit Y = −lH −1T . Alors :

Det(t P H P) = (DetP)2(DetH ) = l2DetH .

Mais aussi, en calculant par blocs, avec Z = 0 :

Det(t P H P) = mDet(H ) = ltT Y +
l2

2n − 1
Det(H ).

Puisque l = 0 :

Det(H ) = Det(H )
1

2n − 1
+

1
l

tT Y

= Det(H )
1

2n − 1
− tT H −1T .

d) D’après la question 2) c), tT H −1T est strictement
positif. D’où :

Det(H )
1

2n − 1
Det(H ).

Une récurrence simple vous permettra de conclure que :

Det(H )
2nn!
(2n)!

.

5 a) Reprenons le calcul de 2) c)) :

q(X) = t X t P D P X = t(P X)D(P X).

Notons P X =

z1
...

zn

 et l1, . . . , ln les valeurs propres

de H . Alors q(X) =
n

i=1

li z
2
i . Donc :

an

n

i=1

z2
i = an P X 2 q(X)

bn

n

i=1

z2
i = an P X 2 .

Or la matrice P est orthogonale, donc P X = X .

D’où le résultat.

n

b) Un petit schéma
nous aide à recon-
naître la compa-
raison entre l’aire
sous la courbe

d’équation y =
1
x

et celles des rec-
tangles encadrant
le graphe.

La fonction t → 1
t

étant strictement décroissante et

positive sur R+∗ :

ln(n + 1) =
n+1

1

dt
t

< 1 +
1
2

+ · · · +
1
n

< 1 + ln(n) = 1 +
n

1

dt
t

.

c) La somme des valeurs propres de H est la trace de

H :
n

i=1

1
2i − 1

.

d) Puisque an est la plus petite valeur propre :

nan

n

i=1

1
2i − 1

=
2n

i=1

1
i
− 1

2

n

i=1

1
i
.

Utilisons l’inégalité de la question précédente :

nan 1 + ln(2n)− 1
2

ln(n + 1) < 1 + ln(2) +
1
2

ln(n).

6 a) Supposons AX = 0, avec max
i∈[[1,n]]

|xi | = 1.

L’égalité AX = 0 se traduit par :

∀i ∈ [[1, n]]
n

j=1

ai , j x j = 0.

D’où −ai ,i xi =
j∈[[1,n]]], j=i

ai , j x j . Et :

∀i ∈ [[1, n]] |ai ,i | |xi |
j∈[[1,n]], j=i

|ai , j | |x j | .

Le maximum des |xi | est atteint pour un indice i0, donc :
|xi0 | = 1 et ∀ j ∈ [[1, n]] j = i =⇒ |x j | 1.

Nous en déduisons : |ai0,i0 |
j∈[[1,n]], j=i0

|ai0, j | .

Vous reconnaissez la contraposée du théorème d’Hada-
mard :

Si, pour tout i dans [[1, n]], on a |ai ,i | >
j∈[[1,n]], j=i

|ai , j |,

alors la matrice A est inversible.

b) Soit l une valeur propre de H . La matrice H − lIn

n’est pas inversible.
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Il existe donc un vecteur X = 0 tel que :

(H − lIn)X = 0.

Par linéarité, on peut imposer à X de vérifier :

max
i∈[[1,n]]

|xi | = 1.

La question 6) a) permet de conclure qu’il existe i dans
[[1, n]] tel que :

l− 1
2i − 1

j∈[[1,n]], j=i

1
i + j − 1

.

c) Si bn 1, alors l’inégalité bn < 1+ln(n) est vérifiée.

Si bn > 1, alors il existe i dans[[1, n]] tel que :

bn − 1
2i − 1

= bn − 1
2i − 1

j∈[[1,n]], j=i

1
i + j − 1

.

Donc, d’après 5) b) :

bn <
j∈[[1,n]]

1
i + j − 1

<
j∈[[1,n]]

1
j

< 1 + ln(n).

23 Interprétation géométrique
de la matrice de Hilbert

1 a) La matrice H est symétrique réelle. Toutes ses
valeurs propres sont réelles.

b) Il existe une base orthonormée de vecteurs propres
de H , donc :

∃P ∈ On H = t Pdiag(l1, . . . , ln)P .

Soit V dans Rn :
tV H V = t(PV )diag(l1, . . . , ln)(PV ).

Notons Z = PV =

z1
...

zn

. Alors :

tV H V =
n

i=1

li z
2
i 0 et tV H V = 0 ⇐⇒ PV = 0.

La matrice P est régulière :
tV H V = 0 ⇐⇒ V = 0.

2 Calculons
1

0
(Q(t)− f (t))2 dt .

1

0
(Q(t)− f (t))2 dt

=
1

0
Q2(t)dt − 2

1

0
Q(t) f (t)dt +

1

0
f 2(t)dt .

Vérifier en développant et intégrant Q2 que :
1

0
Q2(t)dt = tU HU .

De plus :
1

0
Q(t) f (t)dt =

1

0

n

i=1

ui t
(i−1) f (t)dt

=
n

i=1

ui bi = tU B.

3 a) Considérons l’espace vectoriel C([0, 1], R),
muni du produit scalaire :

g | h =
1

0
g(t)h(t)dt .

La fonction g mesure le carré de la distance entre f et
Q.

L’espace vectoriel F est un sous-espace de dimension
finie de C([0, 1], R).
Il admet un supplémentaire orthogonal. Le minimum de
g(Q) est atteint pour un unique polynôme Q0 de F , qui
est le projeté orthogonal de f sur F . Et ce minimum est
le carré de la distance de f à F .

b) Posons U = U0 + V . Alors :

g(Q) = t(U0 + V )H (U0 + V )− 2t(U0 + V )B +
1

0
f 2(t)dt

= tU0 HU0 + tV H V + tU0 H V + tV HU0 − 2tU0 HU0

−2tV HU0 +
1

0
f 2(t)dt .

Or, tU0 H V est réel :
t tU0 H V = tV t HU0 = tV HU0 = tU0 H V .

D’où, en notant Q l’élément de F associé à U0 :

g(Q) = g(Q ) + tV H V .

La question 1) b) permet d’affirmer que g(Q) g(Q )
et que g(Q) est minimal si, et seulement si, V = 0.
Donc :

Q0(x) = Q (x).

c) La matrice U0 = H−1 B donne les coordonnées dans
la base canonique de F du vecteur projeté orthogonal de
f sur F .

4 Dans ce cas, b1 =
1
3

et b2 =
1
4

. Puis :
1
3
1
4

 =

1
1
2

1
2

1
3

 u1

u2
.

Résoudre et obtenir
u1

u2
=

−1
6
1

.

Soit Q0(x) = x − 1
6

. Puis :

g(Q0) =
1

0
t − 1

6
− t2

2

dt =
11
180

.
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5 Soit x fixé dans [0, 1[. Pour tout t dans [0, 1], la
série (t x)p est une série géométrique, de raison po-
sitive strictement inférieure à 1. Elle converge et :

+∞

p=0

(t x)p =
1

1− t x
.

D’où :
∀x ∈ [0, 1[ ∀t ∈ [0, 1]

f (t)
1− t x

=
+∞

p=0

f (t)(t x)p.

De plus, f est continue sur [0, 1], donc majorée sur ce
segment.

∀x ∈ [0, 1[ ∀t ∈ [0, 1] | f (t)(t x)p| x p sup
t∈[0,1]

| f (t)| .

La convergence de la série de fonctions f (t)(t x)p

est donc normale sur [0, 1].

Nous pouvons donc écrire, pour tout x de [0, 1] :

1

0

f (t)
1− t x

dt =
1

0

 +∞

p=0

f (t)(t x)p

 dt

=
+∞

p=0

x p
1

0
f (t)t pdt = 0.

6 a) C’est très classique :

N

p=1

bp =
N

p=1

1

0
t p−1 f (t)dt =

1

0
f (t)

N

p=1

t p−1dt

=
1

0
f (t)

1− t N

1− t
dt .

b) La fonction f est positive. Si la fonction h est inté-
grable sur [0, 1[, alors :

N

p=1

bp =
1

0
f (t)

1− t N

1− t
dt

1

0
h(t)dt .

La série bp est à termes positifs et ses sommes par-
tielles sont majorées. Elle converge.

Réciproquement, supposons que la série bp

converge.

La série de fonctions f (t)
1− t N

1− t
converge simple-

ment sur [0, 1[ vers la fonction
f (t)

1− t
.

Ces fonctions sont positives et intégrables sur [0, 1[.

La fonction h est donc intégrable sur [0, 1[ si, et seule-

ment si, la série
1

0
f (t)

1− t N

1− t
dt converge.

C’est le cas, car nous retrouvons la série bp.

c) Nous avons établi, dans la question 5) , que, pour tout
x de [0, 1] :

1

0

f (t)
1− t x

dt =
1

0

 +∞

p=0

f (t)(t x)p

 dt

=
+∞

p=0

x p
1

0
f (t)t pdt =

+∞

p=0

x pbp.

La série entière bpx p converge normalement (les bp

sont positifs), donc uniformément sur [0, 1]. Sa somme
est continue sur [0, 1].

La fonction w définie sur [0, 1[×[0, 1] par :

w(t , x) =
f (t)

1− t x

est continue sur cet ensemble.

Pour tout x de [0, 1], on a
f (t)

1− t x
f (t)

1− t
= h(t) et

la fonction h est intégrable sur [0, 1[.

La fonction définie sur [0, 1] par :

g(x) =
1

0

f (t)
1− t x

dt

est donc continue sur [0, 1]. Par conséquent :

lim
x−→1

1

0

f (t)
1− t x

dt =
1

0

f (t)
1− t

dt = lim
x−→1

+∞

p=0

x pbp

=
+∞

p=0

x p.

Algorithmes
1 Tridiagonalisation d’une matrice

symétrique réelle.
Matrices de Householder

Partie mathématique

1 Supposons v = 0. Soit u un vecteur orthogonal à
v. Alors :

H [v](u) = u − 2
v

v(tvu)

= u − 2
v

v(0) = u.

Si u = v, alors :

H [v](v) = v − 2
v

v(tvv)

= v − 2
v

v( v )2 = −v.
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u

H u[ ]( )v

v

v⊥

e3

e1

La matrice H [v] est donc la matrice de la symétrie or-
thogonale par rapport au sous-espace vectoriel v⊥. Par
conséquent : H [v]−1 = H [v].

2 Vérifier que :

H [w + w e2](v) = v1e1 − w e2

en montrant que :

v + (v1e1 − w e2) ∈ (w + w e2)⊥

v − (v1e1 − w e2) ∈ Vect(v).

3 La première colonne de H [w + w e2] est donnée
par H [w + w e2](e1). Or le vecteur e1 est orthogonal à
w + w e2. La première colonne de H [w + w e2] est
t (1, 0, · · · , 0).

La matrice d’une symétrie orthogonale relativement à
une base orthonormée est symétrique. La première ligne
de la matrice H [w + w e2] est donc : (1, 0, · · · , 0).

4 Notons v la première colonne de C , et
H1 = H [w + w e2] la matrice associée. D’après la
question précédente :

H1C H1e1 = H1Ce1 = H1v = v1e1 − w e2.

La matrice C1 = H1C H1 est symétrique. Donc :

C1 =


v1 − w 0 · · ·

− w

0 B1
...

 .

5 Recommençons ce procédé avec B1, de taille n−1.
En nommant K2 la matrice de Householder obtenue et
en posant :

H2 =


1 0 · · · · · ·
0
0 K2
...



on aura : H2C1 H2 = C2. Itérons :

H1C H1 = C1; H2C1 H2 = C2; · · · ; Hn−1Cn−2 Hn−1 = Cn−1.

La matrice Cn−1 est tridiagonale, symétrique et :

(Hn−1 · · · H2 H1)C(Hn−1 · · · H2 H1)−1.

Partie informatique
6

Avec Maple

U +2)'9+'Y#*',m7*397.l Y

@9+3*3.i ',2 /+1'26'24 3952) 31+5 934 '+962

,9$2 8223 +2420*324 934 %3/+1'26'24
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2 Valeurs propres d’une matrice
tridiagonale réelle

Partie mathématique

1 a) Vérifier par récurrence que le degré de pn est n.
Puis :

Pn(x) ∼+∞ (−x)pn−1(x) ∼+∞ · · · ∼+∞ (−x)n.

D’où : lim
+∞ pn(x) = (−1)n + (∞).

En procédant de même : lim
+∞ pn(x) = +∞.

b) D’après la relation de définition des pn :

pn+1(xn) = (an+1 − xn)pn(xn)− b2
n pn−1(xn)

= −b2
n pn−1(xn).

bn n’est pas nul. Supposons pn−1(xn) = 0. Alors xn

est racine commune de pn et de pn−1. En utilisant de
proche en proche la relation qui définit les pn , on montre
que xn est aussi racine de p1 puis de p0. Ceci est impos-
sible.

Par conséquent, pn−1(xn)pn+1(xn) < 0.

c) Raisonnons par récurrence. Pour n = 2, pas de diffi-
culté.

Supposons que, pour un certain n 2, le polynôme pn

admet n racines réelles distinctes, séparées par les n−1
racines de pn−1.

d) Les racines de pn et de pn+1 sont simples. Ces poly-
nômes sont positifs au voisinage de −∞. Leurs signes
sont donnés par le tableau.

x xn+1,K xn,K xn+1,K +1

pn(x) (−1)K−1 0 (−1)K

pn+1(x) 0 (−1)K (−1)K 0

2 Calculons qn(x) = Det(An−xIdn). En développant
suivant la dernière colonne :

qn(x) = (an − x)qn−1(x)− b2
n−1qn−2(x).

Et :

q1(x) = a1 − x ; q2(x) = (a2 − x)(a1 − x)− b2
1

Posons q0(x) = 1. Nous obtenons, pour tout n :
qn = pn .

Les racines de pn sont les valeurs propres de la matrice
An .

3 Fixons y,n 1 et notons sk = sgn(pk(y).

Le nombre N (n, y) est le nombre de changements de
signe dans la suite finie (sk)k n .

Nous devons établir que ce nombre est le nombre
de racines de pn strictement inférieures à y. Notons
m = N (n, y).

Vérifier le résultat pour n = 2.

Supposons le résultat vrai au rang n :

xn,1 < xn,2 < · · · < xn,m < y xn,m+1

x −∞ xn,1 xn−1,1 xn,2 xn−1,2 xn,n−1 xn−1,n−1 xn,n +∞
pn−1(x) + + 0 − − 0 + (−1)n−2 0 (−1)n (−1)n−1

pn(x) + 0 − − 0 + + 0 (−1)n−1 (−1)n−1 0 (−1)n

pn+1(x) + − + (−1)n−1 (−1)n (−1)n+1

On déduit de la dernière ligne du tableau les signes des
pn(xn,k).

Pour tout k de [[1, n − 1]], la fonction pn+1 est continue
sur [xn,k , xn,k+1] et pn+1(xn,k)pn+1(xn,k+1) < 0.

Il existe donc une racine xn+1,k+1 de pn+1 sur l’intervalle
]xn,k , xn,k+1[.

Montrer également l’existence d’une racine xn+1,1 de
pn+1 sur ] − ∞, xn,1[ et d’une racine xn+1,n+1 de pn+1

sur ]xn,n , +∞[.

Nous avons ainsi obtenu au moins n + 1 racines, donc
toutes les racines de pn+1. Ces racines sont séparées par
les racines de pn.

• Si y xn+1,m+1

x xn,m y xn+1,m+1 xn,m+1

pn(x) 0 (−1)m 0

pn+1(x) (−1)m 0 (−1)m+1

Sn Sn+1(x) +

par convention

+ −

Alors : N (n + 1, y) = m.
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• Si y > xn+1,m+1

x xn,m xn+1,m+1 y xn,m+1

pn(x) 0 (−1)m 0

pn+1(x) 0 (−1)m (−1)m+1 0

Sn Sn+1(x) +

par convention

+ −

Alors : N (n + 1, y) = m + 1.

4 Soit l une valeur propre de A, X = (x1, · · · , xn)
un vecteur propre associé et j l’indice tel que
|x j | = max

1 i n
|xi |. L’égalité AX = lX se traduit par

le système :

(l− a1)x1 = b1x2

(l− a2)x2 = b1x1 + b2x3
...
(l− ak)xk = bk−1xk−1 + bk xk+1
...
(l− an)xn = bn−1xn−1

En regardant la ligne j :

|l− a j | |b j−1| + |b j |.
L’indice j n’est pas connu. On peut conclure :

l ∈
n

i=1

ai − |bi−1| − |bi |, ai + |bi−1| + |bi | .

5 D’après la question précédente, nous savons que l
est dans [m, M], avec :

m = min
1 i n

ai − |bi−1| − |bi | ;

M = max
1 i n

ai + |bi−1| + |bi | .

Utilisons la méthode de dichotomie.

Notons a0 = m ; b0 = M .

Supposons les suites (ak)k et (bk)k construites jusqu’au
rang p.

On a : ap xn,i bp. Posons : gp =
ap + bp

2
.

Deux cas peuvent se présenter.
• Si N (n, gp) i , alors xn,i < gp.

On pose : ap+1 = ap ; bp+1 = gp.

• Si N (n, gp) < i , alors gp xn,i .

On pose : ap+1 = gp ; bp+1 = bp.
Les suites (ak)k et (bk)k sont adjacentes et convergent
vers xn,i .

Partie informatique

6

Avec Maple
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3 La méthode de Choleski

Partie mathématique

1 a) En calculant le produit L Dt L , on obtient les
équations indiquées avec :

a = g = d = 1 ; b = 2.
b) Immédiat.

c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit 151



ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIE

c) Si la décomposition A = L Dt L existe, alors, pour
tout k de [[1, n]], on a :

A(k) = L (k) D(k)t L (k).

Par conséquent :

Det(A(k)) = Det(L (k))
2

Det(D(k)) = d1 · · · dk .

La condition « pour tout i de [[1, n]] : di = 0 » se traduit

par : pour tout i de [[1, n]] :
DetA(i )

DetA(i−1)
= 0.

Une récurrence va établir la réciproque.

Pour n = 2, les relations (R) s’écrivent :

a1 = d1 ; a2 = d1l2
1 + d2 ; d1l1 = c1.

L’hypothèse s’écrit :

a1 = 0 ; a1a2 − c1c2 = 0.

Le système possède une unique solution.

Supposons que, pour un certain n 2, toute matrice A
tridiagonale, symétrique, régulière et d’ordre n qui vé-
rifie la propriété se décompose, de manière unique sous
la forme : A = L Dt L .

Soit A une matrice tridiagonale, symétrique, régulière
et d’ordre n + 1 qui vérifie la propriété.

La recherche de la décomposition de A se traduit par le
système (R) :

d1 = a1

l2
i−1di−1 + di = ai 2 i n + 1

di li = ci 1 i n

L’hypothèse de récurrence appliquée à la matrice A(n)

nous indique que le système :
d1 = a1

l2
i−1di−1 + di = ai 2 i n

di li = ci 1 i n − 1

possède une unique solution et que d1 · · · dn = 0.

Restent les équations :

l2
ndn + dn+1 = an+1 et dnln = cn

dn est non nul. Donc ln , puis dn+1 sont déterminés, de
manière unique.

La décomposition de A existe et est unique.

2 a) Puisque A est factorisable, l’équation (S)
s’écrit :

Dt L X = Z

L Z = B

Et zi , li , bi sont liés par les relations :

z1 = b1

l1z1 + z2 = b2

... =
...

li−1zi−1 + zi = bi

... =
...

ln−1zn−1 + zn = bn

b) En posant t L X = Y , le système devient :

DY = Z

L Z = B

Soit, pour tout i de [[1, n]] : di yi = zi .

c) Finalement, on obtient :
L Z = B

DY = Z
t L X = Y

Et : 

x1 + l1x2 = y1

x2 + l2x3 = y2

... =
...

xn−1 + ln−1xn = yn−1

xn = yn

Ce système se résout très facilement, en remontant.
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5. ESPACES VECTORIELS EUCLIDIENS

U K2615/NKmQl X/+*3'mNi427'9l X

1
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−1
2
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0
−2
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1 0 0

0 0
−3
4

1 0

0 0 0
−4
5

1


,



2 0 0 0 0

0
3
2

0 0 0

0 0
4
3

0 0

0 0 0
5
4

0

0 0 0 0
6
5
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4 Problème des moindres carrés.
Décomposition QR

Partie mathématique

1

p b( )

Im A

b

Notons p la projection orthogonale sur Im A.

On sait que le problème posé revient à déterminer x tel
que Ax = p(b).

Si Ker A Im A = [, le problème admet une unique
solution.

Sinon, soit x0 tel que Ax0 = p(b). Les solutions sont
les vecteurs de x0 + Ker A.

2 a) Résoudre (E) revient à chercher x tel que Ax−b
est orthogonal à Im A.

Ax − b ∈ Im A⊥ ⇐⇒ ∀u ∈ Rp Ax − b, Au = 0

⇐⇒ ∀u ∈ Rp Ax , Au = b, Au

⇐⇒ ∀u ∈ Rp t AAx , u = t Ab, u

⇐⇒ t AAx = t Ab

b) La matrice t AA est symétrique réelle. Elle admet
donc une base orthogonale de vecteurs propres. Soit v

un vecteur propre associé à la valeur propre l.
t AAv, v = Av, Av = Av 2

= l v 2

Les valeurs propres de t AA sont positives. Cette matrice
est symétrique, positive.
Elle est définie positive si, et seulement si, les valeurs
propres sont strictement positives, si, et seulement si, A
est injective.

3 a) Notons :

v =

 v1
...

vn


le vecteur cherché et le1 l’image du vecteur a par la
symétrie orthogonale.

On doit avoir :

a + le1 ∈ Vect (v)⊥ ; a − le1 ∈ Vect (v).

Soit : a + le1, a − le1 = 0.

On en déduit :
l = ± a .

Vérifier que le choix de v = a + a e1 permet de définir
une symétrie orthogonale qui convient.

b) Le projeté orthogonal de u sur Vect (v) est :

u,
v

v

v

v
. D’où le résultat.

Par conséquent :

u − 2 u,
v

v

v

v
= u − 2

v 2
(tvu)v

= u − 2
v 2

v(tvu)

= u − 2
v 2

(vtv)u

La matrice de la symétrie orthogonale est :

Idn − 2
v 2

(vtv).

c) Si la première colonne de C est nulle, il n’y a rien à
faire.
Sinon, on note a le premier vecteur colonne de C ,Q1

la matrice de la symétrie orthogonale par rapport à
a + a e1. D’après la question précédente, la première
colonne de Q1C comporte au plus un terme non nul, le
premier. Nous retrouvons les matrices de Householder.
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d) Notons C1 la matrice obtenue en conservant les n−1
dernières lignes et colonnes de C . Il existe une matrice
R2 orthogonale telle que la matrice R2C1 ait au plus un
terme non nul en première colonne, le premier.

On pose :

Q2 =


1 0 · · · · · ·
0
0 R2
...

 .

La matrice Q2 est orthogonale et :

Q2 Q1C =


1 ∗ · · · · · ·
0
0 R2C1
...

 .

Les éléments des deux premières colonnes situés sous
la diagonale sont nuls.

En itérant le procédé, on construit une matrice ortho-
gonale Q = Qn−1 · · · Q1 telle que la matrice QC est
triangulaire supérieure.

On a décomposé la matrice C sous la forme Q R.

4 L’équation Cx = d se traduit par ST x = d , en
décomposant C sous la forme Q R : C = ST .

Soit :
T x = y

Sy = d

Or Sy = d équivaut à y =t Sd.

On calcule d’abord y =t Sd , puis on résout le système
triangulaire : T x = y.

Partie informatique
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Avec Maple
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h H1%+ e$*'2+ %32 4*$*)*13 /9+ bd
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27)2 EYV2$975mRgm`c35ˆ`lkm$ok'+93)/1)2m$lllX
MaYV2$975mEokMlX

0*X

FV= ?;>2:2< AC .C2AA< >< S

2: ,a- .5<= !-hc?C.42eMXE=G=G0Kf

!*hc.4C=19;1<M!-Kf

!)hc1.C@,?C.42eMC44CdM2><=.2.dG-66XE=G-66XE=KG!*Kf

Shc<!CA?MC+8?<=.M!)G1.C@,?C.42eM!-GSKKKf

Rhc<!CA?MRNJSKfQhc<!CA?MSNJQKf

<A1< Rhc<!CA?MSKfQhc<!CA?MRNJ^Kf

:2f

[hc1+B?C.42eM[-G*66=G*66=Kf=hc=E-f

;>f<=>h

a ^hc?C.42eM(G(GL*6G0G&GE-G*G0GE*G-G0GE)G-G*G

E-G*G0G*IKh

a TSM^Kh<!CA?MRKf<!CA?MQKf
−.666666666 −.1254294494 −.7337914241 −.0370561046
−.6666666666 −.1254294488 .6448998267 −.3520329849

0. .8466487818 −.1185221298 −.5187854528
.3333333333 −.5017177964 −.1777831951 −.7781781789




−2.999999998 .6666666666 −1.999999997 .6666666660

3.3 10−19 −3.543381938 .4703604327 .6898619720

6.893456254 10−10 −3.101894960 10−10 −5.077278903 .7860806019

−1.574884402 10−10 3.921510890 10−10 −4 10−9 −2.908904144


a <!CA?MRNJQKf

1.999999996 1.713082800 10−9 4.999999997 −.9999999988

1.999999998 −1.338091270 10−9 −2.000000003 1.000000002

3.5 10−19 −3.000000001 .9999999987 2.000000004

−.9999999992 2.000000000 3.512712716 10−9 2.000000002


a S%1;ARd1.hc94;@M^G>K

A;@CA XG/GdG2f

8A;BCA ef

Xhc@;A>2?M^KhTSM^Kfdhc?C.42eMXG-Kfehc?C.42eMXG-Kf

dhc<!CA?M.4C=19;1<MRKNJ.4C=19;1<M>KKf

:;4 2 :4;? X .; - Bd E- >;

2: QL2G2Ic0 .5<= 942=.MD<44<+4DKhB4<C,h

<A1< 2: 2cX .5<= eLXG-IhcdLXG-I3QLXGXIh

<A1< eL2G-IhcMdL2G-IE1+?MQL2G/IJeL/G-IG

/c2H-66XKK3QL2G2Ih

:2h:2h;>h

942=.MeKf<=>h

a >hc?C.42eM-G(GL-G0G)G&IKh

^hc?C.42eM(G(GL*6G0G&GE-G*G0GE*G-G0GE)G-G*G

E-G*G0G*IKh

a S%1;ARd1.M^G>Kf 
−.2611464972
.4840764338
.6815286633
1.885350319


a Z;2=>4<1[C44<1hc94;@M^GBK

A;@CA [G>f

[hc<!CA?M.4C=19;1<M^KNJ^Kf

>hc<!CA?M.4C=19;1<M^KNJ.4C=19;1<MBKKh

S%1;ARd1.M[G>Kf

<=>f

MoindresCarres := proc(A, b)
local C, d;
C := evalm(‘&*(transpose(A), A));
d := evalm(‘&*(transpose(A), transpose(b)));
RésolSyst(C, d)

end proc
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6 Espace préhilbertien
complexe
Espace hermitien

RAPPELS DE COURS
Dans ce chapitre, E est un C-espace vectoriel.

STRUCTURE D’ESPACE PRÉHILBERTIEN COMPLEXE

• Produit scalaire et norme

Un produit scalaire complexe w est une application de E × E dans C qui vérifie les propriétés
suivantes :

• ∀(x , y) ∈ E × E w(x , y) = w(y, x) (hermitienne) ;

• ∀(x , y1, y2) ∈ E3 ∀(l, m) ∈ C2 w(x , ly1 + my2) = lw(x , y1) + mw(x , y2) (linéarité à droite) ;

• ∀x ∈ E w(x , x) 0 ;

• ∀x ∈ E w(x , x) = 0 ⇒ x = 0E .

Un espace vectoriel complexe muni d’un produit scalaire est appelé espace préhilbertien com-
plexe.

Une application de E× E dans C, hermitienne et linéaire à droite, possède la propriété suivante :

∀(x1, x2, y) ∈ E3 ∀(l, m) ∈ C2 w(lx1 + mx2, y) = lw(x1, y) + mw(x2, y).

Elle est dite semi-linéaire à gauche.

Semi-linéaire à gauche et linéaire à droite, elle est qualifiée de sesquilinéaire.

Un espace préhilbertien complexe de dimension finie est appelé espace hermitien.

Dans ce chapitre, nous noterons ( | ) le produit scalaire.

Alors, la fonction de E dans R+, définie par x = w(x , x), est une norme sur E , dite norme
associée au produit scalaire complexe ou norme hermitienne.

L’espace E est ainsi muni d’une structure d’espace vectoriel normé.

Lorsqu’il est complet, on l’appelle espace de Hilbert.

• Soit w un produit scalaire sur E . Alors :

x = 0E ⇔ ∀y ∈ E (x | y) = 0.
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• Soit E un C-espace vectoriel muni d’un produit scalaire w. Alors :

∀(x , y) ∈ E2 |w(x , y)|2 w(x , x)w(y, y) (Inégalité de Cauchy-Schwarz.)

L’égalité a lieu si, et seulement si, la famille (x , y) est liée : x = 0E ou (∃k ∈ C)(y = kx).
• Soit E un espace préhilbertien complexe. On note la norme hermitienne associée. Alors :

∀(x , y) ∈ E2 x + y x + y (Inégalité de Minkoswki.)

L’égalité a lieu si, et seulement si, la famille (x , y) est positivement liée :

x = 0E ou (∃k ∈ R+)(y = kx).

• Pour tout x de E et tout x de E , on a :

– x + y 2 = x 2 + y 2 + 2Re (x | y).

– x − y 2 = x 2 + y 2 − 2Re (x | y).

– x + y 2 + x − y 2 = 2( x 2 + y 2) (Identité du parallélogramme.)

– x + y 2 − x − y 2 = 4Re (x | y).

– (x | y) =
1
4

( y + x 2 − y − x 2 + i y + i x 2 − i y − i x 2) (Identité de polarisation.)

– x = sup{|(x | y)|; y 1} = sup{|(x | y)|; y = 1} = sup
|(x | y)|

y
; y = 0E .

CAS DE LA DIMENSION FINIE

Soit E un espace vectoriel sur C de dimension n et B = (e1, . . . , en) une base de E .

Notons X le vecteur colonne des coordonnées d’un vecteur x quelconque de E et Y celui d’un
vecteur y quelconque dans E .

À toute matrice M de Mn, p(C) de coefficient général mi , j , on associe la matrice M de Mn, p(C)
de coefficient général mi , j . La matrice M est dite matrice conjuguée de M , la matrice M∗ = t M
de Mp, n(C) est la matrice transconjuguée de M .

Une forme sesquilinéaire ( | ) est entièrement déterminée par la matrice A = (ai , j )i∈[[1, n]], j∈[[1, n]]

définie par :
∀(i , j ) ∈ [[1, n]]2 ai , j = (ei | e j ).

Alors (x | y) =
n

i=1

n

j=1

ai , j xi y j = t X AY .

La forme sesquilinéaire ( | ) de matrice A dans la base (e1, . . . , en) est hermitienne si, et seulement
si, la matrice A vérifie : A∗ = A. On dit que A est une matrice hermitienne.

Soit A une matrice hermitienne, elle est dite positive lorsque ∀X ∈ Mn,1(C) t X AX 0.

Elle est dite définie positive lorsque ∀X ∈ Mn,1(C) X = 0 ⇒ t X AX > 0.

La forme sesquilinéaire ( | ) de matrice A dans la base (e1, . . . , en) est un produit scalaire com-
plexe si, et seulement si, la matrice A est hermitienne définie positive.
• Soit E un C-espace vectoriel de dimension n et B une base de E .

Soit A la matrice hermitienne définie positive d’un produit scalaire ( | ) sur E .

• Pour tout x de E et tout y de E , on a (x | y) = t X AY , en notant X et Y les vecteurs colonnes
respectifs des coordonnées de x et de y dans la base B.

• Si P est la matrice de passage de la base B à la base B , alors la matrice de ( | ) dans la base B
est A = t P AP .
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6. ESPACE PRÉHILBERTIEN COMPLEXE. ESPACE HERMITIEN

ORTHOGONALITÉ

Soit (E , ( | )) un espace préhilbertien complexe et la norme associée.

• Vecteurs orthogonaux

Un vecteur x de E est dit unitaire lorsque x = 1.

Un vecteur x est dit orthogonal à un vecteur y lorsque (x | y) = 0. On note x ⊥ y.

Soit A une partie de E , l’orthogonal de A est l’ensemble {x ∈ E ; ∀a ∈ A x ⊥ a}. On le note
A⊥ ou A◦.

Deux sous-espaces F et G de E sont dit orthogonaux lorsque ∀x ∈ F ∀y ∈ G x ⊥ y.

Les sous-espaces F et G de E sont donc orthogonaux, si, et seulement si, G ⊂ F⊥ (ou bien
F ⊂ G⊥).
• ∀(x , y) ∈ E2 x + y 2 = x 2 + y 2 ⇔ (x | y) ∈ iR (Théorème de Pythagore.)
• Soit F un sous-espace de E . Alors :

• F ∩ F⊥ = {0E} ;

• F ⊂ (F⊥)⊥.

• Familles orthogonales

Une famille (ei )i∈I de E est orthogonale quand :

∀i ∈ I ∀ j ∈ I i = j ⇒ (ei | e j ) = 0

Une famille (ei )i∈I de E est orthonormale quand :

∀i ∈ I ∀ j ∈ I (ei | e j ) = d j
i où d j

i désigne le symbole de Kronecker.

• Toute famille orthogonale formée de vecteurs non nuls est libre.

Toute famille orthonormale est libre.
• (Relation de Pythagore)

Soit (ei )i∈I une famille orthogonale de E finie. Alors
i∈I

ei

2

=
i∈I

ei
2

• Soit p dans N∗ et (e1, . . . , ep) une famille libre de E .

Il existe une et une seule famille (´1, . . . , ´p) orthonormale de E telle que :

∀k ∈ [[1, p]] Vect(e1, . . . , ek) = Vect(´1, . . . , ´k) et (ek | ´k) ∈ R∗
+

(Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.)

Le procédé décrit au cours de cette démonstration permet de construire par récurrence la famille

(´1, . . . , ´p) en posant :

´1 =
e1

e1
et ∀k ∈ [[1, p − 1]] ´k+1 =

ek+1

ek+1

avec ek+1 = ek+1 −
k

i=1

(´i | ek+1)´i

Le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt se généralise sans difficulté aux familles
libres dénombrables.
• Dans tout espace hermitien, il existe des bases orthonormales et le procédé de Gram-Schmidt
permet d’en construire.

Dans un espace hermitien, toute famille orthonormale peut être complétée en une base orthonor-
male.
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• Soit (e1, . . . , en) une base orthonormale d’un espace vectoriel hermitien (E , ( | )) et u un endo-
morphisme de E . Alors :

• ∀x ∈ E x =
n

i=1

ei | x ei ;

• Tr(u) =
n

i=1

ei | u(ei ) ;

• Det(u) = Det((ei | u(e j )))i∈[[1, n]], j∈[[1, n]] ;

• pour tout vecteur x =
n

i=1

xi ei , tout vecteur y =
n

i=1

yi ei de E :

x =
n

i=1

|xi |2 =
n

i=1

ei | x
2

et (x | y) =
n

i=1

x i yi =
n

i=1

x | ei ei | y

• Supplémentaires orthogonaux

Deux sous-espaces F et G sont dits supplémentaires orthogonaux lorsque E = F⊕G et F ⊥ G.

On note E = F
⊥⊕G.

• Si F et G sont supplémentaires orthogonaux, alors G = F⊥ et F = (F⊥)⊥.

Un sous-espace quelconque d’un espace préhilbertien complexe n’admet pas toujours de supplé-
mentaire orthogonal.

On appelle projecteur orthogonal tout projecteur p de E tel que Im p et Ker p sont supplémen-
taires orthogonaux.

Un projecteur p d’image F est un projecteur orthogonal, si, et seulement si, F admet un supplé-
mentaire orthogonal G = F⊥et si Ker p = F⊥.

Si F admet un supplémentaire orthogonal, le seul projecteur orthogonal d’image F est la projec-
tion orthogonale d’image F et de direction F⊥, on le note pF .

• Soit a un élément de E et F un sous-espace de E . Alors :

– pour tout x de F , a − x = d(a, F) ⇔ a − x ∈ F⊥ ;

– il existe au plus un vecteur x qui vérifie a − x = d(a, F).

Si F admet un supplémentaire orthogonal, pF (a) est l’unique vecteur x de F tel que :

a − x = d(a, F) et a 2 = pF (a) 2 + d(a, F)2.

• Soit F un sous-espace de E de dimension finie. Alors :

– il admet un supplémentaire orthogonal ;

– E = F
⊥⊕ F⊥ ;

– (F⊥)⊥ = F ;

– codim F⊥ = dim F ;

– si (e1, . . . , ep) est une base orthonormale de F , alors :

∀x ∈ E pF (x) =
p

i=1

(ei | x)ei

∀x ∈ E
p

i=1

|(ei | x)|2 x 2 (Inégalité de Bessel.)
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6. ESPACE PRÉHILBERTIEN COMPLEXE. ESPACE HERMITIEN

• Soit (E , ( | )) un espace hermitien et F un sous-espace de E . Alors :

– F admet un supplémentaire orthogonal ;

– F
⊥⊕ F⊥ = E ;

– dim F⊥ = dim E − dim F = codim F ;

– (F⊥)⊥ = F ;

– on dispose de la projection orthogonale pF sur F et, pour tout a de E , la distance de a au
sous-espace F est d(a, F) = a − pF (a) .

Si (e1, . . . , ek) est une base orthonormale de F , pF (a) =
k

i=1

ei | a ei .

• Somme directe orthogonale
Soit (Fi )i∈I une famille finie de sous-espaces vectoriels de E orthogonaux deux à deux.

La somme est directe
i∈I

Fi . Elle est dite somme directe orthogonale. On la note
⊥

i∈I

Fi .

• Soit (Fi )i∈[[1, n]] une famille de n sous-espaces vectoriels de E telle que E =
⊥

i∈[[1,n]]

Fi .

Alors :

– pour tout (x1, . . . , xn) de F1 × · · · × Fn et x =
n

i=1

xi , on a x 2 =
n

i=1

xi
2 (théorème de

Pythagore) ;

– pour tout i de I , soit pi la projection sur Fi de noyau
⊥

j∈I
j=i

F j .

On a
i∈I

pi = IdE , pi ◦ pi = pi et pi ◦ p j = 0L(E), pour i = j .

Les projecteurs pi sont appelés les projecteurs orthogonaux associés à la décomposition de E

en somme directe orthogonale E =
⊥

i∈I

Fi .

SEMI-ISOMORPHISME CANONIQUE
D’UN ESPACE HERMITIEN SUR SON DUAL

Soit (E , ( | )) un espace hermitien. Notons E∗ son dual.

Pour tout a de E , l’application j (a) : x −→ (a | x) est une forme linéaire sur E .

L’application j : a −→ j (a) est un semi-isomorphisme (semi-linéaire et bijectif) canonique de
E sur son dual E∗ :

∀w ∈ E∗ ∃ !a ∈ E ; ∀x ∈ E w(x) = (a | x).
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É N O N C É S
1 Une forme sesquilinéaire

hermitienne
Soit E un C-espace vectoriel et w une forme sesquili-
néaire sur E telle que :

∀(x , x) ∈ E × E w(x , x) ∈ R

Montrer que w est hermitienne.

Calcul de w(x + y, x + y) et de w(x + iy, x + iy).

2 Applications CCC bilinéaires
et sesquilinéaires

Soit E un C-espace vectoriel de dimension finie.

1 On considère une forme sesquilinéaire hermitienne
h et notons f et g les applications de E × E dans R
définies par :

∀(x , y) ∈ E × E h(x , y) = g(x , y) + i f (x , y).

Montrer que f et g sont R-bilinéaires, que g est symé-
trique et que f est antisymétrique :

∀(x , y) ∈ E × E f (y, x) = − f (x , y).

2 Soit g une application R-bilinéaire de E × E dans
C. On suppose que, pour tout x de E , l’application
y −→ g(x , y) est C-linéaire et que l’application f dé-
finie par :

∀(x , y) ∈ E × E f (x , y) = g(x , y)− g(y, x)

est à valeurs réelles.

Montrer qu’il existe une forme sesquilinéaire hermi-
tienne h et une forme C-bilinéaire symétrique l telles
que 2ig = h + l.

Montrer que h et l sont uniques.

Pour la question 2), calculer 2i f et en déduire que
la partie imaginaire de h est f .
Puis écrire h = w + i f où w est une forme R-
linéaire à valeurs réelles et exprimer w(x , y) en
fonction de f , x et y.

3 Une inégalité entre normes

Soit (E , ( | )) un espace préhilbertien complexe. Montrer
que :

∀(a, b, c, d) ∈ E4

a − c b− d a − b c− d + a − d b− c .

Utiliser l’application x −→ x
x 2

.

4 Une suite orthonormale
dans CCC[X]

Montrer qu’il existe une suite de polynômes (Pn) dans
C[X ] telle que :

∀n ∈ N deg Pn = n
et

∀(m, n) ∈ N2
1

0

Pn(x)Pm(x)√
x(1− x)

d x = dm
n

(dm
n , symbole de Kronecker, est égal à 1 si m = n et 0

sinon.)

La suite (Pn) est-elle unique ?

Choisir un produit scalaire hermitien sur C[X].
Montrer par récurrence que, s’il existe une autre
suite (Qn(X)), alors, pour tout n, il existe un com-
plexe l de module 1 tel que Qn = lPn .

5 Un produit scalaire sur CCCn[X]

1 Soit n dans N* et E = Cn[X]. Montrer que l’appli-
cation de E × E dans C :

(P , Q) −→ (P | Q) =
1

2p

2p

0
P(ei u) Q(ei u) d u

est un produit scalaire hermitien sur E .

2 On considère un polynôme R de C[X] unitaire.

Montrer que la borne supérieure de l’ensemble :

{|R(z)| ; |z| = 1}
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6. ESPACE PRÉHILBERTIEN COMPLEXE. ESPACE HERMITIEN

est supérieure ou égale à 1 et qu’elle est égale à 1 si,
et seulement s’il existe un entier non nul m tel que
R = Xm .

2) Remarquer que (1, X , . . . , Xn) est une base or-
thonormale pour ( | ).

6 Image et noyau du produit
d’une matrice avec sa matrice
transconjuguée

Soit A dans Mn(C).

Comparer noyaux, images et rangs des endomor-
phismes canoniquement associés à A, A∗, AA∗ et A∗ A.

Noter u et v les endomorphismes canoniquement
associés à A et A∗.
Comparer les noyaux de u et de v ◦ u.

7 Distance d’un vecteur
à un sous-espace dans MMMn,1(CCC)

Soit n et p deux entiers naturels tels que p n.

On considère une matrice A de Mn, p(C) et une matrice
colonne B de Mn, 1(C).

On note ( | ) le produit scalaire hermitien défini par :

∀(X , Y ) ∈ Mn, 1(C)2 (X | Y ) = t XY

et la norme associée sur Mn, 1(C).

Si l’équation AX = B d’inconnue X dans Mp, 1(C)
n’a pas de solution, on cherche X tel que AX − B
soit minimal.

On suppose que le rang de A est p.

1 Montrer qu’il existe une seule matrice X0 de
Mp, 1(C) telle que :

AX0 − B = inf { AX − B ; X ∈ Mp, 1(C)}.
2 Montrer que X0 est l’unique solution de :

t AAX = t AB.

8 Quand le supplémentaire
orthogonal n’existe pas

On munit C[X] du produit scalaire hermitien cano-
nique. Soit w une forme linéaire sur C[X] non nulle et
H son noyau.

Pour tout n de N, on note an = w(Xn).

Montrer que H admet un supplémentaire orthogonal si,
et seulement si, l’ensemble {n ∈ N ; an = 0} est fini.

Montrer que H⊥ admet cependant toujours un supplé-
mentaire orthogonal.

Distinguer les deux cas : (an) à support fini et (an)
à support infini.
Déterminer H⊥dans les deux cas.

9 Spectre d’une matrice
hermitienne

Montrer que le spectre de toute matrice hermitienne est
réel.

Que peut-on dire lorsqu’elle est positive ? Définie posi-
tive ?

Considérer une valeur propre l dans C, introduire
un vecteur propre et, en utilisant les conjugués,
montrer que l− l = 0.

10* Déterminant de Gram

Soit (E , ( | )) un espace hermitien de dimension p et n
un entier de [[1, p]].

Pour n vecteurs quelconques x1, . . . , xn de E , on ap-
pelle matrice de Gram g(x1, . . . , xn) de la famille
(x1, . . . , xn) la matrice dont le terme de la i e ligne et
de la j e colonne est (xi | x j ).

On note G(x1, . . . , xn) le déterminant de cette ma-
trice, appelé « déterminant de Gram de la famille
(x1, . . . , xn) ».

1 Montrer que (x1, . . . , xn) est libre si, et seulement
si, G(x1, . . . , xn) = 0 et que le rang de la famille
(x1, . . . , xn) est celui de sa matrice de Gram.

2 Dans cette question, on suppose que la famille
(x1, . . . , xn) est libre.

Soit F = Vect(x1, . . . , xn) et x dans E . Montrer que :

d(x , F)2 =
G(x1, . . . , xn , x)
G(x1, . . . , xn)

.

3 Établir les inégalités :

0 G(x1, . . . , xn) G(x1) . . . G(xn).
Étudier le cas d’égalité.

4 Plus généralement, montrer que :

∀q ∈ [[1, n − 1]]

G(x1, . . . , xn) G(x1, . . . , xq )G(xq+1, . . . , xn)

Étudier le cas d’égalité.
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1) Introduire un sous-espace H de E de dimension
n contenant les vecteurs x1, . . . , xn et (e1, . . . , en)
une base orthonormale de H .
Exprimer g(x1, . . . , xn) à l’aide de la matrice de la
famille (x1, . . . , xn) dans la base (e1, . . . , en).
2) Calculer G(x1, . . . , xn , x − pF (x) + pF (x)) en
notant pF la projection orthogonale sur F .

11* Une inégalité d’Hadamard
D’après Mines Ponts, PC.

Étant donné une suite de n vecteurs indépendants
V1, . . . , Vn de l’espace hermitien C n muni du produit
scalaire canonique, soit M(V1, . . . , Vn) la matrice carrée
d’ordre n dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs
V1, . . . , Vn .

1 Déterminer, lorsque les vecteurs V1, . . . , Vn sont
deux à deux orthogonaux, le produit B :

B = t M(V1, . . . , Vn)M(V1, . . . , Vn).

Que vaut le module du déterminant de la matrice
M(V1, . . . , Vn) ?

2 Soit U1, . . . , Un les vecteurs de C n définis de la ma-
nière suivante :

• U1 = V1 ;

• U2 = V2 − p1(V2), où p1 est la projection orthogonale
sur CV1 et pour tout entier i de [[3, n]] ;

• Ui = Vi − pi−1(Vi ), où pi−1 est la projection ortho-
gonale sur Vect(V1, . . . , Vi−1).

Démontrer l’égalité :

DetM(V1, . . . , Vn) = DetM(U1, . . . , Un).

3 Déduire des résultats précédents l’inégalité :

|DetM(V1, . . . , Vn)| V1 V2 . . . Vn .

Démontrer qu’il y a égalité entre les deux membres de
cette relation si, et seulement si, les vecteurs V1, . . . , Vn

sont orthogonaux deux à deux.

12 Une propriété du déterminant
d’une matrice hermitienne
positive

Soit A = (ai , j ) une matrice hermitienne positive
d’ordre n. Montrer que :

0 DetA
n

i=1

ai , i .

Pour montrer que DetA 0, montrer que les va-
leurs propres sont des réels positifs.
Considérer le cas DetA = 0 et le produit scalaire
associé à A.

13 Matrices unitaires

Une matrice A de Mn(C) est dite unitaire si, et seule-
ment si : AA∗ = A∗ A = In.

Notons Un l’ensemble des matrices unitaires d’ordre n.

1 Montrer que Un est un groupe multiplicatif. Est-il
abélien ?

Un est-il un sous-espace de Mn(C) ?

2 Soit A =
a b

c d
dans U2.

a) Montrer qu’il existe un réel u tel que ad − bc = ei u.
Ce réel u est-il unique ?

b) Trouver la forme générale des matrices de U2 au
moyen des trois paramètres a, b et u.

c) Si z = rei a, z = r−1ei a et Z = Rei b avec r , R, a,
a et b réels tels que r > 0, R 0 et a−a ∈ 2pZ, on
note g = a + a .

On suppose que z + z = Z + Zei g. Montrer que r = 1.

En déduire que les valeurs propres d’une matrice de U2

sont de module 1.

3 Soit E = C n muni du produit scalaire canonique
( | ), A dans Mn(C) et u l’endomorphisme de E de ma-
trice A dans la base canonique.

Vérifier que A est unitaire si, et seulement si :

∀(x , y) ∈ E × E (u(x) | u(y)) = (x | y).

4 Soit A une matrice de Un . On considère deux va-
leurs propres distinctes l et m.

Montrer que les sous-espaces propres associés sont or-
thogonaux.

5 Soit U =


2i
3

√
5

3
0

− i
√

5
3

2
3

0

0 0 1

.

Vérifier que U est unitaire.

Calculer ses valeurs propres et vérifier que leur module
est 1.
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3) Penser à la trace et se ramener aux questions
précédentes.
4) Pour tout x du sous-espace propre de u associé
à l et tout y du sous-espace propre de u associé à
m, on calcule (u(x) | u(y)).

14 Décomposition d’Iwasawa

On note Un l’ensemble des matrices unitaires d’ordre n
(cf. exercice précédent), Tn l’ensemble {T ∈ Mn(C) ;
∀(i , j ) ∈ [[1, n]]2 i < j ⇒ ti , j = 0} et T Pn l’ensemble
{T ∈ Tn ; ∀i ∈ [[1, n]] ti , i > 0}.
1 a) Montrer que Tn est un sous-espace de Mn(C).
Est-ce un groupe multiplicatif ?

b) Montrer que T Pn est un groupe multiplicatif. Est-ce
un sous-espace de Mn(C) ?

c) Soit V dans T Pn ∩Un . Montrer que V est diagonale.
En déduire V = In.

2 Pour n = 3, on considère la matrice :

B =

2i
√

5 0
0 1 0
0 0 1

 .

Donner une base de E obtenue à partir des vecteurs
lignes de B par le procédé d’orthonormalisation de
Schmidt.

En déduire qu’il existe un élément T de T3 et un élément
U de U3 tels que B = TU.

3 Soit C une matrice de GLn(C). Notons C1, . . . , Cn

les vecteurs lignes de C .

a) Montrer qu’il existe une base (C1, . . . , Cn) orthogo-
nale de C n telle que :

∀k ∈ [[1, n]] Vect(C1, . . . , Ck) = Vect(C1, . . . , Ck)

et (Ck | Ck) ∈ R∗
+

b) Montrer qu’il existe des scalaires bi , j tels que :

∀ j ∈ [[2, n]] C j = C j −
j−1

i=1

bi , j Ci .

c) Soit U la matrice ayant pour ligne les vecteurs

Wi =
Ci

Ci

. Montrer que U est unitaire.

d) Soit R la matrice définie par :

– pour tout j > i : ri , j = 0,

– pour j = i : ri , i =
1

Ci

– pour j < i : ri , j =
−bi , j

Ci

.

Montrer que U = RC .

e) En déduire qu’il existe une matrice S de T Pn telle
que C = SU .

Prouver l’unicité d’un tel couple (S, U ).

Dans la question 3), on orthogonalise, par le pro-
cédé de Schmidt, la base constituée par les vecteurs
lignes.

15 Les endomorphismes normaux

Soit (E , ( | )) un espace hermitien de dimension n.

1 Adjoint d’un endomorphisme

a) Soit u un endomorphisme de E . Montrer qu’il existe
un unique endomorphisme v tel que :

∀(x , y) ∈ E2 (u(x)|y) = (x |v(y)).

Pour la suite on notera u∗ cet endomorphisme qui
sera appelé adjoint de u. Un automorphisme qui véri-
fie u∗ = u est appelé endomorphisme auto-adjoint ou
hermitien. Un automorphisme est unitaire si u∗ = u−1.

b) Si A est la matrice de u dans une base orthonormale,
montrer que la matrice de u∗ est t A.

c) Soit u et v deux endomorphismes de E , a et b deux
complexes.

Vérifier les propriétés suivantes :

(i.) (u∗)∗ = u

(ii.) (u ◦ v)∗ = v∗ ◦ u∗

(iii.) (au + bv)∗ = au∗ + bv∗

(iv.) Si u est inversible, alors u∗ est inversible et
(u∗)−1 = (u−1)∗

(v.) Ker u∗ = (Im u)⊥ et Im u∗ = (Ker u)⊥

(vi.) Si le sous-espace F est stable par u, alors F⊥ est
stable par u∗.

2 Les endomorphismes normaux

Un endomorphisme u est dit « normal » lorsque :

u∗ ◦ u = u ◦ u∗.

a) Montrer que les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

(i.) L’endomorphisme u est normal ;

(ii.) ∀(x , y) ∈ E2 (u(x)|u(y)) = (u∗(x)|u∗(y)) ;

(iii.) ∀x ∈ E ||u(x)|| = ||u∗(x)||.
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b) Montrer que si l’endomorphisme u est normal, alors
Ker u∗ = Ker u et E = Ker u ⊕ Im u.

3 Réduction des endomorphismes normaux

a) Soit l une valeur propre de u, montrer que l est une
valeur propre de u∗, que les sous-espaces propres El(u)
et El(u∗) sont égaux et que El(u)⊥ est stable par u.

b) Soit l et m deux valeurs propres distinctes de u .
Montrer que les sous-espaces propres El(u) et Em(u)
sont orthogonaux.

c) Montrer qu’un endomorphisme est normal si, et
seulement s’il existe une base orthonormale dans la-
quelle sa matrice est diagonale.

Donner quelques exemples.

d) Si u est normal, montrer qu’il existe un polynôme P
de C[X] tel que P(u) = u∗. Étudier la réciproque.

e) Montrer qu’un endomorphisme u est normal si, et
seulement si :

Tr(u∗u) =
n

i=1

|ai |2

où les a1, ..., an désignent les valeurs propres de u.

f) Soit v et w deux endomorphismes normaux.

Si l’endomorphisme w ◦v est nul, montrer que v ◦w est
nul.

Si l’endomorphisme w◦v est normal, montrer que v◦w

est normal.

1) Utiliser des méthodes analogues aux démonstra-
tions faites dans le cours dans le cas euclidien.
2) a) Pour montrer (iii) =⇒ (ii) utiliser l’identité
de polarisation.
Pour montrer (ii) =⇒ (i) : se souvenir qu’un vec-
teur y est nul si, et seulement si :

∀x ∈ E (x | y) = 0.

b) Utiliser (iii). Que dire du supplémentaire ortho-
gonal de Ker u ?
3) a) Utiliser 1) c).
b) Prendre x et y dans chacun des sous-espaces
propres et calculer de deux manières : (u(x)|y).
c) Introduire le sous-espace F somme directe des
sous-espaces propres de u et raisonner par l’ab-
surde en constatant que, dans ce cas, F⊥ n’est pas
réduit au vecteur nul.
d) Penser aux polynômes d’interpolation de La-
grange.
e) Pour la réciproque, on pourra montrer que pour
tout endomorphisme, il existe une base orthonor-
male dans laquelle sa matrice est triangulaire.
f) Utiliser 3) e) pour la deuxième question.
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C O R R I G É S
1 Une forme sesquilinéaire

hermitienne
Soit (x , y) dans E × E .

w(x + y, x + y) = w(x , x) + w(x , y) + w(y, x) + w(y, y).

On en déduit que w(x , y) + w(y, x) est un réel a.

w(x +iy, x +iy) = w(x , x)+iw(x , y)−iw(y, x)+w(y, y).

On en déduit que iw(x , y)− iw(y, x) est un réel b.

Par conséquent :

w(x , y) =
1
2

(a − i b) et w(y, x) =
1
2

(a + i b)

D’où ∀(x , y) ∈ E × E w(y, x) = w(x , y).

2 Applications CCC bilinéaires
et sesquilinéaires

1 L’application g est la partie réelle de h. Or h est
sesquilinéaire. Donc :

∀(x , x ) ∈ E × E ∀y ∈ E

g(x + x , y) = Re (h(x + x , y))

= Re (h(x , y)) + Re (h(x , y))

= g(x , y) + g(x , y).

∀a ∈ R ∀(x , y) ∈ E × E

g(ax , y) = Re (h(ax , y)) = Re (ah(x , y))

= Re (ah(x , y)) = aRe (h(x , y))

= ag(x , y).

∀(y, y ) ∈ E × E ∀x ∈ E

g(x , y + y) = Re (h(x , y + y))

= Re (h(x , y )) + Re (h(x , y))

= g(x , y) + g(x , y ).

∀a ∈ R ∀(x , y) ∈ E × E

g(x , ay) = Re (h(x , ay)) = Re (ah(x , y))

= aRe (h(x , y)) = ag(x , y).

L’application g est R-bilinéaire.

On démontre de même la R-bilinéarité de f .

Soit (x , y) quelconque dans E × E . Alors :

h(x , y) = g(x , y) + i f (x , y)
et

h(y, x) = g(y, x) + i f (y, x).

Or la forme h est hermitienne. Donc :

g(y, x) + i f (y, x) = g(x , y)− i f (x , y).

On en déduit que g est symétrique et que f est antisy-
métrique.

2 Procédons par analyse et synthèse.

• Supposons que h et l conviennent. alors :

∀(x , y) ∈ E × E

2i f (x , y) = h(x , y)− h(x , y) = 2i Im (h(x , y)).

On en déduit Im (h) = f . Ceci a un sens, car f est à
valeurs réelles.

Par conséquent, h s’écrit :

∀(x , y) ∈ E × E h(x , y) = w(x , y) + i f (x , y)

où w est une forme R-linéaire à valeurs réelles.

L’application h est C-linéaire à droite. Donc :

h(x , i y) = w(x , i y) + i f (x , iy) = i w(x , y)− f (x , y).

Or w(x , i y), f (x , i y), w(x , y) et f (x , y) sont des réels.
Donc w(x , i y) = − f (x , y) et f (x , i y) = w(x , y).

On en déduit que h est déterminée de manière unique
par l’expression :

∀(x , y) ∈ E × E h(x , y) = f (x , i y) + i f (x , y).

On obtient ensuite l de manière unique :

∀(x , y) ∈ E × E

l(x , y) = 2i g(x , y)− f (x , i y)− i f (x , y)

= − f (x , i y) + i [g(x , y) + g(y, x)].

• Réciproquement, montrons que ces deux applications
conviennent.

On a l + h = 2i g.

Vérifions que h est C-linéaire à droite. Puisque g est
R-bilinéaire, l’application h l’est également.

Il suffit de vérifier que :

∀(x , y) ∈ E × E h(x , i y) = i h(x , y).

Soit (x , y) quelconque dans E × E :

h(x , iy)− i h(x , y)
= f (x ,−y) + i f (x , i y)− i f (x , i y) + f (x , y)

= − f (x , y) + f (x , y)

= 0.

Vérifions que h est hermitienne.
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Soit (x , y) quelconque dans E × E .

h(y, x) = f (y, i x) + i f (y, x)

= f (y, i x)− i f (x , y)

= [ f (y, i x)− f (x , i y)] + f (x , i y)− i f (x , y)

= [ f (y, i x)− f (x , i y)] + h(x , y).

Il suffit de montrer que f (y, i x)− f (x , i y) = 0.

f (y, i x)− f (x , i y) =
g(y, i x)− g(x , i y)− g(i x , y) + g(i y, x).

Or g est C-linéaire à droite.

f (y, i x)− f (x , i y)
= i g(y, x)− i g(x , y) + i g(i x , i y)− i g(i y, i x)

= −i f (y, x) + i f (i x , i y)

= −i [ f (y, x)− f (i x , i y)].

Or f (y, i x)− f (x , i y) et f (y, x)− f (i x , i y) sont des
réels. On en déduit :

f (y, x)− f (i x , i y) = f (y, i x)− f (x , i y) = 0.

Par conséquent, l’application h est hermitienne.

Vérifions que l est C-linéaire à droite.

On a l = 2i g − h.

Or g et h sont C-linéaires à droite. On en déduit que l
est C-linéaire à droite.

Vérifions que l est symétrique.

Soit (x , y) quelconque dans E × E .

l(y, x) = − f (y, i x) + i [g(y, x) + g(x , y)].

Nous avons vu que f (y, i x)− f (x , i y) = 0. Donc :

l(y, x) = l(x , y).

En conclusion, l est C-linéaire symétrique et h est
sesquilinéaire hermitienne et ces applications vérifient
l + h = 2i g.

3 Une inégalité entre normes

On note x = a − b, y = a − d et z = a − c.

Nous avons donc à prouver :

z y − x x z − y + y z − x .

Si z = 0, on a bien 0 2 x y .

Si x = 0, on a bien z y y z .

De même, pour y = 0, l’inégalité est vérifiée.

Supposons maintenant que x , y et z sont non nuls.

Calculons :

y

y 2 −
x

x 2

2

=
1
y 2

− (y | x) + (x | y)

y 2 x 2 +
1

x 2

=
y − x 2

y 2 x 2

y

y 2 −
x

x 2 =
y − x
y x

.

L’inégalité de Minkoswki permet d’écrire :

y

y 2 −
x

x 2

z

z 2 −
y

y 2 +
z

z 2 −
x

x 2

D’où :
y − x
y x

z − y
y z

+
z − x
z x

On obtient l’inégalité souhaitée en multipliant l’inéga-
lité précédente par x y z .

4 Une suite orthonormale
dans C[X ]

• Soit f et g deux applications continues de [0, 1]
dans C.

L’application h : x −→ f (x)g(x)√
x(1− x)

est continue sur

]0, 1[.

L’application |h| est dominée par x → f ∞ g ∞√
1− x

en 1 et par x → f ∞ g ∞√
x

en 0.

Or ces fonctions sont intégrables sur [ 0, 1].

La fonction h est intégrable sur [0, 1].

Ceci nous permet de définir l’application w de
C[X]× C[X] dans C par :

∀(P , Q) ∈ C[X]× C[X]

w(P , Q) =
1

0

P(x)Q(x)√
x(1− x)

d x .

On vérifie facilement que l’application w est linéaire à
droite, hermitienne et positive.

Montrons qu’elle est définie positive.

On suppose que :
1

0

|P(x)|2√
x(1− x)

d x = 0.

Or l’application x −→ |P(x)|2√
x(1− x)

est positive, conti-

nue et intégrable sur ]0, 1[. On en déduit la nullité de
P(x) pour x dans ]0, 1[.
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Le polynôme P a donc une infinité de racines. C’est le
polynôme nul.

L’application w est un produit scalaire hermitien sur
C[X].
• La suite (Pn) recherchée est une base orthonormale
échelonnée en degré.

Le procédé d’orthonormalisation de Schmidt appliqué à
la base canonique nous en fournit une.
• Supposons qu’il existe une autre suite (Qn) répon-
dant à la question. Montrons par récurrence sur n que,
pour tout n, il existe un complexe l de module 1 tel
que Qn = lPn .

Pour n = 1, on a l’existence d’un complexe l tel que
Q1 = lP1. Les polynômes sont normés. Donc l est de
module 1.

Supposons que la propriété soit vérifiée jusqu’au rang
n − 1.

Le polynôme Qn appartient à Cn[X] et n’appartient pas
à Cn−1[X]. Par conséquent, il s’écrit :

n−1

0

ak Pk + a Pn avec a = 0.

Il est orthogonal à Cn−1[X]. Donc :

∀k ∈ [[1, n − 1]] ak = w(Qn , Pk) = 0.

On en déduit Qn = a Pn .

1 = w(Qn , Qn) = |a|2w(Pn , Pn) = |a|2.
Par conséquent, a est un nombre complexe de module 1.

En conclusion, s’il existe une autre suite (Qn) qui ré-
pond à la question alors, pour tout n, il existe un com-
plexe l de module 1 tel que Qn = lPn .

5 Un produit scalaire sur CCCn[X]

1 Soit n dans N∗ et E = Cn[X].

On vérifie facilement que l’application de E × E
dans C :

(P , Q) −→ (P | Q) =
1

2p

2p

0
P(ei u)Q(ei u) d u

est linéaire à droite et hermitienne positive.

Montrons qu’elle est définie positive.

Soit P dans E tel que (P | P) = 0.
2p

0
P(ei u)P(ei u) d u =

2p

0
|P(ei u)|2 d u = 0.

L’application u −→ |P(ei u)|2 est continue positive sur
[0, 2p]. On en déduit que P(z) = 0, pour tout z de mo-
dule 1.

Le polynôme P a donc une infinité de racines. C’est le
polynôme nul.

L’application ( | ) est un produit scalaire hermitien
sur E .

2 Lorsque R est constant le résultat est immédiat.

Sinon, notons n le degré de R.

On vérifie facilement que (1, X , . . . , Xn) est une base
orthonormale de E .

Écrivons R(X) = Xn + a1 Xn−1 + · · · + an .

1
2p

2p

0
|R(ei u)|2 d u = 1 + |a1|2 + · · · + |an |2 1.

Soit S = sup{|R(z)| ; |z| = 1}.

On a
1

2p

2p

0
|R(ei u)|2 d u S2.

On en déduit S 1 et S = 1 si, et seulement si,
|a1|2 + · · · + |an |2 = 0.

S = 1 ⇔ ∃n ∈ N R(X) = Xn.

6 Image et noyau du produit
d’une matrice avec sa matrice
transconjuguée

On munit C n du produit scalaire canonique.

Soit x un vecteur quelconque de C n et X dans Mn,1(C)
la matrice colonne de ses coordonnées dans la base ca-
nonique.

Notons u et v les endomorphismes canoniquement as-
sociés à A et A∗.

• On a Ker u ⊂ Ker (v ◦ u).

Montrons Ker (v ◦ u) ⊂ Ker u.

Soit x dans Ker (v ◦ u). Alors A∗ AX = 0.

D’où t X A∗ AX = 0. Or t X A∗ AX = AX 2.

On en déduit AX = 0, puis x dans Ker u.

En conclusion, Ker u = Ker (v ◦ u).

On démontre de même que Ker (u ◦ v) = Ker v.

• On a également Im (v ◦ u) ⊂ Im v.

De plus :

dim Im (v ◦ u) = n − dim Ker (v ◦ u)

= n − dim Ker u = dim Im u.

Or, rg (A) = rg (A∗). Donc dim Im u = dim Im v.

On en déduit dim Im (v ◦ u) = dim Im v.

En conclusion, Im (v ◦ u) = Im v.

On démontre de même que Im (u ◦ v) = Im u.

• Pour les rangs, on a donc :

rg A = rg A∗ = rg A∗ A = rg AA∗.
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7 Distance d’un vecteur
à un sous-espace dans MMMn,1(CCC)

1 Soit u l’application linéaire de Mp, 1(C) dans
Mn, 1(C) définie par X −→ AX .

Im u est un sous-espace de Mn, 1(C).

inf { AX − B ; X ∈ Mp, 1(C)} = d(B, Im u).

Mn, 1(C) est de dimension finie.

Donc, il existe une seule matrice M0 de Im u telle que :

M0 − B = inf { AX − B ; X ∈ Mp, 1(C)}
et, dans ce cas, M0 est le projeté orthogonal de B sur
Im u.

M0 appartient à Im u.

Donc, il existe X0 dans Mp, 1(C) tel que AX0 = M0.

Le rang de A est p donc u est injective.

On en déduit l’unicité de X0.

2 M0 = pIm u(B)

⇔ ∀Z ∈ Im u M0 − B ⊥ Z

⇔ ∀X ∈ Mp, 1(R) (AX | M0 − B) = 0

⇔ ∀X ∈ Mp, 1(R) t(AX)(AX0 − B) = 0

⇔ ∀X ∈ Mp, 1(R) t X(t AAX0 − t AB) = 0

⇔ t AAX0 − t AB = 0

On en déduit que X0 est l’unique solution de :
t AAX = t AB.

8 Quand le supplémentaire
orthogonal n’existe pas

Pour tout P de C[X], il existe une suite (an)de CN à

support fini telle que P =
n∈N

an Xn .

Alors w(P) =
n∈N

anan .

H = P ∈ C[X] ;
n∈N

anan = 0

Si la suite (an) est à support fini, notons :

P0 =
n∈N

an Xn et D la droite engendrée par P0.

Alors D ⊂ H⊥.

w(P0) =
n∈N

|an |2 = 0.

Par conséquent, P0 ∈ H et H ⊕ D = C[X].

On en déduit H ⊕ H⊥ = C[X].

L’hyperplan H admet un supplémentaire orthogonal et,
dans ce cas, l’orthogonal de H⊥ est H .

Si la suite (an) n’est pas à support fini, montrons par
l’absurde que H⊥ = {0E}.
Soit Q =

n∈N
bn Xn , où la suite (bn) de C n est à support

fini. On suppose que Q ∈ H⊥ et que Q est non nul :

∀P ∈ H
n∈N

anbn = 0.

Soit c l’application de C[X] dans C définie, pour tout
P , par c(P) =

n∈N
anbn .

L’application c est une forme linéaire sur C[X]. Elle est
non nulle, car le polynôme Q est non nul.

Le noyau de c est un hyperplan. Il contient l’hyperplan
H . Par conséquent, Ker c = H .

Les formes linéaires w et c sont donc proportionnelles.
Ceci est absurde, puisque le support de la suite (bn) est
fini alors que celui de la suite (an) ne l’est pas.

Par conséquent, H⊥ = {0E} et H⊥ n’est pas un sup-
plémentaire de H .

De plus, l’orthogonal de H⊥ est C[X].

9 Spectre d’une matrice
hermitienne

Soit l une valeur propre de A et X un vecteur propre
associé.

On vérifie que l est un réel :

AX = lX .

Donc t X AX = l X 2.

De plus, t X A∗ = lt X . On a donc également :
t X AX = l X 2.

On en déduit (l− l) X 2 = 0. Or X est non nul.

Par conséquent, l est un réel.

Sp(A) ⊂ R.

Si la matrice hermitienne A est positive, on a
t X AX 0. Donc :

l 0.Sp(A) ⊂ R+.

Si la matrice hermitienne A est définie positive, on a
t X AX > 0, pour X non nul. Donc l > 0.

Sp(A) ⊂ R∗
+.
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10 Déterminant de Gram

1 Soit H un sous-espace de E de dimension n conte-
nant les vecteurs x1, . . . , xn et (e1, . . . , en) une base or-
thonormale de H .

Notons A la matrice de la famille (x1, . . . , xn) dans la
base (e1, . . . , en).

Pour tout (i , j ) de [[1, n]]2, on a :

(xi | x j ) =
n

k=1

(ek | xi )ek |
n

l=1

(el | x j )el

=
n

k=1

(ek |xi ) ek | x j =
n

k=1

ak, j ak,i

On en déduit g(x1, . . . , xn) = A∗ A.

D’où G(x1, . . . , xn) = DetA∗DetA = |DetA|2.
La famille (x1, . . . , xn) est libre si, et seulement si :
DetA = 0.

Par conséquent, (x1, . . . , xn) est libre si, et seulement si :
G(x1, . . . , xn) = 0.

D’autre part, nous avons vu dans l’exercice 6 que
rg (A) = rg (A∗A).

Donc rg g(x1, . . . , xn) = rg (x1, . . . , xn).

2 Notons pF la projection orthogonale sur F .

Un déterminant d’ordre n + 1 est (n + 1)-linéaire alterné.
Donc :
G(x1, . . . , xn , x)

= G(x1, . . . , xn , x − pF (x) + pF (x))

= G(x1, . . . , xn , x − pF (x)) + G(x1, . . . , xn , pF (x))

La famille (x1, . . . , xn , pF (x)) est liée.

Par conséquent, G(x1, . . . , xn , pF (x)) = 0.

G(x1, . . . , xn , x) = G(x1, . . . , xn , x − pF (x)).

Or x − pF (x) est orthogonal à F . Donc :

G(x1, . . . , xn , x) =
g(x1, . . . , xn) 0n,1

01,n x − pF (x) 2

= x − pF (x) 2G(x1, . . . , xn)

= G(x1, . . . , xn)G(x − pF (x)).

On en déduit d(x , F)2 =
G(x1, . . . , xn , x)
G(x1, . . . , xn)

.

3 D’après la question 1) :

G(x1, . . . , xn) = |DetA|2 0.

Si la famille est liée, l’inégalité est triviale.

Il suffit de faire la démonstration lorsque (x1, . . . , xn) est
libre.

Procédons par récurrence sur n.

Pour n = 1, c’est immédiat.

On suppose le résultat démontré au rang n − 1.

Le vecteur xn s’écrit yn + zn , avec :

yn ⊥ Vect(x1, . . . , xn−1) et zn ∈ Vect(x1, . . . , xn−1)

D’après la question 2), on a :

G(x1, . . . , xn) = G(x1, . . . , xn−1)G(yn).

Or xn
2 = yn

2 + zn
2.

Donc G(yn) = yn
2 xn

2 = G(xn).

On en déduit :
G(x1, . . . , xn) G(x1, . . . , xn−1)G(xn)

G(x1) . . . G(xn−1)G(xn).

D’où le résultat, pour tout n de [[1, p]].

L’inégalité devient une égalité si, et seulement si, pour
tout k de [[1, n]], xk est orthogonal à Vect(x1, . . . , xk−1).
C’est-à-dire si, et seulement si, la famille (x1, . . . , xn)
est orthogonale.

Si la famille est liée, l’inégalité est stricte dès que les
vecteurs sont tous non nuls. Il y a égalité si, et seule-
ment si, l’un des vecteurs est nul.

En conclusion, il y a égalité si, et seulement si, la famille
(x1, . . . , xn) est orthogonale ou si l’un des vecteurs de
la famille est nul.

4 Posons x1 = y1 et, pour tout k de [[2, n]], le vec-
teur xk s’écrit yk + zk avec yk ⊥ Vect(x1, . . . , xk−1) et
zk ∈ Vect(x1, . . . , xk−1).

D’après la question 2), on montre par récurrence que :

G(x1, . . . , xn) = G(y1, . . . , yn)
et que :

G(x1, . . . , xq ) = G(y1, . . . , yq ).

Les vecteurs y1, . . . , yn sont orthogonaux deux à deux.
Donc :

G(y1, . . . , yn) = G(y1) . . . G(yn)

= G(y1, . . . , yq )G(yq+1) . . . G(yn)

G(x1, . . . , xn) = G(x1, . . . , xq )G(yq+1) . . . G(yn).

Posons xq+1 = yq+1.

Pour tout k de [[q + 2, n]], le vecteur xk s’écrit :

yk + zk

avec :
yk ⊥ Vect(xq+1, . . . , xk−1)

et :
zk ∈ Vect(xq+1, . . . , xk−1).

On a de la même manière :

G(xq+1, . . . , xn) = G(yq+1) . . . G(yn).

Or Vect(xq+1, . . . , xk−1) ⊂ Vect(x1, . . . , xk−1).
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Le vecteur zk − zk appartient à Vect(xq+1, . . . , xk−1).

Or yk est orthogonal à Vect(x1, . . . , xk−1).

Il est orthogonal à zk − zk .

zk − zk = yk − yk

(yk − yk | yk) = 0

(yk | yk) = (yk | yk).

L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne :

yk
2 = (yk | yk) yk yk .

On en déduit yk y’k .

Ceci prouve que :

G(yq+1) . . . G(yn) G(yq+1) . . . G(yn).

Par conséquent :

G(x1, . . . , xn) G(x1, . . . , xq )G(yq+1) . . . , G(yn)

= G(x1, . . . , xq )G(xq+1, . . . , xn)

L’inégalité est une égalité si, et seulement si :

G(yq+1) . . . G(yn) = G(yq+1) . . . G(yn) ou bien si :

G(x1, . . . , xq ) = G(x1, . . . , xn) = 0.

L’inégalité est une égalité si, et seulement si :

∀k ∈ [[q + 1, n]] yk = yk ou bien si :

G(x1, . . . , xq ) = G(x1, . . . , xn) = 0. Or :

yk = yk ⇔ zk = zk ⇔ xk ⊥ Vect(x1, . . . , xq )

L’inégalité est une égalité si, et seulement si :

Vect(x1, . . . , xq ) ⊥ Vect(xq+1, . . . , xn) ou si :

(x1, . . . , xq ) est liée.

11 Une inégalité d’Hadamard

1 La famille (V1, . . . , Vn) est alors une base orthogo-
nale de C n .

M(V1, . . . , Vn) est la matrice de passage de la base ca-
nonique à la base (V1, . . . , Vn).

La matrice du produit scalaire est :

V1
2 0 · · · · · · · · · · · · 0

0 V2
2 0 · · · 0

...
. . .

...

...
. . .

...

0 · · · · · · · · · 0 Vn
2



dans cette base. Par conséquent :

V1
2 0 · · · · · · · · · · · · 0

0 V2
2 0 · · · 0

...
. . .

...

...
. . .

...

0 · · · · · · · · · 0 Vn
2


= t M(V1, . . . , Vn)In M(V1, . . . , Vn)

= t M(V1, . . . , Vn)M(V1, . . . , Vn).

Dans ce cas, le module du déterminant de la matrice
M(V1, . . . , Vn) est V1 V2 . . . Vn .

2 Pour tout entier i de [[2, n]], pi−1(Vi ) est une com-
binaison linéaire des vecteurs V1, . . . , Vi−1.

Or, on ne change pas la valeur d’un déterminant, si on
retranche à une colonne une combinaison linéaire des
autres colonnes.

Pour tout i de [[2, n]], on a :

DetM(V1, . . . , Vi−1, Ui , . . . , Un)

= DetM(V1, . . . , Vi , Ui+1, . . . , Un).

On obtient :

DetM(V1, . . . , Vn) = DetM(U1, . . . , Un).

3 La famille (U1, . . . , Un) a été obtenue à partir de la
famille (V1, . . . , Vn) par le procédé d’orthogonalisation
de Schmidt. Elle est orthogonale.

D’après la question 1), on a :

|Det(U1, . . . , Un)| = U1 U2 . . . Un .

Or, U1 = V1 et, pour tout k de [[2, n]], on a :

Uk
2 = Vk

2 − pk−1(Vk) 2 Vk
2.

On en déduit :

|DetM(V1, . . . , Vn)| V1 V2 . . . Vn .

Étudions maintenant le cas d’égalité.

Si l’un des Vi est nul, il y a égalité.

Si les vecteurs V1, . . . , Vn sont tous non nuls, il y a
égalité si, et seulement si, pour tout k de [[2, n]], on a
pk−1(Vk) = 0. C’est-à-dire si, et seulement si, les
V1, . . . , Vn sont orthogonaux deux à deux.

12 Une propriété du déterminant
d’une matrice hermitienne
positive

• Montrons que Det A est un réel positif.

D’après l’exercice 9, les valeurs propres de A sont des
réels positifs.
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Le déterminant de A est le produit des valeurs propres.
Il est donc réel et positif.

• Montrons que DetA
n

i=1

ai , i .

Soit w la forme sesquilinéaire hermitienne positive de
matrice A dans la base canonique (e1, . . . , en) de C n .

Alors w(ei , ei ) = ai , i . On en déduit que :

∀i ∈ [[1, n]] ai , i 0.

Par conséquent,
n

i=1

ai , i 0.

Si DetA = 0, on a bien DetA
n

i=1

ai , i .

Si DetA = 0, alors A est définie positive.

En effet, soit X dans Mn,1(C) tel que t X AX = 0.

La démonstration de l’inégalité de Cauchy-
Schwarz n’utilise que la positivité.

Donc elle s’applique ici et :

∀Y ∈ Mn,1(C) tY AX = 0.

On en déduit AX = 0. Or A est inversible.

Par conséquent, X = 0.

Dans ce cas, l’application w est un produit scalaire her-
mitien. On applique le procédé d’orthonormalisation de
Schmidt à la base (e1, . . . , en). On obtient une nouvelle
base (´1, . . . , ´n) et la matrice de passage P est triangu-
laire supérieure.

La matrice de w dans cette nouvelle base est In.

A = t P−1 P−1.

D’où DetA =
1

(Det P) 2
.

Or le procédé décrit au cours de cette démonstration per-
met de construire par récurrence la famille (´1, . . . , ´n)
en posant :

´1 =
e1

e1
et ∀k ∈ [[1, n − 1]] ´k+1 =

ek+1

ek+1

avec ek+1 = ek+1 − qk(ek+1), où qk est la projection
orthogonale sur Vect(e1, . . . , ek).

Par conséquent, le terme pk, k de P est pk,k =
1
ek

.

Donc DetA =
n

i=1

ei
2.

Le théorème de Pythagore assure :

ei
2 = w(ei , ei ) = w(ei , ei )− w(pi−1(xi ), pi−1(xi ))

w(ei , ei ) = ai , i

On en déduit DetA
n

i=1

ai , i .

13 Matrices unitaires

1 Montrons que Un est un sous-groupe multiplicatif
de GLn(C) .

Pour tout A de Un , A est inversible et A∗ = A−1.

Donc Un ⊂ GLn(C) .

In ∈ Un . Donc Un = [.

Soit A et B quelconques dans Un .

(AB−1)∗(AB−1) = (AB∗)∗(AB∗) = (B A∗)(AB∗)

= B(A∗ A)B∗ = B In B∗ = B B∗ = In

Par conséquent, AB−1 appartient à Un .

Un est bien un sous-groupe multiplicatif de GLn(C).

Il n’est pas abélien lorsque n > 1.

Pour n 2, considérer la matrice :

A =


0 1

1 0
02,n−2

0n−2,2 In−2,n−2



et la matrice B =


i 0

0 −i
02,n−2

0n−2,2 In−2,n−2

.

Un n’est pas un sous-espace de Mn(C) car la matrice
nulle n’est pas unitaire.

2 a) Det
a b

c d
= ad − bc.

Or Det(AA∗) = 1 et DetA∗ = DetA.

On en déduit |DetA|2 = 1.

Donc, il existe un réel u tel que ad − bc = ei u.

Ce réel u est unique à 2p près.

b) On effectue les produits AA∗ et A∗ A. On montre que
c = −bei u et d = aei u.

On obtient
a b

−bei u aei u
avec |a|2 + |b|2 = 1.

c) L’égalité z + z = Z + Zei g donne :

r2ei a − r R(ei b + ei (g−b)) + ei a = 0.

En divisant par ei a , on obtient :

r2ei (a−a ) − 2Rrei a−a
2 cos b− 1

2
g + 1 = 0.

Le complexe rei a−a
2 est l’une des racines du polynôme

X2 − 2X R cos b− 1
2

g + 1. Les coefficients sont
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réels. Donc re−i a−a
2 est la deuxième racine. Le produit

des racines est 1. On en déduit r = 1.

Soit A =
a b

−bei u aei u
une matrice de U2.

Notons z et z les deux valeurs propres de A.

|DetA| = 1. Donc |zz | = 1.

On en déduit que z et z s’écrivent ei a−a
2 et e−i a−a

2 .

D’autre part, z + z = TrA = a + aei u.

Si a− a ∈ 2pZ, on obtient |z| = |z | = 1 d’après c).

Si a − a ∈ 2pZ, r est solution de l’équation
X2 − 2X R cos(b − a) + 1 = 0. Elle admet une racine
réelle si, et seulement si, son discriminant− sin2(b−a)
est positif. Ceci impose sin2(b− a) = 0, puis :

b ≡ a[p].

Dans ce cas, la seule solution de l’équation est 1 et
r = 1.

3 Notons X et Y les vecteurs colonnes des coordon-
nées de x et y dans la base canonique de E .

(∀(x , y) ∈ E × E (u(x) | u(y)) = (x | y))

⇔ ∀(X , Y ) ∈ Mn,1(C)×Mn,1(C) t AX AY = t XY

⇔ ∀(X , Y ) ∈ Mn,1(C)×Mn,1(C) t X A∗ AY = t XY

⇔ A∗ A = In

⇔ A ∈ Un

4 Soit l et m deux valeurs propres distinctes de A.

Pour tout x du sous-espace propre de u associé à l et
tout y du sous-espace propre de u associé à m, on a :

(x | y) = (u(x) | u(y)) = (lx | my) = lm(x | y).

Or l est de module 1. Donc l =
1
l

. Comme l = m, on

a lm = 1, puis (x | y) = 0.

Les sous-espaces propres associés à l et m sont
orthogonaux.

5 On vérifie que les vecteurs colonnes sont normés et
orthogonaux. La matrice U est unitaire.

Recherchons ses valeurs propres.

Le polynôme caractéristique est :

(1− X)(X2 − 2
3

(1 + i)X + i).

Les valeurs propres sont 1, ei p
4

√
2−√

7i
3

et

ei p
4

√
2 +

√
7i

3
. Leur module est 1.

14 Décomposition d’Iwasawa

1 a) On vérifie que Tn est stable par combinaison li-
néaire, non vide et contenu dans Mn(C). C’est un sous-
espace de Mn(C). Ce n’est pas un groupe multiplica-
tif puisqu’il existe des éléments non inversibles (0 par
exemple).

b) Vérifions que T Pn est un sous-groupe multiplicatif
de GLn(C).

Les matrices de T Pn sont triangulaires inférieures et les
termes de la diagonale sont non nuls. Donc :

T Pn ⊂ GLn(C).

In ∈ T Pn(C). Par conséquent, T Pn(C) = [.

Soit T et R quelconques dans T Pn .

La matrice R−1 est également triangulaire inférieure.
En effet, si on supprime la ligne j et la ligne i de la
transposée avec i < j , on obtient une matrice triangu-
laire supérieure dont la diagonale contient 0.

Les cofacteurs d’indice (i , j ), où i < j , sont nuls.

Le produit de deux matrices triangulaires inférieures est
une matrice triangulaire inférieure.

La matrice T R−1 est triangulaire inférieure et inver-
sible. Elle appartient à T Pn .

L’ensemble T Pn est un sous-groupe multiplicatif de
GLn(C).

Ce n’est pas un sous-espace de Mn(C) puisqu’il ne
contient pas 0.

c Soit V dans T Pn ∩Un .

V −1 ∈ T Pn , car T Pn est un groupe.

D’autre part, V −1 = V ∗. On en déduit que V ∗ est tri-
angulaire inférieure, puis que V est triangulaire supé-
rieure. La matrice V est diagonale.

La matrice diagonale V est unitaire. Donc, pour tout i
de [[1, n]], on a |vi ,i |2 = 1. De plus vi , i est dans R∗

+.
Donc vi , i = 1. On en déduit V = In.

2 Notons B1, B2 et B3 les vecteurs lignes de la ma-
trice B. Ils sont indépendants et forment une base de C3.
Par le procédé d’orthogonalisation de Schmidt, on ob-
tient trois vecteurs B1, B2 et B3 orthogonaux, tels que :

B1 = B1, B2 = B2+aB1, et B3 = B3+bB2+gB1

On écrit que les produits scalaires des Bi pris deux à
deux sont nuls.

On obtient a = −
√

5
9

, b = g = 0.

On normalise les vecteurs B1, B2 et B3.

B1 = 3, B2 = 2 et B3 = 1
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Soit U la matrice de lignes B1 =
1
3

B1, B2 =
1
2

B2 et

B3 = B3.

U =


2i
3

√
5

3
0

− i
√

5
3

2
3

0

0 0 1

 .

Elle est unitaire (cf. exercice 13).

On exprime les changements de bases à l’aide de ma-
trices découpées en blocs.

Soit T la matrice telle que :

B =

B1

B2

B3

 = T

B1

B2

B3

 .

On obtient T =


1
3

0 0
√

5
6

2
3

0

0 0 1

.

De plus

B1

B2

B3

 = U . Donc B = TU.

3 Soit C une matrice de GLn(C). Notons C1, . . . , Cn

les vecteurs lignes de C .

a) La matrice C est inversible. Les vecteurs C1, . . . , Cn

sont indépendants. Ils constituent une base de E .

Le procédé d’orthogonalisation de Schmidt assure
l’existence d’une base (W1, . . . , Wn) orthogonale telle
que :

∀k ∈ [[1, n]] Vect(C1, . . . , Ck) = Vect(W1, . . . , Wk)

et (Ck | Wk) ∈ R∗
+.

b) On construit, par récurrence, la famille (W1, . . . , Wp)
en posant :

W1 =
C1

C1
et ∀k ∈ [[1, p − 1]] Wk+1 =

Ck+1

Ck+1

avec Ck+1 = Ck+1 −
k

i=1

(Wi | Ck+1)Wi .

Or : ∀k ∈ [[1, n]] Vect(C1, . . . , Ck) = Vect(W1, . . . , Wk)

Donc il existe des scalaires bi , j tels que :

∀ j ∈ [[2, n]] C j = C j −
j−1

i=1

bi , j Ci .

c) Soit U la matrice ayant pour lignes les vecteurs
Ci

Ci
.

Elle est unitaire car les vecteurs lignes sont normés et
orthogonaux deux à deux.

d) Soit R la matrice définie par :

pour tout j > i : ri , j = 0, pour j = i : ri , i =
1

Ci

et pour j < i : ri , j =
−bi , j

Ci

.

On constate que :
W1

...

Wn

 = U et que


W1

...

Wn

 = R


C1

...

Cn



Or C =


C1

...

Cn

. Donc U = RC .

e) La matrice R appartient à T Pn . Elle est donc inver-
sible et S = R−1 est également dans T Pn .

On a C = SU .

Montrons l’unicité d’un tel couple (S, U ). Supposons
qu’il existe un autre couple (S , U ) de T Pn × Un , tel
que C = S U .

Alors S −1S = U U−1.

La matrice S −1S appartient à T Pn , car T Pn est un
groupe multiplicatif. De même, U U−1 appartient à Un .

D’après la question 1) c), on a S −1S = U U−1 = In.
D’où S = S et U = U .

15 Les endomorphismes normaux

1 a) et b) Soit X le vecteur colonne des coordonnées
de x dans une base orthonormale de E et Y celui de y :

(u(x)|y) =t (AX)Y =t X(t AY )

On en déduit que l’endomorphisme v existe et que sa
matrice dans la même base est t A.

c) Les quatre premiers points sont triviaux. Montrons
que Keru∗ = (Imu)⊥.

x ∈ Keru∗ ⇐⇒ u∗(x) = 0 ;

x ∈ Keru∗ ⇐⇒ ∀y ∈ E(y|u∗(x)) = 0 ;

x ∈ Keru∗ ⇐⇒ ∀y ∈ E(u(y)|x) = 0 ;

x ∈ Keru∗ ⇐⇒ x ∈ (Imu)⊥.

On montre que Imu∗ = (Keru)⊥ à partir de l’égalité
précédente en comparant les dimensions.

On suppose que le sous-espace F est stable par u, mon-
trons que F⊥ est stable par u∗. Soit y dans F⊥. Pour
tout x de F on a :

(x |u∗(y)) = (u(x)|y) = 0
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car u(x) est dans F . On en déduit que u∗(y) est dans
F⊥.

2 a) Montrons (i) =⇒ (ii).

Soit x et y quelconques dans E .

(u(x)|u(y)) = (x |u∗u(y)) = (x |uu∗(y))

= (u∗(x)|u∗(y)).

En appliquant (ii) à y = x , on obtient (iii).

Montrons (iii) =⇒ (ii).

Soit x et y quelconques dans E .

(u(x)|u(y)) =
1
4

(||u(x) + u(y)||2 − ||u(y)− u(x)||2

+ i||u(y) + iu(x)||2 − i||u(y)− iu(x)||2)

=
1
4

(||u(x + y)||2 − ||u(y − x)||2 + i||u(y + ix)||2

− i||u(y − ix)||2)

=
1
4

(||u∗(x + y)||2 − ||u∗(y − x)||2

+ i||u∗(y + ix)||2 − i||u∗(y − ix)||2).

On en déduit, par linéarité de u∗ :

(u(x)|u(y)) = (u∗(x)|u∗(y)).

Montrons (ii) =⇒ (i).

D’après (ii), on a : ∀x ∈ E ∀y ∈ E

(x |u∗u(y)− uu∗(y)) = 0.

Par conséquent, ∀x ∈ E u∗u(y)− uu∗(y) = 0E .

Puis uu∗ = u∗u.

b) Soit x quelconque dans E .

x ∈ Ker u ⇐⇒ u(x) = 0E ⇐⇒ ||u(x)|| = 0.

D’après (iii), on en déduit :

x ∈ Ker u ⇐⇒ ||u∗(x)|| = 0 ⇐⇒ x ∈ Ker u∗.

D’où : Ker u = Ker u∗.
• De plus Imu = (Ker u∗)⊥ = (Ker u)⊥.

Or, Ker u ⊕ (Ker u)⊥ = E .

Par conséquent, E = Imu ⊕ ker u.

3 a) L’endomorphisme u − lIE commute avec son
adjoint car u est normal. Il est donc normal.

Par conséquent :

Ker (u − IE ) = Ker (u∗ − l̄IE ).

On en déduit que l̄ est une valeur propre de u∗ et :

El(u) = El̄(u∗).

D’autre part, El̄(u∗) est stable par u∗ et son orthogonal
El(u)⊥ est stable par u.

b) Soit x dans Ker (u − lIE ) et y dans Ker (u − mIE ).

(u(x)|y) = (lx |y) = (̄x |y)

(u(x)|y) = (x |u∗(y)).

Or Ker (u − mIE ) = Ker (u∗ − m̄IE ).

Par conséquent, (u(x)|y) = (x |my) = m(x |y)

d’où (l̄− m̄)(x |y) = 0.

Or l̄ = m̄. Donc (x |y) = 0.

En conclusion : El(u) et Em(u) sont orthogonaux.

c) Montrons que, si u est normal, alors il existe une base
orthonormale dans laquelle la matrice de u est diago-
nale.

Soit F =
l∈Sp(u)

El(u). Montrons que F = E .

Si F = E . Alors F⊥ = {0E}.

D’après la question 1), le sous espace F est stable par
u∗. Donc F⊥ est stable par u.

Soit v la restriction de u à F⊥.

F⊥ = {0E}. Donc v admet au moins une valeur propre
l complexe.

l est également une valeur propre de u. Ceci contredit
la définition de F .

En conclusion, E =
l∈Sp(u)

El(u) et u est diagonali-

sable.

Les sous-espaces propres sont orthogonaux deux à
deux. On peut construire une base orthogonale dans la-
quelle la matrice de u est diagonale.

Réciproquement, soit u un endomorphisme de E . On
suppose qu’il existe une base (e1, . . . , en) orthonormale
dans laquelle la matrice de u est :

A =


a1 0 . . . 0

0
. . .

...
...

. . . 0
0 · · · 0 an

 .

La matrice de u∗ dans cette même base est :

Ā =


ā1 0 . . . 0

0
. . .

...
...

. . . 0
0 · · · 0 ān


car la base (e1, · · · , en) est orthonormale.

Ces deux matrices diagonales commutent.

On en déduit que u est un endomorphisme normal.

d) Les valeurs propres ai ne sont pas nécessaire-
ment distinctes. Notons J la partie de [[1, n]] telle que
Sp(u) = {ai ; i ∈ J} avec, pour tout i et tout j de J
distincts, les complexes ai et a j distincts.
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On introduit le polynôme d’interpolation de Lagrange
P défini par :

P(X) =
i∈J

āi

j∈J
j=i

X − a j

ai − a j

 .

Alors : ∀k ∈ [[1, n]] P(ak) = āk .

On en déduit Ā = P(A). Puis P(u) = u∗.

Réciproquement, s’il existe un polynôme P tel que
u∗ = P(u), on sait que P(u) commute avec u. Par
conséquent, u est normal.

e) Si u est normal, il existe une base orthonormale dans
laquelle les matrices respectives de u et u∗ sont :

A =


a1 0 . . . 0

0
. . .

...
...

. . . 0
0 · · · 0 an


et

Ā =


ā1 0 . . . 0

0
. . .

...
...

. . . 0
0 · · · 0 ān

 .

On en déduit Tr(u u∗) =
n

i=1

|ai |2.

Réciproquement, on suppose que :

Tr(u∗u) =
n

i=1

|ai |2

où a1, · · · , an désignent les valeurs propres de u.

L’endomorphisme u est trigonalisable sur C.

Montrons par récurrence sur la dimension de E qu’on
peut trouver une base orthonormale dans laquelle la ma-
trice de u est triangulaire.

Cette propriété est vérifiée lorsque dim E = 1.

Supposons cette propriété vérifiée pour dim E = n et
pour tout endomorphisme de E .

Soit E un espace hermitien de dimension n + 1 et u un
endomorphisme de E .

Il existe un hyperplan H stable par u. Alors
E = H ⊕ H⊥.

Il existe une base (e1, · · · , en) orthonormale dans la-
quelle la matrice de la restriction de u à H est trian-
gulaire supérieure. Choisissons en+1 unitaire dans H⊥.
La base (e1, · · · , en+1) est orthonormale et la matrice de
u est triangulaire supérieure dans cette base.

Appliquons ceci à l’endomorphisme u qui vérifie

Tr(u∗u) =
n

i=1

|ai |2.

Il existe une base (e1, · · · , en) orthonormale dans la-
quelle la matrice de T est triangulaire supérieure de dia-
gonale (a1, · · · , an).

Dans cette même base, la matrice de u∗ est T̄ .

Notons T = (ti , j )i∈[[1,n]], j∈[[1,n]].

Le i-ième terme de la diagonale de T̄ T est :

|ai |2 +
i−1

k=1

|tk,i |2.

Or Tr(T̄ T ) =
n

i=1

|ai |2.

Ceci n’est possible que si :

∀i ∈ [[1, n]] ∀k ∈ [[1, i − 1]] tk,i = 0.

On en déduit que T est une matrice diagonale.

L’endomorphisme u est normal.

f) On suppose que l’endomorphisme w◦v est nul. Alors
Im v ⊂ Ker w.

On en déduit :

Im w = (Ker w∗)⊥ = (Ker w)⊥ ⊂ (Im v)⊥

⊂ Ker v∗ = Ker v.

L’endomorphisme v ◦ w normal.

Tr((vw)∗(vw)) = Tr(w∗v∗vw) = Tr(vw∗v∗v)
= Tr(v∗wvv∗) = Tr((wv)(wv)∗)

=
n

i=1

|ai |2

où (a1, · · · , an) désignent les valeurs propres de w ◦ v.

Or, on peut montrer que w ◦ v et v ◦ w ont les mêmes
valeurs propres avec les mêmes ordres de multiplicité.

Donc v ◦ w est un endomorphisme normal.
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7 Géométrie affine
et euclidienne

Ce chapitre est au programme des concours.

Nous vous invitons à réviser le cours étudié en première année.

RAPPELS DE COURS
RÉDUCTION D’UNE CONIQUE

Soit une conique d’équation :

ax2 + 2bxy + cy2 + dx + ey + f = 0, avec b = 0,

pour réduire l’équation de la conique :

• on écrit A =
a b

b c
et on diagonalise la matrice A ;

• on choisit une base orthonormée de vecteurs propres de A, (−→u ,−→v ) et on écrit l’équation de la
conique dans le repère (O ,−→u ,−→v ) ;

• on effectue éventuellement une translation de l’origine, de manière à simplifier les termes de
degré 1 dans l’équation de la conique.

Pour déterminer la nature d’une conique sans en réduire l’équation, on calcule Det(A)=
a b

b c
:

• si Det(A) > 0, la conique (C) est une ellipse, ou un singleton ou l’ensemble vide ;

• si Det(A) < 0, la conique (C) est une hyperbole ou la réunion de deux droites sécantes ;

• si Det(A) = 0, la conique (C) est une parabole, ou la réunion de deux droites parallèles, ou une
droite, ou l’ensemble vide.
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RÉDUCTION D’UNE QUADRIQUE

Soit une quadrique d’équation :

ax2 + by2 + cz2 + 2dxy + 2eyz + 2 f zx + gx + hy + i z + j = 0.

Pour réduire l’équation de la quadrique :

• on écrit A =


a d f

d b e

f e c

 et on diagonalise la matrice A ;

• on choisit une base orthonormée de vecteurs propres de A, (−→u ,−→v ,−→w ) et on écrit l’équation de
la quadrique dans le repère (O ,−→u ,−→v ,−→w ) ; celle-ci est de la forme :

ax 2 + by 2 + gz 2 + kx + ly + mz + j = 0

où a, b et g sont les valeurs propres de A associées à −→u ,−→v ,−→w respectivement ;
• on effectue éventuellement une translation de l’origine, de manière à simplifier les termes de
degré 1 dans l’équation de la quadrique.
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É N O N C É S
1 Pour s’entraîner

1 a) Déterminer la fonction w telle qu’une droite
d’équation y = mx + p est tangente à la courbe E
d’équation y = ex si, et seulement si : p = w(m).

b) Déterminer la fonction c telle qu’une droite d’équa-
tion y = mx + p est tangente à la courbe L d’équation
y = ln(x) si, et seulement si : p = c(m).

c) Déterminer le nombre de tangentes communes aux
courbes E et L.

Que peut-on dire de leurs pentes ? Ce résultat était-il
prévisible ?

2 On considère quatre droites D1, D2, D1 et D2 telles
que :

D1 ∩ D2 = {I} ; D1 ∩ D2 = {J} ; I = J .

Pour simplifier les calculs, on convient de noter,
D1(x , y) ou D1, l’équation de la droite D1.

Ainsi : D1 = a1x + b1 y + c1.

De même pour les autres droites.

a) Montrer que toute droite passant par I admet une
équation de la forme aD1 + bD2, avec (a, b) = 0.

Étudier la réciproque.

b) En déduire une expression simple d’une équation de
la droite (I J ).

3 Déterminer les sphères de l’espace tangentes aux
plans :

P : x + y − z = 1 ; Q : −2x + y + 3z = 6 ;
R : 2x − 3y − z = 5 ;

4 a) Dans le plan, on considère un cercle C et cinq
points distincts M1, M2, M3, M4 et M situés sur C.

Montrer que le produit des distances de M aux droites
(M1 M2) et (M3 M4) est égal au produit des distances de
M aux droites (M1 M3) et (M2 M4).

b) Qu’en déduire dans le cas de 2n + 1 points distincts
situés sur C ?

5 Soit E un espace euclidien orienté de dimension 3
où ∧ représente le produit vectoriel. Soit quatre vecteurs
a, b, c et d de E tels que a et b soient indépendants, c
est orthogonal à a et d orthogonal à b.

Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, b, c
et d pour qu’il existe au moins un vecteur v tel que :

a ∧ v = c ; b ∧ v = d .

Montrer qu’alors v est unique.

6 Soit ABC DE un polygone régulier convexe du
plan euclidien.

a) Calculer le rapport des longueurs AI et AJ où I et J
sont respectivement les intersections du segment [A, C]
avec les segments [B, D] et [B, E].

b) Donner une équation du second degré, à coefficients
entiers, ayant ce nombre pour racine.

1) Écrire l’équation de la tangente en un point.
c) Comment sont les courbes E et L ?
3) Penser aux cercles équidistants de deux droites
dans le plan...
4) a) Utiliser le cercle trigonométrique.
5) Calculer de deux manières différentes (a, b, v)
pour mettre en évidence une condition...
Pour la réciproque, résoudre d’abord l’équation
a ∧ v = c...
6) a) Faire une figure. Traquer les valeurs des
angles, les triangles isocèles..
Puis utiliser la formule du cours

a
sin A

=
b

sin B
=

c
sin C

.

2 Point de Gergonne d’un triangle

Soit ABC un triangle, et A , B , C trois points apparte-
nant respectivement aux côtés [BC], [C A], [AB], dis-
tincts des sommets du triangle. Soit a, a , b, b , g, g
six réels tels que A est le barycentre de (B, a), (C , a ),
B le barycentre de (C , b), (A, b ), C le barycentre de
(C , g), (A, g ).

1 Montrer que les droites (AA ), (B B ) et (CC ) sont
concourantes si, et seulement si, abg = a b g .

2 Dans cette question, A , B et C sont les points de
contact du cercle inscrit dans le triangle avec les cô-
tés. Montrer que les droites (AA ), (B B ) et (CC ) sont
concourantes. Leur point d’intersection est appelé point
de Gergonne du triangle.
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7. GÉOMÉTRIE AFFINE ET EUCLIDIENNE

Calculer ses coordonnées barycentriques par rapport à
A, B, C en fonction des côtés a, b, c du triangle.

Utiliser des barycentres.

3 Le théorème de Desargues

Gérard Desargues (1591-1661) propose en 1626, à
Paris, sans succès, une approche nouvelle de la géo-
métrie.
Déçu, il retourne à Lyon. Nous lui devons le mot
« involution ».

1 Trois droites deux à deux distinctes du plan,
d1, d2, d3 sont concourantes en O .

Les points A, A sur d1, les points B, B sur d2 et les
points C , C sur d3 sont tels que les droites (AB) et
(A B ) sont parallèles, ainsi que les droites (BC) et
(B C ).

Montrer, par deux méthodes différentes, que les droites
(AC) et (A C ) sont parallèles.

2 Même question en supposant maintenant les droites
d1, d2, d3 parallèles.

1) Regarder le schéma et essayer de le voir à trois
dimensions, de l’imaginer dans l’espace...
2) Idem.

4 Paraboloïde hyperbolique

L’espace affine E de dimension 3 est rapporté à un re-
père (O , i , j , k). On considère l’ensemble S des points
M de E dont les coordonnées (x , y, z) dans ce repère
vérifient l’équation :

z = xy + x + y. (1)

1) Démontrer que l’intersection de S avec un plan pa-
rallèle au plan (yOz) est une droite, dont on donnera
une représentation paramètrique. Même question avec
un plan parallèle au plan (zOx).

2 Démontrer que, par tout point M0 de S, il passe
deux droites (et deux seulement) incluses dans S.

3 On considère un nouveau repère (O , i , j , k ) dé-
fini par :

−−→
O O = −i − j − k ; i = i + j ;

j = i − j ; k = k.

a) Établir les formules de changement de repère.

b) Déterminer l’équation de S dans le nouveau repère.

c) Quelles sont les intersections de S avec des plans pa-
rallèles à (y O z ), (z O x ) et (x O y ) ?

2) On pourra chercher un vecteur u tel que pour
tout réel k, le point M0 + ku appartienne à S.

5 Intersection d’un tétraèdre
et d’un plan

Soit A, B, C et D quatre points non coplanaires de l’es-
pace affine E définissant un tétraèdre [ABC D].

On appelle I , J , K les isobarycentres respectifs des tri-
plets (A, B, C), (B, C , D) et (D, A, B) et P le plan défini
par I , J , K .

1 Démontrer que les droites (I K ) et (C D) sont pa-
rallèles.

2 Démontrer que le plan P et le plan P = (AC D)
sont parallèles.

3 Démontrer que le plan P et le plan Q = (BC D)
sont sécants et préciser leur intersection.

4 En déduire la détermination et la construction de la
section du tétraèdre [ABC D] par le plan P.

5 Soit G l’isobarycentre du triplet (I , J , K ). Démon-
trer que la droite (BG) passe par L , isobarycentre du
triplet (A, C , D).

1) Plusieurs méthodes sont possibles.
Écrire une relation vectorielle liant les points I , A,
B, C , puis K , A, B, D.
2) Regarder les plans vectoriels associés aux plans
affines...
3) Utiliser J et la première question.
4) Regarder l’intersection de P et de chacune des
faces du tétraèdre.
5) Utiliser des barycentres. La droite (BG) est l’en-
semble des barycentres de B et G .

6 Quadrilatère tangent
à une sphère

L’espace R3 est un espace euclidien.

Un quadrilatère (ABC D) de l’espace est tangent à une
sphère (S).
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Nous allons montrer que les points de tangence sont co-
planaires.

Nous supposerons que le quadrilatère n’est pas contenu
dans un plan.

Les quatre points A, B, C et D forment un repère quel-
conque de l’espace.

Nous allons travailler avec des coordonnées barycen-
triques dans ce repère.

Lorsque M est barycentre de ((A, x), (B, y), (C , z), (D, t)),
avec la condition x+y+z+t = 0, on dit que (x , y, z, t) est
un système de coordonnées barycentriques du point M .

1 On considère quatre points M1, M2, M3 et M4 de
coordonnées barycentriques (xi , yi , zi , ti ) pour i dans
[[1, 4]].

Montrer que les quatre points sont coplanaires si, et
seulement si :

x1 · · · x4

y1 · · · y4

z1 · · · z4

t1 · · · t4

= 0.

2 Donner la forme de l’équation de la sphère en
coordonnées barycentriques.

3 Déterminer une condition nécessaire et suffisante
pour que la droite (AB) soit tangente à (S).

Donner les coordonnées du point de tangence.

4 Démontrer que les points de tangence sont copla-
naires.

5 Que remarquez-vous ?

1) Les points M1, . . . , M4 sont coplanaires si, et
seulement si, l’un d’entre eux est barycentre des
trois autres.
Supposer M4 barycentre de M1, M2, M3 et l’écrire
comme barycentre de A, B, C , D...
2) La sphère de centre I et de rayon R est l’en-
semble des points M tels que :

−→
I M2 = R2.

Mais le repère n’est pas orthonormé....
3) La droite (AB) est l’ensemble des barycentres
de A et B.
Chercher une condition sur les coefficients
a, b, c, · · · apparus dans l’équation de la sphère
pour que la droite soit tangente à S.
4) Utiliser la question 1).
5) Regarder l’équation établie dans la question 2).

7 Des distances dans l’espace

d1 et d2 sont deux droites de l’espace euclidien non co-
planaires, k, a, deux réels.

1 Montrer qu’il existe une droite d, et une seule, per-
pendiculaire à d1 et d2.

La préciser.

2 Déterminer l’ensemble des points M tels que :

d(M , d1)2 + kd(M , d2)2 = a.

1) Classique. À savoir faire ABSOLUMENT.
2) Choisir le repère.
La droite d rencontre d1 en B et d2 en C .
Notons O le milieu de [B, C] et prenons pour axe
(Oz) la droite (BC).
Les droites d1, d2 se projettent en d1, d2 sur le plan
passant par O et perpendiculaire à (BC).
Choisir les axes (x x) et (y y).

8 Cercle, projection
et perpendiculaires

D’après Ensam.

Le plan est rapporté à un repère orthonormé (0,
−→
i ,
−→
j ).

Soit a > 0 une constante réelle et u un paramètre décri-
vant R. On considère un point variable M défini par son
affixe aeiu et C le cercle décrit par le point M .

1 a) On désigne par P et Q les projections orthogo-
nales de M sur les axes et par H le projeté orthogonal
de l’origine sur la droite (P Q).

Déterminer, en fonction de u, les coordonnées du
point H .

b) La tangente en M au cercle C coupe, en général, les
axes en U et V . Soit alors W le point se projetant ortho-
gonalement en U et V sur les axes.

Déterminer, en fonction de u, les coordonnées du
point W .

Que peut-on dire de la position relative des points
O , H , W ?

2 Soit R la courbe décrite par W (que l’on ne de-
mande pas de construire).

On mène par O la perpendiculaire à la tangente à R en
W , cette droite coupant la droite (P Q) en I .

a) Déterminer, en fonction de u, les coordonnées du
point I .

b) Montrer que les droites (P Q) et (I M) sont perpendi-
culaires.
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1) Faire une figure et contrôler vos calculs.
a) Caractériser le projeté orthogonal H .

9 Suite de cercles

1 On considère, dans un plan euclidien rapporté à un
repère orthonormé, un ensemble de cercles définis par :

(i) C est centré en (0, 1) et passe par (0, 0) ;

(ii) C est tangent extérieurement à C, tangent à l’axe
(x x) et centré en A d’abscisse a > 0 ;

(iii) C est tangent extérieurement à C et à C , tangent à
l’axe (x x) et centré en B d’abscisse b < a.

Montrer qu’il existe une fonction w d’expression très
simple telle que : b = w(a).

Calculer les rayons de C et C en fonction de a.

2 Étudier la suite définie par : a0 = a , an+1 = w(an).

Commencer par la figure, puis exprimer que deux
cercles sont tangents extérieurement...

10 Cercle, tangente
et lieu de points...

D’après ESTP.

a désigne une constante positive donnée (0 < a).

On munit R2 euclidien d’un repère orthonormé d’axes
(Ox) et (Oy) et on considère le cercle C d’équation :

x2 + y2 − 2ax = 0.

Deux points P et Q décrivent l’axe des y de façon que
O Q = 2O P .

De P et Q, on peut en général mener deux tangentes à
C autres que (Oy), et se coupant en M .

Déterminer l’ensemble G des positions de M quand P
décrit l’axe des y .

Préciser la nature de G.

Plusieurs démarches sont possibles...
Nous vous proposons la suivante :
– paramétrer le cercle,
– donner l’équation de la tangente en un point du
cercle,
– déterminer l’intersection de cette tangente avec
l’axe (y y),
– à vous de jouer.....

11 Vecteurs unitaires dans l’espace
faisant entre eux un angle fixe

L’espace affine euclidien est muni d’un repère ortho-
normé (O ,

−→
i ,
−→
j ,
−→
k ).

1 Déterminer trois vecteurs unitaires faisant entre eux

des angles de mesure
p

4
.

2 Déterminer l’ensemble des réels a de [0, p] tels
qu’il existe trois vecteurs unitaires faisant entre eux des
angles de mesure a.

1) Considérer un tétraèdre déterminé par les trois
vecteurs...
2) Fixer la base (triangle équilatéral) d’un tel
tétraèdre et faire varier le sommet de manière à
conserver trois faces égales...

12 Produit vectoriel et équation

A, B, C , D sont quatre points de l’espace affine eucli-
dien et a, b, deux scalaires réels non tous deux nuls.

L’objectif de l’exercice est de trouver l’ensemble E des
points M vérifiant la condition :

a
−−→
M A ∧ −−→M B = b

−−→
MC ∧ −−→M D .

1 Déterminer E lorsque les points A, B, C , D ne sont
pas coplanaires.

2 Déterminer E lorsque les points A, B, C , D sont co-
planaires.

1) Distinguer les cas :
M appartient à (AB) ;
M appartient à (C D) ;
M n’appartient ni à (AB), ni à (C D).
2) Transformer la condition imposée en écrivant−−→
M B =

−−→
M A +

−→
AB,...

13 Tétraèdre équifacial

ABC D est un tétraèdre équifacial, c’est-à-dire que ses
quatre faces ont la même aire.

Nous allons montrer que les faces sont égales.

1 Appelons I le milieu de [C , D], H le projeté ortho-
gonal de I sur (AB), C et D les projetés orthogonaux
de C , D sur (AB).

Montrer que CC = DD .
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2 Montrer que H est le milieu de [C , D ].

3 Quelle est la perpendiculaire commune aux droites
(C D) et (AB) ?

4 Conclure.

1) Égalité des aires...
2) Considérer

−→
I C .

−→
AB +

−→
I D.

−→
AB = 0 et utiliser la

relation de Chasles.
3) Montrer que HC = H D.

14 Le théorème du papillon

1 (C) est le cercle de centre I et de rayon R et P un
point quelconque du plan.

Une droite (D) passant par P recoupe le cercle en M , N .

Montrer que P M P N = P I 2 − R2.

Examiner le cas où la droite (M N ) est une tangente à
(C) passant par P .

Le réel P I 2 − R2 ne dépend que de la distance de P à
(C). Il est appelé puissance de P par rapport à (C).

2 Théorème du papillon

(C) est un cercle du plan et K un point intérieur à (C).
Trois cordes du cercle, [AB], [ST ] et [M N ] passent par
K et K est le milieu de [AB]. Les cordes [MT ] et [SN ]
recoupent respectivement en P , Q les segments [K A] et
[K B].

Montrer que K est le milieu de [P Q].

3 Six points distincts A, A , B, B , C , C du plan ap-
partiennent à une même conique (C).

On suppose qu’il existe un point P tel que :

P A P A = P B P B = PC PC .

Montrer que cette conique est un cercle.

1) Ramener à un produit scalaire et utiliser la rela-
tion de Chasles avec le milieu J de [M , N ].
2) Une méthode possible parmi d’autres....
choisir un repère de centre K , dont l’axe (y y)
contient A, B ;
déterminer les coordonnées de M en fonction de
celles de N , puis celles de S en fonction de celles
de T ;
calculer l’ordonnée de P , Q qui sont des bary-
centres...

3) Choisir un repère du plan d’origine P
qui simplifie l’équation de la conique, puis
écrire qu’il existe trois droites passant par
P et rencontrant C en des points tels que
P A P A = P B P B = PC PC ...

15 Affixes des racines
d’un polynôme

D’après E4A.

P désigne le plan affine euclidien rapporté à un repère
orthonormé direct (O , i , j ), n est un entier naturel supé-
rieur ou égal à 2.

A1, A2, · · · , An sont n points distincts deux à deux de P
dont les affixes respectives sont notées a1, a2, · · · , an . E
est l’ensemble des points A1, A2, · · · , An .

On note G(E) l’ensemble des points M de P n’apparte-
nant pas à E et vérifiant la relation :

n

k=1

1
(M Ak)2

−−−→
M Ak = 0.

1 Soit M un point de P , n’appartenant pas à E , d’af-
fixe z. Montrer que M appartient à G(E) si, et seulement

si,
n

k=1

1
z − ak

= 0.

2 On considère le polynôme Q défini par :

Q(X) =
n

k=1

(X − ak).

a) On pose R(X) =
Q (X)
Q(X)

.

Déterminer la décomposition en éléments simples de
R(X) dans le corps C(X).

b) En déduire que G(E) est l’ensemble des points M de
P dont l’affixe z est racine du polynôme Q .

c) En déduire que si p est le nombre d’éléments de
G(E), on a : 1 p n − 1.

d) Dans le cas particulier où n = 2, préciser G(E).

Dans la suite de l’exercice, on suppose n 3.

3 Soit r une rotation du plan P . Établir que :
r G(E) = G r (E) .

On dit que l’ensemble E forme un polygone régulier à n
côtés si, et seulement s’il est invariant par une rotation

d’angle
2p

n

4 Montrer que si E forme un polygone régulier, alors
G(E) est réduit à un seul point que l’on précisera.
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5 Réciproquement, montrer que si G(E) est un sin-
gleton, alors E forme un polygone régulier (on pourra
commencer par déterminer le polynôme Q ).

6 Dans cette question, on suppose n = 3, a1 = a+ib,
a2 = a − ib, a3 = −2a où a et b sont des réels stric-
tement positifs.

a) Déterminer les affixes des éléments de G(E). Vérifier
les résultats établis aux questions 4) et 5).

b) On note (x , y) le couple des coordonnées d’un point
M de P . On suppose que a

√
3 > b. Soit (´) l’ellipse

de P d’équation :
x2

a2
+

3y2

b2
= 1.

(i) Indiquer les coordonnées des foyers de (´).

(ii) Soit M0(x0, y0) un point de (´). Déterminer l’équa-
tion de la tangente en M0 à l’ellipse (´).

(iii) Démontrer que l’ellipse (´) est tangente aux trois
côtés du triangle A1 A2 A3 en leurs milieux.

2) a) Considérer un intervalle I de R sur lequel
Q(x) > 0. Puis dériver ln Q.
3) Utiliser 2) b).
4) Montrer que r (G(E)) = G(E) et regarder le car-
dinal de G(E).
5) Utiliser 2) b).

16 Triangles équilatéraux ayant leurs
sommets sur une hyperbole

D’après E4A.

P désigne le plan affine euclidien rapporté à un repère
orthonormé (O ,

−→
i ,
−→
j ), k est un réel strictement positif.

On note (x , y) les coordonnées d’un point M de P .

Soit (g) l’hyperbole équilatère d’équation cartésienne :
xy = k.

1 On considère trois points A, B, C de (g), deux à
deux distincts, dont les abscisses sont notées respective-
ment a, b, c.

a) Déterminer les coordonnées (a, b) du centre de gra-
vité G du triangle ABC .

b) Déterminer les coordonnées (l, m) de l’orthocentre
H du triangle ABC .

Vérifier que H appartient à (g).

2 On suppose, dans cette question, que ABC est un
triangle équilatéral.

a) Que peut-on dire de G et H ?

b) Montrer que a, b, c sont les racines du polynôme
P(X) avec :

P(X) = X3 − 3lX2 − 3
k2

l2
X +

k2

l
.

c) On appelle sommets de (g) les points d’intersection
de (g) avec la droite d’équation y = x . On suppose que
H n’est pas l’un des sommets de (g).
Montrer que l’intersection du cercle circonscrit au
triangle ABC avec (g) contient un point D distinct de
A, B, C .
Préciser les coordonnées de D.

3 Soit r un réel non nul et Q(X) le polynôme défini
par :

Q(X) = X3 − 3r X2 − 3
k2

r2
X +

k2

r
.

a) Déterminer le signe du produit Q(0)Q(r ).
En déduire que Q(X) admet trois racines réelles deux à
deux distinctes et non nulles notées r1, r2, et r3.

b) Soit R1, R2 et R3 les points de (g) d’abscisses res-
pectives r1, r2 et r3.
Démontrer que le triangle R1 R2 R3 est équilatéral.

4 Donner une construction géométrique permettant
d’obtenir tous les triangles équilatéraux dont les som-
mets appartiennent à (g).

1) b) Écrire les équations de deux hauteurs.
2) b) Utiliser les relations entre coefficients et ra-
cines.
2) c) Écrire l’équation du cercle, sans rompre la
symétrie entre A, B, C .
3) b) Utiliser encore les relations entre coefficients
et racines.
4) Pour r fixé, comment construire le triangle équi-
latéral associé ?

17 Établissement de l’orbite
d’une étoile double

Préliminaire

Soit (E) une ellipse. Étudier le lieu du milieu d’une
corde parallèle à une droite donnée. Que dire si cette
corde est parallèle à un axe de l’ellipse ?

Un peu d’astronomie

Une étoile double est un système de deux étoiles
proches, qui gravitent autour de leur centre de gra-
vité. Par un changement de référentiel, on peut consi-
dérer que l’une des deux étoiles, S, est fixe et que la
deuxième, S , parcourt une ellipse (E) dont l’un des
foyers est S. On note V le centre de l’ellipse (E), et P
son plan.
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Depuis la Terre, cette orbite est vue en perspective, ce
qui ne permet pas de mesurer directement ses différents
paramètres. L’image de l’orbite dans un téléscope ter-
restre est l’image (E) de l’ellipse (E) par la projection
orthogonale p sur un plan (P) perpendiculaire à la di-
rection Terre-Étoile. On note S, S les projetés respectifs
des points S, S . On désigne par D la droite intersection
des plans P et P.

Doc. 1

Une série de photographies sur une période de révo-
lution donne la figure ci-dessous, où S est l’image de
l’étoile fixe S et (E) celle de l’orbite de S (l’échelle est
de 1 cm pour 1 seconde d’arc, angle vu depuis la Terre) :

Doc. 2

Toutes les constructions demandées dans le problème
concernent cette figure, que l’on reproduira avec soin
(dans un concours, elle serait donnée en document an-
nexe).

1 Montrer que (E) est encore une ellipse. Le point S
est-il un foyer de (E) ?

2 Montrer que le centre de (E) est le point O , image
de V par la projection p. Proposer une méthode de
construction géométrique du point O . Construire les
images par p des axes de l’ellipse (E).

3 Déduire des constructions précédentes une valeur
approchée de l’excentricité e de l’ellipse (E).

4 Montrer que l’on peut alors construire point par
point l’image (C) du cercle principal (G) de l’ellipse
(E) par la projection p. Quelle est la nature de la courbe
(C) ?

5 En cherchant les cercles de centre O tangents à (C)
(ce n’est pas une construction géométrique rigoureuse,
mais seulement approchée), déterminer la droite passant
par O et parallèle à D.

En déduire une valeur approchée du demi-grand axe a
de l’ellipse (E), puis de son demi-petit axe b et de sa
demi-distance focale c.

6 Construire la perpendiculaire à D passant par O . En
déduire une valeur approchée de l’angle i des plans P
et P.

7 On désigne par a une mesure de l’angle des droites
D et (VS), et b une mesure de l’angle des droites D et
(O S). Montrer que :

tan b = tan a cos i .

En déduire une valeur approchée de l’angle a.

8 Représenter l’orbite (E) dans son plan, en faisant
figurer la droite passant par S et parallèle à D (appelée
ligne des nœuds).

Une ellipse est l’image d’un cercle par une affinité.
2) Utiliser le résultat de la question préliminaire.
3) Si une projection ne conserve pas les longueurs,
elle conserve les rapports de longueur.
4) Encore une affinité...
6) et 7) Utiliser des projections.

18 Les théorèmes de Pappus
et de Pascal

Ce problème a pour but la démonstration des théorèmes
de Pappus et de Pascal.

À cette fin, nous manipulerons des équations de courbes
sous une forme simplifiée, avec un minimum de coor-
données analytiques.
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On appelle polynôme des variables X , Y une application
A de N×N dans R, qui à (n, m) associe A(n, m) = anm ,
et telle que {(n, m); anm = 0} est fini. On note alors :

A(X , Y ) =
(n,m)

anm XnY m .

Le polynôme nul est la fonction nulle.

Si un polynôme A est non nul, on appelle degré de A
l’entier :

d = max {n + m ; anm = 0} .

On associe à tout polynôme A des variables X , Y la
fonction polynôme, notée également A :

A : R2 −→ R
(x , y) −→ A(x , y).

Par exemple : X2Y − 3XY 3 est un polynôme des va-
riables X , Y .

La fonction polynôme associée est définie par :

A(x , y) = x2 y − 3xy3.

On identifie, pour simplifier le langage, polynôme et
fonction polynôme.

Si x0 est fixé, la fonction (y → A(x0, y)) est une fonc-
tion polynôme de la variable y.

De même si on fixe y0.

Le plan est muni d’un repère orthonormé (O ,
−→
i ,
−→
j ).

On appelle courbe algébrique définie par le polynôme
A l’ensemble des points M(x , y) tels que A(x , y) = 0.
Cette courbe est notée A.

Ainsi, la droite d = x − y + 2, le cercle C = 2(x2 + y2),
le couple de droites A = (x− y−4)(x +2y +5) sont des
courbes algébriques. Une conique est une courbe algé-
brique définie par un polynôme de degré 2.

1 Montrer que les droites d1, d2 et d3 sont parallèles
ou concourantes si, et seulement s’il existe trois réels
non tous nuls l1, l2 et l3 tels que l1d1+l2d2+l3d3 = 0.

2 Montrer que les droites d1 et d2 sont parallèles ou
perpendiculaires si, et seulement s’il existe deux réels
non tous nuls l1 et l2 tels que l1d2

1 +l2d2
2 soit un cercle.

3 a) Montrer que, si C est un polynôme de degré
n > 0, et d une droite dont n + 1 points appartiennent à
C , alors d est contenue dans C .

b) Montrer que la droite d est contenue dans la courbe
C si, et seulement s’il existe une courbe algébrique A
telle que C = d A.

c) Ce résultat est-il encore exact si une courbe algé-
brique quelconque est substituée à d ?

4 Soit d1 et d2 deux droites sécantes en un point P et
C une courbe algébrique.

Montrer que C est tangente à d2 en P si, et seulement
s’il existe un réel l et un polynôme A tels que :

C = ld2
1 + d2 A.

5 Soit (d1, d2) et (d3, d4) deux couples de droites sé-
cantes définissant les quatre points A, B, C et D.

Montrer que les coniques passant par ces quatre points
sont les courbes :

C = ld1d2 + md3d4 (l, m ∈ R).

6 a) On donne deux droites d1 et d2 se coupant en
un point A. Montrer qu’une droite d passe par A si, et
seulement s’il existe deux réels non tous deux nuls l,m
tels que d = ld1 + md2.

b) On donne deux droites d1 et d2 se coupant en un point
A, et deux droites d3 et d4 se coupant en un point B dis-
tinct de A. À chaque droite d = ld1 + md2 passant par
A, on associe la droite d = ld3 + md4 passant par B.

Quelle est la courbe décrite par le point d’intersection
M de d et d ?

7 a) C est un cercle, t1 et t2 deux droites tangentes au
cercle en T1 et T2 respectivement.

On note d la droite (T1T2).

Montrer qu’il existe l tel que C = ld2 + t1t2.

b) Les droites t3, t4 sont deux autres tangentes au cercle
en T3, T4 respectivement.

On note d la droite (T3T4).

On note A, B, C , D les points d’intersection respectifs
de t1 et t3, t1 et t4, t2 et t4, t2 et t3.

Montrer que les points A, B, C , D sont cocycliques si,
et seulement si, les droites d , d sont perpendiculaires
ou parallèles.

8 On appelle cubique toute courbe définie par un po-
lynôme de degré 3.

a) Soit G une cubique, d une droite coupant G en
A, B, C , d une droite coupant G en A , B , C .

Les points A, B, C , A , B , C sont supposés distincts.

On appelle A , B , C les points où les droites
(AA ), (B B ), (CC ) recoupent G.

Montrer que A , B , C sont alignés.

b) G, d , d étant donnés, combien d’alignements
obtient-on avec ce théorème ?

c) Le théorème de Pappus

On considère trois droites distinctes d1, d2 et d3.
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Deux droites d et d rencontrent ces trois droites en
A, B, C et B , C , A respectivement.

On appelle A , B , C les points d’intersection respec-
tifs de (AA ) et d2,(B B ) et d3, (CC ) et d1.

Montrer que les points A , B et C sont alignés.

9 Le théorème de Pascal

On considère une conique C non réduite à l’ensemble
vide, un point, une ou deux droites.

M1, M2, M3, M4, M5 et M6 sont six points distincts de
cette conique.

On note I , J , K les points d’intersection respectifs
de (M1 M2) et (M4 M5),(M2 M3) et (M5 M6),(M3 M4) et
(M6 M1).

Montrer que les points I , J , K sont alignés.

1) Noter d1 = u1x +v1 y + h1 ; d2 = u2x +v2 y + h2 ;
d3 = u3x + v3 y + h3 et regarder le système :

d1 = 0
d2 = 0
d3 = 0

.

2) Mêmes notations...
3) a) Choisir un repère tel que la droite d soit l’axe
(x x) : d = y.
b) Idem.
4) Choisir votre repère...
5) Même conseil pour commencer.
Puis considérer une conique :

K = ax2 + by2 + 2cxy + dx + ey

passant par les quatre points.
Et chercher l,m tels que : C = ld1d2 + md3d4.
Ne pas oublier la réciproque.
6) b) Les coordonnées de M vérifient le système...
7) a) Utiliser la question 5) et regarder le degré de
A.
7) b) Utiliser 7) a) pour exprimer C , puis 5) pour
écrire l’équation générale d’une conique passant
par les quatre points. À quelle condition une telle
conique est-elle un cercle ? La question 2) peut
vous aider...

8) a) Considérer le polynôme Q = G− labc où l
est tel que Q(P) = 0, avec P le point d’intersec-
tion de d et d .
Puis utiliser la question 3).
c) Utiliser la cubique d1d2d3.
9) Considérer la cubique G = Cd, avec d la droite
(I K ).
Puis appliquer la question 8) a).

19 Cône de révolution contenant
une ellipse

Donner la nature du lieu des sommets des cônes de ré-

volution contenant une ellipse d’excentricité
1√
2

.

Quel est le lien entre le sommet du cône et le grand
axe de l’ellipse ?

20 Ensemble de normales
à une surface

Soit S la surface d’équation cartésienne z = Arctan
y
x

.

Trouver l’équation de l’ensemble des normales à S aux
points de l’axe (Ox).

Écrire l’équation implicite de la surface S pour
trouver une expression simple du vecteur normal
en un point.

21 Une surface de révolution

Équation de la surface de révolution d’axe D d’équa-
tions x = y et z = 0 et de directice la courbe C d’équa-
tions xy = 1 et z = 0.

Deviner l’allure géométrique de cette surface. Puis,
se placer dans un repère adapté.
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C O R R I G É S
1 Pour s’entraîner

1 a) La tangente à la courbe E au point d’abscisse x0

a pour équation :

y = ex0 x + ex0 − ex0 x0.

Nous en déduisons : p = w(m) = m(1− ln(m)).

b) De même, la tangente à la courbe L au point d’abs-
cisse x0 a pour équation :

y =
x
x0
− 1 + ln(x0).

D’où :
p = c(m) = −1− ln(m).

c) Étudions la fonction w− c sur R+∗.

z(m) = w(m)− c(m) = m(1− ln(m)) + 1 + ln(m).

Cette fonction est de classe C∞ sur R+∗.
m 0 1 2 +∞

z (m) − − − − −
+∞

z (m) 1 −
−∞

z(m) + +
−∞ −∞

La fonction w− c s’annule deux fois sur R+∗.

Il existe donc deux tangentes communes aux courbes E
et L .

Or, les fonctions qui définissent ces graphes sont réci-
proques l’une de l’autre.

Les graphes sont symétriques par rapport à la droite
d’équation y = x .

On peut conjecturer qu’il en est de même de ces tan-
gentes car le symétrique de l’une sera encore tangente
aux deux courbes. La vérification en est très simple.

Soit m tel que w(m)− c(m) = 0. Alors :

m − m ln(m) + 1 + ln(m) = 0.

Donc :
1
m

(m − m ln(m) + 1 + ln(m)) = 0.

Soit : 1 + ln
1
m

+
1
m
− 1

m
ln

1
m

= 0.

Le réel
1
m

est donc aussi solution. Deux droites symé-

triques par rapport à la droite d’équation y = x ont leurs
pentes inverses l’une de l’autre.

2 a) Soit D une droite passant par I , distincte de D1

et D2 car si D est l’une de ces droites, le résultat est
immédiat.

Notons K (x0, y0) un point de D distinct de I .

L’équation aD1(x0, y0) + bD2(x0, y0) = 0 comporte
deux inconnues a, b et les coefficients D1(x0, y0),
D2(x0, y0) sont non nuls. Elle admet des solutions non
nulles. Vérifier que, si (a, b) est l’une de ces solutions,
l’ensemble d’équation aD1 + bD2 est bien une droite.
Le coefficient de x ou celui de y est non nul.

Réciproquement, si a et b sont deux réels tels que
l’équation aD1+bD2 soit celle d’une droite, cette droite
passe par I .

b) Si J est sur D1, L’équation de D1 convient.

Sinon, on cherche a et b tels que :

aD1(x J , yJ ) + bD2(x J , yJ ) = 0.

Puisque D1(x J , yJ ) = 0, on peut supposer que : b = 1.

On obtient :

D2(x J , yJ )D1(x , y)− D1(X J , yJ )D2(x , y) = 0

3 Les trois plans sont sécants en I .

Vous savez depuis le collège que l’ensemble des centres
des cercles du plan tangents à deux droites sécantes don-
nées est la réunion des deux bissectrices de ces droites.

De même, si un point est équidistant des trois plans, il
appartient au plan bissecteur de P et Q, et au plan bis-
secteur de P et R. Réciproquement, tout point appar-
tenant à ces plans bissecteurs est équidistant des trois
plans P , Q et R. Il est donc le centre d’une sphère tan-
gente aux trois plans.

Déterminons une équation des plans B,B bissecteurs
de P et Q.

M ∈ B B

⇐⇒ |x + y − z − 1|√
3

=
|−2x + y + 3z − 6|√

14

⇐⇒ 14(x + y − z − 1)2 = 3(−2x + y + 3z − 6)2

⇐⇒
√

14(x + y − z − 1) +
√

3(−2x + y + z − 6)

√
14(x + y − z − 1)−

√
3(−2x + y + z − 6) = 0.
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Les deux plans bissecteurs B,B ont pour équations :

B
√

14(x + y − z − 1) +
√

3(−2x + y + z − 6) = 0.

B
√

14(x + y − z − 1)−
√

3(−2x + y + z − 6) = 0.

Déterminons une équation des plans C, C bissecteurs de
P et R.

M ∈ C C

⇐⇒ |x + y − z − 1|√
3

=
|2x − 3y − z − 5|√

14

⇐⇒ 14(x + y − z − 1)2 = 3(2x − 3y − z − 5)2.

Les deux plans bissecteurs C, C ont pour équations :

C
√

14(x + y − z − 1) +
√

3(2x − 3y − z − 5) = 0.

C
√

14(x + y − z − 1)−
√

3(2x − 3y − z − 5) = 0.

Le point I d’intersection de P , Q et R appartient aux
plans B, B , C, C . Ces plans sont sécants.

Les sphères de l’espace tangentes aux plans P , Q et R
sont les sphères centrées sur l’une des droites B C,

B C , B C et B C et tangentes au plan P .

4 a) Montrons que la propriété est vraie lorsque C est
le cercle trigonométrique.

Elle sera alors vraie pour tout cercle.

Nous pouvons aussi choisir pour M le point d’affixe 1.

Pour i dans [[1, 4]], les points Mi ont pour affixe eiai ,
avec ai réels.

La droite (Mi M j ) (i = j ) a pour équation :

x − cos(ai ) − sin
ai + a j

2

y − sin(ai ) cos
ai + a j

2

= 0.

Soit :

x cos
ai + a j

2
+y sin

ai + a j

2
−cos

ai − a j

2
= 0.

La distance de M à cette droite est donc :

di j = cos
ai + a j

2
− cos

ai − a j

2

= 2 |sin(ai ) sin(a j )|
.

Finalement :

d(M , (M1 M2))d(M , (M3 M4)) = 4 P2
i=1 sin(ai )

= d(M , (M1 M3))d(M , (M2 M4)).

b) Soit 2n + 1 points distincts sur le cercle,
M1, · · · , M2n , M .

Le calcul précédent permet d’affirmer que le produit
Pn−1

i=0 d(M , M2i+1 M2i+2)) ne dépend pas de l’ordre dans
lequel les points sont numérotés.

5 Supposons qu’un tel vecteur v existe. Alors :

(a, b, v) = (b, v, a) = (b∧v).a = (v, a, b) = −(a∧v).b.

Nous obtenons la condition nécessaire : a.d = −b.c.
Réciproquement, supposons cette condition vérifiée.
Pour commencer, cherchons les solutions de l’équation :
a ∧ v = c.

La famille (a, c, a ∧ c) est une base orthogonale de E .

Le vecteur v = aa + bc + ga ∧ c est solution de cette
équation si, et seulement si :

b = 0; g = − 1
a 2

.

Notons w = − 1
a 2

a ∧ c.

L’ensemble des solutions de l’équation a ∧ v = c est
l’ensemble des vecteurs de la forme v = w + aa, avec
a réel.

Un tel vecteur est solution de l’équation b∧ v = d si, et
seulement si :

b ∧ w + ab ∧ a = d.

Les vecteurs a et b sont linéairement indépendants,
donc b ∧ a = 0.

Il existe un réel a solution si, et seulement si, les vec-
teurs d − b ∧ w et b ∧ a sont liés.

Cette condition équivaut à d − b ∧ w orthogonal à a et
à b. Or :
(d − b ∧ w).a = d.a − (b ∧ w).a = d.a − (w, a, b)

= d.a + c.b = 0

(d − b ∧ w).b = d.b − (b, w, b) = 0.

La condition a.d = −b.c est une condition nécessaire
et suffisante pour qu’il existe un vecteur v satisfaisant
les égalités souhaitées. Losque la condition est vérifiée,
ce vecteur est unique.
6 a)

A

B

C

D

E

J

I

2
5

2
5

4
5

6
5

d
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Chacun des angles intérieurs du pentagone régulier me-

sure
6p

5
.

De nombreux triangles sont isocèles, ainsi AB E (deux
côtés égaux), AJ B (deux angles égaux) et B J I (un axe
de symétrie d).

Considérons I J B.

La formule rappelée en cours, dans un triangle ABC ,

avec les notations usuelles :
a

sin A
=

b
sin B

=
c

sin C
donne, dans ce triangle :

I J

sin
2p

5

=
B J

sin
4p

5

=
AJ

sin
4p

5

=
AJ + I J

sin
2p

5
+ sin

4p

5

=
AI

sin
2p

5
+ sin

4p

5

.

D’où :

AI
AJ

= 1 +
sin

2p

5

sin
4p

5

.

b) u = 1 +
1

2 cos
2p

5

. Il est classique de calculer cos
2p

5

en factorisant z5 − 1.

La calculatrice donne :

u = 1 +
sin

2p

5

sin
4p

5

=
√

5 + 3√
5− 1

= 2 +
√

5.

Donc :
u2 = 9 + 4

√
5 = 9 + 4(u − 2).

L’équation cherchée est :

u2 − 4u − 1 = 0.

2 Point de Gergonne d’un triangle

1 Supposons que les droites (AA ), (B B ) et (CC )
soient concourantes en un point G. Comme G ∈ (AA ),
G est un barycentre de A et A , c’est-à-dire qu’il
existe un réel x tel que G est le barycentre de
{(A, x), (B, a), (C , a )}.
De même, il existe deux réels y et z tels que G est le
barycentre de (A, b ), (B, y) et (C , b) et le barycentre
de (A, g), (B, g ) et (C , z).

Ces coefficients sont proportionnels :

x
b

=
a

y
=

a

b
et

x
g

=
a

g
=

a

z
.

On en déduit : x =
a b

b
=

ag

g
, d’où : abg = a b g .

Réciproquement, cette relation implique que les bary-
centres des systèmes :

(A,
ag

g
), (B, a), (C , a ) , (A, b ), (B,

ab

a
), (C , b)

et (A, g), (B, g ), (C ,
bg

b
) sont confondus.

Ce point étant un barycentre de A, A , de
B, B et de C , C , il appartient aux trois droites
(AA ), (B B ), (CC ), qui sont donc concourantes.

2 Par symétrie, AB = AC = a1, BC = B A = b1

et C A = C B = c1.

C 0

B 0

A 0

a1
a1

c1

c1

b1

b1

G

A

CB

On a :
c1
−−→
A B + b1

−−→
A C = 0 ;

A est donc barycentre de {(B, c1), (C , b1)}, c’est-à-dire
avec les notations de la question 1) : a = c1, a = b1.

De même : b = a1, b = c1 et g = b1, g = a1.

En définitive, abg = a b g = a1b1c1 : les droites
(AA ), (B B ) et (CC ) sont concourantes en un point G.

D’après les résultats de la question 1), G est le bary-
centre du système ((A, b1c1), (B, c1a1), (C , a1b1)). Cal-
culons ces coefficients en fonction des côtés a, b, c du
triangle ; on a le système :

b1 + c1 = a
c1 + a1 = b
a1 + b1 = c

.

D’où :

a1 =
−a + b + c

2
, b1 =

a − b + c
2

, c1 =
a + b − c

2
.

En définitive, le point G (appelé point de Gergonne du
triangle) est le barycentre du système :

(A, (a − b + c)(a + b − c)),

(B, (a + b − c)(−a + b + c)),

(C , (−a + b + c)(a − b + c))
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3 Le théorème de Desargues

1 Première méthode

Si les droites d1, d2, d3 n’étaient pas coplanaires, les
plans (ABC) et (A B C ) seraient parallèles et le résul-
tat immédiat.

Doc. 1

Ce n’est pas le cas. Nous allons donc nous y ramener.

Considérons un vecteur −→u qui n’appartient pas à la di-
rection du plan contenant d1, d2, d3.

Notons A1 = A +−→u ; A1 = A + l−→u avec : l =
O A

O A
.

Alors :−−→
O A1 =

−−→
O A + l−→u = l

−−→
O A + l−→u = l

−−→
O A1.

Les points O , A1 et A1 sont alignés. Nommons d la
droite (O A1).

Les droites (AB) et (A B ) sont parallèles, ainsi que
(AA1) et (A A1).

Les plans (AA1 B) et (A A1 B ) sont donc parallèles.

Ils rencontrent donc le plan (d, d2) suivant des droites
parallèles (A1 B) et (A1 B ).

Les plans (A1 BC) et (A1 B C ) sont aussi parallèles,
d’où le parallélisme des droites (A1C) et (A1C ).

La projection conserve le parallélisme.

Projetons sur le plan (d1, d2) parallèlement à la droite
vectorielle engendrée par −→u .

Les droites (AC) et (A C ) sont parallèles.

Deuxième méthode

Le théorème de Thalès donne :
O A

O A
=

OC

OC
=

O B

O B
.

Et réciproquement, les droites (AC) et (A C ) sont pa-
rallèles.

2 Première méthode

d1

d2

d3

B 0

A 0

C 0C

B

A

Doc. 2

En prenant un vecteur −→u n’appartenant pas au plan
(d1, d2) et en considérant :

A1 = A +−→u ; A1 = A +−→u ; d = (A1 A1),

Montrer le résultat souhaité.

Deuxième méthode

Considérer une troisième droite (A B ) parallèle à
(AB), rencontrant d1 en A et d2 en B , ainsi qu’une
droite (B C ) parallèle à (BC), rencontrant d3 en C .

Puis utiliser le théorème de Thalès. Tout roule !

4 Paraboloïde hyperbolique

1 Un plan parallèle à (yOz) a pour équation x = x0.
L’intersection avec S est donc la droite représentée par
les équations :

x = x0 ; z = x0 y + y + x0.

C’est-à-dire, paramètriquement :

x = x0 ; y = l ; z = x0 + l(1 + x0).

C’est la droite passant par le point A0(x0, 0, x0) et diri-
gée par le vecteur u(0, 1, 1 + x0).

De même, un plan parallèle à (zOx) a pour équation
y = y0.

L’intersection avec S est donc la droite représentée par
les équations :

y = y0 ; z = y0x + x + y0.

C’est-à-dire, paramètriquement :

x = l ; y = y0 ; z = y0 + l(1 + y0).

C’est la droite passant par le point B0(0, y0, y0) et diri-
gée par le vecteur v(1, 0, 1 + y0).
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2 Soit M0(x0, y0, z0) un point de S ; cherchons un
vecteur u = (a, b, c) tel que pour tout réel k, le point
M = M0 + ku, de coordonnées (x0 + ka, y0 + kb, z0 + kc)
appartienne à S :
∀k ∈ R z0 + kc = (x0 + ka)(y0 + kb) + x0 + ka + y0 + kb
ce qui équivaut à :

∀k ∈ R
ab k2 + (ay0 + bx0 + a + b− c) k + x0 y0 + x0 + y0− z0 = 0

Pour que ce polynôme en k soit nul pour tout k, il faut
et il suffit que tous ses coefficients soient nuls :

ab = 0
ay0 + bx0 + a + b − c = 0
x0 y0 + x0 + y0 − z0 = 0

.

(La dernière égalité traduit le fait que M0 ∈ S.)

On obtient donc :
a = 0

b(x0 + 1)− c = 0
ou

b = 0
a(y0 + 1)− c = 0

.

Il existe donc deux droites distinctes passant par M0 et
contenues dans S : elles sont respectivement dirigées par
les vecteurs u1 = (0, 1, x0 + 1) et u2 = (1, 0, y0 + 1).

3 a) Effectuons le changement de repère : x
y
z

 =

 1 1 0
1 −1 0
0 0 1

  x
y
z

 +

 −1
−1
−1

 .

Soit : 
x = x + y − 1
y = x − y − 1

z = z − 1
.

b) L’équation de S dans le nouveau repère est :
z −1 = (x + y −1)(x − y −1)+x + y −1+x − y −1
soit : z = x 2− y 2 (S est un paraboloïde hyperbolique).

c) L’intersection de S avec un plan parallèle à (y Oz ) a
pour équations :

x = x0

z = −y 2 + x
2
0

: c’est une parabole.

Doc. 1

L’intersection de S avec un plan parallèle à (z Ox ) a
pour équations :

y = y0

z = x 2 + y
2
0

: c’est également une parabole.

Doc. 2

L’intersection de S avec un plan parallèle à (x Oy ) a
pour équations :

z = z0

x 2 − y
2 = z0

.

Pour z0 = 0, c’est une hyperbole équilatère ; pour
z0 = 0, c’est la réunion des deux axes Ox et Oy .

Doc. 3

Doc. 4
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Doc. 5

5 Intersection d’un tétraèdre
et d’un plan

1 I est barycentre du système {(A, 1), (B, 1), (C , 1)},
donc : −→

C I =
1
3

−→
C A +

−→
C B .

K

A

B

D

C

I

J

De même, puisque K est barycentre du système
{(D, 1), (A, 1), (B, 1)} :

−−→
DK =

1
3

−−→
D A +

−−→
DB .

Nous en déduisons :
−→
I K =

−−→
DK +

−−→
C D −−→

C I =
1
3
−−→
C D.

Les droites (I K ) et (C D) sont parallèles.

2 Nous démontrerions de manière analogue que les
droites (I J ) et (AD) sont parallèles.

Le plan affine P admet pour plan vectoriel associé le
plan Vect(

−→
I K ,

−→
I J ).

Le plan affine (AC D) admet pour plan vectoriel associé
le plan Vect(

−−→
C D,

−−→
AD).

Les deux plans vectoriels coïncident, les plans affines
sont parallèles.

3 Le point J appartient aux deux plans. La droite pas-
sant par J et dirigée par

−→
I K est contenue dans chacun

de ces plans car le vecteur
−→
I K est un vecteur directeur

de chacun des deux plans.

Les plans sont distincts. Leur intersection est donc la
droite passant par J et dirigée par

−→
I K .

4 Le plan P est parallèle au plan (AC D). Il rencontre
le plan (BC D) suivant la droite passant par J et paral-
lèle à (DC), le plan (ABC) suivant la droite passant par
I et parallèle à (AC) et le plan (AB D) suivant la droite
passant par K et parallèle à (AD).

5 I est barycentre du système {(A, 1), (B, 1), (C , 1)}.

J est barycentre du système {(B, 1), (C , 1), (D, 1)}.

K est barycentre du système {(D, 1), (A, 1), (B, 1)}.

Donc le point G, isobarycentre des points I , J , K est
barycentre du système {(A, 2), (B, 3), (C , 2), (D, 2)}.

G est donc barycentre de (B, 3) et de l’isobarycentre L
de A, C , D.

Il appartient à la droite (BL).

6 Quadrilatère tangent
à une sphère

1 Les points M1, · · · , M4 sont coplanaires si, et
seulement si, l’un d’entre eux est barycentre des trois
autres.

Si le point M4 est barycentre de ((M1, u), (M2, v), (M3, w)),
alors il est barycentre de :

(A, ux1 + vx2 + wx3), (B, uy1 + vy2 + wy3),

(C , uz1 + vz2 + wz3), (D, ut1 + vt2 + wt3)) .

Or M4 est barycentre de :

(A, x4), (By4), (C , z4), (D, t4) .

Donc, si M4 est barycentre de M1, M2, M3, la dernière

colonne du déterminant

x1 · · · x4

y1 · · · y4

z1 · · · z4

t1 · · · t4

est combi-

naison linéaire des autres. Ce déterminant est nul.

Réciproquement, si le déterminant est nul, une de ses
colonnes est combinaison linéaire des autres.
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Le point correspondant est barycentre des trois autres.
Les quatre points sont alors coplanaires.

2 Soit M un point de coordonnées barycentriques
(x , y, z, t).

Notons I le centre de la sphère et R son rayon.

M appartient à (S) si, et seulement si :
−→
I M2 = R2.

Or :
−→
I M =

x
x + y + z + t

−→
I A +

y
x + y + z + t

−→
I B

+
z

x + y + z + t
−→
I C +

t
x + y + z + t

−→
I D

Soit :

x
−→
I A + y

−→
I B + z

−→
I C + t

−→
I D

2
= (x + y + z + t)2 R2.

Puis :

x2 −→
I A2 − R2 + y2 −→

I B2 − R2 + z2 −→
I C2 − R2

+ t2(
−→
I D2 − R2) + 2xy

−→
I A.

−→
I B − R2 + · · · = 0.

Une équation barycentrique de S est donc de la forme :

ax2 + by2 + cz2 + dt2 + 2exy + 2 f xz + 2gxt

+2hyz + 2iyt + 2 j zt = 0.

3 La droite (AB) est l’ensemble des points M de co-
ordonnées barycentriques (x , y, 0, 0) avec x + y = 0.

L’équation donnant les coordonnées barycentriques
(x , y, 0, 0) des points d’intersection de (AB) et de S est :

ax2 + by2 + 2exy = 0. (∗)(∗)(∗)

Puisque (x , y) = 0, en considérant soit
y
x

, soit
x
y

, nous

pouvons dire que la droite (AB) est tangente à S si, et
seulement si, l’équation at2 + 2et + b = 0 ou l’équation
bt2 + 2et + a = 0 admet une solution double.

Nous obtenons la condition : e2 = ab.

Cette condition est satisfaite si, et seulement s’il existe
a et b réels tels que :

a = a2 ; b = b2 ; e = ab.

L’équation (*)(*)(*) devient alors :

(ax + by)2 = 0.

Le point de tangence T1 a pour coordonnées barycen-
triques (−b, a, 0, 0).

4 En procédant de même avec la droite (BC), nous
trouvons :

c = g2 ; T2(0,−g, b, 0).

Avec (C D) : d = d2 ; T3(0, 0,−d, g).

Avec (D A) : T4(−d, 0, 0, a).

Le déterminant

−b 0 0 −d
a −g 0 0
0 b −d 0
0 0 g a

est nul.

Les quatre points de tangence sont coplanaires.

5 La forme générale de l’équation établie à la fin de
la question 2) n’est pas spécifique d’une sphère.
Nous avons montré plus généralement que, si un quadri-
latère de l’espace est tangent à une surface dont l’équa-
tion barycentrique est de cette forme, les points de tan-
gence sont coplanaires.
Une telle surface est appelée une quadrique de l’espace.

7 Des distances dans l’espace

1 Notons A1,−→u1 (respectivement A2,−→u2) un point et
un vecteur directeur de d1 (respectivement d2).
Les vecteurs −→u1 et −→u2 sont linéairement indépendants.
Si une droite perpendiculaire commune à d1 et d2 existe,
elle est dirigée par −→u1 ∧ −→u2.
De plus, elle est alors contenue dans le plan défini par
A1,−→u1,−→u1 ∧ −→u2.
Elle est aussi contenue dans le plan défini par
A2,−→u2,−→u1 ∧ −→u2.
Ces plans ne sont pas parallèles car les vecteurs−→u1,−→u2,−→u1 ∧ −→u2 sont linéairement indépendants.
Leur intersection est une droite d perpendiculaire à d1

et d2 car dirigée par −→u1 ∧ −→u2.
Cette droite est la perpendiculaire commune à d1 et d2.

2 La droite d rencontre d1 en B et d2 en C .

Notons O le milieu de [B, C] et prenons pour axe (Oz)
la droite (BC).
Le plan passant par O et perpendiculaire à (BC) est di-
rigé par −→u1 et −→u2.
Les droites d1 et d2 se projettent en d1 et d2 sur le plan
passant par O et perpendiculaire à (BC).
Les droites d1 et d2 sont dirigées respectivement par −→u1

et −→u2. Elles ne sont donc pas parallèles.

Prenons pour axes (Ox) et (Oy) les bissectrices des
droites d1 et d2. Construisons, avec ces axes un repère
orthonormé.

Dans ce repère, la droite d1 a une équation de la forme :

z = h
y = px

,

avec h et p réels et p = 0. Quitte à permuter les axes,
nous pouvons supposer p > 0. La droite d2 a pour équa-
tion :

z = −h
y = −px

.

Les plans d’équation z = h et y = px sont perpendicu-
laires.
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Par conséquent, pour un point M(x , y, z) :

d(M , d1)2 = (z − h)2 +
(y − px)2

1 + p2
;

d(M , d2)2 = (z + h)2 +
(y + px)2

1 + p2
.

Posons, pour simplifier : p = tan u, avec u dans 0,
p

2
.

Alors : d(M , d1)2 + kd(M , d2)2 = a équivaut à :

(z − h)2 + (y − x tan u)2 cos2 u + k(z + h)2

+ k(y + x tan u)2 cos2 u = a.
Soit à :

(1 + k)z2 + (1 + k) sin2 ux2 + (1 + k) cos2 uy2

+ (k − 1)xy sin 2u + 2h(k − 1)z + h2 − a = 0.

Si k = −1, l’équation se réduit à :

−2xy sin 2u− 4hz + h2 − a = 0.

sin 2u n’est pas nul.

Nous obtenons, dans tous les cas, l’équation d’une qua-
drique.

La matrice associée à la forme bilinéaire est :

M =


(1 + k) sin2 u

k − 1
2

sin 2u 0
k − 1

2
sin 2u (1 + k) cos2 u 0

0 0 (1 + k)

.

Son déterminant est :

D = k(k + 1) sin2(2u).

Si k(k + 1) > 0, la quadrique est de type ellipsoïde.

Si k(k + 1) < 0, la quadrique est de type hyperboloïde
ou cône elliptique.
Si k(k + 1) = 0, la quadrique est de type paraboloïde ou
cylindre.

8 Cercle, projection
et perpendiculaires

1 a)

y

d

x O p x

M

y

( )C

H

Doc. 1

Les coordonnées de P et Q sont :

P(a cos(u), 0) ; Q(0, a sin(u)).

L’équation de la droite (P Q), lorsque u = 0 mod
p

2
,

est : x
a cos(u)

+
y

a sin(u)
− 1 = 0.

Un vecteur normal à cette droite est le vecteur−→n (sin(u), cos(u)).

Le point H (xH , yH ) est le projeté orthogonal de O sur
la droite (P Q) si, et seulement si :

H ∈ (P Q)

∃l ∈ R
−−→
O H = l−→n .

Ce qui équivaut à :
∃l ∈ R xH = l sin(u), yH = l cos(u)

l

a
tan(u) +

1
tan(u)

= 1
.

Nous obtenons : H
a
2

sin(2u) sin(u),
a
2

sin(2u) cos(u) .

Lorsque u = 0 mod
p

2
, on peut dire que H est en O ,

ce qui correspond au résultat du calcul.

b) La tangente en M au cercle C est normale au vecteur
(cos(u), sin(u)).

Son équation est :

cos(u)(x − a cos(u)) + sin(u)(y − a sin(u)) = 0.

Soit : x cos(u) + y sin(u)− a = 0.

Lorsque u = 0 mod
p

2
, elle coupe les axes en

U
a

cos(u)
, 0 et V 0,

a
sin(u)

.

Le point W a pour coordonnées
a

cos(u)
,

a
sin(u)

.

Les points O , H , W sont alignés.

Doc. 2

194
c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths

La photocopie non autorisée est un délit



7. GÉOMÉTRIE AFFINE ET EUCLIDIENNE

2 a) La tangente à R en W est dirigée par le vecteur :

sin(u)
cos2(u)

,− cos(u)

sin2(u)
.

Lorsque u = 0 (mod
p

2
), la perpendiculaire à cette tan-

gente passant par O est donc la droite passant par O et
dirigée par le vecteur :

cos(u)

sin2(u)
,

sin(u)
cos2(u)

.

Elle a pour équation : y = tan3(u)x .

En déduire les coordonnées de I (a cos3(u), a sin3(u)),

vérifiées également lorsque u = 0 mod
p

2
.

b) Calculons
−→
I M . Ce vecteur a pour coordonnées

(a cos(u) sin2(u), a cos2(u) sin(u)).

Il est colinéaire au vecteur −→n de la première question.

Les droites (P Q) et (I M) sont perpendiculaires.

9 Suite de cercles

1

e

y

xa

A

B

(0,1)

(0,0)

e 0

e 00

Notons r , r les rayons des cercles C , C .

On sait que deux cercles sont tangents extérieurement
si, et seulement si, la distance de leurs centres est la
somme de leurs rayons.

Avec C et C , nous obtenons :

a2 + (r − 1)2 = (1 + r )2.

Soit : a2 = 4r .

Avec C et C , nous obtenons b2 = 4r .

Avec C et C : (a − b)2 = 4r r .

Le réel b est donc solution de l’équation :

b2(a2 − 4) + 8ab − 4a2 = 0.

Si a = 2, alors b = 1.

Sinon, l’équation admet deux solutions :
2a

a + 2
,

2a
2− a

.

Il paraît clair que, lorsque C et C sont fixés, un seul
cercle C convient.

Vérifions-le.

Si a > 2,
2a

2− a
est négatif.

Si 0 < a < 2, alors
2a

2− a
> a.

Cette solution est à exclure.

Nous obtenons b = w(a) =
2a

a + 2
.

Puis : r =
a2

4
; r =

a2

(a + 2)2
.

2 La fonction w est continue et strictement croissante

sur [0, +∞[ car w (a) =
4

(2 + a)2
.

L’intervalle [0, +∞[ est stable par w et nous savons que
b = w(a) < a.

La suite (an)n est donc positive et décroissante. Elle
converge.

La continuité de w sur [0, +∞[ permet de calculer la li-
mite car :

= w( ) =
2

(2 + )
.

La suite (an)n converge vers 0.

10 Cercle, tangente et lieu de points

Notons I le centre du cercle, N un point quelconque de
ce cercle,−→t un vecteur directeur de la tangente en N au
cercle C. Nous pouvons choisir :

I (a, 0) ; N a(1 + cos(w), a sin(w) ;
−→
t = − sin(w), cos(w) ,

avec w ∈ [0, 2p[.

I

N
t!

La tangente en N au cercle admet donc pour équation
paramétrique :

x = a(1 + cos(w))− l sin(w)
y = a sin(w) + l cos(w) (l ∈ R).

Étudions l’intersection de cette tangente avec (y y).
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Le point d’intersection, lorsqu’il existe, admet pour pa-
ramètre l tel que :

l sin(w) = a(1 + cos(w)).

Si w = p ou 0, la tangente est verticale. Ce cas ne nous
intéresse pas dans l’exercice.

Si w = 0 et w = p, la tangente en N rencontre l’axe

(y y) en le point 0, a cot
w

2
obtenu pour la valeur

l = a cot
w

2
.

Considérons alors deux points distincts N1, N2 du
cercle, de paramètres w1, w2 dans ]0, p[ ]p, 2p[.

Les tangentes en N1, N2 au cercle rencontrent l’axe
(y y) en P , Q respectivement.

L’énoncé impose la condition : O Q = 2O P .

Cette condition se traduit par : cot
w2

2
= 2 cot

w1

2
,

d’où :
tan

w1

2
= 2 tan

w2

2
.

Ces tangentes sont bien définies car
w1

2
et

w2

2
sont dans

0,
p

2
p

2
, p .

Notons t1 = tan
w1

2
; t2 = tan

w2

2
.

t1 et t2 décrivent R∗.

Une équation cartésienne de la tangente en N1 au cercle
s’obtient en éliminant l1 dans son équation paramé-
trique.

x = a(1 + cos(w1))− l1 sin(w1)
y = a sin(w1) + l1 cos(w1) (l1 ∈ R).

Nous obtenons :

y sin(w1) + x cos(w1)− a(1 + cos(w1)) = 0.

Or :

sin(w1) =
2t1

1 + t2
1

; cos(w1) =
1− t2

1

1 + t2
1

.

D’où :
2t1 y + (1− t2

1 )x − 2a = 0.

Une équation cartésienne de la tangente en N2 au cercle
est :

2t2 y + (1− t2
2 )x − 2a = 0.

Les coordonnées du point M s’obtiennent en résolvant :

4t2 y + (1− 4t2
2 )x − 2a = 0

2t2 y + (1− t2
2 )x − 2a = 0

.

xM =
2a

1 + 2t2
2

; yM =
3at2

1 + 2t2
2

.

L’ensemble des points M est donc contenu dans la
courbe définie paramétriquement par :

x =
2a

1 + 2t2
; y =

3at
1 + 2t2

(t ∈ R∗).

Recherchons une équation cartésienne de cet ensemble
en éliminant le paramètre t .

x ne s’annule pas et t =
2y
3x

.

L’élimination de t conduit à l’équation :

9x2 + 8y2 = 18ax .

Cette équation est l’équation d’une ellipse. Mais tous
les points de l’ellipse sont-ils des points M ? ? ? ?

La réciproque doit être étudiée.

Soit R un point de l’ellipse, distinct de O .

Son abscisse n’est pas nulle. En posant t =
2yR

3xR
, ses

coordonnées s’écrivent :

xR =
2a

1 + 2t2
; yR =

3at
1 + 2t2

.

Mais t doit être non nul. Le point (2a, 0) de l’ellipse
n’est pas un point M .

L’ensemble des points M est donc l’ellipse, privée des
points O et (2a, 0).

Précisons cette ellipse.

9(x − a)2 + 8y2 = 9a2.

Le centre de l’ellipse est le point I (a, 0), son grand axe
est vertical et son petit axe horizontal.

Ses paramètres sont :
3
√

2
4

a et a .

Avec Maple

R +608+7+( 082(k#ˆ^g"ˆ^d\i#fWi#ˆ^gXi#ˆ^d]Zi#f
#S`bb\f"Sd]bb]j U

y1

y

Q
M N2

N1

2

2 3 4 x1

1

1

P

196
c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths

La photocopie non autorisée est un délit



7. GÉOMÉTRIE AFFINE ET EUCLIDIENNE

11 Vecteurs unitaires dans l’espace
faisant entre eux un angle fixe

1 Considérons les points A, B, C du plan (O ,
−→
i ,
−→
j )

d’affixes 1, j , j2. Ils forment un triangle équilatéral.

Notons S le point de coordonnées (0, 0, a) avec a > 0.

S ABC est un tétraèdre dont les faces S AB, S AC et
SBC sont égales.

z

y

xA

B

C

S

Considérons le triangle S AB.

Nous avons : S A =
√

a2 + 1 ; AB =
√

3.

Donc :

AB2 = S A2 + SB2 − 2S A.SB cos(
−→
S A,

−→
SB)

= 2(a2 + 1)(1− cos(
−→
S A,

−→
SB))

Nous allons chercher a pour que les vecteurs
−→
S A,

−→
SB,−→

SC fassent entre eux des angles de
p

4
.

a2 + 1 =
3

2(1−
√

2
2 )

=
3

2−√
2

.

D’où : a =
4 + 3

√
2

2
.

Le choix de S(0, 0,
4 + 3

√
2

2
) permet d’obtenir trois

vecteurs
−→
S A,

−→
SB,

−→
SC faisant entre eux des angles de

p

4
. Il suffit ensuite de multiplier ces vecteurs par

2−√
2√

3
pour construire trois vecteurs unitaires qui

conviennent.

2 Faisons varier a de 0 à +∞ pour trouver l’ensemble
des réels a de [0, p] tels qu’il existe trois vecteurs uni-
taires faisant entre eux des angles de mesure a.

1− cos(a) =
3

2a2 + 2
.

D’où :

cos(a) =
2a2 − 1
2a2 + 2

.

La fonction (a → 2a2 − 1
2a2 + 2

) croît de −1
2

à 1 lorsque a

varie de 0 à +∞.

a 0 +∞
1

cos(a)

−1
2

Par conséquent, l’ensemble cherché est 0,
2p

3
car la

valeur 0 est atteinte par trois vecteurs unitaires confon-
dus.

12 Produit vectoriel et équation

1 Si M appartient à (AB),alors
−−→
M A ∧ −−→M B = 0 et−−→

MC ∧ −−→M D = 0.

Si a = 0 et b = 0, le point M appartient à E . Donc :
(AB) ⊂ E .

Si ab = 0, le point M n’appartient pas à E .

Si M appartient à (C D),alors
−−→
MC ∧ −−→

M D = 0 et−−→
M A ∧ −−→M B = 0.

Si a = 0 et b = 0, le point M appartient à E . Donc :
(C D) ⊂ E .

Si ab = 0, le point M n’appartient pas à E .

Si M n’appartient ni à (AB), ni à (C D), les vecteurs−−→
M A ∧ −−→M B et

−−→
MC ∧ −−→M D sont non nuls et colinéaires.

Les plans (M AB) et (MC D) sont donc confondus.

C’est impossible car les points A, B, C , D ne sont pas
coplanaires.

Par conséquent, dans ce cas, si ab = 0, l’ensemble E est
vide.

Si a = 0 et b = 0 : (C D) = E .

Si a = 0 et b = 0 : (AB) = E .

2 Supposons A, B, C , D coplanaires.

La condition équivaut à :

a
−−→
M A ∧ (

−−→
M A +

−→
AB) = b (

−−→
M A +

−→
AC) ∧ (

−−→
M A +

−−→
AD) .

Soit à :
−−→
M A ∧ (a

−→
AB − b

−−→
C D) = b(

−→
AC ∧ −−→AD). (∗)

Notons −→v = a
−→
AB − b

−−→
C D ; −→u = b(

−→
AC ∧ −−→AD).
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Nous devons chercher l’ensemble des points M tels
que :

−−→
M A ∧ −→v = −→u .

Supposons d’abord ab = 0.

Si −→u = −→v = 0, les points A, B, C , D sont alignés, a et
b sont tels que : a

−→
AB−b

−−→
C D = 0 et l’ensemble cherché

est l’ensemble des points de l’espace.

Si −→v = 0 et −→u = 0, les vecteurs
−→
AB et

−−→
C D sont coli-

néaires, mais pas les vecteurs
−→
AC et

−−→
AD.

Dans ce cas, aucun point M n’est solution.

Si −→v = 0 et −→u = 0, les vecteurs
−→
AC et

−−→
AD sont coli-

néaires, mais pas les vecteurs
−→
AB et

−−→
C D.

Dans ce cas, l’ensemble des solutions est la droite pas-
sant par A et dirigée par −→v .

Si −→v = 0 et −→u = 0, les vecteurs −→u et −→v sont orthogo-
naux car les quatre points sont coplanaires.

On pose −→u ∧−→v = −→w , et on cherche
−−→
M A sous la forme

a−→u + b−→v + g−→w .

on obtient :
−−→
M A = − 1

−→v 2
−→u ∧−→v + l−→v , où l est un

réel quelconque.

L’ensemble E cherché est donc la droite passant par le

point A +
1
−→v 2

−→u ∧ −→v et dirigée par −→v .

• Si b = 0, la condition (∗) devient :
−−→
M A ∧ −→AB = 0. Si

A = B, tout point M convient.

Sinon, l’ensemble E cherché est la droite (AB).

• Si a = 0, la condition (∗) devient :
−−→
M A ∧ −−→DC =

−→
AC ∧ −−→AD.

Si les points A, C , D ne sont pas alignés, les vecteurs−→
AC ,

−−→
AD sont linéairement indépendants.

Et le point M doit appartenir au plan défini par A, B, C .

Cherchons M sous la forme :
−−→
M A = a

−→
AC + b

−−→
AD.

Alors : −a− b = 1.

D’où : −−→
M A = a

−−→
DC −−−→

AD.

Les points M , C , D sont alignés et l’ensemble E est la
droite (DC).

Si les points A, C , D sont alignés, la condition (∗) de-
vient :

−−→
M A ∧ −−→DC = 0.

Si C = D, tout point M convient.

Si C = D, l’ensemble E est la droite (DC).

13 Tétraèdre équifacial

1

H

A

C

B

DJ

D 0

C 0

L’égalité des aires des triangles AC B et ADB entraîne
que CC = DD .

2 Considérons l’expression :
−→
I C .

−→
AB +

−→
I D.

−→
AB = 0.

Avec la relation de Chasles :

(
−→
I H +

−−→
HC +

−−→
CC ).

−→
AB + (

−→
I H +

−−→
H D +

−−→
DD ).

−→
AB = 0.

En tenant compte des vecteurs orthogonaux :
−−→
HC .

−→
AB +

−−→
H D .

−→
AB = 0.

H est le milieu de [C , D ].

3 Les triangles CC H et DD H sont rectangles et :

CC = DD ; HC = H D .

D’où : HC = H D.

Le point H appartient au plan médiateur de [C , D].

La droite (H J ) est donc perpendiculaire à (C D).

Elle est la perpendiculaire commune aux droites (C D)
et (AB).

4 Nous avons montré que la perpendiculaire com-
mune aux droites (AB) et (C D) passe par le milieu I
de [C , D]. H est donc aussi le milieu de [A, B] car les
arêtes du tétraèdre jouent le même rôle.

La droite (J H ) est axe de symétrie pour le tétraèdre.

Donc : AC = B D. De même : BC = AD ; AB = C D.

Les quatre faces du tétraèdre sont égales.

198
c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths

La photocopie non autorisée est un délit



7. GÉOMÉTRIE AFFINE ET EUCLIDIENNE

14 Le théorème du papillon

1

M
P

I

J

K

N

Doc. 1

Notons J le milieu de [M , N ].

P M P N =
−−→
P M

−−→
P N = (

−→
P J +

−−→
J M).(

−→
P J +

−→
J N )

= P J 2 − J M2.

Et Pythagore...

P M P N = P I 2 − I J 2 − J N 2 = P I 2 − R2.

Lorsque la droite (M N ) est tangente à (C) en K , les
points M et N sont confondus en K :

P K
2

= P K 2 = P I 2 − R2.

2

T

A

M

S

P

K

N

B

Q

x

y

Doc. 2

Considérons un repère orthonormé (K ,
−→
i ,
−→
j ) tel que

l’axe des ordonnées soit porté par la droite (AB). No-
tons (0, b) les coordonnées de B et supposons b > 0.

Alors A a pour coordonnées (0,−b) et :

K M K N = K T K S = −b2.

Appelons (xN , yN ) les coordonnées de N et cherchons
les coordonnées de M .

Le point M est caractérisé par :

M ∈ (K N ) ; K M K N = −b2.

Ses coordonnées (xM , yM ) sont solutions du système :

xM yN = xN yM

xN xM + yn yM = −b2 .

Résoudre et obtenir :

xM = − b2xN

x2
N + y2

N

; yM = − b2 yN

x2
N + y2

N

.

Appelons de même (xT , yT ) les coordonnées de T . Les
coordonnées de S s’en déduisent :

xS = − b2xT

x2
T + y2

T

; yS = − b2 yT

x2
T + y2

T

.

Il reste à contrôler que P et Q ont des ordonnées oppo-
sées.

Le point P est barycentre de (M , t) et (T , 1− t).

Son abscisse est nulle, donc t vérifie :

t xM + (1− t)xT = 0.

Nous en déduisons yP . Et de même yQ .

Avec Maple

R ,3*(:,(V#6 VSd9ˆ^i#4ak#4ˆ^g"4ˆ^j U
"6VSd9ˆ^i"4ak#4ˆ^g"4ˆ^j U

xm := − b2 xn
xn2 + yn2

ym := − b2 yn
xn2 + yn2

R #*VSd9ˆ^i#(ak#(ˆ^g"(ˆ^j U
"*VSd9ˆ^i"(ak#(ˆ^g"(ˆ^j U

xs := − b2 xt
xt2 + yt2

ys := − b2 yt
xt2 + yt2

R "0VS#6ak#6d#(ji"(d#(i"6ak#6d#(j U

yp := − b2 xn yt

(xn2 + yn2) − b2 xn
xn2 + yn2

− xt

+
xt b2 yn

(xn2 + yn2) − b2 xn
xn2 + yn2

− xt

R ".VS#4ak#4d#*ji"*d#*i"4ak#4d#*j U

yq := − xn b2 yt

xn +
b2 xt

xt2 + yt2
(xt2 + yt2)

+
b2 xt yn

(xt2 + yt2) xn +
b2 xt

xt2 + yt2
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R *+608+1"k"0j U

(xn yt − xt yn) b2

b2 xn + xt xn2 + xt yn2

R *+608+1"k".j U

− (xn yt − xt yn) b2

xn xt2 + xn yt2 + b2 xt

Les valeurs obtenues pour yP et yQ sont opposées si, et
seulement si :

b2xN + xT x2
N + xT y2

N − b2xT − xN x2
T − xN y2

T = 0 (∗)

Or l’équation : b2x+xT x2+xT y2−b2xT−xx2
T−xy2

T = 0

est celle d’un cercle, cercle qui passe par les points
T , A, B.

C’est le cercle circonscrit à ce triangle.

La condition (*) traduit le fait que les points N , T , A, B
sont cocycliques.

Elle est vérifiée et les points P , Q sont symétriques par
rapport à K .

3 Considérons un repère d’origine P tel que l’équa-
tion de la conique dans ce repère soit de la forme :

ax2 + by2 + cx + dy + e = 0,

c’est-à-dire ne contienne pas de terme en xy.

L’énoncé permet alors d’affirmer qu’il existe trois réels
distincs m1, m2 et m3 tel que, pour tout i dans [[1, 3]], la
droite d’équation y = mi x rencontre la conique C en
deux points M , N tels que le produit scalaire

−−→
P M

−−→
P N

soit constant.

L’équation donnant les abscisses des points d’intersec-
tion est :

x2(a + bm2
i ) + x(c + dmi ) + e = 0.

Cette équation doit admettre deux racines x1, x2 (donc
a + bm2

i = 0) telles que :
−−→
P M

−−→
P N = x1x2 + m2

i x1x2 = (1 + m2
i )x1x2

= (1 + m2
i )

e

a + bm2
i

= A.

Il existe donc un réel A tel que l’équation en m :

m2e + e = a A + bAm2

admet trois racines distinctes m1, m2 et m3.

Nous pouvons en déduire que le polynôme en m :

m2(e − bA) + (e − a A) est le polynôme nul.

D’où : e = a A = bA .

Les points A, A , B, B , C , C sont supposés distincts.
Donc A n’est pas nul.

Puis a = b.

La conique est un cercle.

15 Affixes des racines
d’un polynôme

1 Le point M appartient à G(E) si, et seulement si :
n

k=1

z − ak

|z − ak |2 = 0, ce qui équivaut à :
n

k=1

1

z̄ − āk
= 0,

ou encore, en conjuguant, à :
n

k=1

1
z − ak

= 0.

2 a)
Q (X)
Q(X)

=
n

k=1

mk

X − ak
où mk est l’ordre de mul-

tiplicité du pôle ak . Les points A1, A2, · · · , An étant dis-
tincts deux à deux, les pôles a1, a2, · · · , an sont tous
simples, et par conséquent :

R(X) =
n

k=1

1
X − ak

.

b) D’après la question 1), le point M appartient à G(E)
si, et seulement si : R(z) = 0, ce qui équivaut à
Q (z) = 0. G(E) est donc l’ensemble des images dans
le plan complexe des racines du polynôme Q .

c) Q est un polynôme de degré n− 1 : il a donc au plus
n − 1 racines distinctes. De plus, comme n − 1 1, il
a au moins une racine dans C. Le cardinal de G(E) est
donc compris entre 1 et n − 1.

d) Si n = 2, Q(X) = (X − a1)(X − a2), et
Q (X) = 2X − (a1 + a2). Le polynôme Q a une seule

racine : z =
a1 + a2

2
; l’ensemble G(E) est le singleton

{I} où I désigne le milieu du segment [A1 A2].

3 Soit r une rotation d’angle u. Si M est le point d’af-
fixe z, le point r (M) a pour affixe eiuz+b où b est l’affixe
du point r (O).

M ∈ G r (E) équivaut à Q (z) = 0 où :

Q (X) =
n

k=1

(X − eiuak − b) . Par conséquent :

r (M) ∈ G r (E) ⇐⇒ Q (eiuz + b) = 0.

Or Q(eiu X + b) =
n

k=1

eiu(X − ak) = einu Q(X), d’où

en dérivant :

eiu Q (eiu X + b) = einu Q (X).

D’où l’équivalence :

Q (eiu X + b) = 0 ⇐⇒ Q (z) = 0,

c’est-à-dire :

r (M) ∈ G r (E) ⇐⇒ M ∈ G(E) (1)

On peut alors démontrer la double inclusion :
• si M ∈ r G(E) , il existe M ∈ G(E) tel que :
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M = r (M). D’après (1), M ∈ G r (E) , d’où :

r G(E) ⊂ G r (E) ;

• si M ∈ G r (E) , d’après (1) : r−1(M ) ∈ G(E), d’où
M ∈ r G(E) , d’où :

G r (E) ⊂ r G(E) .

En définitive : G r (E) = r G(E) .

4 Si E est l’ensemble des n sommets d’un polygone

régulier, r (E) = E où r est la rotation d’angle
2p

n
ayant

pour centre l’isobarycentre des points de E . On a alors
r G(E) = G r (E) = G(E).

G(E) est donc aussi l’ensemble des sommets d’un poly-
gone régulier à n côtés. Comme CardG(E) n− 1, ces
points sont confondus et G(E) est un singleton.

5 Réciproquement, supposons que G(E) = {v}. On
a alors Q (X) = l(X − v)n−1, d’où :

Q(X) =
l

n
(X − v)n + k .

Comme le polynôme Q est unitaire, l = n. Cherchons
les racines de Q :

Q(z) = 0 ⇐⇒ (z − v)n = −k ⇐⇒ z = v + a j

où les a j sont les n racines n-ièmes de (−k). E est un
polygone régulier à n côtés dont le centre est le point
d’affixe v.

6 a) On a, dans ce cas :

Q(X) = (X − a− ib)(X − a + ib)(X + 2a)

d’où :

Q (X) = (X − a− ib)(X − a + ib)

+ (X − a− ib)(X + 2a) + (X − a + ib)(X + 2a)

= (X − a)2 + b2 + 2(X − a)(X + 2a)

= 3X2 + b2 − 3a2

Q (z) = 0 ⇐⇒ X2 = a2 − b2

3
.

G(E) est l’ensemble des images des deux racines carrées

du nombre complexe a2 − b2

3
.

On vérifie que G(E) est un singleton si, et seulement si :

a2 − b2

3
= 0, c’est-à-dire si, et seulement si :

a1 = a(1 + i
√

3) = 2ae
ip
3 ;

a2 = a(1− i
√

3) = 2ae−
ip
3 ; a3 = −2a

E est alors un triangle équilatéral.

b) (´) est une ellipse de demi-grand-axe a, de demi-

petit-axe
b√
3

, donc de demi-distance-focale :

c = a2 − b2

3
.

(i) Les coordonnées des foyers de (´) sont donc :

a2 − b2

3
, 0 et − a2 − b2

3
, 0 .

(ii) L’équation de la tangente à (´) en M0 est :
xx0

a2
+

3yy0

b2
= 1.

(iii) Les milieux des côtés du triangle A1 A2 A3 ont pour

affixes : a,−a + ib
2

,−a− ib
2

, c’est-à-dire pour coor-

données : (a, 0), −a

2
,−b

2
, et −a

2
,
b

2
.

On vérifie aisément que ces trois points appartiennent à
l’ellipse (´). Les tangentes à (´) en ces points ont pour
équations : 

x
a

= 1 D1

− x
2a

− 3y
2b

= 1 D2

− x
2a

+
3y
2b

= 1 D3

.

On vérifie que A1 et A2 appartiennent à D1, A2 et A3

appartiennent à D2, A3 et A1 appartiennent à D3.

L’ellipse (´) est donc tangente aux trois côtés du triangle
A1 A2 A3 en leurs milieux.

0A3

A1

A2

16 Triangles équilatéraux ayant leurs
sommets sur une hyperbole

1 a) Le centre de gravité du triangle est l’isobary-
centre des points A, B et C .

Donc : a =
a + b + c

3
; b =

k
3

1
a

+
1
b

+
1
c

.

b) H est l’orthocentre du triangle si, et seulement si :
−−→
H A.

−→
BC = 0 ;

−−→
H B.

−→
AC = 0.
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Ceci équivaut à :
(a − l)(c − b) + k

k
a
− m

1
c
− 1

b
= 0

(b − l)(c − a) + k
k
b
− m

1
c
− 1

a
= 0

Soit : l = − k2

abc
; m = −abc

k
.

Donc H appartient à (g).

2 a) Puisque le triangle est équilatéral, la hauteur is-
sue de A est aussi la médiane issue de A et elle est
médiatrice du segment [B, C]. Les points G et H sont
confondus.

b) G = H ⇐⇒


a + b + c

3
= − k2

abc
k
3

1
a

+
1
b

+
1
c

= −abc
k

⇐⇒


a + b + c = − 3k2

abc

ab + bc + ca = −3(abc)2

k2

Notons l =
a + b + c

3
. Alors les réels a, b, c sont ra-

cines de :

P(X) = X3 − 3lX2 − 3
k2

l2
X +

k2

l
.

c) Supposons que H n’est pas l’un des sommets de (g).

Le cercle circonscrit au triangle ABC a pour équation :

(x − l)2 + (y − k
l

)2 = R2,

avec R = H A = H B = HC .

Afin de ne pas détruire la symétrie en a, b et c, prenons :

R2 =
1
3

(H A2 + H B2 + HC2)

=
1
3

(a − l)2 + k2 1
a
− 1

l

2

· · · + (c − l)2 + k2 1
c
− 1

l

2

.

Tous calculs faits :

(x − l)2 + y − k
l

2

= 4 l2 +
k2

l2
,

soit :

x2 − 2xl + y2 − 2y
k
l

= 3 l2 +
k2

l2
.

Les abscisses des points d’intersection sont les solutions
de l’équation :

x4 − 2lx3 − 3 l2 +
k2

l2
x2 − 2

k2

l
x + k2 = 0.

Cette équation se factorise :

x3 − 3lx2 − 3
k2

l2
x +

k2

l
(x + l) = 0.

L’intersection du cercle et de l’hyperbole contient aussi

le point D −l,− k
l

.

De plus : P(−l) =
4
l

(k2−l4) = 0, car le point H n’est

pas un sommet de l’hyperbole.

L’intersection du cercle et de l’hyperbole est bien
constituée de quatre points distincts.

3 a) Q(0)Q(r ) = −2
k2

r2
(r4 + 1) < 0.

La fonction polynôme Q est continue sur R. Elle s’an-
nule entre 0 et r .

Elle tend vers −∞ en −∞ et +∞ en +∞.

Si r < 0, Q(0) est négatif. Q s’annule entre −∞ et r ,
entre r et 0 et entre 0 et +∞.

Si r > 0, Q(0) est positif. Q s’annule entre −∞ et 0,
entre 0 et r et entre r et +∞.

Q admet donc trois racines réelles deux à deux dis-
tinctes et non nulles.

b) Les points R1, R2, R3 ayant pour abscisses r1, r2, r3

racines de Q(X), nous avons :

r1 + r2 + r3 = 3r ; r1r2 + r2r3 + r1r3 = −3
k2

r2
;

r1r2r3 = −k2

r
.

Donc : 
r1 + r2 + r3

3
= − k2

r1r2r3

k
3

1
r1

+
1
r2

+
1
r3

= −r1r2r3

k

.

L’orthocentre et le centre de gravité du triangle R1 R2 R3

sont donc confondus.

Le triangle est équilatéral.

4 Fixons un réel r non nul et traçons le graphe de la

fonction x → x3 − 3r x2 − 3
k2

r2
x +

k2

r
dans le plan

P . Ce graphe coupe l’axe (x x) en trois points distincts.
Les droites verticales passant par ces points rencontrent
l’hyperbole en trois points qui sont les sommets d’un
triangle équilatéral, d’après la question 3) b).

La question 2) b) permet d’affirmer que nous obtenons
ainsi tous les triangles équilatéraux dont les sommets
sont inscrits sur l’hyperbole.
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Avec Maple
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6
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17 Établissement de l’orbite
d’une étoile double

Préliminaire

Dans le cas d’un cercle, il est évident par symétrie que le
lieu du milieu d’une corde parallèle à une droite donnée
est un diamètre du cercle. Une ellipse quelconque est
l’image d’un cercle par une affinité, qui, par son carac-
tère affine, conserve les notions de parallèles, de milieu
et d’alignement. Il en résulte que le lieu cherché est une
corde de l’ellipse passant par le centre.

Faute de cette idée, on peut trouver le résultat par le cal-
cul, mais c’est plus long...

Si la corde initiale est parallèle à l’un des axes de l’el-
lipse, il est clair par symétrie que le lieu est la corde
incluse dans l’autre axe.

Un peu d’astronomie

1 (E) est l’intersection d’un cylindre elliptique par un
plan, c’est donc une ellipse. Le foyer est défini par des
relations métriques qui ne se conservent pas par projec-
tion : le point S n’a donc aucune raison d’être un foyer
de (E).

2 D’après le résultat de la question préliminaire, le
centre V de l’ellipse (E) est le point de concours de tous
les lieux des milieux des cordes parallèles à une droite
donnée. Cette propriété se conservant par projection, le

point O projeté de V est le centre de l’ellipse (E). Il
suffit pour le construire de tracer deux paires de cordes
parallèles dont on joint les milieux.

S

O

Doc. 1

Connaissant le point O on peut tracer la droite (O S),
image par p du grand-axe de (E). En joignant les mi-
lieux de deux cordes parallèles à (O S), on obtient
l’image du petit-axe.

S

O

A

A0

B 0

B

Doc. 2

3 La projection conservant les rapports de longueur
sur une même droite, l’excentricité de l’ellipse (E) est

e =
O S
O A

, soit aux erreurs de mesure près : e 0.73.

4 Le cercle principal de (E) est l’image de (E) par
l’affinité dont la base est le grand axe, la direction le

petit axe et le rapport
a
b

=
1√

1− e2
, soit approximati-

vement 1.46. Par la projection p, l’image du cercle (G)
est une ellipse (C), image de (E) par l’affinité de base
(AA ), de direction (B B ) et de rapport 1.46. On peut
construire cette ellipse point par point.
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S

O

A

A 0

B

B 0

I

M
M 0

Doc. 3

I M = 1.46 · I M

5 En cherchant les points de (C) les plus éloignés de
O , on obtient le grand-axe [H H ] de l’ellipse (C), qui
est l’image par p du diamètre du cercle (G) parallèle
à D.

S

O

A

A 0

B

B 0

H 0 H

Doc. 4

Les longueurs sur une droite parallèle à D se conservant
par projection, on peut mesurer directement le demi-
grand axe de (E) :

a = O H 3.8.

On en déduit la demi-distance focale :

c = ea 2.8,

et le demi-petit axe :

b = a2 − c2 2.6.

6) Le diamètre du cercle (G) perpendiculaire à D se pro-
jette suivant le petit axe de l’ellipse (C), et sa longueur
est multipliée par le cosinus de l’angle i . D’où :

cos i =
O K
O H

0.71, et i 45o.

S

O

A

A 0

B

B 0

H 0 H

K 0

K

Doc. 5

7 Soit L le projeté orthogonal de S sur la parallèle à
D passant par V, et L le projeté orthogonal de S sur la
parallèle à D passant par O .

Doc. 6

On a :
tan a =

SL

VL
et tan b =

SL
O L

.

Or O L = VL, d’où :
tan b

tan a
=

SL
SL

= cos i .

On peut mesurer sur la figure tan b 1.09 ; d’où :

tan a =
tan b

cos i
1.54 a 57◦.
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8 Nous pouvons maintenant représenter l’orbite (E)
dans son plan :

2

1

0

1

2

3 2 1 1 2 3

S

N

N 0

Doc. 7

a = 3.8 ; b = 2.6 ; c = 2.8.

18 Les théorèmes de Pappus
et de Pascal

1 Notons :

d1 = u1x + v1 y + h1;

d2 = u2x + v2 y + h2;

d3 = u3x + v3 y + h3

.

Le système :


d1 = 0
d2 = 0
d3 = 0

dont les inconnues sont x , y

est de rang 2.

L’existence des réels non tous nuls l1, l2, l3 tels que :
l1d1 +l2d2 +l3d3 = 0 équivaut à la dépendance linéaire
des lignes du système, donc au fait que l’une des lignes,
par exemple la première, est combinaison linéaire des
autres.

Si les lignes 2 et 3 sont linéairement indépendantes,
donc les droites d2 et d3 sécantes, la droite d1 passe par
le point d’intersection, et réciproquement.

Si les lignes 2 et 3 sont linéairement dépendantes, donc
les droites d2 et d3 parallèles, la droite d1 leur est paral-
lèle, et réciproquement.

2 Conservons les notations de la question précédente.

l1d2
1 +l2d2

2 = l1(u1x +v1 y + h1)2 +l2(u2x +v2 y + h2)2.

l1d2
1 + l2d2

2 est un cercle si, et seulement si : l1u2
1 + l2u2

2 = l1v
2
1 + l2v

2
2

l1u1v1 + l2u2v2 = 0
.

Le déterminant de ce système dont les inconnues sont
l1, l2 est :

u2
1 − v2

1 u2
2 − v2

2
u1v1 u2v2

= (u1u2 + v1v2)(u1v2 − u2v1).

Il existe des réels non nuls l1, l2 tels que l1d2
1 + l2d2

2
soit un cercle si, et seulement si, les droites d1, d2 sont
parallèles ou perpendiculaires.

3 a) Choisissons un repère tel que la droite d soit
l’axe (x x) : d = y.

Puisqu’il existe n+1 points de d appartenant à C , l’équa-
tion C(x , 0) = 0 dont les solutions sont les abscisses des
points d’intersection de d et de C admet n + 1 racines
distinctes.

Or cette équation est un polynôme en x de degré n.

Ce polynôme est nul. Tout point de d appartient à C .

La droite d est contenue dans C .

b) Conservons le même repère.

Si la droite d est contenue dans C , tout point M(x , 0)
appartient à C , donc : C(x , 0) = 0.

C(x , 0) est le polynôme nul de R[X].

Le polynôme C(x , y), considéré comme polynôme en
y, a un terme constant C(x , 0) nul.

Il s’écrit donc C(x , y) = y A(x , y).

Réciproquement, si C(x , y) = y A(x , y), la droite d = y
est contenue dans C .

c) Considérons les courbes algébriques :

A = x2 + y2 ; C = xy.

La courbe A est contenue dans C , mais il n’existe pas
de courbe algébrique B telle que : C = AB.

Toutefois, si A, B, C sont trois courbes algébriques
telles que : C = AB, alors A est contenue dans C .

4 Choisissons le repère tel que les axes (x x) et (y y)
soient portés par les droites d2 et d1.

P est alors l’origine du repère.

C est tangente à d2 en P si, et seulement si, le système :

C(x , y) = 0
y = 0

admet la solution double x = 0.

Cette condition équivaut à dire que le polynôme en x ,
C(x , 0), admet la racine double x = 0.

Il est donc de valuation 2.

Il existe un réel l et un polynôme A tels que :

C = lx2 + y A = ld2
1 + d2 A.
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5

D C

B

d1

d2

d3
d4

A

x 0

y 0

Doc. 1

Remarquons d’abord que toute équation de la forme :

C = ld1d2 + md3d4 (l, m ∈ R)

est l’équation d’une conique passant par les quatre
points.

Montrons la réciproque.

Choisissons le repère tel que les axes (x x) et (y y)
soient portés par les droites d2 et d4.

Alors : d2 = y ; d4 = x .

Notons : d1 = ux + vy + h ; d3 = u v + v y + h .

A est alors l’origine du repère.

Soit K = ax2 +by2 +2cxy +dx +ey une conique passant
par les quatre points.

Les coefficients a, b, c, d , e vérifient les conditions :
ax2

B + + + dxB + = 0

ax2
C + by2

C + 2cxC yC + dxC + eyC = 0

+ by2
D + + + eyD = 0

Nous cherchons l, m tels que :

K = ly(ux + vy + h) + mx(u x + v y + h ).

En identifiant les deux équations de K , nous obtenons :

lv = b ; mu = a.

Ces relations fixent l et m car u v = 0.

En effet, d2 et d3 sont sécantes, ainsi que d1 et d4.

Avec ces valeurs pour l et m, la courbe :

K = ly(ux + vy + h) + mx(u x + v y + h )

est une conique passant par les points A, B, C , D.

Écrivons K sous la forme :

K = ax2 + by2 + 2c xy + d x + e y.

Les coefficients a, b, c , d , e vérifient les conditions :
ax2

B + + + d xB+ = 0

ax2
C + by2

C + 2c xC yC + d xC + e yC = 0

+by2
D + + + e yD = 0

.

Nous en déduisons :

xB = 0 =⇒ d = d ; yD = 0 =⇒ e = e ;

xC yC = 0 =⇒ c = c.

Ce qu’il fallait démontrer....

6 a) Pour tout couple non nul de réels (l, m), la
courbe d = ld1 + md2 est une droite passant par A.

Réciproquement, si B est un point distinct de A, les
réels d1(xB , yB) et d2(xB , yB) ne sont pas simultanément
nuls.

La courbe d = −d1(xB , yB)d2 + d2(xB , yB)d1 est une
droite passant par A et B.

C’est la droite (AB).

b) Appelons G la courbe décrite par le point d’intersec-
tion M de d et d .

Le point M(x , y) appartient à G si, et seulement s’il
existe (l, m) non nul tel que :

ld1(x , y) + md2(x , y) = 0
ld3(x , y) + md4(x , y) = 0

.

Cette condition équivaut à :

d1(x , y)d4(x , y)− d2(x , y)d3(x , y) = 0.

La courbe G est la conique : G = d1d4 − d2d3.

7 a) D’après la question 4), il existe un réel l et une
courbe algébrique A tels que :

C = ld2 + t1 A.

Or, le polynôme C est de degré 2 et t1 de degré 1.

A est donc de degré 1, A est une droite.

D’autre part : C(T2) = 0.

D’où : A(T2) = 0.

Cette droite passe par T2 et T2 appartient à d .

Réutilisons la question 4).

Le cercle C est tangent en T2 à A.

Par conséquent : A = t2 et :

C = ld2 + t1t2.
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b)

T1

T2

t2

t4

t3

d

t1

D

A

B

C

T3

T4

Doc. 2

En utilisant la question précédente, nous savons qu’il
existe deux réels l, m tels que :

C = ld2 + t1t2 et C = md 2 + t3t4.

Nous savons aussi, grâce à la question 5), que les co-
niques passant par A, B, C , D sont de la forme :

K = at1t2 + bt3t4, avec a, b réels.

D’où :
K = (a + b)C − (ald2 + bmd 2).

Par conséquent, K est un cercle si, et seulement s’il
existe a, b tels que ald2 + bmd 2 est un cercle.

Nous avons montré dans la question 2) que ceci équivaut
à dire que d et d sont parallèles ou perpendiculaires.

8 a)

Avec Maple

R 082(k#ˆ]g^i#ˆ^d^[i#dYf#SdXbbXj U

Notons a, b, c les droites (AA ), (B B ), (CC ).

Si les droites d et d sont sécantes, appelons P leur point
d’intersection.

Puisque A, B, C , A , B , C sont distincts, P n’appar-
tient à aucune des droites a, b, c.

Soit Q = G− labc, avec l =
G(P)

a(P)b(P)c(P)
.

Le polynôme Q est de degré 3.

La courbe Q contient quatre points de d ; A, B, C , P .

D’après 3) a), la droite d est contenue dans Q.

D’après 3) b), il existe un polynôme A tel que :
Q = d A.

De plus, le degré de A est 2.

Mais les points A , B , C sont contenus dans G, donc
dans Q, donc dans A.

La droite d est contenue dans A, d’où :

A = d R.

Le degré de R est inférieur ou égal à 1.

R est une droite. Les points A , B , C appartiennent à
G, donc à A, puis à R.

Ces points sont alignés.

b) Nous obtenons six alignements.

c) Considérer la conique G = d1d2d3 et appliquer le
résultat de 8) a).

Doc. 3
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J
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M5

M3

Doc. 4

A I

B

d 0

d

d

J

M1

M6

M5

M A4
0

B K0

C M2

M C3
0

Doc. 5

Nous allons utiliser la question 8) a).

Notons d la droite (M1 M2), d la droite (M3 M4), d la
droite (I K ).

Considérons la cubique G = Cd.

G coupe d en I , M1, M2.

G coupe d en M4, K , M3.

(I M4) coupe G en M5, (K M1) coupe G en M6, (M2 M3)
coupe G en L .

D’après la question 8) a), les points M5, M6, L sont ali-
gnés.

Donc L est le point d’intersection de (M2 M3) et
(M5 M6).

L = J et les points I , J , K sont alignés.

19 Cône de révolution contenant
une ellipse

On choisit un repère orthonomé dans lequel l’ellipse a
pour équations :

z = 0 et
x2

a2
+

y2

b2
= 1.

La relation
b
a

= 1− e2, donne : a = b
√

2.

On obtient l’équation : x2 + 2y2 = 2b2.

Le grand axe de l’ellipse est l’intersection du plan de
l’ellipse et du plan perpendiculaire contenant le sommet
du cône. Les sommets des cônes de révolution contenant
l’ellipse sont dans le plan d’équation y = 0.

Réciproquement soit S(X , 0, Z ) les coordonnées d’un
point de ce plan. Cherchons une condition pour qu’il
soit le sommet d’un cône de révolution contenant cette
ellipse.

Un point M(x , y, z) sera sur le cône si, et seulement si,
la droite (SM) rencontre l’ellipse : il existe l tel que :

(X +l(x− X))2 +2(ly)2 = 2b2 et Z +l(z− Z ) = 0.

On obtient l’équation d’une quadrique :

(Xz − Z x)2 + 2Z2 y2 = 2b2(z − Z )2.

Étudions la matrice de la forme quadratique associée : Z2 0 −X Z
0 2Z2 0

−X Z 0 X2 − 2b2

 .

Le cône sera de révolution si, et seulement si, elle a une
valeur propre double. La seule possibilité est 2Z2 valeur
propre double.

On obtient la condition : 2Z2(Z2 − X2 + b2) = 0.

On trouve l’hyperbole d’équations : Y = 0 et
Z2 − X2 + b2 = 0.
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20 Ensemble de normales à une
surface

La surface S a pour équation implicite :

Arctan
y
x
− z = 0.

On exprime le vecteur normal en tout point à l’aide des
dérivées partielles de la fonction :

f : (x , y, z) −→ Arctan
y
x
− z.

−−→
grad f (x , y, z) = − y

x2 + y2

−→
i +

x
x2 + y2

−→
j −−→

k .

La normale en M(x , 0, 0) est dirigée par le vecteur−→
j − x

−→
k colinéaire à

−−→
grad f (x , 0, 0).

Un représentation paramétrique est :


X = x
Y = t
Z = −t x

où

t décrit R et x décrit R∗.

On obtient la surface d’équation Z = −XY privée de
la droite (OY ) en éliminant t et x . Il s’agit d’un parabo-
loïde hyperbolique privé d’une génératrice.

21 Une surface de révolution

On constate qu’il s’agit d’une hyperbole du plan d’équa-
tion z = 0 d’axe focale : la première bissectrice que l’on
fait tourner autour de cette bissectrice. On devine qu’il
s’agit d’une hyperboloïde de révolution à deux nappes .

Dans le nouveau repère (O ,
−→
I ,
−→
J ,
−→
K ) défini par :

−→
I =

1√
2

(
−→
i +

−→
j ),

−→
I =

1√
2

(−−→i +
−→
j ),

−→
K =

−→
k

cette hyperbole a pour équations :

Z = 0 et X2 − Y 2 = 2.

La surface de révolution est d’axe (O X).

Donc son équation est :

X2 − Y 2 − Z2 = 2.

En revenant dans le repère initial on obtient l’équation
2xy − z2 = 2.
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8 Géométrie
différentielle*

RAPPELS DE COURS
ÉTUDE D’UNE COURBE

La tangente en un point d’une courbe définie paramétriquement est dirigée par le premier vecteur
dérivé non nul, s’il existe.
• Les formules suivants permettent de calculer la courbure :

c(t) =

−−→d M
d t

,

−−→
d2 M
d t2


−−→
d M
d t

3 .

• Avec le repère de Frénet :
−−→
d M
d t

=
d s
d t
−−→
T (t)

−−→
d2 M
d t2

=
d2 s
d t2

−−→
T (t) + c(t)

d s
d t

2 −−→
N (t).

• Dans le cas d’une courbe paramétrée par
x = x(t)

y = y(t)

−−→
O M(t) = x(t

−→
i + y(t)

−→
j

−−→
d M
d t

= x (t)
−→
i + y (t)

−→
j

−−→
d2 M
d t2

= x (t)
−→
i + y (t)

−→
j

c(t) =
(x y − y x )
(x 2 + y 2)3/2

.

* Vous pourrez, à ce sujet, consulter le passionnant site Internet : perso.club-internet.fr/rferreol/encyclopedie
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• Lorsque l’arc est défini en coordonnées polaires par r = r(u)

−−→
O M(u) = r(u)−→u (u)
−−→
d M
d u

= r −→u (u) + r−→v (u)

−−→
d2 M
d u2

= (r − r)−→u (u) + r −→v (u)

c(u) =
r2 + 2r 2 − rr

(r2 + r 2)3/2
.

• Pour déterminer le rayon de courbure, on peut :

– utiliser les tableaux précédents et la définition R = 1/c ;

– exprimer
d s
d t

, puis
−→
T et w = (

−→
i ,
−→
T ) ; alors :

R =
d s
d w

=
d s
d t

d t
d w

;

– écrire :

R =

d s
d t

3

−−→d M
d t

,

−−→
d2 M
d t2

 .

• La tangente en un point régulier M(a, b) d’une courbe plane définie par une représentation
implicite f (x , y) = 0 est la droite passant par M et normale au vecteur

−−→
grad f (a, b).

ÉTUDE D’UNE SURFACE

• Pour montrer qu’un point M d’une surface est régulier :

– si la surface est définie par une équation cartésienne explicite z = g(x , y), avec g de classe C1,
on rappelle que tout point de cette surface est régulier ;

– si la surface est définie par une équation cartésienne implicite, f (x , y, z) = 0, avec f de classe
C1, on vérifie que

−−→
grad f (M) = 0 ;

– si la surface est définie par une représentation paramétrique, M = w(u, v) = x(u, v), y(u, v), z(u, v) ,

on vérifie que les vecteurs
∂w

∂u
(u, v) et

∂w

∂v
(u, v) sont linéairement indépendants.

• Plan tangent en un point régulier M d’une surface :

– si la surface est définie par une représentation implicite f (x , y, z) = 0 et M = (a, b, c), l’équa-
tion du plan tangent en M est :

∂ f
∂x

(a, b, c)(X − a) +
∂ f
∂y

(a, b, c)(Y − b) +
∂ f
∂z

(a, b, c)(Z − c) = 0 ;

c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit 211



ALGÈBRE ET GÉOMÉTRIE

– si la surface est définie par une représentation paramétrique, M = w(u, v) = x(u, v), y(u, v), z(u, v)
et M = w(u, v), l’équation du plan tangent en M est :

X − x(u, v)
∂x
∂u

(u, v)
∂x
∂v

(u, v)

Y − y(u, v)
∂y
∂u

(u, v)
∂y
∂v

(u, v)

Z − z(u, v)
∂z
∂u

(u, v)
∂z
∂v

(u, v)

= 0 ;

– si la surface est définie par une représentation cartésienne explicite, on se ramène à l’un des cas
ci-dessus.
• Normale en un point régulier M d’une surface :

– si la surface est définie par une représentation implicite f (x , y, z) = 0 et M = (a, b, c), la
normale est la droite :

(a, b, c) + R
−−→
grad f (a, b, c) ;

– si la surface est définie par une représentation paramétrique w(u, v) = (x(u, v), y(u, v), z(u, v))
et M = w(u, v), la normale est la droite :

D = N + R
∂w

∂u
(u, v) ∧ ∂w

∂v
(u, v) ;

– si la surface est définie par une représentation cartésienne explicite, on se ramène à l’un des cas
ci-dessus.
• Pour étudier en un point la courbe définie par l’intersection de deux surfaces, on vérifie :

– si le point est régulier sur chacune des deux surfaces ;

– si les deux surfaces ne sont pas tangentes en ce point.

On peut alors conclure que :

le point est régulier sur la courbe ;

la tangente en ce point est l’intersection des deux plans tangents en ce point aux deux surfaces.
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É N O N C É S
1 Pour s’entraîner

avec les coordonnées polaires

1 Donner les équations polaires :

a) du cercle de diamètre [O , A], avec A(2a, 0) et a > 0 ;

b) du cercle de diamètre [O , A], avec A(0, 2a) et a > 0 ;

c) du cercle de diamètre [O , A], avec A(2a, 2a tan(a)) ;

d) du cercle de centre I (a, b) et de rayon R ;

e) d’une droite.

2 Reconnaître la nature de la courbe d’équation po-
laire :

r =
3

1 + 2 cos(u)
.

Déterminer ses éléments caractéristiques.

Donner l’allure de la courbe sans étude de cette courbe.

3 Faire de même avec :

r =
6

2 + cos(u)
.

4 D’après ESTP.

Construire la courbe définie en coordonnées polaires
par :

r =
sin u√

3− 2 cos u
.

Préciser la position de la courbe par rapport à son
asymptote.

5 Construire les courbes d’équations polaires :

a) r = sin(2u) ;

b) r = sin(4u) ;

c) r = sin(3u) ;

d) r = sin(1.5u) ;

e) r = sin(2.1u).

6 D’après ESTP.

a) Tracer la courbe d’équation polaire :

r = a
1− sin u

cos u
, (a > 0).

b) Déterminer une équation cartésienne du troisième de-
gré de cette courbe.

c) Calculer l’aire de la boucle déterminée par le point
double.

7 a) Tracer la courbe définie en coordonnées polaires
par :

r = sin2 u(sin u + sin 2u) pour −p

2
u

p

2
.

b) Calculer l’aire ainsi définie.

1) Faire des figures, utiliser les triangles rectangles
et les projections orthogonales...
2) et 3) Ne pas hésiter à revoir le cours...
4) L’étude commence par la détermination du do-
maine de définition, puis du domaine d’étude.
Pour l’étude de la branche infinie, effectuer un dé-
veloppement limité.
Ne pas calculer r . Il est inutile.
5) Utiliser la périodicité et l’imparité. Traduire ces
propriétés en termes de symétrie pour la courbe.
6) b) Soit M(x , y) un point de la courbe.
Calculer x ; a − x ; (a − x)r.
Ne pas oublier la réciproque..
7) a) Un amour de courbe...

2 Pour s’entraîner avec les
coordonnées paramétriques

1 On considère la courbe G :
x2 + y2 + z2 = 1
y −

√
3z = 1

a) Donner la nature de G.

Déterminer la nature de la courbe C , projetée orthogo-
nale de G sur (x Oy).

Donner une équation cartésienne de C .

Préciser C .

b) Déterminer une paramétrisation de C .

En déduire une paramétrisation de G.

2 Oral ENS.

Soit f1, . . . , f6 les arcs paramétrés de ]0,1] dans C dé-
finis par :

f1(t) = t sin
1
t

ei cos t4√
t f2(t) = t sin

1
t

ei cos 1
t

f3(t) = t sin
1
t2

ei cos 1
t2 f4(t) = t sin

1
t

ei cos2 1
t

f5(t) = t sin
1
t

ei |cos 1
t | f6(t) = 3

√
t sin2 1√

t
eisin 1√

t
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Afin d’effectuer une étude locale de ces arcs au voisi-
nage de 0, on les a représentés dans ce voisinage. Les
figures sont données ci-dessous.

Retrouver, par des arguments mathématiques simples,
quel arc chaque figure représente.

1) a) Pour déterminer une équation cartésienne de
C , exprimer qu’un point M(x , y, 0) du plan (x Oy)
appartient à C si, et seulement si...
b) On paramètre une ellipse en utilisant
cos2 t + sin2 t = 1.

3 Suite d’arcs paramétrés
D’après Icare.

Le plan est rapporté à un repère orthonormé.

Pour tout n 1, on note Cn l’arc paramétré de point
courant Mn(t), dont les coordonnées sont :

xn(t) = cosn(t) ; yn(t) = sinn(t) , t ∈ 0,
p

2
.

On désigne par Ln la longueur de Cn .

1 a) Donner l’allure des courbes Cn .

b) Exprimer Ln à l’aide d’une intégrale définie, en uti-
lisant le changement de variable u = cos(2t).

2 Calculer L4 et L5.

3 On note :

∀n ∈ N∗ A = Mn(0), B = Mn
p

2
, In = Mn

p

4
.

Montrer que :

∀n ∈ N∗ In A + In B Ln O A + O B.

En déduire : l = lim
n−→+∞ Ln .

3) Majorer Ln en majorant x 2
n (t) + y 2

n (t).

4 Rayon de courbure en un point
d’une courbe définie
implicitement

D’après ESTP.

Soit C l’ensemble des points dont les coordonnées (x , y)
dans le plan muni d’un repère orthonormé, vérifient
l’égalité z + z2 = 1, où z = x + iy.

1 Déterminer un polynôme P tel que P(x , y) = 0
soit une condition nécessaire et suffisante pour qu’un
point M appartienne à C.

2 Déterminer le point S de C de coordonnées (a, 0)
avec a > 0.

3 Déterminer le rayon de courbure en S à C.

3) Utiliser le théorème des fonctions implicites.

5 Courbe à courbure constante
tracée sur une sphère

Soit S une sphère de centre O de rayon R, et g une
courbe paramétrée de classe C2 tracée sur S .

1 Montrer que le rayon de courbure en tout point de
g est inférieur ou égal à R.

2 Déterminer g si en tout point le rayon de courbure
est R.

3 Plus généralement, déterminer g si le rayon de
courbure est constant.

1) Dériver deux fois la relation
−−→
O M2 = R2 et

appliquer Cauchy-Schwarz.
2) Cas d’égalité de Cauchy-Schwarz.
Puis dériver

−→
V =

−−→
O M ∧ −→T .

3) Montrer que le point I , projeté orthogonal de O
sur la droite (M ,

−→
N ) est fixe.

6 Un exemple de courbe tracée
sur une sphère

On considère la courbe paramétrée G de l’espace défi-
nie par :

x(t) = 2 cos(t) − cos(2t) ; y(t) = 2 sin(t) − sin(2t) ;

z(t) = 2
√

2 cos
t
2

.

1 Montrer que G est tracée sur une sphère S de
centre O .
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8. GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE

2 Montrer que la tangente en tout point de G fait un
angle constant avec l’axe (Oz).

3 Étudier et tracer les projections de G sur les plans
(x Oy), (yOz) et (x Oz).

4. Donner l’allure de la courbe G sur la sphère S .

2) Étudier en particulier le cas des points station-
naires.

7 Pentagone, arcs de cercles
et séries de Fourier

D’après ESTP.

Soit a = cos
2p

5
. Dans un plan euclidien rapporté à

un repère orthonormé (O ,
−→
i ,
−→
j ), on considère le penta-

gone étoilé régulier (A0 A1 A2 A3 A4) dont les sommets
appartiennent au cercle C d’équation x2 + y2 = a2 et

tels que
−→
i ,
−−→
O Ak =

4p

5
k. On posera A5 = A0.

1 Pour k entre 0 et 4, on note Gk l’arc du cercle cir-
conscrit au triangle O Ak Ak+1 défini par x2 + y2 a2.

Donner l’allure de la réunion G des Gk .

2 Donner une équation polaire r = f (u) de l’arc G0

pour 0 u
4p

5
par rapport au repère de pôle O et

d’axe polaire
−→
i .

3 Même problème pour G et 0 u 4p.

4 Développer en série de Fourier la fonction F de pé-

riode
4p

5
coïncidant avec f entre 0 et

4p

5
.

1) Un tracé soigné.
2) Noter I le centre du cercle, K le symétrique de
O par rapport à I .
Calculer le rayon du cercle.−−→
O M s’obtient en projetant orthogonalement

−−→
O K

sur (O M).
4) Revoir si nécessaire les formules du cours...

8 La corde et le pont

1 On considère une corde métallique de masse m, de
longueur l, de section s, de masse volumique m.

A B

C

La corde a ses extrémités A et
B fixées à la même altitude.

On note T0 la tension au point
C , milieu de la corde.

Le plan est rapporté à un repère orthonormé (O ,
−→
i ,
−→
j ).

On note (x , y) les coordonnées d’un point de la corde.

a) En utilisant l’équation fondamentale de la dyna-
mique, écrire une équation intrinsèque de la corde liant
l’abscisse curviligne s et l’angle f de la tangente avec
l’axe (x x) .

b) En déduire une équation différentielle non linéaire
d’ordre 2 vérifiée par la fonction y = y(x) .

c) Résoudre cette équation pour déterminer une équa-
tion cartésienne de la courbe décrite par la corde.

Cette courbe est appelée chaînette.

d) Calculer le rayon de courbure de la chaînette en un
point.

e) Calculer la valeur numérique de la différence des or-
données entre les points A et C , dans le cas d’une corde
de guitare longue de 1 m.

On prendra : m = 7.103 kg.m−3 ; s = 3 mm2 ;
g = 9.81 m.s−1 ; T0 = 2, 5.103 N.

2 Considérer les câbles d’un pont suspendu. En né-
gligeant la masse des câbles devant celle du pont et en
supposant que le pont est entièrement suspendu, déter-
miner la forme du câble.

1) b) L’équation obtenue lie f et s. La dériver pour
obtenir une équation différentielle liant df et ds.

En dérivant ensuite tan f =
dy
dx

, éliminer df pour

obtenir une équation différentielle d’ordre 2 véri-
fiée par la fonction y = y(x) .
e) Utiliser la question 1) a).
2) Modifier l’équation obtenue dans la ques-
tion 1) a).

9 Centres de courbure en O
d’une famille de coniques

D’après ESTP.

Soit k un paramètre réel. On considère dans un repère
orthonormé d’axes (Ox) et (Oy) la conique Ck d’équa-
tion : x2 + y2 − 2kxy + 2(ky − x) = 0.

1 Préciser la nature de Ck lorsque k varie.

2 Donner la direction des axes de Ck .

3 Donner le centre de courbure Vk à Ck au point O et
construire le lieu décrit par Vk lorsque k varie.

Revoir le cours si nécessaire...
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10 La lemniscate de Bernoulli
D’après ESTP.

Au moins huit mathématiciens célèbres du XVIIIe

siècle portent le nom suisse de Bernoulli. Johann et
son frère Jacques furent, après Newton et Leibniz,
les fondateurs de l’analyse. Johann écrivit en 1691 et
1692 le premier livre d’analyse, mais la partie concer-
nant le calcul intégral ne fut publiée qu’en 1742 et
celle relative au calcul différentiel en 1924. L’idée de
la représentation des fonctions sous forme de séries
trigonométriques est dûe à Daniel Bernoulli, à pro-
pos de la théorie des cordes vibrantes, cinquante ans
avant Fourier.

1 Étude et graphe de la courbe d’équation polaire
r2 = cos(2u).

2 Déterminer l’aire du domaine délimité par cette
courbe.

3 Calculer le rayon de courbure en un point de la
courbe en fonction de u.

4 Soit u1 et u2, deux réels tels que : 0 < u1 < u2 <
p

4
.

On appelle L1 (respectivement L2) l’arc de la lem-
niscate obtenu pour u dans [0, u1] (respectivement

u2,
p

4
).

Montrer que L1 et L2 ont même longueur si, et seule-
ment si :

√
2 cos(u1) cos(u2) = 1.

3) Calculer w en fonction de u.
4) Calculer les longueurs de L1 et L2, puis poser
u = cos u dans les intégrales....

11 Point fixe d’un ensemble
de droites

D’après BanquePT.

Le plan euclidien R2 est rapporté à un repère ortho-
normé (O ,

−→
i ,
−→
j ).

On désigne par p un réel strictement positif fixé et par
P la courbe de représentation paramétrique :

−−→
O M(t) =

t2

2p
−→
i + t

−→
j .

1 Reconnaître et représenter graphiquement P .

Indiquer la position du foyer et de la directrice de P .

2 Former une équation cartésienne de la normale en
M(t) à P .

3 Discuter, suivant les valeurs du nombre réel u,
l’existence et le nombre de points M(t) de P différents
de M(u) tels que la normale en M(t) à P passe par
M(u).

4 Montrer que les droites coupant P en deux points
distincts tels que les normales à P en ces points se
coupent sur P , passent par un point fixe à déterminer.

1) Revoir le cours, si nécessaire.
3) On a une équation dont t est l’inconnue, et u un
paramètre.
4) Écrire l’équation de M(t1)M(t2) lorsque ces
deux points existent, et utiliser l’équation de la
question 3) pour t1 + t2 et t1t2.

12 Coniques passant par O

1 Écrire l’équation générale d’une conique passant
par O.

2 Déterminer la nature de cette conique lorsque O est
un point singulier.

3 Écrire une équation de la tangente en O lorsque O
est un point régulier. Donner un exemple et faire une
figure.

2) Faire une rotation du repère.

13 Un cylindre

On considère la surface (S) d’équation x2 + y2 = a,
(a > 0).

1 Préciser la nature de cette surface.

2 Déterminer les droites contenues dans la surface.

3 Déterminer les points réguliers de la surface et le
plan tangent en un tel point. Que remarquez-vous ?

2) Les calculs sont inutiles.

14* Loxodromies de la sphère

On considère la sphère S de centre O et de rayon R > 0.
On appelle cercles méridiens de la sphère les cercles
intersections de la sphère avec un plan vertical, c’est-à-
dire contenant l’axe (Oz), et loxodromies de la sphère
les courbes tracées sur la sphère et coupant sous un
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angle a constant a ∈ 0,
p

2
les cercles méridiens de

la sphère. Le produit scalaire usuel est noté · et la norme
associée .

1 Paramétrer la sphère.

2 En utilisant cette paramétrisation, déterminer les
loxodromies de la sphère.

2) Si un méridien est défini par u constant, utiliser
u comme paramètre pour chercher les loxodromies
lorsqu’elles ne sont pas les cercles méridiens.

15 Cône tangent à une sphère
D’après ESIM.

Soit E = R3 , et R = (O ,
−→
i ,
−→
j ,
−→
k ) un repère ortho-

normé direct. On note S la sphère de centre O et de
rayon 1.

On dit qu’un cône C de sommet S est tangent à S si,
et seulement si, ses génératrices sont tangentes à S. On
pourra utiliser que, dans ce cas, le cône est de révolution
et que C ∩ S est un cercle C.

On dit que C est circonscrit à S le long de C.

1 Soit R = (O ,
−→
I ,
−→
J ,
−→
K ) un repère orthonormé et

P le plan d’équation cartésienne dans R :

ax+by+cz = h avec a2+b2+c2 = 1 et h ∈ [−1, 1]

a) Déterminer le rayon du cercle C = C ∩ S.

b) On suppose de plus h = O . Déterminer dans le re-
père R les coordonnées de S, sommet du cône circons-
crit à S le long de C.

c) Inversement, soit S de coordonnées (a, b, g) dansR
telles que a2 + b2 + g2 > 1 . Déterminer les équations
cartésiennes du cercle intersection de S et du cône de
sommet S tangent à S.

On définit ainsi une application bijective de l’ensemble
des cercles, autre que les grands cercles, tracés sur S sur
l’extérieur de la sphère .

2 Considérons les vecteurs :
−→u = −→u (u) = cos(u)

−→
i + sin(u)

−→
j ,

−→v = −→v (u) = − sin(u)
−→
i + cos(u)

−→
j

et le repère orthonormé Ru = (O ,−→u ,−→v ,
−→
k ).

Soit S la surface d’équation cartésienne dans R :
4z2(x2 + y2) = 1.

a) Déterminer l’intersection S∩S .Comparer en un point
de l’intersection, les plans tangents aux deux surfaces.

b) Donner une représentation paramétrique en coordon-
nées cylindriques de S .

3 Soit S le point de S défini par
−→
O S = r−→u +

1
2r

−→
k

avec r2 =
1
2

.

Montrer que parmi les tangentes à S en S, deux sont
tangentes à S.

On donnera un vecteur directeur de chacune de ces deux
droites dans le repère Ru.

4 Soit g une courbe tracée sur S définie paramétri-
quement par :

u → −→
O S(u) = r(u)−→u +

1
2r(u)

−→
k où r est de classe C1 .

a) Montrer que les tangentes à (g) en S sont tangentes à
S si, et seulement si :

∀u r2 =
1
2

ou r (u)2 = r(u)4.

Dans la suite on choisira r(u) =
1
u

.

b) Déterminer dans le repère Ru les coordonnées du
point M(u) , intersection de S et de la tangente a (g)
issue de S(u). Soit (G) la courbe décrite par le point
M(u).

c) Vérifier que le vecteur
−−−−−−→
S(u)M(u) et le vecteur

−−→
d M
du

sont orthogonaux.

1) a) Faire un dessin et utiliser le théorème de Py-
thagore.
b) Utiliser le théorème de Pythagore et les symé-
tries du problème.
c) Reprendre le raisonnement du 1) b) en utilisant
un vecteur normal unitaire.
2) a) Prouver que S∩S est intersection de la sphère
avec deux plans de la forme z = constante.
b) Observer et utiliser que S est engendrée par une
demi-méridienne à déterminer.
3) Utiliser une expression de la distance d’un point
à une droite dans l’espace affine euclidien de di-
mension 3.
4) b) Écrire les équations paramétriques de la tan-
gente en S.
c) dériver par rapport à u l’expression−−→
O M2 = 1 =

−→
O S2 −−−→

SM2.
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1 Pour s’entraîner avec les

coordonnées polaires

1 a) Le point A se projette orthogonalement en
M(r, u) sur (O M).

O A

M , )(r u

u

D’où l’équation cherchée : r = 2a cos(u).

b) Le point A se projette orthogonalement en M(r, u)
sur (O M).

O

A M , )(r u

u

D’où l’équation cherchée : r = 2a cos(
p

2
−u) = 2a sin(u).

c) Le point A se projette orthogonalement en M(r, u)
sur (O M).

O

A

M

u
a

D’où l’équation cherchée : r = 2a cos(u− a).

d) Supposons que le cercle ne passe pas par O .

O

I

Il est toujours possible d’écrire une équation cartésienne
du cercle :

x2 + y2 − 2ax − 2by + c = 0.

Puis de traduire en coordonnées polaires :

r2 − 2ar cos(u)− 2br sin(u) + c = 0.

e) Si la droite est horizontale, distincte de (x x), elle ad-
met une équation polaire de la forme :

r sin(u) = a.

Si la droite est (x x), elle admet pour équation polaire :
u = 0 (mod p).

Si la droite est verticale, distincte de (y y), elle admet
une équation polaire de la forme :

r cos(u) = a.

Si la droite est (y y), elle admet pour équation polaire :

u =
p

2
(mod p).

Si la droite passe par O et est distincte des axes, elle
admet une équation polaire de la forme :

u = a (mod p).

Dans les autres cas, une équation cartésienne de cette
droite est de la forme :

y = ax + b.

Une équation polaire est alors : r sin(u) = ar cos(u)+b.

2 L’équation donnée est de la forme r =
p

1 + e cos(u)
,

avec e = 2.

Il s’agit d’une hyperbole d’excentricité 2 et de para-
mètre p = 3.

La directrice a pour équation x = −3.

F−P

H
M

D y

x
i
→j

→

L’axe (x x) est un axe de symétrie de l’hyperbole.

Les asymptotes ont pour direction u =
2p

3
, u =

4p

3
.

Les sommets s’obtiennent en prenant u = 0, puis
u = p. Ils ont pour coordonnées S1(1, 0), S2(3, 0).

Le centre de symétrie est le point (2, 0).
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F

S1 S2

y

x

Nous en déduisons :

c = 1, a =
c
e

=
1
2

, b = c2 − a2 =
√

3
2

.

Le tracé ne pose plus de problème...

Avec Maple

^ e1-4L8@:-0J f
^ 8:@B38@:-L(2L,G)I?:0L-JJF!1;e`KC%55%FC%55%HJd

−6

−4

−2

0

2

4

6

−6 −4 −2 2 4 6

3 L’équation donnée est de la forme r =
p

1 + e cos(u)
,

avec e =
1
2

.

Il s’agit d’une ellipse d’excentricité
1
2

et de paramètre

p = 3.

La directrice a pour équation x = −3.

F−3

H M

D y

x
i
→j→

L’axe (x x) est un axe de symétrie de l’ellipse.

Les sommets s’obtiennent en prenant u = 0, puis
u = p.

Ils ont pour coordonnées S1(2, 0) et S2(−6, 0).

Le centre de symétrie est le point (−2, 0).

S1 S2

B1

B2

Nous en déduisons : c = 2, a = 4, b = c2 − a2 = 2
√

3.

Le tracé ne pose plus de problème...

Avec Maple

^ e1-4L8@:-0J f

^ 8:@B38@:-L%2L)G?:0L-JJF

!1;e`KC$55(FC'55'HF0?B@1<7`?:<0-3B1<;=Jd

−4

−2

0

2

4

−6 −4 −2 2

4 Le domaine de définition de la fonction r est

R− ±p

6
+ 2kp .

Cette fonction est périodique, de période 2p, et impaire.

Nous allons donc l’étudier sur [0,
p

6
[ ]

p

6
, p]. Puis

nous compléterons le graphe obtenu en effectuant une
symétrie d’axe (y y).

Le calcul de r a priori est inutile. Le signe seul de r est
important.

u 0
p

6
p

r(u) 0 − +

Nous remarquons que r(0) = 0. La courbe passe par le
pôle pour u = 0.

En ce point, la tangente est dirigée par le vecteur d’angle
polaire 0.

Cette tangente est l’axe (x x).

Lorsque u tend vers
p

6
, la courbe possède une branche

infinie.

r(u) sin(u−p

6
) =

sin u sin(u− p
6 )√

3− 2 cos u
= 2

sin u sin(u− p
6 )

cos( p
6 )− cos u

.

Or, la fonction cos est dérivable en
p

6
:

cos u = p
6

cos
p

6
− 1

2
u− p

6
+ o u− p

6
.

D’où : r(u) sin u− p

6
∼ p

6
2.

Notons u p
6
, v p

6
les vecteurs cos

p

6
, sin

p

6
et

cos
2p

3
, sin

2p

3
.

La courbe possède une asymptote dont l’équation dans
le repère (O , u p

6
, v p

6
) a pour équation : y = 2.
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Précisons la position de la courbe par rapport à son
asymptote en effectuant un développement limité de

r(u) sin(u− p

6
) au voisinage de

p

6
à l’ordre 1.

sin u = p
6

sin
p

6
+

√
3

2
(u− p

6
)− 1

2
(u− p

6
)2 +o((u− p

6
)2).

Donc :

sin u sin(u− p

6
)

=
1
2

+

√
3

2
(u− p

6
)− 1

4
(u− p

6
)2 + o((u− p

6
)2)

(u− p

6
) + o((u− p

6
)2)

=
1
2

(u− p

6
) +

√
3

2
(u− p

6
)2 + o((u− p

6
)2).

r(u) sin(u− p

6
) = p

6
2

(u− p
6 ) +

√
3(u− p

6 )2 + o((u− p
6 )2)

(u− p
6 ) +

√
3

2 (u− p
6 )2 + o((u− p

6 )2)

= 2
1 +

√
3(u− p

6 ) + o(u− p
6 )

1 +
√

3
2 (u− p

6 ) + o(u− p
6 )

= 2 +
√

3(u− p

6
) + o(u− p

6
).

La position de la courbe par rapport à l’asymptopte s’en

déduit en regardant le signe de
√

3(u − p

6
) lorsque u

tend vers
p

6
.

y

x

u p>

u
p

< 6

vp
6

up
6

i
→

j
→

Avec Maple

^ e1-4L8@:-0J f

^ 8:@B38@:-L01<L-J2L063-L(JC)I?:0L-JJF

0?B@1<7`?:<0-3B1<;=F!1;e`KC'55'FC(55(HJ d

−3

−2

−1

0

1

2

3

−4 −2 2 4

5 a) La fonction (u → sin(2u)) est définie sur R, pé-
riodique, de période p et impaire.

Nous l’étudions sur [0,
p

2
] et compléterons le graphe par

une symétrie par rapport à O et une symétrie par rapport
à (Oy).

u 0
p

2
r 0 + + 0

Avec Maple

^ 8:@B38@:-LL01<L)I-JJF0?B@1<7`?:<0-3B1<;=J d

−1

−0.5

0.5

1

−1 −0.5 0.5 1

b) La fonction (u → sin(4u)) est définie sur R, pério-

dique, de période
p

2
et impaire.

Nous l’étudions sur [0,
p

4
] et compléterons le graphe

par une symétrie par rapport à (Oy) pour récupérer la

restriction de la courbe à −p

4
,
p

4
. Puis nous effectue-

rons trois fois successivement la rotation de centre O et

d’angle
p

2
pour obtenir la totalité de la courbe.

u 0
p

4
r 0 + + 0

Avec Maple

^ 8:@B38@:-L01<L'I-JF0?B@1<7`?:<0-3B1<;=J d

−0.8

−0.4

0.4

0.8

−0.8 −0.4 0.4 0.8
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c) La fonction (u → sin(3u)) est définie sur R, pério-

dique, de période
2p

3
et impaire.

Nous l’étudions sur 0,
p

3
et compléterons le graphe

par une symétrie par rapport à (Oy) pour récupérer la

restriction de la courbe à −p

3
,
p

3
. Puis nous effectue-

rons deux fois successivement la rotation de centre O et

d’angle
2p

3
pour obtenir la totalité de la courbe.

u 0
p

3
r 0 + + + 0

Avec Maple

^ 8:@B38@:-L01<L(I-JF0?B@1<7`?:<0-3B1<;=J d

−1

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2

0.2

0.4

d) La fonction (u → sin(1.5u)) est définie sur R, pério-

dique, de période
4p

3
et impaire.

Nous l’étudions sur 0,
2p

3
et compléterons le graphe

par une symétrie par rapport à (Oy) pour récupérer la

restriction de la courbe à −2p

3
,

2p

3
. Puis nous effec-

tuerons deux fois successivement la rotation de centre

O et d’angle
4p

3
pour obtenir la restriction de la courbe

à −2p

3
, 2p +

4p

3
. Nous aurons alors la courbe com-

plète.

u 0 2
p

3
r 0 + + + 0

Avec Maple

^ 8:@B38@:-L01<L,5&I-JF-`C)IU12(55,/IU12(F

0?B@1<7`?:<0-3B1<;=J d

−0.8

−0.6

−0.4

−0.2
0

0.2

0.4

0.6

0.8

−1 −0.5 0.5 1

e) La fonction (u → sin(2.1u)) est définie sur R, pério-

dique, de période
2p

2.1
et impaire.

Nous l’étudions sur [0,
p

2.1
] et compléterons le graphe

par une symétrie par rapport à (Oy) pour récupérer la

restriction de la courbe à − p

2.1
,

p

2.1
.

Nous devons ensuite chercher deux entiers k et k tels
que :

k
2p

2.1
= 2k p.

k = 10 et k = 20 conviennent.

La courbe complète sera obtenue en effectuant vingt

fois la rotation de centre O et d’angle
2p

2.1
.

Avec Maple

^ e1-4L8@:-0J f

^ 8:@B38@:-L01<L)5,I-JF-`/55)/IU1F

0?B@1<7`?:<0-3B1<;=J d

−1

−0.5

0.5

1

−1 −0.5 0.5 1

6 a) La fonction r est définie a priori pour

u =
p

2
(modp).

Toutefois :

sin u = p
2

1+o(u−p

2
) ; cos(u) = p

2
−(u−p

2
)+o(u−p

2
).

Elle peut donc être prolongée par continuité en
p

2
par :

r(
p

2
) = 0.
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De plus, r est périodique de période 2p. Elle est ainsi

définie sur R− −p

2
+ 2kp , pour k dans Z.

Nous l’étudions et la construisons sur ]− p

2
,

3p

2
[.

u −p

2
0

p

2
p 3

p

2
+ a + 0 − − −a − −

r(u)
+∞ −∞

La courbe passe au pôle en u =
p

2
. Sa tangente est di-

rigée par le vecteur d’angle polaire
p

2
, c’est-à-dire le

vecteur
−→
j .

Déterminons la tangente aux points de paramètres u = 0
et u=p.

Nous devons calculer :

tan V =
r(u)
r (u)

=
1− sin(u)

cos(u)
(cos(u))2

−1 + sin(u)
= − cos(u).

D’où les tangentes aux points de paramètres u = 0 et
u=p.

0

a = 2

v( )p

i

u(0)→→
→

3
4
p

p
4

Étudions ensuite la branche infinie.
Il suffit d’étudier lorsque u tend vers −p

2
par valeurs

supérieures ou inférieures.

La courbe admet une direction asymptotique dans la di-
rection de l’axe (y y).

lim
u−→−p/2

r(u) cos(u) = 2a.

La courbe admet donc la droite d’équation x = 2a pour
asymptote. De plus : x = r(u) cos(u) < 2a.

Avec Maple

^ e1-4L8@:-0J f

^ 8:@B38@:-LL,C01<L-JJ2L?:0L-JJF-`CU12)55(IU12)F

!1;e`K/55(FC(55(HF0?B@1<7`?:<0-3B1<;=J d

−3

−2

−1

0

1

2

3

1 2 3

La courbe se situe à gauche de son asymptote.

b) Soit M(x , y) un point de la courbe. Alors :

x = a(1− sin u) ; a − x = a sin u ; (a − x)r = ay.

Élevons au carré :

(a − x)2(x2 + y2) = a2 y2.

Soit : (a − x)2x2 + x(x − 2a)y2 = 0.

Puis : x (a − x)2x + (x − 2a)y2 = 0.

Or le seul point de la courbe dont l’abscisse est nulle
est O .

Donc, tout point M de la courbe vérifie l’équation :

(a − x)2x + (x − 2a)y2 = 0.

Réciproquement, soit M(x , y) un point dont les coor-
données vérifient :

(a − x)2x + (x − 2a)y2 = 0.

En reprenant, à l’envers, le calcul précédent :

(a − x)2(x2 + y2) = a2 y2.

Puis : (a − r cos u)r = ±ar sin u = ar sin(±u).

D’où : r =
a(1− sin(±u))

cos u
.

L’équation r =
a(1 + sin u)

cos u
est aussi une équation po-

laire de la courbe car elle est symétrique par rapport à
l’axe des abscisses.

Une équation cartésienne de cette courbe est donc :

(a − x)2x + (x − 2a)y2 = 0.

c) En utilisant la formule établie grâce à celle de Green-
Riemann :

A =
p

0

r2

2
du =

a2

2

p

0

1− sin(u)
cos(u)

2

du.

A =
a2

2

p

0
1 + 2 tan2 u− 2

sin(u)
cos2(u)

du

A =
a2

2
2

sin u− 1
cos u

− u
p

0

=
a2

2
(4− p) unités d’aire.

7 a) La fonction (u → sin2 u(sin u + sin 2u)) est 2p-
périodique, impaire.

La totalité de la courbe s’obtient donc après une étude
sur [0, p], le tracé correspondant est une symétrie d’axe
(y y).

Étudions le signe de r sur [0, p].

sin u = sin(−2u) ⇐⇒ u = −2u + 2kp ou
u = p + 2u + 2k p

⇐⇒ u =
2
3

kp ou

u = −p + 2k p

.
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u 0 2
p

3
p

r 0 + 0 − 0

Avec Maple

^ e1-4L8@:-0J f

^ 8:@B38@:-LL01<L-JJˆ)IL01<L-JG01<L)I-JJF-`/55)IU1Jd

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

−0.6 −0.4 −0.2 0.2 0.4 0.6

b) En utilisant la formule établie grâce à celle de Green-
Riemann :

A =
p
2

− p
2

r2

2
du =

1
2

p
2

− p
2

sin4 u(sin u + sin 2u)2du

=
1
2

p
2

− p
2

(5 sin6 u− 4 sin8 u + 4 sin6 u cos u)du

=
5
2

p
2

− p
2

sin6 udu− 2
p
2

− p
2

sin8 udu + 2
p
2

− p
2

sin6 u cos udu.

Les deux premières intégrales se calculent par linéarisa-
tion et la dermière en posant u = sin u ou .... l’utilisation
d’un logiciel de calcul formel.

A =
15
64

p +
4
7

unités d’aire.

2 Pour s’entraîner avec les
coordonnées paramétriques

1 a) G est l’intersection de la sphère de centre O et
de rayon 1 et d’un plan.

La distance de O à ce plan est : d =
1√
4

< 1.

Le plan coupe la sphère suivant un cercle.

La courbe C est alors une ellipse.

Soit M(x , y, 0) un point de (x Oy).

Le point M appartient à C si, et seulement si :

∃ z ∈ R x2 + y2 + z2 = 1
y −

√
3z = 1

.

Cette condition équivaut à :

x2 + y2 +
1
3

(y − 1)2 = 1.

Soit : x2 +
2√
3

(y − 1
4

)
2

=
11
12

b) L’ellipse C peut se paramétrer :

x(t) = 2
3
11

cos(t) ; y(t) =
1
4

+
3√
11

sin(t), t ∈ [0, 2p].

Nous en déduisons une paramétrisation du cercle G :

x(t) = 2
3
11

cos(t) ; y(t) =
1
4

+
3√
11

sin(t) ;

z(t) = −
√

3
4

+

√
3√
11

sin(t) t ∈ [0, 2p].

2 Pour chaque i dans [[1, 6]], |fi (t)| tend vers 0
avec t .

L’argument de f1(t) tend vers +∞, ceux de f2(t), f3(t),
f6(t) varient entre −1 et 1, ceux de f4(t), f5(t) entre 0
et 1.

Par conséquent, le schéma ④ est celui de f1. Les sché-
mas ② et ⑤ sont à partager entre f4 et f5. La fonction
f5 présente une infinité de points de non-dérivabilité.
Son graphe est le ⑤. Le ② est celui de f2.

Dans f6, le coefficient de l’exponentielle est positif. Le
graphe de f6 est le ①.

De plus : f2
2
p

=
2
p

0.6 Le graphe de f2 est le ①

et nous vérifions que celui de f3 est le ⑥ avec f3
2
p

.

3 Suite d’arcs paramétrés.

1 a) Effectuons une étude rapide de la courbe Cn .

xn(t) = n cosn−1(t)(− sin(t)) ; yn(t) = n sinn−1(t) cos(t).

t 0 0
p

2
xn(t) 0 − − 0

1
xn(t)

0
1

yn(t)
0

yn(t) 0 + + 0

Avec Maple

^ Y f`0;6L8@:-LKL?:0L-JJˆ<FL01<L-JJˆ<F
-`/55U12)HJF<`)55%J fe1-4L8@:-0J f=108@BaLYJ d

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

0.2 0.4 0.6 0.8 1
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b) Nous savons que :

Ln =
p
2

0
x 2

n (t) + y 2
n (t)dt

= n

p
2

0
sin(t) cos(t) cos2n−4(t) + sin2n−4(t)dt

Posons u = cos(2t).

Ln =
n
4

1

−1

u + 1
2

)n−2 + (
1− u

2

n−2

du.

2 Allons-y pour L4 et L5.

L4 =
√

2
2

1

−1

√
u2 + 1du =

√
2

2

sinh−1(1)

− sinh−1(1)
cosh2(v)dv,

en posant u = sinh(v).

L4 =
√

2
2

√
2 + ln(1 +

√
2) unités de longueur.

L5 =
5
4

1

−1

u + 1
2

3

+
1− u

2

3

du

=
5
8

1

−1

√
1 + 3u2du =

5
8

√
3

−√
3

√
1 + v2 dv√

3
,

en posant : 3u = v.

L5 =
5
√

3
24

2
√

3 + ln(2 +
√

3) unités de longueur.

3 La plus courte distance entre deux points est don-
née par la ligne droite.

Le point In appartient à Cn , donc : In A + In B Ln.

D’autre part :

Ln =
p
2

0
x 2

n (t) + y 2
n (t)dt

p
2

0
[|xn(t)|+ |yn(t)|]dt .

La fonction xn est négative et la fonction yn est positive
sur l’intervalle.

Ln

p
2

0
[−xn(t) + yn(t)]dt = 2 = O A + O B.

Calculons In A + In B.

In A + In B = 2 1− 1
2n/2

2

+
1
2n

.

La limite de Ln est 2.

4 Rayon de courbure en un point
d’une courbe définie
implicitement

1 Nous avons :

z + z2 2
= (z + z2)(z + z2) = zz + zzz + zzz + (zz)2

= (x2 + y2) + 2x(x2 + y2) + (x2 + y2)2

= x4 + y4 + 2x2 y2 + 2x3 + 2xy2 + x2 + y2.

D’où :

P(x , y) = x4 + y4 + 2x2 y2 + 2x3 + 2xy2 + x2 + y2 − 1.

2 P(x , 0) = 0 ⇐⇒ x4 + 2x3 + x2 − 1 = 0.

Soit : (x2 + x)2 − 1 = 0.

Enfin, puisque a > 0 : a =
−1 +

√
5

2
.

3 Nous constatons que :

P(a, 0) = 0 ;
∂P
∂x

(a, 0) = 4a3 + 6a2 + 2a = 2
√

5 = 0

et la fonction P est de classe C∞ sur R2.

Appliquons le théorème des fonctions implicites.

Il existe :

• deux réels strictement positifs a et b ;

• une fonction w de classe C∞ sur I =] − b, b[ telle
que :

∀(x , y) ∈]a − a, a + a[×]− b, b[

P(x , y) = 0 ⇐⇒ x = w(y).

De plus, pour tout y de I :

w (y) = −
∂P
∂y

(w(y), y)

∂P
∂x

(w(y), y)
.

En particulier : w (0) = 0.

Le calcul de w (y) s’effectue à partir de :

∀y ∈ I w (y)
∂P
∂x

(w(y), y) +
∂P
∂y

(w(y), y) = 0.

En dérivant sur I :

w (y)
∂P
∂x

(w(y), y) + w (y)
∂2 P
∂x∂y

(w(y), y)

+(w (y))2 ∂2 P
∂x2

(w(y), y) + w (y)
∂2 P
∂x∂y

(w(y), y)

+
∂2 P
∂y2

(w(y), y) = 0

En (a, 0) : 2
√

5w (0) + 6 = 0.

Soit : w (0) = −3
√

5
5

.

Orientons la courbe dans le sens des y croissants.

Alors : R =
(1 + x (0))3/2

−x (0)
=
√

5
3

.

y

xN
→

T
→
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5 Courbe à courbure constante
tracée sur une sphère

1 Pour tout point M de g,
−−→
O M2 = R2.

En dérivant :
−−→
O M · d

−→
M

ds
= 0.

Soit :
−−→
O M · −→T = 0.

En dérivant une seconde fois, on obtient :

−−→
O M · d

−→
T

ds
+
−→
T 2 = 0.

Avec
d
−→
T

ds
= c

−→
N , où c est la courbure de g, et

−→
T 2 = 1.

D’où :
−−→
O M · c

−→
N + 1 = 0, et par conséquent :

c = − 1
−−→
O M · −→N

.

D’après l’inégalité de Cauchy-Schwarz,

|−−→O M · −→N | ||−−→O M || · ||−→N ||,
c’est-à-dire : |−−→O M · −→N | R.

D’où, en définitive |c| 1
R

. La courbure en M est su-

périeure ou égale à
1
R

, donc le rayon de courbure en M

est inférieur ou égal à R.

2 Le cas d’égalité est celui de Cauchy-Schwarz : il est
réalisé si, et seulement si,

−−→
O M et

−→
N sont colinéaires :−−→

O M = −R
−→
N . Considérons dans ce cas le vecteur :−→

V =
−−→
O M ∧ −→T , et calculons sa dérivée :

d
−→
V

ds
=
−−→
O M ∧ d

−→
T

ds
=
−−→
O M ∧ 1

R
−→
N =

−→
0 .

M appartient donc au plan passant par O et orthogonal à−→
V . L’intersection de ce plan avec S est un grand cercle
de S ; l’arc g est une partie de ce cercle.

3 Désignons par I le projeté orthogonal de O sur la
droite (M ,

−→
N ). Nous allons montrer que le point I est

fixe.

T

N

I

M

O

• Nous avons établi à la question 1) que :
−−→
M O · −→N =

1
c

= r ,

où r désigne le rayon de courbure de g, supposé
constant. −−→

M O · −→N =
−→
M I · −→N = r

d’où ||−→M I || = r .

En dérivant
−→
M I 2 = r2, on obtient :

−→
M I · d

−→
I

ds
− d

−→
M

ds
= 0

−→
M I est colinéaire à

−→
N , donc orthogonal à

−→
T , il reste :

−→
M I · d

−→
I

ds
= 0.

d
−→
I

ds
est orthogonal à

−→
N .

• De plus, O I 2 = O M2−M I 2 = R2−r2 ; en dérivant :

−→
O I .

d
−→
I

ds
= 0.

d
−→
I

ds
est orthogonal à

−→
O I .

• Enfin,
−→
O I · −→T =

−−→
O M · −→T +

−→
M I · −→T = 0 ;

En dérivant, on obtient :

d
−→
I

ds
.
−→
T +

−→
O I .

d
−→
T

ds
= 0.

d
−→
T

ds
=
−→
N
R

est orthogonal à
−→
O I , donc :

d
−→
I

ds
.
−→
T = 0.

En définitive, le vecteur
d
−→
I

ds
est orthogonal aux trois

vecteurs
−→
T ,

−→
N et

−→
O I .

Ces vecteurs étant non nuls et orthogonaux deux à deux,
ils forment une base de l’espace ; on en déduit que
d
−→
I

ds
est nul. Le point I est fixe. Le point M appartient

au plan passant par O et orthogonal à
−→
O I . L’intersec-

tion de ce plan avec la sphère S est un cercle. L’arc g
est une partie de ce cercle.

6 Un exemple de courbe tracée
sur une sphère

1 Soit M le point de G de paramètre t .

O M2 = x(t)2 + y(t)2 + z(t)2

= 4 cos2 t − 4 cos t cos 2t + cos2 t + 4 sin2 t

− 4 sin t sin 2t + sin2 t + 8 cos2 t
2

= 5− 4 cos t + 8 cos2 t
2

= 1 + 8 sin2 t
2

+ 8 cos2 t
2

= 9
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D’où : O M = 3 ; le point M appartient à la sphère de
centre O de rayon 3.

2 En tout point régulier, la tangente est dirigée par le

vecteur
d
−→
M

dt
de coordonnées :

x (t) = −2 sin t + 2 sin(2t) = −2 sin t(1− 2 cos t)

= −4 sin
t
2

cos
t
2

(1− 2 cos t) ;

y (t) = 2 cos t − 2 cos 2t = 2(1− cos t)(1 + 2 cos t)

= 4 sin2 t
2

(1 + 2 cos t) ;

z (t) = −
√

2 sin
t
2
.

d
−→
M

dt

= | sin
t
2
| 16 cos2 t

2
(1− 2 cos t)2 + 16 sin2 t

2
(1 + 2 cos t)2 + 2

= | sin
t
2
| 16− 64 cos t cos2 t

2
− sin2 t

2
+ 64 cos2 t + 2

= 3
√

2 sin
t
2

.

Le point est régulier si t = 2kp. L’angle des vecteurs
d
−→
M

dt
et
−→
k a pour cosinus :

cos a =

d
−→
M

dt
.
−→
k

d
−→
M

dt

=
−
√

2 sin
t
2

3
√

2 sin
t
2

= ±1
3
.

L’angle de droites entre la tangente et l’axe (Oz) est

donc Arccos
1
3

. Si t = 2kp, le point est stationnaire.

Effectuons un développement limité à l’ordre 2 pour
t = 2kp + h :

x(t) = 2 1− h2

2
+ o h2 − 1− 2h2 + o(h2)

= 1 + h2 + o(h2) ;

y(t) = 2 h + o(h2)− (2h + o(h2) = o(h2) ;

z(t) = (−1)k 2
√

2−
√

2
4

h2 + o(h2) .

La tangente est donc dirigée par le vecteur
−→
V de coor-

données 1, 0, (−1)k+1

√
2

4
. L’angle que fait ce vec-

teur avec
−→
k a pour cosinus :

cos a =
−→
V · −→k

||−→V || ||−→k ||
=

(−1)k+1

√
2

4

1 +
1
8

= (−1)k+1 1
3
.

L’angle de droites entre la tangente et l’axe (Oz) est en-

core arccos
1
3

.

3 La projection de G sur le plan (x Oy) est définie
par :

x(t) = 2 cos t − cos(2t) ; y(t) = 2 sin t − sin(2t).

C’est un arc de période 2p, vérifiant pour tout t :

x(−t) = x(t) ; y(−t) = −y(t) ;

il est invariant par symétrie par rapport à l’axe (Ox). On
peut restreindre l’étude à l’intervalle [0, p]. Les fonc-
tions x et y sont dérivables et :

x (t) = 62 sin t(1−2 cos t) ; y (t) = 2(1−cos t)(1+2 cos t).

D’où le tableau de variations.

Le point t = 0 est stationnaire ; un développement li-
mité donne : x(t) = 1 + t2 + o(t2) y(t) = o(t2). La tan-
gente est donc parallèle à (Ox) ; par symétrie, il s’agit
d’un point de rebroussement de première espèce.

il s’agit d’une cardioïde :

−3

−2

−1

1

2

3

−3 −2 −1 1 2 3

La projection de G sur le plan (yOz) est définie par :

y(t) = 2 sin t − sin 2t ; z(t) = 2
√

2 cos
t
2
.

C’est un arc de période 4p, vérifiant pour tout t :

y(t + 2p) = y(t) ; z(t + 2p) = −z(t) ;

il est invariant par la symétrie d’axe (Oy). De plus :
y(−t) = −y(t) et z(−t) = z(t) ; l’arc est invariant par
la symétrie d’axe (Oz). On peut restreindre l’étude à
l’intervalle [0, p]. Les fonctions y et z sont dérivables
et :

y (t) = 2(1− cos t)(1 + 2 cos t) ; z (t) = −
√

2 sin
t
2

.

D’où le tableau de variations.

Au point t = 0 :

y(t) = o(t2) z(t) = 2
√

2−
√

2
4

t2 + o(t2).
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8. GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE

La tangente est dirigée par (Oz) ; par symétrie, il s’agit
d’un point de rebroussement de première espèce.

−3

−2

−1

0

1

2

3

−3 −2 −1 1 2 3

La projection de G sur le plan (x Oz) est définie par :

x(t) = 2 cos t − cos 2t ; z(t) = 2
√

2 cos
t
2
.

C’est un arc de période 4p, vérifiant pour tout t :

x(t + 2p) = y(t); z(t + 2p) = −z(t) ;

il est invariant par la symétrie d’axe (Ox). De plus :
x(−t) = x(t) et z(−t) = z(t) ; l’arc est parcouru en
entier sur R+. On peut restreindre l’étude à l’intervalle
[0, p]. Les fonctions x et z sont dérivables et :

x (t) = −2 sin t(1− 2 cos t) ; z (t) = −
√

2 sin
t
2
.

D’où le tableau de variations.

Au point t = 0 :

x(t) = 1 + t2 + o(t2) z(t) = 2
√

2−
√

2
4

t2 + o(t2).

La tangente est dirigée par le vecteur 1,−
√

2
4

;

comme les arcs sur R− et sur R+ se superposent, il s’agit
d’un point de rebroussement de deuxième espèce.

−3

−2

−1

0

1

2

3

−3 −2 −1 1 2 3

4 Allure de la courbe sur la sphère S :

7 Pentagone, arcs de cercles
et séries de Fourier

1
Avec Maple

a Chc*hghc(JU23&h

a 9A;.M`LCJ@;1M0KGCJ12=M0KIGLCJ@;1MgKGCJ12=MgKIG

LCJ@;1M*JgKGCJ12=M*JgKIGLCJ@;1M)JgKGCJ12=M)JgKIG

LCJ@;1M(JgKGCJ12=M(JgKI_G1.dA<c9;2=.G

1@CA2=8c@;=1.4C2=<>K f

−1

1

1−1 2

A3

A1

A4

A2

G2

G0

G3

G1

G4

A0

2 Notons I le centre du cercle circonscrit au triangle
O A0 A1, J le milieu de [0, A1], R le rayon du cercle.
Les points O , I , A3 sont alignés.
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Nous avons :
O J =

a
2

; O I = R =
a

2 cos
2p

5

.

Nous pouvons en déduire une équation polaire de
l’arc G0 :

0 u
4p

5
; r = 2R cos

2p

5
− u =

a cos
2p

5
− u

cos
2p

5

.

3 Une équation polaire de G est :

0 u
4p

5
; r =

a cos
2p

5
− u

cos
2p

5

4p

5
u

8p

5
; r =

a cos
6p

5
− u

cos
2p

5
8p

5
u

12p

5
; r =

a cos(2p− u)

cos
2p

5

12p

5
u

16p

5
; r =

a cos
14p

5
− u

cos
2p

5

16p

5
u 4p ; r =

a cos
18p

5
− u

cos
2p

5

.

4 La fonction F est
4p

5
-périodique et :

∀t ∈ 0,
4p

5
F(t) =

a cos
2p

5
− t

cos
2p

5

.

Elle est continue sur R et :

∀t ∈ 0,
4p

5
F(−t) = F

4p

5
− t = F(t).

Elle est paire.
Calculons ses coefficients de Fourier :

bn = 0; an =
5

2p

a

cos
2p

5

4p
5

0
cos

2p

5
− t cos n

5
2

t dt .

Avec Maple

a C11+?<M=G2=.<8<4Kh

M&3M*JU2J@;1M*JU23&KKKJ2=.M@;1M*JU23&E.K

J@;1M&J=J.3*KG.c066(JU23&K f

−5

√
2 5 +

√
5

p (
1

4

√
5 − 1

4
) (2 + 5 n˜) (−2 + 5 n˜)

a 12?9A2:dMPK f

−20

√
2 5 +

√
5

p (
√

5 − 1) (2 + 5 n˜) (−2 + 5 n˜)

La fonction F est continue et de classe C1 par morceaux
sur R.

La série de Fourier de F converge vers F pour la norme
N2.

Elle converge aussi vers F uniformément sur R.

an =
5a

4p cos 2p
5

4p
5

0
cos

2p

5
+

5n
2
− 1 t

+ cos
2p

5
− 5n

2
+ 1 t dt

=
5a

4p cos 2p
5

2
5n − 2

sin(
2p

5
+

5n − 2
2

t)

4p
5

0

− 2
5n + 2

sin(
2p

5
− 5n + 2

2
t)

4p
5

0

=
5a

2p cos
2p

5

1
5n − 2

sin
2p(5n − 1)

5

+
1

5n + 2
sin

2p(5n + 1)
5

− 4
25n2 − 4

sin
2p

5
.

En particulier :

a0 =
5a
p

tan
2p

5
.

La n-ième somme partielle de la série de Fourier de F
s’écrit :

Sn(x) =
a0

2
+

n

p=1

ap cos
5px

2
.

La figure suivante représente l’arc G et les arcs d’équa-
tion polaire r = Sn(u) pour n = 1, 2, 3.

−3

−2

−1

0

1

2

3

−3 −2 −1 1 2 3

8 La corde et le pont

1 a) L’équation fondamentale de la dynamique per-
met d’écrire :
−→
T + d

−→
T −−→

T − mgsds
−→
j =

−→
0 .

Soit : d
−→
T = msdsg

−→
j .

228
c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths

La photocopie non autorisée est un délit



8. GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE

−T
→−T
→

j
→

i
→

T +
→

dT
→

dP
→

M

x

y

Intégrons, en prenant C pour origine des abscisses cur-
vilignes : −→

T = T0
−→
i + mgss

−→
j .

D’où : tan f =
mgss

T0
=

s
a

, en posant a =
T0

mgs
.

b) Dérivions l’équation intrinsèque tan f =
s
a

.

(1 + tan2 f)df =
ds
a

.

De plus : tan f =
dy
dx

.

Donc : (1 + tan2 f)
df

dx
=

d2 y
dx2

.

Orientons la courbe dans le sens des x croissants.

Nous obtenons :

a
d2 y

d2x
= 1 +

dy
dx

2

.

Ou encore : ay = 1 + y 2 .

c) Résolvons l’équation différentielle en effectuant un
changement de fonction inconnue.

Posons y (x) = sinh(z(x)) .

La fonction sinh réalise un C1-difféomorphisme de R
sur R .

Alors : y (x) = cosh(z(x))z (x) .

L’équation différentielle devient z (x) =
1
a

.

Nous en déduisons :

z(x) =
x
a

; y (x) = sinh(
x
a

).

Puis :

y(x) = a cosh
x
a

+C =
T0

mgs
cosh mgs

x
T0

− T0

mgs
.

En prenant a = 1.

Avec Maple

a 9A;.M@;15MeKGecE*66*K f

1

1.5

2

2.5

3

3.5

−2 −1 0 1 2x

d) La question 1) a) permet d’écrire :

s = a tan f = a sinh
x
a

.

D’où : R =
ds
df

=
T0

mgs
cosh2(mgs

x
T0

).

e) Le point C correspond à x = y = 0.

Au point A : s =
1
2

m. Donc, en ce point :

x =
T0

mgs
Argsh

mgs

2T0
.

En déduire l’ordonnée de A :

y = 0.01 mm.

2) On substitue à la masse msds la masse msdx de
l’élément de tablier du pont.

D’où :
−→
T = T0

−→
i + mgsx

−→
j .

Et finalement l’équation différentielle :

y =
mgsx

T0
=

x
a

.

En intégrant, nous obtenons la forme du câble : elle est
parabolique.

9 Centres de courbure en O
d’une famille de coniques

1 Nous savons que l’équation fournie est celle d’une
conique et qu’une rotation d’angle a bien choisi de la
base (

−→
i ,
−→
j ) nous permet d’obtenir une équation ne

comportant plus de terme en xy.

Si nous regardons l’expression x2 + y2 − 2kxy, nous
constatons que x et y jouent le même rôle. Ceci signifie
que la droite d’équation y = x est axe de symétrie pour
les coniques dont l’équation est de la forme :

x2 + y2 − 2kxy + ax + ay + b = 0.

Effectuons une rotation d’angle
p

4
.

La matrice de passage est : P =
√

2
2

1 −1
1 1

.
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Donc, en notant (x , y) les coordonnées d’un point M
dans le repère (O ,

−→
i ,
−→
j ) et (X , Y ) ses coordonnées

dans le repère (O ,
−→
I ,
−→
J ) :


x =

√
2

2
(X − Y )

y =
√

2
2

(X + Y )

.

L’équation de Ck dans le repère (O ,
−→
I ,
−→
J ) est :

X2(1− k) + Y 2(1 + k) +
√

2X(k − 1) +
√

2Y (k + 1) = 0.

• Si k est dans ]−∞,−1[, la courbe est une hyperbole.

• Si k = −1, l’équation est X(X −
√

2) = 0, la courbe
est la réunion de deux droites.

• Si k est dans ]− 1, 0[ ou dans ]0, 1[, la courbe est une
ellipse.

• Si k = 0, elle est un cercle.

• Si k = 1, la courbe est la réunion de deux droites.

• Si k est dans ]1, +∞[, la courbe est une hyperbole.

2 Lorsque la courbe est une ellipse ou une hyperbole,
précisons ses axes en travaillant dans le nouveau repère.

Son équation s’écrit alors :

(1− k) X −
√

2
2

2

+ (1 + k) Y +

√
2

2

2

− 1 = 0.

Le centre de symétrie de la conique est le point√
2

2
,−
√

2
2

. Les axes sont les droites parallèles aux

axes passant par ce point.

3 Plusieurs méthodes peuvent être envisagées.

Travaillons toujours dans le nouveau repère, avec
k = ±1.

Au voisinage du point O , la courbe a pour équation :

Y = −
√

2
2

+

1− (1− k) x −
√

2
2

2

1 + k
Soit :

Y = −
√

2
2

+

1 + k
2

+
√

2x(1 + k) + x2(k − 1)

1 + k
.

Cette fonction est de classe C∞ au voisinage de 0.

Elle admet donc un développement limité en ce point
à l’ordre 2 et les coefficients nous donnent les dérivées
y (0), y (0).

Avec Maple

a dhcE174.M*K3*H174.MM-EM-E,K

JMeE174.M*K3*Kˆ*K3M-H,KK f

y := − 1

2

√
2 +

1 − (1 − k) (x − 1

2

√
2)2

1 + k

a dhc1<42<1MdGeG)K f

y :=

− 1

2

√
2 +

1

2
+

1

2
k

1 + k

 +
1

2

1

2
+

1

2
k

1 + k
(1 − k)

√
2

1

2
+

1

2
k

x+

1

2
+

1

2
k

1 + k

1

2

−1 + k
1

2
+

1

2
k
− 1

4

(1 − k)2

(
1

2
+

1

2
k)2

 x2 + O(x3)

a 12?9A2:dMdK f

−−1 + k

1 + k
x +

√
2 (−1 + k)

(1 + k)2
x2 + O(x3)

Nous en déduisons :

y (0) =
1− k
1 + k

; y (0) =
2
√

2(k − 1)
(k + 1)2

.

Puis, en orientant la courbe dans le sens des X crois-
sants :

R =
(1 + y (0)2)3/2

y (0)
=

(k2 + 1)3/2

(k − 1) |k + 1| .

Un vecteur colinéaire à
−→
T et de même sens est :

−→u = 1,
1− k
1 + k

.

D’où :

−→
T =

−→u
−→u =

|1 + k|
2(k2 + 1)

,
1− k

sgn(1 + k) 2(k2 + 1)
.

Puis :
−→
N = − 1− k

sgn(1 + k) 2(k2 + 1)
,

|1 + k|
2(k2 + 1)

.

Les coordonnées de Ck sont :

√
2

2
k2 + 1
k + 1

,

√
2

2
k2 + 1
k − 1

.

Réciproquement, tout point de la courbe définie para-
métriquement par :

x =
√

2
2

k2 + 1
k + 1

, y =
√

2
2

k2 + 1
k − 1

est un point Ck .

Étudions la courbe ainsi définie.

Le domaine de définition est R− {−1, 1}.

x (k) =
√

2
2

k2 + 2k − 1
(k + 1)2

; y (k) =
√

2
2

k2 − 2k − 1
(k − 1)2

.
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k −∞ −1 −
√

2 −1 −1
√

2 0 −1 +
√

2 1 1 +
√

2 +∞
x (k) + 0 − − 0 + + +

− 2
3

+
√

2 +∞ +∞
√

2
√

2
x(k) √

2
2

√
2

2
−∞ −∞ 2−

√
2

2 +
√

2 +∞ +∞
−
√

2
2

−
√

2
2

y(k)
−
√

2 −
√

2
−∞ +∞ 2 +

√
2

y (k) + + 0 − − − 0 +

Étudions les branches infinies.

Les droites d’équation :

y = −
√

2
2

et x =
√

2
2

sont asymptotes à la courbe.

Lorsque |k| tend vers +∞ :

x(k) =
√

2
2

 k2 + 1

k 1 +
1
k


=
√

2
2

k +
1
k

1− 1
k

+
1
k2
− 1

k3
+ o

1
k3

=
√

2
2

k − 1 +
2
k
− 2

k2
+ o

1
k2

y(k) =
√

2
2

 k2 + 1

k 1− 1
k


=
√

2
2

k +
1
k

1 +
1
k

+
1
k2

+
1
k3

+ o
1
k2

=
√

2
2

k + 1 +
2
k

+
2
k2

+ o
1
k2

.

D’où :

y(k)− x(k) =
√

2 1 +
2
k2

+ o
1
k2

.

La droite d’équation y − x =
√

2 est asymptote à la
courbe lorsque k tend vers ±∞ et la courbe est toujours
au-dessus de son asymptote.

Avec Maple

a 9A;.M`LMM,ˆ*H-K3M,H-KKJ174.M*K3*GMM,ˆ*H-K3M,E-KK
J174.M*K3*G,cE&66&IGL.G.H174.M*KG.cE&66&I_G
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10 La lemniscate de Bernoulli

1 Étudions la courbe d’équation r = cos(2u).
Nous complèterons ensuite par symétrie par rapport
à O .

La fonction (u → cos(2u)) est définie sur les inter-

valles de la forme −p

4
+ kp,

p

4
+ kp , périodique, de

période p, et paire. Nous l’étudierons sur l’intervalle

−p

4
,
p

4
et compléterons le graphe par la symétrie de

centre O et celle d’axe (x x).

u 0
p

4
r(u) 1 + + 0

Nous obtenons la lemniscate de Bernoulli.
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Avec Maple

a g2.5M9A;.1K h

a 9;AC49A;.M174.M@;1M*J.KKG1@CA2=8c@;=1.4C2=<>K f
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0
0.1
0.2
0.3

−1 −0.5 0.5 1

2 Notons K le domaine compact du plan délimité par
la courbe et situé dans le quart de plan :

{(x , y) ; x 0, y 0}.

Alors l’aire cherchée est : A = 4
K

dxdy.

Effectuons un passage en coordonnées polaires :

A = 4
p
4

0

√
cos(2u)

0
rdr du

Que donnerait de la formule de Green-Riemann ?

Directement, en appliquant le résultat établi dans Ana-
lyse, page 298 nous obtenons :

A = 4
K

dxdy = 4
p
4

0

cos(2u)
2

du = 1 unité

d’aire.

3 Considérons la courbe située dans le quart de plan
{(x , y) ; x 0, y 0} et orientons-la dans le sens des
u croissants. Alors :

ds = r2 + r 2du =
1√

cos(2u)
du.

Notons (u(u), v(u)) la base orthonormée définie par :

u(u) = cos(u)i + sin(u) j ; v(u) = − sin(u)i + cos(u) j .

Nous dérivons :
−−→
O M = r(u)u(u).

−→
T =

−→
dM
ds

=
−→
dM
du

du

ds

= cos(2u) cos(2u)v(u)− sin(2u)√
cos(2u)

u(u) .

Soit :
−→
T = − sin(2u)u(u) + cos(2u)v(u).

Puis :
−→
T = cos

p

2
+ 2u u(u) + sin

p

2
+ 2u v(u).

D’où :
−→
T = cos

p

2
+ 3u i + sin

p

2
+ 3u j .

Et :
−→
N = − sin

p

2
+ 3u i + cos

p

2
+ 3u j .

Par conséquent : w =
p

2
+ 3u, en notant w = (i ,

−→
T ).

u

u

u→( )u

v→( )u

i
→

j
→

T
→

N
→

w

Nous pouvons déterminer R grâce à la formule :

d
−→
T

ds
=
−→
N
R

.

En dérivant
−→
R et considérant la coordonnée suivant i :

R =
1

3
√

cos(2u)
.

Autre méthode possible : c =
dw

ds
=

dw

du

du

ds
= 3

√
cos 2u.

Puis R...

4 Les arcs L1, L2 ont respectivement pour longueur :

l1 =
u1

0

du√
cos(2u)

; l2 =
p
4

u2

du√
cos(2u)

.

Posons t = cos(u).

l1 =
1

cos(u1)

dt√
1− t2

√
2t2 − 1

;

l2 =
cos(u2)

√
2

2

dt√
1− t2

√
2t2 − 1

.

Puis effectuons dans la seconde intégrale le changement

de variables défini par v =
1

t
√

2
.

l2 =
1

1√
2 cos(u2)

dv√
1− v2

√
2v2 − 1

.

La fonction u →
1

u

dv√
1− v2

√
2v2 − 1

est stricte-

ment décroissante sur

√
2

2
, 1 .

Donc : l1 = l2 ⇐⇒ cos(u1) =
1√

2 cos(u2)
.

11 Point fixe d’un ensemble
de droites

1 P est la parabole de sommet O , de foyer F
p
2

, 0

et de directrice la droite d’équation : x = − p
2

.
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F

D

( )P

2 Nous savons que :

−−→
O M(t) =

 t2

2p
t

 ;
d
−−→
O M
dt

(t) =

 t
p
1

 .

Une équation cartésienne de la normale en M(t) à P
est :

x − t2

2p
t
p

+ (y − t) = 0.

3 La normale en M(t) passe par M(u) ssi :
u2

2p
− t2

2p
t
p

+ (u− t) = 0.

Cette équation a pour inconnue t . Nous cherchons le
nombre de solutions t . Elle équivaut à :

(u− t)[t(u + t) + 2p2] = 0.

Or u = t . Donc : t2 + ut + 2p2 = 0.

Le discriminant de l’équation est D = u2 − 8p2.

Si u est dans ]− 2
√

2p, 2
√

2p[, il n’existe pas de point
M(t) tel que la normale en M(t) à P passe par M(u).

Si u est dans {−2
√

2p, 2
√

2p}, il existe un point M(t)
tel que la normale en M(t) à P passe par M(u).

Si u est dans R\[−2
√

2p, 2
√

2p], il existe deux points
M(t) tels que la normale en M(t) à P passe par M(u).

4 Lorsque u est dans R − [−2
√

2p, 2
√

2p], il existe
deux points M(t1), M(t2) tels que la normale en ces
points à P passe par un point de P .

La droite M(t1)M(t2) a pour équation :

(2px − t2
1 )− (y − t1)(t1 + t2) = 0.

Utilisons : t1 + t2 = −u ; t1t2 = 2p2.

L’équation de M(t1)M(t2) devient :

2px + uy + 2p2 = 0.

Cette droite passe par le point J (−p, 0).

12 Coniques passant par O

1 L’équation d’une conique passant par O est de la
forme :

f (x , y) = ax2 + 2bxy + cy2 + dx + ey = 0

avec (a, b, c) = (0, 0, 0).

2 En un point (x0, y0) de la conique, le vecteur gra-
dient de f est :
−−→
grad f (x0, y0) = (2ax0 + 2by0 + d , 2bx0 + 2cy0 + e).

Donc,
−−→
grad f (0, 0) = (d , e) et O est un point singulier

si, et seulement si, d = e = 0.

Dans ce cas, la conique a pour équation :

ax2 + 2bxy + cy2 = 0.

On sait qu’une rotation du repère permet d’écrire
l’équation de la conique sous la forme :

lX2 + mY 2 = 0.

l et m sont les valeurs propres de la matrice
a b

b c
.

Donc, l + m = a + c et lm = ac − b2.

• lm > 0, la conique se réduit au point O.

• lm = 0, elle est une droite passant par O.

• lm < 0, la conique se décompose en la réunion de
deux droites sécantes en O.

3 Si (d , e) = (0, 0), le point O est un point régulier et
la tangente en ce point a pour équation :

dx + ey = 0.

Par exemple, f (x , y) = y − x2.

13 Un cylindre

1 Cette surface est l’ensemble des points situés à la
distance

√
a de l’axe (Oz). Il s’agit du cylindre de révo-

lution d’axe (Oz) dont l’intersection avec le plan (x Oy)
est le cercle de centre O et de rayon

√
a.

Avec Maple
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2 Les droites contenues dans la surface sont les
droites parallèles à (Oz) et passant par un point du
cercle de centre O et de rayon

√
a. On les appelle les

génératrices du cylindre.

Le cylindre (S) est la réunion de ces génératrices.

3 On pose F(x , y, z) = x2 + y2−a. Le cylindre est la
surface définie par l’équation implicite F(x , y, z) = 0.
En un point (x0, y0, z0) de (S), on a :

∂F
∂x

(x0, y0, z0) = 2x0,
∂F
∂y

(x0, y0, z0) = 2y0,

∂F
∂z

(x0, y0, z0) = 0.

Donc :
−−→
grad F(x0, y0, z0) =

−→
0 . Tout point de (S) est

régulier.

Le plan tangent en M0(x0, y0, z0) a pour équation :

x0(x − x0) + y0(y − y0) = 0.

Il contient la génératrice du cylindre passant par M0.

14 Loxodromies de la sphère

1 On utilise les coordonnées sphériques. La sphère S
est paramétrée par F : (w, u) → (x , y, z) avec :

x = R cos w sin u

y = R sin w sin u

z = R cos u

avec : u ∈ [0, p] et w ∈ [0, 2p].

2 Si a = 0, les loxodromies de la sphère sont les
cercles méridiens.

Si a =
p

2
, les loxodromies de la sphère sont les cercles

parallèles, cercles intersection de la sphère avec un plan
horizontal .

On suppose a ∈ 0,
p

2
. Les cercles méridiens (u est

constant) ne sont plus solutions et on cherche les loxo-
dromies en choisissant u pour paramètre.

Soit w : (u → w(u)) une fonction de classe C1 définie
sur [0, p] et C la courbe paramétrée par (u → M(u)) ;
les coordonnées de M(u) étant définies par :

x = R cos w(u) sin u

y = R sin w(u) sin u

z = R cos u

.

On a :
−−→
O M(u) = R sin u−−→ew(u) + R cos uk.

Puis :

−−→
d M
d u

(u) = R cos u−−→ew(u)+R sin uw (u)−−−−−→ew(u)+p/2−R sin uk.

Tout point de la courbe est régulier.

D’autre part, la tangente au cercle méridien au point
M(u, w) de ce cercle est dirigée par le vecteur :

−→
∂F

∂u
(w, u) = R cos u−→ew − R sin uk.

Les tangentes à la courbe C et au cercle méridien au
point d’intersection M(u, w(u)) font un angle a si, et
seulement si :

−→
∂F

∂u
(w, u)•

−−→
d M
d u

(u) =
−→
∂F

∂u
(w, u)

−−→
d M
d u

(u) cos a.

On obtient : 1 + sin2 uw 2(u) cos2 a = 1.

La condition se traduit par l’équation différentielle :

w (u) = ± tan a

sin u
.

Le signe utilisé indique simplement si l’on tourne d’est
en ouest ou d’ouest en est sur la sphère.

Les loxodromies de la sphère sont alors les courbes tra-
cées sur la sphère définies par :

−−→
O M(u) = R sin u−−→ew(u) + R cos u k

avec w(u) = ± tan a ln tan
u

2
+ c.
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15 Cône tangent à une sphère

1 a) L’équation de P s’interprète en :

M/nP ⇐⇒ −−→
O M .−→n = h

où −→n = (a, b, c) apparaît comme un vecteur unitaire
normal à P.

Le plan (O ,
−→
k ,−→n ) est plan de symétrie pour S comme

pour P. On se ramène à une vision plane.

On applique le théorème de Pythagore au triangle
O J H , ce qui donne : r = H J = 1− h2.

b) Comme son plan P est perpendiculaire à (O ,−→n ) et
que son centre H est sur la droite (O ,−→n ) , (C) possède
la symétrie de révolution autour de (O ,−→n ) . Par consé-
quent, S est sur (O ,−→n ) : ∃ ∈ R

−→
O S = t−→n .

Par le théorème de Pythagore, on a :
−→
O S2 =

−→
O J 2 +

−→
J S2

= 1 +
−→
SH 2 +

−−→
H J 2

= 1 + (
−−→
O H −−→

O S)2 + 1− h2

t2 = 1 + h2t2 − 2ht + 1− h2

On en déduit que t =
1
h

et donc S
a
h

,
b
h

,
c
h

.

c) Inversement si S(a, b, g) est sommet d’un cône cir-

conscrit à S si, et seulement s’il existe h tel que a =
a
h

,

b =
b
h

, g =
c
h

avec : (a, b, c)=
1

a2 + b2 + g2
(a, b, g).

On a donc h =
1

a2 + b2 + g2
et le plan P est

ax + by = cz = h soit en simplifiant par les déno-
minateurs :

(C)
ax + by + gz = 1

x2 + y2 + z2 = 1

2 a) (S) ∩ (S)
x2 + y2 + z2 = 1
(x2 + y2)4z2 = 1

⇐⇒ x2 + y2 = 1− z2

4z2(1− z2) = 1

⇐⇒
 x2 + y2 + z2 = 1

z = ± 1√
2

Ainsi (S) ∩ (S) est constituée de deux cercles
z = ± 1√

2

x2 + y2 =
1
2

Comparaison des plans tangents en un point M de
(S) ∩ (S).

Sur S, le gradient en M(x , y, z) est colinéaire à (x , y, z) ;

ce même gradient sur S est

 xz2

yz2

z(x2 + y2)

.

Le point M est sur S ∩ S,on a donc x2 + y2 = z2 . Les
deux gradients sont colinéaires. Les plans tangents sont
confondus.

b) On voit que S peut être engendré par une demi-

méridienne zr =
1
2

(une rotation d’angle p l’amenant

sur zr = −1
2

).

On a donc
−→
O S = r−→u (u) +

1
2r

−→
k . Ainsi :

x = r cos u
y = r sin u

z =
1

2r

r > 0 u ∈ [0, 2p].

3 Une droite tangente à S en S est une droite du
plan tangent en S à S. Elle est définie par S et
−→
W = a

∂
−→
S

∂r
+ b

∂
−→
S

∂u
, soit :

−→
W = a −→u (u)− 1

2r2

−→
k + br−→v (u).

Cette droite (D) est tangente à S si, et seulement si :
d(O , (D)) = 1.

On sait que d(O , (D)) =
||−→O S ∧ −→W ||
||−→W ||

.

On a sans problème :
−→
O S ∧ −→W =

 −b/2
a/r

br2

.

Ainsi l’écriture de d(O , (D))2 = 1 donne b2 =
a2

r4
si

(2r2 − 1)2 = 0.

On prendra par exemple a = r et b = ±1
r

et l’on a

ainsi deux directions de tangentes :

−→
W + =


r
1

− 1
2r

 et
−→
W− =


r
−1

− 1
2r

.

4 a) Le vecteur
d
−→
S

du
= r −→u + r−→v − r

2r2

−→
k définit la

tangente dans tous les cas soit ici
d
−→
S

du
= r

∂
−→
S

∂r
+

∂
−→
S

∂u
(la courbe est tracée sur S).
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Il suffit de reprendre le calcul du 3) avec a = r et
b = 1 pour avoir :

la droite (S,
d
−→
S

du
) est tangente à S si, et seulement si,

r2 = 1/2 ou r 2 = r4.

On a pour tout u : (r − r2)(r + r2) = 0.

On sait que, en général, cela ne donne pas :

∀u r − r2 = 0 ou ∀u r + r2 = 0 .

Ce serait une faute monumentale que de l’écrire sans
justification.

Or on sait que, r = 0. Si on pose F(u) =
r

r2
on a pour

tout u , F(u)2 = 1.

La fonction F est continue. Si F prenait les valeurs 1
et −1, elle devrait prendre les valeurs intermédiaires ce
qui est absurde.

On a donc soit F(u) = 1, soit F(u) = −1.

∀u ∈ R
r

r2
= 1 ou ∀u ∈ R

r

r2
= −1,

ce qui donne comme solutions :

r =
1

u− u0
et r =

1
u0 − u

.

L’invariance par les rotations d’axe (0,
−→
k ) était évidem-

ment prévisible.

b) On prend r = 1/u. Ainsi la tangente en S à pour
équations paramétriques :

−−→
O M =

−→
O S + l

d
−→
S

du
,

ce qui donne comme coordonnées :

X =
1
u
− l

u2
, Y =

l

u
, Z =

u

2
+

l

2
.

X , Y , Z étant les coordonnées dans le repère Ru.

Le point M de contact est évidemment caractérisé sur la
tangente par :

−−→
O M

−−→
SM = 0 ⇐⇒ −−→

O M
−−−→
M (u) = 0.

On obtient alors− 1
u2

1
u
− l

u2
+

l

u2
+

1
2

u

2
+

l

2
= 0.

Et : l = u
2− u2

2 + u2
.

Ce qui donne : M(u)



2u

2 + u2

2− u2

2 + u2

2u

2 + u2

 dans le repère Ru.

c) On a
−−→
O M2 = 1 =

−→
O S2 −−−→

SM2 .

En dérivant par rapport à u, on obtient :

0 =
−→
O S

d
−→
S

du
−−−→

SM
d
−→
M

du
− d

−→
S

du
.

D’où
−−→
SM

d
−→
M

du
=
−→
O S

d
−→
S

du
+
−−→
SM

d
−→
S

du
=
−−→
O M

d
−→
S

du
= 0

par construction.

On en déduit que le vecteur
−−→
SM est orthogonal à

d
−→
M

du
.
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9 Topologie

RAPPELS DE COURS
(E , E ), (F , F ) et (G, G) sont trois K-espaces vectoriels normés, que nous noterons
simplement E et F , A est une partie de E .

SUITES EXTRAITES

• Suite extraite d’une suite u

Soit w une application strictement croissante de N dans N, alors l’application :

v = u ◦ w : N −→ E , n −→ vn = uw(n), est appelée une suite extraite de u.

Elle est notée v = (uw(n))n∈N ou, plus simplement (uw(n)).

Si (un) est une suite de l’espace vectoriel normé (E , ) convergeant vers la limite l, alors toute
suite extraite de (un) converge aussi vers l.

• Valeur d’adhérence d’une suite

Un vecteur a de E est appelé valeur d’adhérence de la suite u s’il existe une suite extraite de
(un) convergeant vers a.

L’élément a est une valeur d’adhérence de la suite (un) si, et seulement si, toute boule de centre
a, non vide, contient une infinité de termes de la suite :

∀´ > 0 ∀N ∈ N ∃ n ∈ N (n N et un ∈ B(a, ´)).

Si (un) est une suite d’éléments de E convergeant vers l, l est l’unique valeur d’adhérence de la
suite (un).

NORMES ÉQUIVALENTES

Deux normes N1 et N2 sur le même espace vectoriel E sont dites équivalentes si, et seulement
si :

∃ (a, b) ∈ (R+∗)2 ∀x ∈ E a N1(x) N2(x) b N1(x).

Dans ce cas, une suite (un) d’éléments de E converge vers un élément l de E relativement à la
norme N1 si, et seulement si, elle converge vers l pour la norme N2.
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VOISINAGES. OUVERTS, FERMÉS

Une partie V de E est appelée voisinage de a quand elle contient une boule ouverte non vide de
centre a, c’est-à-dire :

∃ r > 0 B(a, r ) ⊂ V .

On notera V(a) l’ensemble des voisinages de a.

Une partie O de l’espace vectoriel normé (E , ) est un ouvert de E lorsqu’elle est un voisinage
de chacun de ses points, c’est-à-dire :

∀a ∈ O ∃ r > 0 B(a, r ) ⊂ O.

Une partie F de l’espace vectoriel normé (E , ) est un fermé de E lorsque son complémentaire
dans E , E F , est un ouvert de E et réciproquement.

Toute réunion de voisinages de a est un voisinage de a.

Toute intersection finie de voisinages de a est un voisinage de a.

L’ensemble des ouverts de l’espace vectoriel normé E est appelé topologie de E .

Toute réunion d’ouverts est un ouvert.

Toute intersection finie d’ouverts est un ouvert.

Si (un) est une suite convergente de E , de limite l, alors tout ouvert de E contenant l contient
tous les termes de la suite à partir d’un certain rang.

Une partie O de A est un ouvert relatif à A si, et seulement si, O est l’intersection d’un ouvert
de E avec A.

Une partie F de A est un fermé relatif à A si, et seulement si, F est l’intersection d’un fermé de
E avec A.

INTÉRIEUR, ADHÉRENCE D’UNE PARTIE, PARTIE DENSE

Un élément a de A est appelé point intérieur à la partie A si A est un voisinage de a. L’ensemble

des points intérieurs à la partie A de E est appelé intérieur de la partie A, noté
◦
A

Soit a un élément de E , on dit que a est un point adhérent à la partie A si tout voisinage de a
rencontre A, c’est-à-dire si :

∀V ∈ V(a) V ∩ A = [.

L’ensemble des points adhérents à A est appelé l’adhérence de A et il est noté A.

Soit A et B deux parties de E telles que A ⊂ B. A est dite dense dans B si B est contenu dans
l’adhérence de A c’est-à-dire : B ⊂ A.

Un point frontière de A est un point adhérent à A n’appartenant pas à l’intérieur de A.

La frontière de A est l’ensemble des points frontière de A, c’est-à-dire : A−
◦
A, ou encore, ce qui

revient au même : A ∩ A.

• Caractérisation séquentielle d’un point adhérent, d’une partie fermée

Un point a de E est adhérent à A si, et seulement si, a est limite d’une suite de points de A.

A est fermée si, et seulement si, toute suite d’éléments de A, convergente dans E , converge
dans A.

Soit A, B deux parties de E telles que A ⊂ B. A est dense dans B si, et seulement si, tout
élément de B est limite d’une suite d’éléments de A.
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LIMITE EN UN POINT

Considérons un point a adhérent à A et un point b de F .

On dit que f admet b comme limite au point a si :

∀´ > 0 ∃ d > 0 ∀x ∈ A ( x − a E d ⇒ f (x)− b F ´).

L’application f admet b comme limite en a si, et seulement si :

∀V ∈ V(b) ∃W ∈ V(a) f (W ∩ A) ⊂ V .

Si f admet en a la limite b, alors b est adhérent à f (A).

• Caractérisation séquentielle des limites
Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

– il existe b dans F tel que l’application f admet b comme limite en a ;

– il existe b dans F tel que, pour toute suite (un) d’éléments de A qui converge vers a dans
(E , E ), la suite ( f (un)) converge vers b dans (F , F ) ;

– pour toute suite (un) d’éléments de A qui converge vers a dans (E , E ), la suite ( f (un))
converge dans (F , F ).

• Composition des applications
Si f est une application de A dans B qui admet comme limite b au point a, alors :

– le point b est adhérent à B ;

– si, de plus, l’application g : B −→ G admet la limite c en b, l’application g ◦ f admet c
comme limite en a.

En d’autres termes : lim
x→a

g ◦ f (x) = lim
y→b

g(y).

CONTINUITÉ

L’application f est continue au point a de A si, et seulement si :

∀´ > 0 ∃ d > 0 ∀x ∈ A x − a E d ⇒ f (x)− f (a) F ´ ;

ou, ce qui revient au même, si :

∀W ∈ V( f (a)) ∃ V ∈ V(a) f (V ∩ A) ⊂ W .

On dit que l’application f est continue sur A (ou continue de A dans F) si f est continue en tout
point de A.

• Caractérisation séquentielle de la continuité
L’application f est continue au point a de A si, et seulement si, pour toute suite (x p) d’éléments
de A qui converge vers a dans (E , E ), la suite ( f (x p)) converge vers f (a) dans (F , F ).

• Topologie et continuité
Soit f une application d’une partie A de E , à valeurs dans F . Alors les trois propriétés suivantes
sont équivalentes :

– f est continue ;

– l’image réciproque par f de tout fermé de F est un fermé relatif à A ;

– l’image réciproque par f de tout ouvert de F est un ouvert relatif à A.

• Continuité et parties denses
Soit f une application continue d’un espace vectoriel normé, (E , ), dans un espace vectoriel
normé (F , ). L’image de toute partie dense dans E par f est une partie dense dans f (E).

Deux applications continues sur A qui coïncident sur une partie dense de A coïncident sur A.
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SUITES DE CAUCHY

Une suite (un) de l’espace vectoriel normé, (E , ), est appelée suite de Cauchy de E lorsqu’elle
vérifie la condition :

∀´ > 0 ∃ N ∈ N ∀(p, q) ∈ N2 (p N et q N ⇒ u p − uq ´).

Toute suite convergente de E est une suite de Cauchy de E .

Toute suite de Cauchy de (E , ) est bornée.

Toute suite de Cauchy de (E , ) qui possède au moins une valeur d’adhérence l converge vers l.

ESPACE VECTORIEL NORMÉ COMPLET

Un espace vectoriel normé (E , ) est dit complet si toute suite de Cauchy de cet espace
converge. Un espace vectoriel normé complet est appelé un espace de Banach.

Un espace vectoriel normé dont la norme est associée à un produit scalaire est appelé espace
préhilbertien (réel ou complexe). Si, de plus, cet espace est complet, il est appelé espace de
Hilbert.

Une partie A de E est complète si toute suite de Cauchy d’éléments de A converge dans A.

• Soit A une partie complète de E , alors A est une partie fermée de E .

Soit A, B deux parties de E telles que :

– B est une partie complète de E ;

– A est une partie fermée de E ;

– A ⊂ B ;

alors A est une partie complète de E .

CONTINUITÉ UNIFORME

L’application f de A dans F est dite uniformément continue sur A lorsque :

∀´ > 0 ∃ d > 0 ∀(x , y) ∈ A2 ( x − y E d ⇒ f (x)− f (y) F ´).

Toute application uniformément continue sur A est continue sur A.

• Soit f une application uniformément continue d’une partie A de E dans F . Alors l’image par
f de toute suite de Cauchy (un) de E est une suite de Cauchy ( f (un)) de F .

• Soit f une application de E dans F . Alors f est uniformément continue si et seulement si, pour
toutes suites (xn) et (yn) telles que la suite (xn − yn) converge vers 0E , la suite ( f (xn) − f (yn))
converge vers 0F .

CONNEXITÉ PAR ARCS

Soit A une partie de E . On appelle chemin dans A toute application continue de [0, 1] dans A et
arc dans A toute image d’un chemin de A.

Une partie A de E est dite connexe par arcs si, pour tous a et b de A, il existe un arc d’origine a
et d’extrémité b contenu dans A.

Toute partie convexe est connexe par arcs.
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• Ensemble étoilé

Un ensemble U de E est dit étoilé de E s’il existe un point a de U , tel que, pour tout b de U , le
segment [a, b] est contenu dans U , c’est-à-dire :

∃ a ∈ U ∀b ∈ U [a, b] ⊂ U .

Tout étoilé est connexe par arcs.

• Les parties connexes par arcs de RRR
Les parties connexes par arcs de R sont les intervalles de R.

• Continuité et parties connexes par arcs

Soit A une partie de E et une application continue f : A −→ F . Alors, si B est une partie de
A, connexe par arcs dans E , la partie f (B) est connexe par arcs dans F .

Théorème des valeurs intermédiaires : Soit (E , ) un espace vectoriel normé de dimension finie
et f une application continue d’une partie A de E , connexe par arcs, dans R. Alors f (A) est un
intervalle de R.

COMPACITÉ

• Soit A une partie de E . A est une partie compacte de E si, de toute suite d’éléments de A, on
peut extraire une suite convergente dans A.

Toute réunion finie de parties compactes est compacte.

Toute intersection de parties compactes est compacte.

Tout produit de compact est compact pour la topologie produit.

Tout compact est fermé et borné.
• Soit A une partie compacte de E . Alors toute partie B, contenue dans A et fermée, est une
partie compacte de E .

Toute partie compacte de E est une partie complète de E .
• Soit A une partie compacte de E . Alors toute suite de A admettant une unique valeur d’adhé-
rence converge.

• Continuité et compacité
• Soit A une partie de (E , E ) et f une application continue de A dans F , alors, si K est une
partie compacte de E , contenue dans A, f (K ) est une partie compacte de F .
• Soit A une partie compacte non vide de l’espace vectoriel normé (E , E ) et f une application
continue de A dans R. Alors f est bornée et atteint ses bornes sur A.

• Uniforme continuité et compacité

Théorème de Heine : A étant une partie compacte de E et f une application continue de A dans
F , alors f est uniformément continue sur A.

TOPOLOGIE D’UN ESPACE VECTORIEL NORMÉ DE DIMENSION FINIE

Soit (E , ) un espace vectoriel normé de dimension finie.

– Toutes les normes sur E sont équivalentes.

– Théorème de Bolzano Weierstrass : Les compacts de E sont les parties fermées, bornées de E .

– Tout espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.

• Convergence des suites dans un espace vectoriel normé de dimension finie

Une suite vectorielle (un) converge vers l si et seulement si, les suites numériques (un j ) de ses
coordonnées convergent vers les composantes de l.
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• Caractérisation des applications continues à valeurs dans un espace vectoriel
normé de dimension finie
Soit un point a adhérent à A, l’application f de A dans F admet en a la limite L si, et seulement
si, les applications coordonnées de f admettent en a des limites égales aux coordonnées de L .

L’application f est continue sur A si et seulement si les applications coordonnées de f sont
continues sur A.

APPLICATIONS LINÉAIRES CONTINUES

• Caractérisation des applications linéaires continues
Soit f une application linéaire de E dans F , alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
• f est continue sur E ;
• f est continue en 0E ;
• f est bornée sur la boule unité fermée, B F = {x ∈ E/ x E 1} ;
• f est bornée sur la sphère unité, S = {x ∈ E/ x E = 1} ;
• ∃ K ∈ R ∀x ∈ E f (x) F K x E ;
• f est lipchitzienne sur E ;
• f est uniformément continue sur E .

Lorsque E est un espace vectoriel de dimension finie toute application linéaire de E dans F est
continue.

• Une norme sur l’espace vectoriel LCLCLC(E, F)

L’ensemble LC(E , F) des applications linéaires continues de (E , E ) dans (F , F ) est un
sous-espace vectoriel de l’espace vectoriel des application linéaires de E dans F , L(E , F). L’ap-
plication N de LC(E , F) dans R+ : f −→ f = sup{ f (x) F ; x E 1} est une norme
sur LC(E , F), appelée norme subordonnée à E et F .

Pour tout x de E , on a : f (x) F f x E .

f = min{k ; ∀x ∈ E f (x) F k x E}.

f = sup{ f (x) F

x E

; x ∈ E\{0E}} = sup{ f (x) F ; x E = 1}

= sup{ f (x) F

x E

; x ∈ BF(0E , 1)\{0E}}.

Pour tout u de LC(E , F) et tout v de LC(F , G), l’application linéaire v ◦ u est continue de E
dans F et on a : v ◦ u v u .

L’algèbre LC(E) des endomorphismes continus de E , munie de la norme subordonnée à
E , est une algèbre normée unitaire.

• Continuité des applications bilinéaires
Soit B une application bilinéaire de E×F dans G, alors B est continue sur E×F si, et seulement
si :

∃ K ∈ R ∀(x , y) ∈ E × F B(x , y) G K x E y F .

Lorsque E et F sont de dimension finie toute application B bilinéaire de E × F dans G est
continue.
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É N O N C É S
1 Pour s’entraîner

1 Montrer que l’application :

N : (x , y) −→ sup
t∈[0,1]

|x + t y|

est une norme sur R2. Donner une représentation gra-
phique de B F(0, 1).

2 Soit (E , || ||) un espace vectoriel normé et T l’ap-
plication de E dans E :

u −→
u si||u|| 1
u
||u|| si||u|| 1 .

Montrer que T est lipschitzienne

3 Soit (E , || ||) un espace vectoriel normé et A une
partie non vide de E telle que :

∀x ∈ A ∀t 0 t x ∈ A.

On suppose A ouvert. Montrer que : A = E .

4 Étudier l’existence d’une limite en (0, 0) pour les
fonctions suivantes :

a) f : (x , y) −→ xy
x + y

.

b) g : (x , y) −→ x3 + y3

x2 + y2
.

5 Étudier la continuité de la fonction f définie par :

f (x , y) =
sin(xy)

x
si x = 0

y si x = 0
.

6 Montrer que l’ensemble (x , y) ∈ R2;
x2

a2
+

y2

b2
1

où a et b sont des réels strictement positifs, est un fermé
de (R2, || ||∞).

7 Déterminer :

a) tous les fermés de R contenant Q ;

b) tous les ouverts de R contenus dans Q ;

c) un exemple de partie de R qui ne soit pas l’intersec-
tion d’un ouvert et d’un fermé de R.

8 Soit (E , || ||) un espace vectoriel normé et (un)n∈N
une suite de Cauchy dans E . On définit la suite (vn)n∈N∗

en posant : ∀n ∈ N∗ vn =
u1 + . . . un

n
. Montrer que la

suite (vn)n∈N∗ est de Cauchy.

9 Montrer que ]0, 1] et ]0, 1[ ne sont pas homéo-
morphes.

10 Soit (E , || ||E ) un espace vectoriel normé, A une
partie fermée non vide de E et B un compact de E tel
que A ∩ B = [. Montrer que :

∃d > 0 ∀a ∈ A ∀b ∈ B d(a, b) d.

11 Soit E = Cn[X] et z1, . . . , z p, p nombres com-
plexes distincts deux à deux.

On définit N sur E par : N (P) =
p

i=1

|P(zi |.

a) À quelle condition N est-elle une norme ?

b) On suppose p n + 1. Montrer qu’il existe A réel
positif tel que :

∀P ∈ E N (P ) AN (P).

1) Remarquer que t −→ x + t y est une application
affine.
2) Écrire ||u − v|| = ||u − v + v − v

||v|| || et

|| u
||u|| −

v

||v|| || = ||u − v

||u|| +
v

||u|| −
v

||v|| ||.
3) Montrer tout d’abord que 0E ∈ A.
4) Utiliser les coordonnées polaires et la norme eu-
clidienne.
5) Exprimer f à l’aide de produits et composées de
fonctions continues.
6) Introduire une fonction continue.
7) Les ensembles Q et R \Q sont denses dans R.
8) Majorer soigneusement la norme de vp+r − vp.
9) Que dire de l’image d’un connexe par arcs par
une application continue ?
10) Raisonner par l’absurde pour introduire une
suite du compact.
11) 2) Introduire une application linéaire continue.

2 Une distance non associée
à une norme

Soit (E , || ||) un espace vectoriel normé.

1 Soit d la distance associée. Montrer qu’elle vérifie
les propriétés suivantes :

(i) ∀(x , y, t) ∈ E3 d(x + t , y + t) = d(x , y)

(ii) ∀(x , y) ∈ E2 ∀l ∈ K d(lx , ly) = |l|d(x , y).
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2 Soit d une distance vérifiant (i) et (ii). Montrer que
l’application : x −→ d(x , 0) est une norme sur E .

3 On munit R2 de la norme euclidienne || ||2 et on
pose pour (x , y) dans R2 :

d(x , y) = ||x ||2 + ||y||2 si ||x ||2 = ||y||2,

d(x , y) = ||x − y||2 sinon.

a) Montrer que d est une distance sur R2.

b) Décrire les boules B F((0, 1), r ) selon les valeurs
de r .

c) Montrer que la distance d n’est pas associée à une
norme.

Travailler avec des distances, sans revenir chaque
fois à une norme. Dans un espace vectoriel normé
les boules sont convexes.

3 Des normes équivalentes sur RRR2

Soit l un réel. L’application :

Nl : (x , y) −→ x2 + 2lxy + y2

définit-elle une norme sur R2. Comparer les deux
normes Nl et Nm.

Trouver un produit scalaire associé.

4 Deux normes sur l’ espace
des suites bornées

Soit (E , || ||) l’espace vectoriel des suites complexes
bornées. On définit sur E les applications :

N : u −→
∞

n=0

|un|
2n

et N : u −→
∞

n=0

|un|
n!

.

Vérifier que ce sont des normes et les comparer.

Observer la suite lim de suites (u p)p∈N définie par
u p

n = 2n si n p et 0 sinon.

5* Comparaison de boules

Soit (E , || ||) un espace vectoriel normé non réduit au
vecteur nul. Soit (a, b) dans E2, r > 0 et s > 0. Mon-
trer que :

1 B(a + b, r + s) = B(a, r ) + B(b, s).

2 B(a, r ) ∩ B(b, s) = [ ⇐⇒ ||a − b|| < r + s.

3 B(a, r ) ⊂ B(b, s) =⇒ ||a − b|| < s − r .

4 B(a, r ) = B(b, s) ⇐⇒ (a, r ) = (b, s).

1) Faire un dessin.

2) Introduire l’élément
s

r + s
a +

r
r + s

b.

3) Dans un espace vectoriel normé, les boules fer-
mées sont les adhérences des boules ouvertes. Pour
a = b, considérer le point a +

r
||a − b|| (b − a).

4) Se déduit de la question précédente.

6 Une fonction lipschitzienne

Soit A une partie non vide d’un espace vectoriel normé
(E , || ||) et f une application de A dans R lipschitzienne
de rapport k.

1 Vérifier que l’application :

g : x −→ sup
t∈A

{ f (t)− k||x − t ||} est définie sur E .

2 Montrer que g prolonge f et qu’elle est lipschit-
zienne de rapport k.

Ne pas oublier de prouver l’existence de la borne
supérieure introduite.

7 Premiers termes
du développement limité
d’une suite définie implicitement

Soit la fonction fn : x −→ xn+1 + xn + x2 + 2x − 1.

1 Montrer que l’équation fn(x) = 0 admet une
unique solution xn dans ]0, 1[.

2 Montrer que la suite (xn)n∈N converge.

3 Calculer sa limite l.

4 Montrer que lim
n(l − xn)

l
= 0.

5 Vérifier que ∀n ∈ N
l − xn

ln
=

xn

l

n xn + 1

xn + 1 +
√

2
.

En déduire que l − xn ∼ ln

2
.

1) Trouver une bijection.
2) Remarquer que : fn+1(xn) < 0, puis montrer que
la suite est croissante.
3) Étudier lim xn+1

n .
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4) Vérifier :

et

∀n ∈ N xn+1
n + xn

n + x2
n − l2 + 2xn − 2l = 0

∀n ∈ N 0 l − xn ln

√
2√

2 + 1
.

5) Remarquer que : n ln
xn

l
∼ n(xn − l)

l
.

En déduire : lim
xn

l

n
.

8 Un produit d’ouverts

Soit (E , || ||E ), (F , || ||F ) et (G, || ||G) trois espaces vec-
toriels normés, A un ouvert de l’espace vectoriel normé
produit E×F et B un ouvert de l’espace vectoriel normé
produit F × G. On définit :

B◦A ={(x , z) ∈ E × G; ∃y ∈ F (x , y) ∈ A (y, z) ∈ B}.
Montrer que l’ensemble B ◦ A est un ouvert de E × G.

Bien comprendre comment est construit B ◦ A.

9 Intersection d’ouverts
et de fermés

Soit (E , || ||) un espace vectoriel normé, A un ouvert de
(E , || ||) et B une partie de E .

1 Montrer que A ∩ B ⊂ A ∩ B.

2 A-t-on A ∩ B = A ∩ B ?

3 Donner un exemple d’ouverts A et B tels que A∩B,
A ∩ B, A ∩ B et A ∩ B soient deux à deux distincts.

Un point est adhérent à un ensemble si, et seule-
ment si, tout voisinage de ce point rencontre l’en-
semble.

10 Une caractérisation de fermés

Soit (E , || ||) un espace vectoriel normé, (Ui )i∈I un re-
couvrement ouvert de E et A une partie de E .
Montrer que :

A fermé ⇐⇒ ∀i ∈ I A ∩Ui est un fermé de Ui .

Penser à la caractérisation des fermés par les suites.

11 Une fonction continue
sur une partie dense

Soit f la fonction définie sur ]0, +∞[ par :

f (x) =

 0 si x /∈ Q
1

p + q
si x =

p
q

, p ∧ q = 1

 .

Montrer qu’en tout point la fonction f admet une limite
à gauche et à droite. La fonction f est-elle continue ?

Pour ´ > 0 donné, étudier le cardinal de l’en-
semble A(´) = {x ∈ Q ; f (x) > ´}

12* Topologie de Mn(KKK)

1 Montrer que GLn(R) (resp. GLn(C) ) est un ouvert
dense de Mn(R) (resp GLn(C)).

2 Soit F un sous-espace de Mn(K) contenant une
matrice inversible.

Montrer que GLn(K) ∩ F est dense dans F .

3 Soit k dans [[1, n]].

Montrer que l’ensemble des matrices de rang inférieur
ou égal à k est un fermé de Mn(R).

4 Soit p un entier inférieur strictement à n. Montrer
que l’ensemble des matrices de rang p est d’intérieur
vide et d’adhérence égale à l’ensemble des matrices de
rang inférieur ou égal à p.

1) Le spectre d’une matrice est fini.
2) Prendre A dans GLn(K) ∩ F et étudier M + x A
pour M dans F .
3) Utiliser une caractérisation des matrices de rang
p à l’aide des déterminants extraits.
4) Raisonner par l’absurde puis utiliser 1). Utiliser
une autre caractérisation des matrices de rang p.

13* L’espace de Hilbert l2(NNN, RRR), 2

Montrer que (l2(N, R), 2) est complet

Revenir aux sommes partielles chaque fois que
l’on souhaite écrire la limite d’une somme infinie.
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14* Stabilité d’une boule
par une isométrie

Soit (E , || ||) un espace vectoriel normé de dimen-
sion finie, B = B F(0, 1) et f une isométrie telle que
f (B) ⊂ B. Pour tout x de B, on définit la suite (xn)n∈N
en posant x0 = x et ∀n ∈ N xn+1 = f (xn).

Montrer que, pour tout entier q , l’élément xq est une va-
leur d’adhérence de (xn)n∈N. En déduire que f (B) = B.

Extraire de (xn)n∈N une suite convergente, puis
construire une suite extraite de limite xq .

15 Recouvrement d’un compact
contenu dans un ouvert

Soit (E , || ||) un espace vectoriel normé, U un ouvert de
E et K un compact de E tel que K ⊂ U . Montrer qu’il
existe r > 0 tel que : ∀x ∈ K B(x , r ) ⊂ U .

Raisonner par l’absurde.

16 Application primitive

Soit E = C0([0, 1], R) muni de || ||1 et F = C1([0, 1], R)
muni de la norme N : f −→ || f ||∞ + || f ||∞. On défi-
nit l’application T , par :

∀ f ∈ E ∀x ∈ [0, 1] T ( f )(x) =
x

0
f .

Étudier la continuité de l’application T et calculer si
possible sa norme subordonnée dans les cas suivants :

1 T de E dans E muni de || ||1.

2 T de E muni de || ||1 dans F muni de
N : f −→ || f ||∞ + || f ||∞.

Faire attention au choix des normes.

Algorithme
Accélération de convergence
de suites
D’après ESIM.

Nous allons étudier deux algorithmes d’accélération de
convergence de suites convergeant vers ln x .

L’idée d’accélérer la convergence par moyenne pondé-
rée entre deux suites est due à Euler.

Il est alors possible d’utiliser, comme seconde suite, la
première décalée d’un rang en posant :

xn =
aSn + bSn+1

a + b
.

En itérant ce processus, on obtient le procédé d’extra-
polation de Richardson.

Richardson était un météorologue anglais. Il a publié
sa méthode en 1927.

Partie mathématique

Soit (Sn)n ,(Tn)n ,(Cn)n les suites définies par les relations
de récurrence suivantes, dans lesquelles x désigne un
réel strictement supérieur à 1.

S0 =
1
2

x − 1
x

; S0 =
1
2

x +
1
x

;

Cn+1 =
1 + Cn

2
; Sn+1 =

Sn

Cn+1
; Tn =

Sn

Cn
.

1 On pose w = ln x .

Montrer que, pour tout naturel n, on a :

Sn = 2nsh
w

2n
; Tn = 2nth

w

2n
.

En déduire que les suites (Sn)n et (Tn)n sont adja-
centes et convergent vers ln x , avec, pour tout n :
Tn ln x Sn.

2 Dans cette partie, on considère les suites

(Wn)n =
aSn + bTn

a + b n

avec a et b réels tels que

a + b = 0.

a) Montrer que les suites (Wn)n ainsi définies
convergent vers ln x et donner un équivalent de
ln x − Wn .

b) Montrer qu’il existe un choix de a et b, un réel l
et une suite, notée (un)n , correspondant à ce choix tels
que :

un − ln x ∼ l

16n
.

Préciser a, b, l et n.

En regardant lim
n→+∞

un − ln x
Sn − ln x

, expliquer comment le

choix de (un)n accélère la convergence vers ln x .

3 Dans cette partie, on accélère la convergence de la
suite (Sn)n par la méthode de Richardson.

a) Montrer qu’il existe a, b réels tels que le choix de

la suite
aSn + bSn+1

a + b n

accélère la convergence vers

ln x .
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b) On construit les trois suites (xn)n , (yn)n , (zn)n véri-
fiant :

xn =
4Sn+1 − Sn

3
; yn =

16xn+1 − xn

15
;

zn =
64yn+1 − yn

63
.

Montrer qu’il existe des constantes a, b, g telles que :

xn = ln x +
a

16n
+

b

64n
+

g

256n
+ o

1
256n

puis des constantes a et b telles que :

yn = ln x +
a

64n
+

b

256n
+ o

1
256n

puis une constante a telle que :

zn = ln x +
a

256n
+ o

1
256n

.

Partie informatique

4 Donner un algorithme de calcul de (Sn)n , (Cn)n ,
(Tn)n .

Écrire un programme calculant ln x à ´ près et utilisant
les suites (Sn)n et (Tn)n .

Écrire un programme donnant les quatre premières va-
leurs de (Sn)n et (un)n , les trois premières valeurs de
(xn)n , les deux premières valeurs de (yn)n et la première
valeur de (zn)n.

2) a) Utiliser des développements limités.
3) a) Idem.
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C O R R I G É S
1 Pour s’entraîner

1 Comme l’application t −→ x + t y est affine, on a :

N (x , y) = ||(x , x + y)||∞.

La norme N est la norme infinie associée à la base
(
−→
i −−→

j ,
−→
j ). La boule unité est :

j
!

i
!

i − j
! !

2 On vérifie : ∀(u, v) ∈ E2 ||T (u)−T (v)|| 2||u−v||
en discutant suivant les cas ||u|| 1, ||u|| 1. Étu-
dions seulement les deux cas suivants, les autres sont
simples :

Si ||u|| 1 et ||v|| 1 on a :

||T (u)− T (v)|| = ||u− v

||v|| || ||u− v||+ ||v− v

||v|| ||

||T (u)− T (v)|| ||u − v|| + ||v|| 1− 1
||v||

||u − v|| + ||v|| − 1

||T (u)− T (v)|| ||u − v|| + ||v|| − ||u|| 2||u − v||.
Si ||u|| ||v|| 1 on a :

||T (u)− T (v)|| = || u
||u|| −

v

||v|| ||
1
||u|| (||u − v|| + ||v − v

||u||
||v|| ||)

||T (u)− T (v)|| 1
||u|| (||u − v|| − ||v|| + ||u||)

||T (u)− T (v)|| 2
||u|| ||u − v|| 2||u − v||.

3 Soit a dans A non vide. Pour t = 0 on obtient
ta = 0E dans A.

De plus A est ouvert. Il est voisinage de chacun de ses
points. Il existe r > 0 tel que B(0E , r ) ⊂ A. Ainsi, pour

tout x de E non nul on a
x
||x ||

r
2
∈ A. On multiplie par

t = 2
||x ||

r
et on obtient : x ∈ A.

4 a) lim
x−→0

f (x ,−x + x2) = −1 et :

lim
x−→0

f (x ,−x +
√

x) = 0. L’application f n’a pas de

limite en (0, 0)

b) En coordonnées polaires on obtient :

g(x , y) = r (cos3 u + sin3 u).

Puis |g(x , y)| 2r . On en déduit :

lim
(x ,y)−→(0,0)

g(x , y) = 0.

5 La fonction g définie par :

g(t) =
sin t

t
si t = 0

1 si t = 0

est continue sur R. On a : ∀(x , y) ∈ R2 f (x , y) = yg(xy).

On en déduit la continuité de f sur R2, comme compo-
sée et produit de fonctions continues.

6 C’est l’image réciproque du fermé ] −∞, 1] de R

par l’application continue : (x , y) −→ x2

a2
+

y2

b2
.

7 a) Un fermé de R qui contient Q contient Q. Or Q
est dense dans R.

Donc, le seul fermé de R contenant Q est R.

b) Q ne contient aucun intervalle non vide de R. Donc
l’intérieur de Q est vide. Le seul ouvert de R contenu
dans Q est l’ensemble [.

c) Si Q est l’intersection d’un fermé F et d’un ouvert
O , alors F = R et Q = O . On en déduit O = [. C’est
absurde. Donc l’ensemble Q répond à la question.

8 La suite u est de Cauchy. Soit ´ > 0. Il existe N tel
que :

∀(p, r ) ∈ N2 p N =⇒ ||u p+r − u p|| ´.
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Pour p N on écrit :

||vp+r − vp|| = 1
p(p + r )

||p
p+r

k=p+1

uk − r
p

k=1

uk ||

1
p(p + r )

(||p
p+r

k=p+1

uk − r
p

k=N+1

uk − r NuN+1||

+ ||r NuN+1 − r
N

k=1

uk ||)

1
p(p + r )

(pr´ + r N ||uN+1|| + r
N

k=1

||uk ||)

´ +
1
p

(N ||uN+1|| +
N

k=1

||uk ||).

Il existe un entier naturel N indépendant de r tel que,
pour p N , on a :

1
p

N ||uN+1|| +
N

k=1

||uk || ´.

En conclusion, pour p max(N , N ) et pour tout r en-
tier naturel, on a : ||vp+r − vp|| 2´.

9 Par l’absurde, soit f un homéomorphisme de
]0, 1] dans ]0, 1[. La restriction de ]0, 1[ dans
]0, f (1)[∪ ] f (1), 1[ est encore un homéomorphisme. Or
]0, 1[ est connexe par arcs alors que ]0, f (1)[∪ ] f (1), 1[
ne l’est pas. Ceci est absurde car l’image d’un connexe
par arcs par une application continue est connexe par
arcs.

10 Montrons par l’absurde que :
∃ d > 0 ∀a ∈ A ∀b ∈ B d(a, b) d.

Ainsi : ∀n ∈ N ∃ an ∈ A ∃ bn ∈ B d(an , bn)
1

n + 1
.

L’ensemble B est compact. Il existe une application w
strictement croissante de N dans N telle que : (bw(n))
converge vers b dans B.

Or ∀n ∈ N d(aw(n), bw(n))
1

w(n) + 1
. On en déduit

que (aw(n)) converge également vers b. Or cette suite est
dans A et A est fermé. Donc b ∈ A ∩ B ce qui est ab-
surde.

11 a) La vérification est triviale.

b) Le seul point à vérifier est :
∀P ∈ Cn[X] (N (P) = 0 =⇒ P = 0). Or N (P) = 0
se traduit en : ∀i ∈ [[1, p]] P(zi ) = 0.

Donc : N (P) = 0 =⇒ P = 0 si, et seulement si, le
nombre de racines p du pôlynôme est toujours supérieur
à son degré. Donc N est une norme si, et seulement si,
p > n.

c) L’application linéaire de Cn[X] dans lui-même défi-
nie par : P −→ P est continue car Cn[X] est de dimen-
sion finie. Cette continuité assure l’existence de A.

2 Une distance non associée
à une norme

1 Simple vérification si on exprime les distances à
l’aide de la norme.

2 • Soit N : x → d(x , 0). Les propiétés des distances
assurent les deux premiers points : ∀x ∈ E N (x) 0
et ∀x ∈ E N (x) = 0 =⇒ x = 0. La propriété (ii) per-
met d’écrire : ∀x ∈ E ∀l ∈ R N (lx) = |l|N (x).
• Soit x , y dans E . On a :
N (x + y) = d(x + y, 0) = d(x ,−y) en appliquant (i).
Puis N (x + y) d(x , 0) + d(0,−y). De (ii) on déduit
d(0,−y) = d(0, y).
Finalement : N (x + y) N (x) + N (y). L’application N
est une norme sur E .

3 a) On vérifie la définition d’une distance en distin-
guant successivement tous les cas qui interviennent.

b) On obtient les deux cas suivants :

d((x , y), (0, 1)) r ⇐⇒ (x , y) ∈ S2((0, 0), 1)
(x , y) ∈ B2((0, 1), r )

ou
(x , y) /∈ S2((0, 0), 1)
(x , y) ∈ B2((0, 0), r − 1)

Selon les valeurs de r les boules B F((0, 1), r ) sont les
suivantes :

1

1

[0 ]≤ < 1r

[1 ]2r< ≤

1

1
r 1−

[ ]r ≥ 2

[ ]r = 2

1
1

1

1

c) La distance d n’est pas associée à une norme car les
boules obtenues ne sont pas convexes.

3 Des normes équivalentes sur RRR2

Étudions la condition Nl(x) = 0. Elle est équivalente,
si on écarte la solution nulle, à une équation du second
degré dont le discriminant est l2− 1. Une condition né-
cessaire est |l| < 1. Réciproquement, dans ce cas, on
vérifie que Nl est la norme associée au produit scalaire
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sur R2 :

((x , y), (x y )) −→ xx + l(xy + x y) + yy .

Par conséquent Nl est une norme sur R2 si, et seulement
si, |l| < 1.

Soit l et m telles que |l| < 1 et |m| < 1. Les deux
normes Nl et Nm sont équivalentes car la dimension de
R2 est finie. Un calcul plus précis donne pour l < m :

1 + l

1 + m
Nm Nl

1− l

1− m
Nm.

4 Deux normes sur l’espace
des suites bornées

La suite (un)n∈N est bornée. Donc :

|un |
2n

= O
1
2n

et
|un|
n!

= O
1
n!

.

On en déduit, par comparaison directe, que les séries
|un|
2n

et
|un|
n!

convergent. On vérifie facilement

que ce sont des normes.

On constate que
n=+∞

n=0

2n

n!
= e2. On en déduit :

∀n ∈ N
1
n!

e2

2n
.

Par conséquent : N e2 N .

Montrons par l’absurde qu’elles ne sont pas équiva-
lentes. Sinon, il existerait un réel a > 0 tel que
N aN . On considère la suite de suites (u p)p∈N
définie par N (u p) = 2n si n p et 0 sinon. Alors
N (u p) = p + 1 et N (u p) = e2. On en déduit :
∀p ∈ N a(p + 1) e2. Ceci est absurde.

Les normes N et N ne sont pas équivalentes.

5 Comparaison de boules

1 Montrons que B(a + b, r + s) ⊂ B(a, r ) + B(b, s).

Soit x dans B(a + b, r + s). On vérifie que x = u + v

avec u dans B(a, r ) et v dans B(b, s)en posant :

u = a +
r

r + s
(x − a − b) et v = b +

s
r + s

(x − a − b).

Par conséquent : x ∈ B(a, r ) + B(b, s).

Montrons que B(a, r ) + B(b, s) ⊂ B(a + b, r + s). Soit x
dans B(a, r ) + B(b, s). Alors x s’écrit x = u + v avec u
dans B(a, r ) et v dans B(b, s).

Par conséquent : ||x−a−b|| ||u−a||+||v−b|| < r +s.

2 Montrons que :

B(a, r ) ∩ B(b, s) = [ =⇒ ||a − b|| < r + s.

On suppose qu’il existe un élément x dans
B(a, r ) ∩ B(b, s).

Alors : ||a − b|| ||a − x || + ||x − b|| < r + s.

Montrons que : ||a−b|| < r+s =⇒ B(a, r )∩B(b, s) = [.

On suppose que : ||a − b|| < r + s.

Alors l’élément
s

r + s
a +

r
r + s

b appartient à l’intersec-

tion B(a, r ) ∩ B(b, s).

3 Montrons que B(a, r ) ⊂ B(b, s) =⇒ ||a−b|| < s−r

On suppose que B(a, r ) ⊂ B(b, s).

Alors on a également : B F(a, r ) ⊂ B F(b, s). Si a = b,
le point a = a + re, où e est un vecteur unitaire, est
dans B(a, r ) donc dans B(a, s). On en déduit 0 s− r .

Sinon, on considère le point c = a +
r

||a − b|| (b−a) qui

appartient à la boule B F(a, r ). Il appartient également à
la boule B F(b, s). On en déduit ||b − c|| s, puis que
||a − b|| − r s.

4 Montrons que : B(a, r ) = B(b, s) =⇒ (a, r ) = (b, s).
D’après la question précédente, on en déduit
||a − b|| s − r et ||a − b|| r − s. Or l’un des
deux réels r − s, s − r est négatif ou nul. Donc a = b,
puis r = s.

La réciproque est immédiate.

6 Une fonction lipschitzienne

1 On introduit l’ application h de A× E dans R défi-
nie par :

h(t , x) = f (t)− k||x − t ||.
Soit a dans A fixé. On a :

∀(t , x) ∈ A × E h(t , x) f (a) + k||x − a||.
On en déduit que sup

t∈A
{ f (t)− k||x − t ||} existe pour

tout x de E et que :

∀a ∈ A g(x) f (a) + k||x − a||.

2 En particulier, si x est dans A, on peut choisir
a = x . On obtient g(x) f (x). Pout t = x ,on a
h(x , x) = f (x). Donc f (x) g(x).

Par conséquent l’application g prolonge f .

On a : ∀(x , y) ∈ E2 ∀t ∈ A

h(t , x) k||x − y|| + h(t , y) k||x − y|| + g(y).

On en déduit : ∀(x , y) ∈ E g(x) k||x − y|| + g(y).

On montre de même que :

∀(x , y) ∈ E g(y) k||x − y|| + g(x).

L’application g est lipschitzienne de rapport k.
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7 Premiers termes
du développement limité
d’une suite définie implicitement

Soit la fonction fn : x −→ xn+1 + xn + x2 + 2x − 1

1 On vérifie que l’application fn est strictement
croissante et continue sur ]0, 1[ que : fn(0) = −1 et
que : fn(1) = 4.

Donc l’équation fn(x) = 0 admet une unique solution
xn dans ]0, 1[.

2 Vérifier que fn+1(xn) < 0. Vous en déduisez que la
suite (xn)n∈N est croissante.

On a fn
1
2

> 0. La suite est majorée par
1
2

. Elle

converge et sa limite est dans [0,
1
2

].

3 On a : xn+1
n + xn

n + x2
n + 2xn − 1 = 0.

Or : ∀n ∈ N 0 xn
n

1
2n

. Donc lim xn
n = 0 et

lim xn+1
n = 0.

Par conséquent : l2 + 2l − 1 = 0 et l 0. Puis :
l =

√
2− 1.

4 On écrit : xn+1
n + xn

n + x2
n + 2xn − l2 − 2l = 0.

On en déduit : l − xn = xn
n

xn + 1
xn + l + 2

.

Puis : 0 n
l − xn

l
nln−1 l + 1

l + 2
.

Par conséquent : lim
n(l − xn)

l
= 0.

5 On a :

∀n ∈ N
l − xn

ln
=

xn

l

n xn + 1

xn + 1 +
√

2
.

On remarque : n ln
xn

l
∼ n(xn − l)

l
.

Or d’après la question précédente : lim
xn

l

n
= 1.

On obtient : l − xn ∼ ln

2
.

8 Un produit d’ouverts

Montrons que B ◦ A est voisinage de chacun de ses
points.

Soit (x0, z0) dans B ◦ A. Il existe un élément y0 de F tel
que (x0, y0) ∈ A et (y0, z0) ∈ B.

L’ensemble A est un ouvert. Il existe r1 > 0 tel que
B O(x0, r1)× B O(y0, r1) ⊂ A.

L’ensemble B est un ouvert. Il existe r2 > 0 tel que
B O(y0, r2)× B O(z0, r2) ⊂ B.

Donc, pour tout (x , y) ∈ B O(x0, r ) × B O(z0, r ), le
couple (x , y0) est dans A et le couple (y0, z) est dans B.

On en déduit, pour r = min(r1, r2), que :

B O(x0, r )× B O(z0, r ) ⊂ B ◦ A.

Ainsi B ◦ A est un voisinage de (x0, z0).

9 Intersection d’ouverts
et de fermés

1 Montrons que A ∩ B ⊂ A ∩ B.

Soit x dans A ∩ B, montrons que tout voisinage V de x
rencontre A ∩ B : V ∩ (A ∩ B) = [.

L’ensemble A est un ouvert contenant x , c’est un voisi-
nage de x . Donc V ∩ A est un voisinage de x .

Or x est adhérent à B. Donc (V ∩ A) ∩ B = [. D’où
x ∈ A ∩ B

2 Réviser les propriétés de l’adhérence avec l’inclu-
sion. On obtient A ∩ B = A ∩ B

3 On peut choisir A = ]0, 1[ ∪ ]3, 5[ et B = ]2, 3[ ∪ ]4, 6[.

Alors : A ∩ B = [4, 5[, A ∩ B =]4, 5], A ∩ B = [4, 5]
et A ∩ B = {3} ∪ [4, 5].

10 Une caractérisation de fermés
L’implication A fermé =⇒ ∀i ∈ I A ∩ Ui est un
fermé de Ui est immédiate par définition de la topologie
induite.

Réciproquement, on suppose que, pour tout i de I ,
A ∩ Ui est un fermé relatif à Ui . Montrons que A est
fermé.

Soit (xn)n∈N une suite de A convergeant vers l dans E .

Il existe i0 dans I tel que l ∈ Ui0 .

Or Ui0 est un ouvert. Donc il existe un entier n0 tel que :

∀n n0 xn0 ∈ Ui0 .

La suite (xn)n n0 du fermé A∩Ui0 converge dans A∩Ui0 .
Donc l ∈ A.

11 Une fonction continue
sur une partie dense

Soit ´ > 0 et x0 dans ]0, +∞[.

L’ensemble A(´) est fini. Il existe a > 0 tel que :
]x0 − a, x0 + a[∩A(´) = [. En conclusion :

∀´ > 0 ∃a > 0 ∀x ∈ ]x0 − a, x0 + a[\{x0}
0 f (x) ´.

En tout point la fonction f admet une limite à gauche et
à droite nulles.
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La fonction f est continue en x0 si, et seulement si,
f (x0) = 0.

Le domaine de continuité est R+∗ \Q.

12 Topologie de Mn(KKK)

1 Soit M dans Mn(K). Le spectre de M est fini. Donc

la matrice M − 1
n

In est inversible à partir d’un certain

rang n0. De plus la suite (M− 1
n

In)n∈N converge vers M .

L’ensemble GLn(K) est dense dans Mn(K). Il est ou-
vert car GLn(K) est l’image réciproque de l’ouvert K∗

de K par l’application continue Det.

2 Soit A dans GLn(K)∩ F . Pour x dans K la matrice
M + x A est dans F .

Or : M + x A = (M A−1 + x In)A.

La matrice M + x A est inversible si, et seulement si,−x
n’appartient pas au spectre de M A−1.

On en déduit qu’il existe n0 tel que :

∀n n0 M +
1
n

A ∈ GLn(K) ∩ F .

La suite (M +
1
n

In)n∈N converge vers M .

Par conséquent : GLn(K) ∩ F est dense dans F .

3 Soit k dans [[1, n]]. Une matrice est de rang rang
inférieur ou égal à k si, et seulement si, tous les déter-
minants extraits d’ordre strictement supérieurs à k sont
nuls. On en déduit que l’ensemble E(k) des matrices de
rang inférieur ou égal à k est l’intersection d’un nombre
fini d’images réciproques du singleton {0} par des ap-
plications continues. C’est une intersection de fermés.
Donc un fermé de Mn(R).

4 Soit p un entier inférieur strictement à n. Montrons
par l’absurde que l’ensemble A(p) des matrices de rang
p est d’intérieur vide.

On suppose qu’il existe une matrice M dans
◦

A(p).
D’après la question 1), il existe une suite (Mn)n∈N de

matrices de GLn(K) qui converge vers M . Or
◦

A(p) est

un voisinage de M . Les matrices Mn sont dans
◦

A(p),
donc dans A(p) à partir d’un certain rang. Ceci est ab-
surde, car ces matrices sont de rang n.

D’après 3) l’ensemble E(p) est fermé. Or il contient
A(p). Par conséquent : A(p) ⊂ E(p). Montrons
la deuxième inclusion. Soit M une matrice de rang
k p. Il existe deux matrices inversibles telles que

M = P Jk Q où Jk est la matrice de Mn(K) :

Jk =
Ik 0
0 0

.

On en deduit que M est la limite de la suite de matrices
(Mn)n∈N de A(p) définie par :

Mn =

 Ik 0 0

0
1
n

Ip−k 0

0 0 0

 .

On en déduit : A(p) = E(p).

13 L’espace de Hilbert l2(NNN, RRR), 2

Soit (um)m∈N une suite de Cauchy dans (l2(N, R), 2).

Pour tout m de N, notons (un,m)n∈N la suite um .

∀ ´ > 0 ∃ (m, p) ∈ N2

m N et p N ⇒
∞

n=0

(un,m − un,p)2 ´2

On en déduit que, pour tout n fixé :

m N et p N ⇒ |(un,m − un,p| ´.

La suite (un,m)m∈N est une suite de Cauchy dans R. Elle
est bornée :

∃ M > 0 ∀ m ∈ N N2(um) M .

Par conséquent, ∀ n ∈ N ∀ m ∈ N
n

k=0

u2
k,m

∞

k=0

u2
k,m M2.

On peut passer à la limite quand m tend vers +∞ car la
somme est finie.

∀ n ∈ N
n

k=0

l2
k M2.

La série de réels positifs l2
n converge.

• Fixons ´ > 0 et m N . On a :

∀ p ∈ N p N ⇒
∞

n=0

(un,m − un,p)2 ´2.

Or, pour tout q dans N :
q

n=0

(un,m − un,p)2
∞

n=0

(un,m − un,p)2.

Donc : ∀ p ∈ N ∀ q ∈ N

p N
q

n=0

(un,m − un,p)2 ´2
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9. TOPOLOGIE

On peut faire tendre p vers +∞ car la somme est finie.
On obtient :

puis :

∀ q ∈ N
q

n=0

(un,m − ln)2 ´2,

∞

n=0

(un,m − ln)2 ´2.

Par conséquent, la suite (um)m∈N de l2(N, R) tend vers
(ln)n∈N dans (l2(N, R), 2).

On en déduit que toute suite de Cauchy de
(l2(N, R), 2) converge.

L’espace (l2(N, R), 2) est un espace de Hilbert.

14 Stabilité d’une boule
par une isométrie

L’espace (E , || ||) est de dimension finie, donc la boule
unité fermée B = B F(0, 1) est un compact. Il existe une
suite (xw(n))n∈N extraite de (xn)n∈N qui converge dans B.
Elle est de Cauchy :

∀´ > 0 ∃ k0 ∈ N ∀k k0 ∀k k0 xw(k)−xw(k ) ´.

Soit q un entier naturel fixé. Il existe k1 ∈ N tel que
w(k1) q .

Or, pour tout k k1, on a : xw(k) = f w(k)−q (xq ). Comme
f est une isométrie telle que f (B) ⊂ B, on peut écrire :

xw(k) − xw(k ) = f w(k)−q (xw(k )−w(k)+q )− f w(k)−q (xq )

= xw(k )−w(k)+q − xq .

On pose K = max(k0, k1). Par conséquent :

∀´ > 0 ∃ K (´) ∈ N ∀k K ∀k K

xw(k )−w(k)+q − xq ´.

Pour ´ = 1, on choisit k K (1) et k K (1), puis on
pose c(0) = w(k )− w(k) + q. On suppose construit un
entier c(n) tel que :

et

c(0) < c(1) < · · · < c(n)

∀k ∈ [[0, n]] xc(k) − xq
1
2k

.

On fixe k K (n+1). La fonction k −→ w(k )−w(k)+q
est strictement croissante, donc il existe k K (n + 1)
tel que : w(k )− w(k) + q > c(n).

On pose :c(n + 1) = w(k )− w(k) + q .

On a donc construit par récurrence une suite extraite de
limite xq . Pour tout entier q , l’élément xq est une valeur
d’adhérence de (xn)n∈N.

Montrons maintenant que : B ⊂ f (B).

Soit x dans B fixé. On considère la suite construite
comme précédemment à partir de l’élément x . Pour
q = 0, on obtient x valeur d’adhérence de la suite
(xn)n∈N.

À partir du rang 1, les éléments de cette suite sont dans
f (B). Donc x ∈ f (B).

Or B est un compact et f est continue. Donc f (B)
est un compact. En particulier il est fermé. Donc :
f (B) = f (B). Puis x ∈ f (B).

15 Recouvrement d’un compact
contenu dans un ouvert

Montrons par l’absurde qu’il existe r > 0 tel que :
∀x ∈ K B(x , r ) ⊂ U .

On suppose :

∀r > 0 ∃ x ∈ K ∃ y ∈ B(x , r ) y /∈ U .

Donc :

∀n ∈ N ∃ xn ∈ K ∃ yn ∈ E

xn − yn
1
2n

yn /∈ U .

L’ensemble K est un compact. Il existe une suite
(xw(n))n∈N extraite de (xn)n∈N qui converge vers l ∈ K .
Vérifier que la suite (yw(n))n∈N converge également vers
l. Or U est un ouvert , son complémentaire F est un
fermé qui contient la suite (yw(n))n∈N. Par conséquent
l ∈ F . Ceci est absurde car l appartient à K qui est
contenu dans U .

16 Application primitive

L’ application f est continue. Donc l’application T , dé-
finie par :

∀ f ∈ E ∀x ∈ [0, 1] T ( f )(x) =
x

0
f

est linéaire à valeurs dans F .

De plus :∀ f ∈ E ∀x ∈ [0, 1] T ( f ) (x) = f (x).

1 On a :

∀x ∈ [0, 1]

|T ( f )(x)| |
x

0
f |

x

0
| f |

1

0
| f | = || f ||1.

On en déduit : ||T ( f )||1 =
1

0
|T ( f )| || f ||1.

L’application T est continue E dans E muni de la norme
|| ||1 et ||T || 1.

En considérant la suite de fonctions ( fn)n∈N définie par :
∀x ∈ [0, 1] fn(x) = (1− x)n vérifier que ||T || = 1.

2 Montrons par l’absurde que T n’est pas continue
de E muni de la norme || ||1 dans F muni de la norme
N : f −→ || f ||∞ + || f ||∞.

En effet, sinon, il existe a > 0 tel que :

∀ f ∈ E ||T ( f )||∞ + ||T ( f ) ||∞ a|| f ||1.
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On en déduit : ∀ f ∈ E ||T ( f ) ||∞ a|| f ||1.

Puis : ∀ f ∈ E || f ||∞ a|| f ||1, ce qui n’est pas.

Algorithme
Accélération de convergence
de suites

Partie mathématique

1 Effectuons une récurrence.

Pour n = 0 : S0 = sh w ; T0 = th w

Supposons que, pour un certain n 0, on ait :

Sn = 2nsh
w

2n
; Tn = 2nth

w

2n
.

Alors : Cn+1 =
1 + Cn

2
= ch 2 w

2n+1
= ch

w

2n

Sn+1 = 2n
sh

w

2n

ch
w

2n+1

= 2n+1sh
w

2n+1

Tn+1 = 2n+1th
w

2n+1
.

La relation est vraie pour tout n.

De plus :

Sn+1

Sn
=

1

ch
w

2n+1

1,
Tn+1

Tn
=

2ch
w

2n

1 + ch
w

2n

1.

La suite (Sn)n est décroissante et la suite (Tn)n est crois-
sante.

Sn − Tn = 2n sh
w

2n
− th

w

2n

= 2nth
w

2n
ch

w

2n
− 1 ∼ w ch

w

2n
− 1 .

Donc : lim
n→+∞(Sn − Tn) = 0.

Les suites (Sn)n et (Tn)n sont adjacentes.

Or : Sn ∼ w. Ces suites convergent vers ln x .

Pour tout n :Tn ln x Sn.

2 a) La suite (Wn)n converge vers ln x et :

ln x − Wn =
a(ln x − Sn) + b(ln x − Tn)

a + b
.

Or :

ln x − Sn = w− 2nsh
w

2n
= 2n w

2n
− sh

w

2n
.

b) On pose :u =
w

2n
.u tend vers 0.

Avec sh u = u+
u3

6
+

u5

5!
+o(u5) on obtient, si 2b−a = 0 :

a(ln x− Sn)+b(ln x−Tn) =
2b − a

6
w3

22n
+o

w3

22n

Si 2b − a = 0 : ln x − Wn ∼ 2b − a
a + b

w3

6.22n
.

Si 2b − a = 0, on obtient : un − ln x ∼ w5

20.16n
.

On accélère la convergence vers ln x car :

lim
n→+∞

un − w

Sn − w
= 0.

3 a) Le procédé d’extrapolation de Richardson

En utilisant encore des développements limités :

Sn = w +
w3

3!
1
4n

+
w5

5!
1

16n
+ · · · +

w9

9!
1

256n
+ o

1
256n

En notant hn =
1
4n

, on obtient :

Sn = w +
w3

3!
hn +

w5

5!
h2

n + · · · +
w9

9!
h4

n + o(h4
n)

Sn+1 = w +
w3

3!
1
4

hn +
w5

5!
1
16

h2
n + · · · + w9

9!
1

256
h4

n + o(h4
n)

aSn + bSn+1

a + b
= w +

w3

3!
4a + b

4(a + b)
hn

+
w5

5!
a1h2

n + · · · +
w9

9!
g1h4

n + o(h4
n)

On remarque que :

lim
n→+∞

aSn + bSn+1

a + b
− ln x

Sn − ln x
= 0 ⇐⇒ 4a + b = 0.

b) La suite (xn)n correspond au choix de a et b tels que :
4a + b = 0.

Alors il existe des constantes a, b, g telles que :

xn = ln x +
a

16n
+

b

64n
+

g

256n
+ o

1
256n

.

En itérant le procédé avec la suite (xn)n , on montre qu’il
existe des constantes a et b telles que :

yn = ln x +
a

64n
+

b

256n
+ o

1
256n

.

On recommence avec (yn)n . Il existe une constante a
telle que :

zn = ln x +
a

256n
+ o

1
256n

.

Partie informatique

4 x ← 2

S ← 1
2

x − 1
x

C ← 1
2

x +
1
x

T ← S/C
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9. TOPOLOGIE

Pour n de 1 à N faire

C ← 1 + C
2

S ← S
C

T ← S
C

finfaire

Avec Maple

a \2?2.< hc94;@MeG<912A;=K

A;@CA RG[GQ f

R hcMeE-3eK3* f[ hcMeH-3eK3* fQ hcR3[ f

g52A< <!CA:MREQKa<912A;= >;

[ hc174.MM-6H[K3*K fR hcR3[ fQ hcR3[ f ;> f

<=> f

Limite := proc(x , epsilon)
local S, C , T ;

S := 1/2 ∗ x − 1/2 ∗ x−1;

C := 1/2 ∗ x + 1/2 ∗ x−1;

T := S ∗ C−1;
while epsilon < evalf (S − T ) do

C := sqrt(1/2 ∗ 1. + 1/2 ∗ C);

S := S ∗ C−1;

T := S ∗ C−1

end do;
end proc;

a \2?2.<M*G-0ˆME$KK f

0.6931467585

a <!CA:MA=M*KK f

0.6931471806

a [;?9C4C21;= hc94;@MCK

A;@CA RG[GQGZG2G+GeGdGb f

RhcMCE-63CK3* f[hcMCH-3CK3* fQhcR3[ f+hcM*JRHQK3) f

g2.5MA2=CA8K h

Z hc?C.42eM(G&G0K fZL-G-I hcR fZL-G*I hc+ f

:;4 2 :4;? * .; ( >;

[hc174.MM-6H[K3*K fR hcR3[ fQ hcR3[ f+hcM*JRHQK3) f

ZL2G-IhcR fZL2G*Ihc+ fehcM(JREZL2E-G-IK3) f

ZL2E-G)Ihce f

2: 2a* .5<= d hcM-$JeEZL2E*G)IK3-& fZL2E*G(I hcd f

2: 2c( .5<= bhcM$(JdEZL-G(IK3$) fZL-G&Ihcb f:2 f

:2 f

;> f

942=.MZK f

<=> h

a [;?9C4C21;=M*K f


0.7500000000 0.7000000000 0.6928090413 0.6931474210 0.6931471805

0.707107810 0.6936267428 0.6931262722 0.6931471842 0

0.6966213994 0.6931781000 0.6931458771 0 0

0.6940147577 0.6931491283 0 0 0
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10 Séries numériques

RAPPELS DE COURS
Dans ce chapitre, u = (un)n désigne une suite d’éléments d’un espace vectoriel normé (E , E )
de dimension finie sur un corps K qui est R ou C.

QUELQUES DÉFINITIONS

• La série un est dite convergente lorsque la suite (Sn)n de ses sommes partielles converge.

Lorsque la série un converge, et uniquement dans ce cas, on note sa somme S =
+∞

n=0

un et on

peut définir la suite (Rn)n des restes par Rn = S − Sn =
+∞

k=n+1

uk .

• Une série un est dite absolument convergente lorsque la série un E converge.

• Toute série absolument convergente est convergente et :

+∞

n=0

un

E

+∞

n=0

un E .

• Une série convergente et non absolument convergente est dite semi-convergente.

QUELQUES PROPRIÉTÉS

• Si la série un converge, alors un tend vers 0.

Lorsque un ne tend pas vers 0, la série est dite grossièrement divergente.
• Soit E et F deux espaces vectoriels normés de dimension finie, f une application linéaire de
E dans F et un une série convergente d’éléments de E .

Alors la série f (un) d’éléments de F converge et :

f
+∞

n=0

un =
+∞

n=0

f (un).

• Soit un et vn deux séries absolument convergentes de réels ou de complexes.

On appelle produit de Cauchy des séries un et vn la série wn définie par :

wn =
n

k=0

ukvn−k .
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10. SÉRIES NUMÉRIQUES

Le produit de Cauchy des séries absolument convergentes un et vn est une série absolu-
ment convergente et :

+∞

n=0

wn =
+∞

n=0

un

+∞

n=0

vn .

• L’espace vectoriel normé l1(N, C) des séries absolument convergentes, muni du produit de

Cauchy et de la norme N : u →
+∞

n=0

|un| est une algèbre normée contenant la sous-algèbre

des suites à support fini.

• L’ensemble l2(N, K) des suites (un)n∈N de K telles que la série |un|2 converge, munie de

N2 : u →
∞

n=0

|un |2 est un espace vectoriel normé.

QUELQUES CRITÈRES DE CONVERGENCE
• La somme de deux séries convergentes est convergente.

• Une série de réels positifs converge si, et seulement si, la suite de ses sommes partielles est
bornée.

• Soit un et vn deux séries de réels positifs telles que un ∼ vn . Elles sont de même nature.

• Comparaison à une série de Riemann

Soit un une série de réels telle qu’il existe un réel a et un réel l = 0 vérifiant un ∼ l
na

.

La série un converge si, et seulement si : a > 1.

• Comparaison d’une série de réels positifs à une intégrale

Soit f une application continue par morceaux et décroissante de [0, +∞[ dans R+. Alors :

la série f (n) converge :

– si, et seulement si, f est intégrable sur [0, +∞[

– si, et seulement si, la suite
n

0
f (t) dt a une limite.

• Critère de Cauchy

• Soit un une série d’éléments de E . Cette série converge si, et seulement si :

∀´ > 0 ∃N ∈ N ∀n N ∀p ∈ N
n+p

k=n

uk

E

´.

• Soit un une série d’éléments de E et vn une série de réels positifs telles que un = O(vn).

Si la série vn converge, la série un est absolument convergente.

• Règle de d’Alembert

Soit un une série telle que la suite
||un+1||
||un|| converge vers l.

Si l > 1, la série un diverge grossièrement.

Si l < 1, la série un converge, absolument.
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• Comparaison logarithmique

Soit un et vn deux séries de réels strictement positifs et un entier N tels que :

∀n N
un+1

un

vn+1

vn
.

Alors :
un = O(vn).

Si la série vn converge, la série un converge.

Si la série un diverge, la série vn diverge.

• Critère spécial des séries alternées

Soit un une série alternée de réels telle que la suite |un| n
tend vers 0 en décroissant. Alors :

– la série un converge ;

– sa somme est comprise entre deux sommes partielles successives quelconques ;

– pour tout entier n, le reste
+∞

k=n+1

uk a même signe que un+1 et
+∞

k=n+1

uk |un+1|.

TRANSFORMATION D’ABEL

On considère une suite (an)n de réels positifs et une suite (bn)n d’éléments de E .

On note Bk =
k

j=0

b j , et B−1 = 0. On écrit alors la somme
n+p

k=n+1

akbk , en remplaçant bk par

Bk − Bk−1 et on regroupe les termes en Bk :

n+p

k=n+1

akbk =
n+p−1

k=n+1

Bk(ak − ak+1) + an+p Bn+p − an+1 Bn.

SUITES ET SÉRIES

• La suite (vn)n converge si, et seulement si, la série (vn+1 − vn) converge.

• Formule de Stirling : n! ∼ n
e

n √
2pn.

SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON

• Soit un une série d’éléments de E et vn une série de réels positifs. On suppose que la

série vn est convergente.

Lorsque un converge, on peut comparer les restes respectifs rn et rn des séries un et

vn .

Si un = o(vn), alors la série un est absolument convergente et rn = o(rn).

Si un ∼ vn , alors la série un est une série à termes positifs convergente et rn ∼ rn .

Si un = O(vn), alors la série un est absolument convergente et rn = O(rn).
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• Soit un une série d’éléments de E et vn une série de réels positifs. On suppose que la

série vn est divergente.

On peut comparer les sommes partielles respectives Sn et Sn des séries un et vn .

Si un = o(vn), alors Sn = o(Sn).

Si un ∼ vn , alors la série un est une série à termes positifs divergente et Sn ∼ Sn .

Si un = O(vn), alors Sn = O(Sn).

• Moyenne de Césaro
Soit (un)n une suite de limite l.

Alors la suite v de terme général vn =
1

n + 1

n

k=0

uk converge vers l.

SÉRIES D’UNE ALGÈBRE NORMÉE DE DIMENSION FINIE

(A, +,×, ◦, ) est une algèbre normée de dimension finie, d’élément unité e.

• Soit un et vn deux séries absolument convergentes de (A, +,×, ◦, ).

Le produit de Cauchy wn de ces deux séries, défini par :

wn =
p+q=n

u p ◦ vq =
n

k=0

u p ◦ vn−p

est une série absolument convergente et :

+∞

n=0

wn =

 +∞

p=0

u p

 ◦
 +∞

q=0

vq

 .

• Soit u un élément de A tel que u < 1.

Alors la série un est absolument convergente, e − u est inversible et (e − u)−1 =
+∞

n=0

un .

En particulier :

– A = L(E), où E est un espace vectoriel normé de dimension finie ;

– A = Mp(K).

• Soit u un élément de A. Alors la série
un

n!
est absolument convergente.

L’application u →
+∞

n=0

un

n!
est l’application exponentielle sur A, notée exp.

En particulier :

– si A = C, exp(z) =
+∞

n=0

zn

n!
;

– si A = Mp(K), exp(M) =
+∞

n=0

Mn

n!
;

– si A = L(E), où E est un espace vectoriel normé de dimension finie, exp(u) =
+∞

n=0

un

n!
.
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SUITE DOUBLE DE RÉELS OU COMPLEXES

Soit u = (u p,q )(p,q)∈N2 une suite double de réels ou complexes.

Si, pour tout q dans N, la série
p

|u p,q | converge et si la série
q

 +∞

p=0

|u p,q |
 converge,

alors :
+∞

p=0

 +∞

q=0

u p,q

 =
+∞

q=0

 +∞

p=0

u p,q

 .

Si, pour tout p dans N, la série
q

|u p,q | converge et si la série
p

 +∞

q=0

|u p,q |
 converge,

alors :
+∞

p=0

 +∞

q=0

u p,q

 =
+∞

q=0

 +∞

p=0

u p,q

 .
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É N O N C É S
1 Pour s’entraîner

Étudier la nature des séries suivantes :

a) n
5
2 exp(−n

3
2 ) ; b) (n

1
n − 1) ;

c)
(−1)n

√
2n + (−1)n

; d)
(−1)n

n + 1 + (−1)n
√

n
;

e)
in

n
avec i2 = −1. f) (eArctan n−1

n+1 − e
p
4 ) ;

g) tan
p

4
− 1

nb

na

a > 0; b > 0 ;

h)
i(n)
n2

, où i désigne une bijection de N∗ dans lui-

même.

a) Comparer à une série de Riemann.
b) Faire un développement asymptotique, puis uti-
liser la comparaison à une intégrale.
c) Équivalent, mais attention au signe.
d) Idem.
e) Regarder certaines sommes partielles.
f) Chercher un équivalent du terme général.
g) Effectuer un développement asymptotique du
logarithme du terme général.
h) Noter Sn les sommes partielles et regarder
S2n − Sn .

2 Autres études

1 Soit u0 = 0 ; ∀n 1 un = 4
√

n + un−1.

Nature des séries
1
u2

n
;

(−1)n

un
. Donner un déve-

loppement asymptotique à deux termes de
(−1)n

un
.

2 Soit u une suite de R+∗. On suppose que − ln un

ln n
tend vers L .

Montrer que, si L > 1, la série un converge et, si

L < 1, la série un diverge.

1) Montrer que ∀n 2 un
√

n et conclure pour
1
un

.

Effectuer un développement asymptotique de
1
un

pour étudier
(−1)n

un
.

2) Comparer à une série de Riemann.

3* Groupement de termes

Convergence et somme de la série numérique un ,
où :

un =


1
n

si n est divisible par E(
√

n)

0 sinon
.

Effectuer des groupements de termes.

4* Série dépendant
de deux paramètres

On pose, pour tout n > 0, un =
1
na

n

0

Arctan t
tb

dt .

Discuter, suivant a, b, la nature de la série un .

(Cet exercice utilise le cours sur l’intégrabilité.)

D’abord, ne pas omettre l’existence de l’intégrale.
Puis chercher un équivalent de un .

5* Critère de condensation
de Cauchy

Soit (un) une suite dont les termes tendent vers 0 en dé-
croissant.

1 Montrer que la série un et la série vn , où
vn = 2nu2n , sont de même nature.

Ce résultat fut établi par Cauchy. Vous pourrer vous
amuser à vérifier qu’il reste valable si un entier p > 1
est substitué à 2.

2 Étudier les séries :

1
n(ln n)k

;
1

n. ln(n).(ln(ln n))k
.
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1) Encadrer u2n−1 + u2n−1+1 + · · · + u2n−1.

6 Absolument convergente ?
Simplement convergente ?

Soit a > 0 et la série (−1)n 1− cos
1

na
.

Trouver les réels a tels que la série est :

– absolument convergente ;

– convergente, mais pas absolument convergente.

7* Sur la règle de Kummer

Les procès-verbaux de la Société des Sciences
physiques et naturelles de Bordeaux (1907-1908)
contiennent le texte suivant, dû à M.H. Padé.

« Kummer a fait connaître (Journal de Crelle, 1885 XIII,
page 171.) un critère qui permet de décider, dans cer-
tains cas, de la convergence ou de la divergence d’une
série à termes positifs a0 + a1 + · · · .
La première partie de ce critère consiste en ce que
la série proposée est convergente quand il existe une
suite illimitée de nombres positifs Pn tels que l’on ait

lim
n−→+∞ Pnan = 0, et, à partir d’une certaine valeur

de n :
Pn

an

an+1
− Pn+1 > a > 0,

a désignant un nombre indépendant de n.

On serait aisément porté à s’exagérer le degré de gé-
néralité de cette règle, en raison de l’indétermination
très grande qu’elle semble laisser dans le choix des
nombres Pn . En fait, elle n’est qu’une modification du
critère général, appliqué depuis Gauss, qui se déduit du
principe de la comparaison des séries et qui peut être
énoncé ainsi : une série à termes positifs est conver-
gente lorsque, cn étant le terme général d’une série
convergente, on a, à partir d’une certaine valeur de n0 :
an

cn
< A, A étant une constante positive quelconque ;

elle ne peut rien donner de plus que ce que donne ce
critère lui-même...

La règle de Kummer se trouve ainsi établie et l’on voit,
de plus, que la condition lim

n−→+∞ Pnan = 0 qu’elle com-

porte est superflue.»

Montrer qu’une série à termes strictement positifs
converge si, et seulement si, elle vérifie la règle de Kum-
mer et que la condition lim

n−→+∞ Pnan = 0 est effective-

ment superflue.

Penser à utiliser, lorsque la série an converge,
la suite des restes.

8* Série u2
nE

1

un

Soit u0 dans ]0,1[ et, pour tout n, un+1 = u2
nE

1
un

,

où E(x) est la partie entière de x .

1 Montrer que la suite (un) est stationnaire ou bien
converge vers 0.

2 Pour quelles valeurs de u0 a-t-on lim un =
1
2

?

3 On suppose que lim un = 0 et on pose :

pn = E
1
un

.

Établir l’existence d’un entier r tel que :

∀n ∈ N pn+1 pn + r .

En déduire la nature de un .

9 Équivalent d’un reste
de série convergente

D’après E3A.

Soit f une fonction convexe, décroissante de R+∗ dans
R, de limite nulle en +∞.

1 a) Donner un exemple d’une telle fonction f .

b) Montrer que xn =
+∞

p=n+1

(−1)p f ( p) est défini, pour

tout n de N.

2 Montrer que :

∀n ∈ N 2xn − (−1)n+1 f (n + 1)

=
+∞

p=n+1

(−1)p( f ( p)− f ( p + 1))

et en déduire que la série xn est convergente.

3 On suppose de plus que f ( p) est équivalent à
f ( p + 1) lorsque p tend vers +∞.

Déterminer un équivalent de xn lorsque n tend vers l’in-
fini.
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2) Majorer la somme
+∞

p=n+1

(−1)p( f ( p)− f ( p+1))

par f (n + 1)− f (n + 2).

3) Utiliser la majoration indiquée ci-dessus.

10* Des séries extraites
de la série harmonique

D’après ESTP.

On considère la série à termes réels positifs an et on

note An =
n

k=1

ak sa n-ième somme partielle. On dé-

signe par (Pn)n∈N une partition de N∗, où les Pn sont
finis et non vides, c’est-à-dire :

N∗ =
n∈N

Pn ; ∀(i , j ) ∈ N2 i = j ⇒ Pi Pj = [ ;

∀n ∈ N 0 < card(Pn) < +∞.

On note bn =
k∈Pn

ak .

1 Prouver que les deux séries an et bn sont de
même nature.

2 Pour k dans N∗, Uk est l’ensemble des entiers
x dont l’écriture en base 10 comporte k chiffres
(10k−1 x < 10k) tous distincts de 1.

a) Calculer uk = cardUk .

b) On définit an = 0 si l’écriture en base 10 de n com-

porte un 1,
1
n

sinon.

Prouver que la série an est convergente.

3 Pour k dans N, on définit l’ensemble Rk des en-
tiers dont l’écriture en base 10 comporte exactement k
chiffres et ne contient pas la suite des chiffres 1789.

a) On note rk = cardRk . Calculer r10.

b) On pose an = 0 si l’écriture de n en base 10 com-

porte la suite des chiffres 1789,
1
n

sinon.

Déterminer la nature de la série an .

1) Utiliser des majorations pour comparer les
sommes partielles.
2) b) Utiliser la première question.
3) b) Considérer l’écriture d’un entier n en base
10 000. Comment traduire la présence de la suite
de chiffres 1789 dans l’écriture en base 10 de n ?

11* Une méthode d’accélération
de convergence

1 Soit un et vn deux séries à termes positifs,
convergentes et telles que un ∼ vn . On note (Rn) et (Tn)
les suites respectives de leurs restes.

a) Montrer que Rn ∼ Tn .

b) a est un réel strictement supérieur à 1, donner un

équivalent de
+∞

k=n

1
ka

.

2 On considère une série à termes strictement positifs
xn telle que :

∃a > 1 ∃k ∈ N∗ ∃(a0, a1, . . . , ak) ∈ Rk+1 a0 = 0

xn =
a0

na
+

a1

na+1
+ · · · +

ak

na+k
+ O

1
na+k+1

.

a) Montrer que la série xn converge. On note S sa
somme, (Sn) la suite des sommes partielles et (Rn) la
suite des restes. Donner un équivalent de Rn .

On pose un =
b0

na−1
+

b1

na
+ · · · +

bk

na+k−1
et

yn = un − un+1.

b) Montrer qu’il est possible de choisir (b0, b1, . . . , bk)

tels que xn − yn = O
1

na+k+1
.

c) Montrer que |S − (Sn + un+1)| = O
1

na+k
.

Qu’en conclure ?

3 Application : soit xn = 1 +
1
n

n

− e− a
n

.

a) Pour quelle valeur de a la série xn converge-t-
elle ?

b) Déterminer (a0, a1, a2) tels que :

xn =
a0

n2
+

a1

n3
+

a2

n4
+ O

1
n5

.

c) Déterminer ensuite (b0, b1, b2) vérifiant les conditions
de la question 2)b).

d) Calculer S100 et S100 + u101.

1) a) Traduire l’équivalence de un et vn en enca-
drant un − vn .
2) a) Utiliser 1) et la comparaison à une intégrale.
b) Calculer yn et donner un développement asymp-
totique de yn .
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c) D’après la question précédente, il existe A et un
entier naturel N tels que :

∀n N |xn − yn| A
na+k+1

.

Considérer
+∞

j=1

(x j − y j ).

12* Des logarithmes et des séries

D’après ESTP.

On pose ici Lk(x) = ln(ln(...(ln x)...)), où le symbole ln
figure k fois. Ainsi :

L0(x) = x , L1(x) = ln x , L2(x) = ln(ln x))...

1 Étudier la nature de la série an
n 2

, avec :

an = (L1(n))−L1(n).

2 Étudier la nature de la série bn
n 2

avec :

bn = (L2(n))−L2(n).

3 Préciser l’ensemble J des entiers j 0 pour les-
quels la série cn( j ) converge, avec :

cn( j ) = (L j (n))−L1(n).

4 Préciser l’ensemble K des entiers k 1 pour les-
quels la série dn(k) converge, avec :

dn(k) = (L1(n))−Lk (n).

5 Soit N le plus petit entier tel que cn(2)
1
n2

si

n N .

Calculer le nombre de chiffres de N en base 10.

1), 2), 3) et 4) Comparer les termes généraux des
séries au terme général d’une série de Riemann
bien choisie.
5) Encadrer tout entier p ayant k chiffres en base
10.

13 Série
sin

√
n√

n
D’après E4a.

Cet exercice utilise l’intégrabilité.

1 Soit a et b deux réels, a < b, et f une application
de [a, b] dans R de classe C2.

Montrer que :

b

a
f (x)dx =

b − a
2

( f (a) + f (b))

− 1
2

b

a
(b − x)(x − a) f (x)dx .

2 Soit g l’application de [1, +∞[ dans R définie par :

g(x) =
sin

√
x√

x
.

Montrer que g est intégrable sur [1, +∞[.

3 Pour tout n entier naturel non nul, on pose :

un =
sin

√
n√

n

vn =
n+1

n

sin
√

x√
x

dx

wn = vn − 1
2

(un + un+1).

a) Montrer que wn est le terme général d’une série ab-
solument convergente.

b) Montrer que
n

k=1

vk = 2 cos 1− 2 cos
√

n + 1.

Prouver que la suite (cos n) n’est pas convergente.

En déduire la nature de la série de terme général vn .

c) Déterminer la nature de la série de terme général un .

1) Calculer
b

a
(b − x)(x − a) f (x)dx .

2) Revoir les critères d’intégrabilité.
3 a) Utiliser la question 1).
b) Considérer cos(n + 1), cos(n − 1)...

14* Nature de la série
cos

√
n√

n

On considère la fonction f définie sur R+∗ par

f (t) =
cos

√
t√

t
et on pose, pour tout entier naturel non

nul N :

IN = (2Np)2, 2Np +
p

2

2

et JN =
(2Np+p/2)2

(2Np)2

f (t)dt .
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10. SÉRIES NUMÉRIQUES

1 Calculer JN .

2 On pose VN =
E((2Np+p/2)2)−1

n=E((2Np)2)+1

cos
√

n√
n

.

Montrer que VN 1 et en déduire la nature de la série
cos

√
n√

n
.

2) Comparer VN et JN .

15* Un exercice d’oral
D’après la revue de l’APMEP.

À tout entier n 2, on associe son plus grand facteur
premier p(n).

L’objectif de cet exercice est de déterminer la nature de

la série
1

n × p(n)a
.

On note P l’ensemble des nombres premiers.

Boîte à outils

1 Calculer la somme des inverses de tous les entiers
n’ayant pas de facteur premier autre que p, où p est un
entier premier fixé.

2 En déduire la somme des inverses de tous les en-
tiers n’ayant pas de facteur premier strictement supé-
rieur à q , où q est un entier fixé.

Cette somme est notée Tq .

3 En déduire la somme des inverses de tous les en-
tiers n tels que p(n) = q .

4 Montrer que :

∃(a, b) ∈ R2 ∀q 2 (ln(Tq ))2 a ln q + b.

Le plat de résistance...

5 Étudier la nature de la série
1

n × p(n)a
.

3) Un entier n tel que p(n) = q est le produit de q
par un entier tel que...

4) Faire apparaître
p∈P ,p q

1
p

. Utiliser

n

k=1

1
k

ln n + 1.

Algorithme
Accélération de convergence

de la série
1

n2
.

Partie mathématique

On se propose d’obtenir, de plusieurs manières diffé-
rentes, une valeur approchée de la somme S de la série

1
n2

, en accélérant la convergence de la série.

On pose :

S =
+∞

k=1

1
k2

=
p2

6
; Sn =

n

k=1

1
k2

; Rn =
+∞

k=n+1

1
k2

.

1 Montrer que :

a) Rn ∼ 1
n

.

b) Sn +
1
n

est une valeur approchée par excès de S.

c) S − Sn +
1
n

1
n2

.

La première méthode consiste à approximer S par

Sn +
1
n

.

2 La deuxième méthode est due à Stirling.

Notons, pour tout k dans N, fk la fonction définie sur
R+∗ par :

f0(x) =
1
x

; fk(x) =
1

x(x + 1) · · · (x + k)
si k 1

D est l’application qui associe à une fonction f continue
sur R+∗ la fonction D f définie sur R+∗ par :

(D f )(x) = f (x + 1)− f (x).

a) Exprimer D fk−1 en fonction de k et de fk pour k 1.

b) Établir, pour tout nombre entier naturel k 1, la
convergence de la série fk(p) et vérifier que :

+∞

p=n+1

fk(p) =
1
k

1
(n + 1)(n + 2) · · · (n + k)

.

c) Établir la relation suivante pour p 1 et q 1 :

1
p2
−

q

k=1

(k − 1)! fk(p) =
q!
p

fq (p).
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d) En déduire, pour n 1 et q 1, en posant

Sn = Sn +
q

k=1

(k − 1)!
k(n + 1) · · · (n + k)

:

0 S − Sn
(q − 1)!

(n + 1)2(n + 2) · · · (n + q)

e) Expliciter Sn et l’inégalité précédente lorsque q = 2.

3 La troisième méthode, dite d’Euler-Mac Laurin,
utilise un développement asymptotique du reste Rn ,
pour approximer S.

Dans l’exercice 2, page 315„ nous montrons qu’il existe
une suite unique de polynômes définis par les conditions
suivantes :

P0(X) = 1 ; ∀n 1 Pn(X) = n Pn−1(X)

et
1

0
Pn(t)dt = 0.

On pose, pour tout entier naturel n : Bn = Pn(0).

Ces polynômes sont appelés polynômes de Bernoulli et
le nombre Bn n-ième nombre de Bernoulli.

Nous montrons aussi que :

•
n

k=1

n
k Bn−k =0 pour n 2 et B2k+1 =0 pour k 1 ;

• ∀n ∈ N Pn(1) = (−1)n Pn(0).

a) Établir, pour p 1, la relation suivante :
1

0

dx
(x + p)2

−1
2

1
p2

+
1

(p + 1)2

+
q

k=1

B2k
1

p2k+1
− 1

(p + 1)2k+1

= (2q + 2)
1

0

P2q+1dx
(x + p)2q+3

.

b) En déduire, pour tout n 1et q 1 :

Rn − 1
n

+
1

2n2
−

q

k=1

B2k

n2k+1

supt∈[0,1] |P2q+1(t)|
n2q+2

.

c) Expliciter Sn = Sn +
1
n
− 1

2n2
+

q

k=1

B2k

n2k+1
et l’inégalité

précédente lorsque q = 2.

Partie informatique

4 Le but du programme est de calculer S avec une
précision fixée ´ > 0.

Comparer, avec la calculatrice, les résultats obtenus en

calculant Sn , Sn +
1
n

pour différentes valeurs de n.

Écrire une procédure de calcul de S, en approchant S

par Sn +
1
n

.

Écrire une procédure de calcul de S, par la méthode de
Stirling pour q = 2.

Écrire une procédure de calcul de S, par la méthode
d’Euler-Mac Laurin pour p = 2.

1) Utiliser une intégrale
2 b) Récurrence sur q .
2 c) Fixer n et N n + 1.
Puis sommer les relations obtenues de n + 1 à N .
Enfin, faire tendre N vers +∞.
3 a) Récurrence et intégrations par parties...
3 b) Sommer les relations obtenues de n à N et
faire tendre N vers +∞.
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C O R R I G É S
1 Pour s’entraîner

a) On remarque que n5/2 exp(−n3/2) = o
1
n2

.

La série converge.

b) un = n1/n − 1 =
ln n
n

+ O
ln n
n

2

.

Donc un ∼ ln n
n

.

Or, pour n 3 :
ln n
n

1
n

La série
ln n
n

diverge.

La série un diverge.

c) Remarquons que :

(−1)n

√
2n + (−1)n

∼ (−1)n

√
2n

.

Toutefois, cet équivalent ne suffit pas pour conclure, car
le terme général de la série n’est pas de signe constant.

Mais :
(−1)n

√
2n + (−1)n

=
(−1)n

√
2n

+ un.

Avec un ∼ − 1

4n
√

2n
. La série

(−1)n

√
2n

converge, car

elle vérifie le critère spécial des séries alternées.

La série un converge, car il s’agit d’une série à
termes négatifs à partir d’un certain rang et la série

1
n3/2

converge.

La série
(−1)n

√
2n + (−1)n

est somme de deux séries

convergentes, elle converge.

d)
(−1)n

n + 1 + (−1)n
√

n
∼ (−1)n

√
n

.

Cette fois encore, l’équivalent ne permet pas de
conclure, car la série n’est pas de signe constant.

Posons : un =
(−1)n

n + 1 + (−1)n
√

n
− (−1)n

√
n

.

Alors : un ∼ −1
2n

.

La série
(−1)n

n + 1 + (−1)n
√

n
, somme d’une série

convergente et d’une série divergente, diverge.

e) Notons (Sn) la suite des sommes partielles de la série
in

n
. Alors :

S4n+4 =
n

k=0

i
4k + 1

− 1
4k + 2

− i
4k + 3

+
1

4k + 4

=
n

k=0

2i
(4k + 1)(4k + 3)

− 2
(4k + 2)(4k + 4)

.

Les séries à termes positifs
1

(4k + 1)(4k + 3)
et

1
(4k + 2)(4k + 4)

convergent.

La suite (S4n) admet donc une limite complexe. De
plus :

∀k ∈ {4n + 1, 4n + 2, 4n + 3} |S4n − Sk | 3
4n + 1

.

Nous en déduisons que les suites (S4n+1), (S4n+2), (S4n+3)
convergent et ont la même limite que la suite (S4n).

La série
in

n
converge.

f) Cherchons un équivalent de un .

un = e
p
4 (eArctan n−1

n+1 − p
4 −1) ∼ e

p
4 Arctan

n − 1
n + 1

− p

4
.

Or : Arctan
1− 1

n

1 +
1
n

− Arctan 1 = Arctan
−1
n
∼ −1

n
.

La série diverge.

g) Posons un = tan
p

4
− 1

nb

na

= e
na ln tan p

4 − 1
nb .

tan
p

4
− 1

nb
=

1− tan 1
nb

1 + tan 1
nb

= 1− 2
nb

+
2

n2b
+o

1
n2b

Donc ln tan
p

4
− 1

nb
= − 2

nb
+ o

1
n2b

. Et :

na ln tan
p

4
− 1

nb
= −2na−b + o(na−2b).

Et enfin un = e−2na−b+o(na−2b).

• Si a > b, n2un tend vers 0 et la série converge.
• Si a b, la série est grossièrement divergente.
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h) Notons (Sn) la suite des sommes partielles.

S2n − Sn =
2n

k=n+1

i(k)
k2

1
4n2

n

k=1

k =
n + 1

8n
1
8
.

La série diverge.

2 Autres études

1 On montre par récurrence que :

∀n 2 4
√

n un
√

n.

Puis ∀n 2 4
√

n un
4

n +
√

n − 1.

D’où un ∼ 4
√

n. La série
1
u2

n
diverge.

La suite
1
un

tend vers 0 et on vérifie que
un+1

un
1.

La série
(−1)n

un
converge car elle vérifie le critère

spécial des séries alternées.

Précisons :
un
4
√

n
= 4 1 +

un−1

n
= 1 +

1
4

un−1

n
+ o

un−1

n

= 1 +
1

4n3/4
+ o

1
n3/4

.

Et un = 4
√

n +
1

4
√

n
+ o

1√
n

.

Enfin :
1
un

=
1

4
√

n
1

1 +
1

4n3/4
+ o

1
n3/4

=
1

n1/4
− 1

4n
+ O

1
n7/4

.

Soit :
(−1)n

un
=

(−1)n

4
√

n
1

1 +
1

4n3/4
+ o

1
n3/4

=
(−1)n

n1/4
− (−1)n

4n
+ O

1
n7/4

.

Nous retrouvons la convergence de la série
(−1)n

un
.

2 Montrer que, pour n suffisamment grand :

• si L > 1, on a un n− 1+L
2 ;

• si L < 1, on a un n− 1+L
2 ,

et conclure.

3 Groupement de termes

Lorsque n croît, la partie entière de
√

n se modifie si n

est un carré.

Considérons les entiers n compris entre deux carrés
consécutifs, p2 et ( p + 1)2.

Notons vp =
(p+1)2−1

n=p2

un .

Dans l’intervalle [[ p2, (p+1)2−1]] = [[ p2, p2 +2p]], les
seuls multiples de p sont p, p(p + 1), p(p + 2). Donc :

vp =
1
p2

+
1

p(p + 1)
+

1
p(p + 2)

.

Si (Sn) est la suite des sommes partielles de la série
un , on a :

S(p+1)2−1 =
p

k=1

vk =
p

k=1

1
p2

+
1

p(p + 1)
+

1
p( p + 2)

La convergence des séries
1
p2

,
1

p(p + 1)
, et

1
p(p + 2)

entraîne la convergence de la suite

(S(p+1)2−1), extraite de la suite (Sn).

Or la suite (Sn) est croissante. Elle est donc majorée et
converge. De plus :

+∞

n=1

un =
+∞

p=1

1
p2

+
+∞

p=1

1
p(p + 1)

+∞

p=1

1
p(p + 2)

=
p2

6
+

+∞

p=1

1
p
− 1

p + 1
+

+∞

p=1

1
2p

− 1
2(p + 2)

=
p2

6
+

7
4
.

4 Série dépendant
de deux paramètres

• Étudions d’abord les conditions d’existence de l’inté-
grale.

La fonction t → Arctan t
tb

est continue et positive

sur ]0, n].

Pour t proche de 0 :
Arctan t

tb
∼ 1

tb−1
.

La fonction est donc intégrable sur ]0, n] si, et seule-
ment si b < 2.

Nous nous limitons maintenant à b < 2.

• Supposons b = 1. Nous pouvons faire une intégration
par parties :

n

0

Arctan t
tb

d t =
Arctan t

(1− b)tb−1

n

0

−
n

0

d t
(1− b)(1 + t2)tb−1

.

Soit :

un =
Arctan n

(1− b)na+b−1
− 1

na

n

0

dt
(1− b)(1 + t2)tb−1

.
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• Si b > 0, vérifier, de manière analogue à ce qui pré-
cède, que la fonction f :

t → 1
(1− b)(1 + t2)tb−1

est intégrable sur ]0, +∞[.

L’intégrale
n

0

dt
(1− b)(1 + t2)tb−1

admet donc une li-

mite réelle lb lorsque n tend vers +∞.

Nous pouvons même préciser que cette limite est non
nulle car la fonction f est continue, de signe constant et
non nulle sur ]0, +∞[.

Lorsque b > 1, nous obtenons :

un ∼ − lb

na
.

Dans ce cas, la série un converge si, et seulement si :
a > 1.

Lorsque 0 < b < 1, nous obtenons :

un ∼ p

2(1− b)na+b−1
.

Dans ce cas, la série un converge si, et seulement si :
a + b > 2.

• Si b 0, l’intégrale
n

0

dt
(1− b)(1 + t2)tb−1

tend vers

+∞ avec n.

Revenons à l’expression de un pour en déterminer un
équivalent.

un =
1
na

n

0

Arctan t
tb

dt .

La fonction t → Arctan t
tb

est positive et intégrable

sur [0, n], mais ne l’est pas sur ]0, +∞[.
L’intégrale tend donc vers +∞ lorsque n tend vers +∞.

Nous en déduisons
n

0

Arctan t
tb

dt ∼
n

1

Arctan t
tb

dt .

Puis :
p

4

n

1

dt
tb

n

1

Arctan t
tb

dt
p

2

n

1

dt
tb

.

La série un converge si, et seulement si a + b > 2.

• Et enfin, que se passe-t-il si b = 1 ?

Raisonner (et non résonner comme on lit souvent dans
les copies...) comme ci-dessus pour obtenir :

p

4

n

1

dt
t

n

1

Arctan t
t

dt
p

2

n

1

dt
t

.

Puis, en comparant à une série de Riemann, conclure
que la série un converge si, et seulement si : a > 1.

5 Le critère de condensation
de Cauchy

1 Notons Sn , Tn les suites des sommes partielles res-
pectives des séries un ; vn .

Alors :
vn

2
= 2n−1u2n u2n−1 + u2n−1+1 + · · · + u2n−1

2n−1u2n−1 = vn−1.

Sommons, pour n 2 :

1
2

Tn S2n−1 Tn−1.

Nous savons qu’une série à termes positifs converge si,
et seulement si ses sommes partielles sont majorées.

Les séries un et vn sont de même nature.

2 Notons un =
1

n(ln n)k
. Alors :

vn = 2nu2n =
1

nk(ln 2)k

La série vn converge si, et seulement si k > 1.

Notons Un =
1

n. ln(n).(ln(ln n))k
. Alors :

Vn = 2nU2n =
1

n ln(2)(ln n + ln(ln 2))k
∼ 1

n ln(2)(ln n)k

Nous reconnaissons, avec
1

n(ln n)k
, une série de

Bertrand.

Elle converge si, et seulement si, la suite
n

2

dt
t(ln t)k

converge, c’est-à-dire si, et seulement si, la fonction

t → 1
t(ln t)k

est intégrable sur [2, +∞[.

En calculant
n

2

dt
t(ln t)k

, on montre que la série

1
n ln n(ln(ln n))k

converge si, et seulement si, k > 1.

On peut s’amuser à étudier de même :
1

n ln n ln(ln n)(ln(ln(ln n)))k
, etc.

c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit 271



ANALYSE

6 Absolument convergente ?
Simplement convergente ?

Notons un = (−1)n 1− cos
1

na
.

Alors |un| = 1− cos
1

na
∼ 1

2n2a
.

La série un est absolument convergente si, et seule-

ment si : a >
1
2

.

a est strictement positif. Donc 1−cos
1
na

décroît. La sé-

rie un vérifie le critère spécial des séries alternées.

Elle converge simplement lorsque 0 < a
1
2

.

7 Sur la règle de Kummer

Soit an une série à termes strictement positifs. On
suppose qu’il existe une suite (Pn) de nombres positifs,
un réel a > 0 et un entier N tels que :

∀n N Pn
an

an+1
− Pn+1 > a > 0.

Nous en déduisons :

∀n N 0 < an+1 <
Pnan − Pn+1an+1

a
.

La suite (an Pn) est donc positive et décroissante à partir
d’un certain rang. Elle converge.

La série (Pnan − Pn+1an+1) est alors convergente,

ainsi que la série an .

Réciproquement, soit an une série convergente à
termes strictement positifs.

Notons (Rn) la suite de ses restes. Pour tout entier n :

an+1 = Rn − Rn+1 <
Rn − Rn+1

1
2

Il suffit alors de poser Rn = an Pn pour obtenir l’inéga-
lité :

∀n N Pn
an

an+1
− Pn+1 >

1
2

> 0

8 Série u2
nE

1
un

1 Montrer par récurrence que, pour tout n, un > 0.
La suite u est donc bien définie, et :

∀n 0 u2
n

1
un
− 1 un+1 u2

n
1
un

.

La suite u, décroissante et positive, converge vers l.

Supposons la suite u non stationnaire : ∀n un > l.

Notons f la fonction définie sur R+∗ par :

f (x) = x2E
1
x

.

La fonction f est continue en tout réel a > 0 tel que :

1
a

/∈ N
Supposons l = 0.

Si
1
l

n’est pas un entier, alors l = l2E
1
l

.

On en déduit que
1
l

est un entier non nul.

Pour n assez grand, nous avons : E
1
un

=
1
l
− 1.

Puis lim
n−→+∞ un+1 = l2 1

l
− 1 = l − l2.

Donc l = l − l2, soit l = 0.

Cette conclusion contredit l’hypothèse l = 0.

Nous pouvons conclure que la suite u est stationnaire ou
converge vers 0.

De plus, nous remarquons que, si la suite u est station-

naire, alors
1
un

= E
1
un

.

2 Dans ce cas, la suite u est stationnaire.

Soit p le plus petit entier tel que u p =
1
2

.

Si p > 0, alors
1
2

= u2
p−1E

1
u p−1

.

Remarquer que, si un > 1, alors un+1 = 0 et si un = 1,
la suite est stationnaire.

L’égalité
1
2

= u2
p−1E

1
u p−1

, la décroissance de la

suite et le choix de p imposent :

∀n p − 1 un ∈ 1
2

, 1 .

Or ∀x ∈ 1
2

, 1 E
1
x

= 1.

Donc ∀n p − 1 un+1 = un .

Puis u p−1 = u2p−1

0 . Finalement u0 =
1
2

1
2p

.

3 Pour tout n, 1 pn
1
un

pn + 1.

Puis un+1 = u2
n pn et :

pn+1
1

un+1

1
pn

1
un

2 (pn + 1)2

pn
pn + 2 +

1
pn

pn + 3

Soit ∀n pn p0 + 3n. D’où un
1

p0 + 3n
.

La série un diverge.
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9 Équivalent d’un reste
de série convergente

1 a) La fonction x −→ 1√
x

convient.

b) La série (−1)p f ( p), définie pour n p, vérifie
le critère spécial des séries alternées. Elle converge.

2 Calculons :

2xn − (−1)n+1 f (n + 1)

=
+∞

p=n+1

2(−1)p f ( p)− (−1)n+1 f (n + 1)

= (−1)n+1

 f (n + 1)− 2
+∞

p=2

(−1)p f (n + p)


=

+∞

p=n+1

(−1)p ( f ( p)− f ( p + 1)) .

D’où :

xn =
1
2

(−1)n+1 f (n + 1) +
+∞

p=n+1

(−1)p( f (p)− f (p + 1)


La série alternée (−1)n+1 f (n + 1) vérifie le critère
spécial des séries alternées. Elle converge.

Considérons la série alternée :

(−1)p ( f ( p)− f ( p + 1)) .

La convexité de f permet d’écrire, pour tout p 1 :

f ( p + 1)
1
2

( f ( p) + f ( p + 2)) .

La valeur absolue f ( p)− f ( p + 1) du terme général de
la série alternée (−1)p ( f ( p)− f ( p + 1)) tend vers
0 en décroissant.

Cette série vérifie le critère spécial des séries alternées.
Nous en déduisons :

+∞

p=n+1

(−1)p ( f ( p)− f ( p + 1)) f (n +1)− f (n +2)

Puisque f tend vers 0 en +∞, la série : +∞

p=n+1

(−1)p ( f ( p)− f ( p + 1))

 converge ab-

solument, donc converge.

Somme de deux séries convergentes, la série xn

converge.

3 La majoration :

+∞

p=n+1

(−1)p ( f ( p)− f ( p + 1)) f (n +1)− f (n +2)

et l’hypothèse f (n +1) ∼ f (n +2) permettent d’affirmer
que :

+∞

p=n+1

(−1)p ( f ( p)− f ( p + 1)) = o( f (n + 1)).

Finalement xn ∼ 1
2

(−1)n+1 f (n + 1).

10 Des séries extraites
de la série harmonique

1 Puisque (Pn) est une partition de N∗, on a :

∀n ∈ N∗ ∃p ∈ N∗ [[1, n]] ⊂
i∈[[1,p]]

Pi .

Donc
n

k=1

ak

p

i=1 k∈Pi

ak

p

i=1

bi .

La divergence de la série ak implique celle de la sé-

rie bk .

Réciproquement, les Pn sont finis, donc :

∀p ∈ N ∃m ∈ N∗

i∈[[1,p]]

Pi ⊂ [[1, m]].

D’où
p

i=1

bi

m

j=1

a j .

La divergence de la série bk implique celle de la sé-

rie ak .

2 a) Un nombre de Uk se construit en prenant
son premier chiffre dans [[2, 9]] et les suivants dans
[[2, 9]] {0}. Il y a 8× 9k−1 choix possibles.

b) P est l’ensemble des naturels contenant le chiffre 1.

La famille P
k∈N∗

Uk réalise une partition de N∗

telle que les Uk sont finis et non vides.

Les réels an sont positifs. Appliquons le résultat de la
première question.

Or bn =
k∈Un

ak =
k∈Un

1
k

8× (0, 9)n−1.

La série bn converge (série géométrique de raison

0,9). Par conséquent, la série an converge.
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3 a) Pour construire un nombre de 10 chiffres com-
portant la séquence 1789, on doit choisir parmi sept pos-
sibilités l’emplacement du 1. Ensuite, les 3 chiffres sui-
vants sont fixés. Restent alors 6 chiffres à compléter. Le
premier chiffre ne peut être un 0.

Il y a 106 + 6 × 105 × 9 nombres comportant une ou
deux fois la séquence 1789. Mais les nombres compor-
tant deux fois cette séquence ont été comptés deux fois.

Ce sont ceux qui commencent par la séquence (3×102)
et... les autres (3× 9× 10).

Au total :

r10 = (1010 − 109)

− (106 + 6× 105 × 9− 3× 9× 10− 3× 102)

= 8.993.600.570.

b) Remarquons que 1789 est un chiffre en base 10 000.
Notons Pk = x ∈ N∗; 104(k−1) x < 104k .

Un naturel de Pk s’écrit avec k chiffres dans la base
10 000.

La suite de chiffres 1789 n’apparaît pas dans l’écriture
de x en base 10 si, et seulement si le nombre 1789 n’ap-
paraît pas dans l’écriture de x en base 10 000, ni dans

celle de la partie entière de
x
10

en base 10 000, ni dans

celle de la partie entière de
x

100
, ni dans celle de

x
1 000

.

Soit x dans Pk . Pour écrire x en base 10 000 sans
le chiffre 1789, il y a au plus (9 999)k possibili-

tés. De même pour E
x
10

, pour E
x

100
et pour

E
x

1 000
. Finalement card(Rk) 4× (9 999)k .

On termine alors comme dans la question 2). La série
an converge.

11 Une méthode d’accélération
de convergence

1 a) L’équivalence de un et de vn s’écrit :

∀´ > 0 ∃N ∈ N ∀n N
−´vn un − vn ´vn

Fixons ´ > 0 et sommons. Pour tout n N , on obtient :
−´Tn Sn − Tn ´Tn .

Les suites (Sn) et (Tn) sont donc équivalentes.

b) En particulier, pour tout a > 1, on a :

1
na−1

− 1
(n + 1)a−1

∼ a − 1
na

.

D’où
+∞

k=n

1
ka

∼ 1
(a − 1)na−1

.

2 a) La convergence de la série à termes positifs

xn découle de xn ∼ a0

na
et a > 1.

De plus, la question précédente permet d’affirmer que

Rn ∼ a0

(a− 1)na−1
.

b) Calculons yn .

yn = un − un+1 =
k

i=0

bi
1

na+i−1
− 1

(n + 1)a+i−1

=
k

i=0

bi
1

na+i−1
1− 1 +

1
n

−(a+i−1)

.

Or, pour tout i de 0 à k, il existe k + 1 − i réels ci j tels
que :

1 +
1
n

−(a+i−1)

= 1 +
k+1−i

j=1

ci j

n j
+ O

1
nk+2−i

.

D’où
1

na+i−1
1− 1 +

1
n

−(a+i−1)

= −
k+1−i

j=1

ci j

na+i+ j−1
+ O

1
na+k+1

.

Posons p = i + j − 1 et −ci j = di p. On obtient :

1
na+i−1

1− 1 +
1
n

−(a+i−1)

=
k

p=i

di p

na+p
+ O

1
na+k+1

.

Puis : yn =
k

i=0

bi
1

na+i−1
1− 1 +

1
n

−(a+i−1)

=
k

i=0

bi

k

p=i

di p

na+p
+ O

1
na+k+1

=
k

p=0

1
na+p

p

i=0

di pbi + O
1

na+k+1
.

Donc :

xn − yn =
k

p=0

1
na+p

ap −
p

i=0

di pbi + O
1

na+k+1

Les coefficients cherchés doivent vérifier, pour tout p

dans [[0, k]] : ap −
p

i=0

di pbi = 0.

Ce système est linéaire et triangulaire.

Les éléments diagonaux de la matrice du système sont
les di i = −ci1.

Or ci1 = −(a + i − 1). Il ne s’annule pas. Le système
admet une unique solution (b0, b1, . . . , bk).
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c) Il existe un réel A et un entier naturel N tels que :

∀n N |xn − yn| A
na+k+1

Notons Un le reste d’ordre n de la série absolument
convergente (xn − yn). On a :

+∞

j=1

(x j − y j ) =
n

j=1

(x j − y j ) + Un .

De plus :

|Un |
+∞

j=n+1

|x j − y j | A
+∞

j=n+1

1
ja+k+1

.

Nous savons que :
+∞

j=n+1

1
ja+k+1

∼ 1
(a + k)na+k

.

Il existe donc un entier N tel que :

∀n N
+∞

j=n+1

1
ja+k+1

2
(a + k)na+k

.

Puis, pour tout n N , |Un | 2A
(a + k)na+k

. Or :

n

j=1

(x j − y j ) = Sn−u1 + un+1 et
+∞

j=1

(x j − y j ) = S−u1.

Finalement, pour tout n N :

|Un | = |S − (Sn + un+1)| 2
(a + k)na+k

.

Nous en concluons que S +un+1 est une meilleure valeur
approchée de S que Sn car :

|Rn| ∼ a0

(a− 1)na−1
.

3 a) Cherchons un équivalent de xn .

xn = exp 1− 1
2n

+ O
1
n2

− e− a
n

= −e + 2a
2n

+ O
1
n2

.

La série xn converge si, et seulement si a = − e
2

.

b) Utilisons Maple.

Avec Maple

a 4<1.C4.hehc=EaM-H-3=K'=E<e9M-K

H<e9M-K3M*J=KK f

x := n → 1 +
1

n
h

n
− e +

1

2

e

n

a 1<42<1M1+B1M=c-3+GeM=KKG+G$K f

11

24
eu2 − 7

16
eu3 +

2 447

5 760
eu4 + O(u5)

c) Utilisons de nouveau Maple.

Avec Maple

a +hc=EaB03=HB-3=ˆ*HB*3=ˆ) f

u := n → b0

n
+

b1

n2
+

b2

n3

a dhc=Ea+M=KE+M=H-K f

y := n → u(n) − u(n + 1)

a 1hc1<42<1M1+B1M=c-3+GeM=KEdM=KKG+G&K f

s :=
11

24
e − b0 u2 + b0 − 2 b1 − 7

16
e u3

+ 3 b1 − b0 +
2447

5760
e − 3 b2 u4 + O(u5)

a 1;Ahc1;A!<M`;9M-G1KG;9M)G1KG;9M&G1K_G`B0GB-GB*_K f

sol := b0 =
11

24
e, b2 = − 13

17280
e, b1 =

1

96
e

d) Dans cet exemple, nous avons a = 2 , k = 2.

Avec Maple

a C1128=M1;AK fY282.1hc*0 h

a R-00hc<!CA:M1+?MeM=KG=c-66-00KK f

S100 := 1.25814258290308336

a <!CA:MR-00H+M-0-KK f

1.2704807940095665603

12 Des logarithmes et des séries

1 Comparons an au terme général d’une série de Rie-
mann.

an = e− ln n ln(ln n)

Il existe n0 tel que, pour n n0, on a ln(ln n) 2.

Alors, pour tout n n0, on a 0 an
1
n2

.

La série an converge.

2 Écrivons : bn = exp(− ln(ln n) ln(ln(ln n)))

D’où ln(ln n) ln(ln(ln n)) = o(ln n).

Puis, pour n assez grand, bn
1
n

.

La série bn diverge.

3 Nous avons : cn( j ) = exp(− ln(n) ln(L j (n))).

Puisque L j (n) tend vers +∞ avec n, on a :

∃n j ∀n n j ln(L j (n)) 2.

Puis, pour tout n n j , 0 cn( j )
1
n2

.

Et donc J = N.
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4 Ici, dn(k) = exp(−Lk(n) ln(ln n)).

Pour tout k 2, on a Lk(n) ln(ln n) = o(ln n).

Nous en déduisons que, pour tout k 2, la série
dn(k) diverge et K = {1}.

5 Résolvons l’inégalité :

cn(2)
1
n2

⇔ ln(ln(ln n)) 2

⇔ n e(e(e2))

Or e(e(e2)) ≈ 5, 8× 10702.

De plus, p a k chiffres en base 10 si, et seulement si :

10k−1 p < 10k

Cette condition équivaut à :

ln(k − 1) + ln(ln 10) ln(ln p) < ln k + ln(ln 10).

Pour obtenir ln(ln N ) e2, il suffit d’avoir :

ln(k − 1) e2 − ln(ln 10) ≈ 6, 555.

Tester 702 et 703 et vérifier que le nombre de chiffres
de N est 703.

13 Série
sin

√
n√

n
1 En intégrant par parties deux fois successivement,
on trouve :

b

a
(b − x)(x − a) f (x)dx

= (b − a)( f (a) + f (b))− 2
b

a
f (x)dx

D’où le résultat.

2 La fonction g est de classe C∞ sur [1, +∞[. Donc
g est continue sur [1, +∞[ et :

g (x) =
cos

√
x

2x
− sin

√
x

2x3/2

g (x) = − sin
√

x

4x3/2
− cos

√
x

2x2
− cos

√
x

4x2
+ 3

sin
√

x

4x5/2

De plus, au voisinage de +∞ :

g (x) = O
1

4x3/2
.

Donc la fonction g est intégrable sur [1, +∞[.

3 a) Nous remarquons que wn s’écrit :

wn =
n+1

n
g(x)dx − 1

2
(g(n) + g(n + 1))

= −1
2

n+1

n
(n + 1− x)(x − n)g (x)dx .

Nous en déduisons :

|wn| 1
2

n+1

n
|g (x)| dx .

Puisque la fonction g est intégrable sur [1, +∞[, la sé-

rie
n+1

n
|g (x)| dx est convergente.

La série wn est donc absolument convergente.

b) Calculons
n

k=1

vk .

n

k=1

vk =
n+1

1
g(x)dx = −2 cos

√
x

n+1

1

= −2 cos
√

n + 1 + 2 cos 1.

Supposons la suite (cos n) convergente vers un réel a.

La formule cos(n + 1) = cos n cos 1 − sin n sin 1 per-
met d’affirmer la convergence de la suite (sin n) vers un
réel b.

De plus, a et b doivent vérifier :

a = a cos 1− b sin 1.

La suite (sin(2n)) converge vers b. Donc :

b = 2ab ; a2 + b2 = 1.

Vérifier que ces relations sont incompatibles.

La convergence de la série vn équivaut à la conver-

gence de la suite (cos
√

n). Or la suite (cos n) est une
suite extraite de la suite (cos

√
n).

Sa divergence entraîne celle de la série vn .

c) Remarquons que un + un+1 = 2(vn −wn). La conver-
gence de la série wn et la divergence de la série

vn entraînent la divergence de la série un .

14 Nature de la série
cos

√
n√

n

1 Effectuons le changement de variable u =
√

t dans
l’intégrale. On obtient :

JN =
2Np+p/2

2Np

2 cos u du = 2.

2 Remarquons d’abord que, pour tout entier N , on a :

2Np +
p

2

2
− (2Np)2. = 2Np2 +

p2

4
2.

La suite (VN ) est donc bien définie.
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Étudions la fonction f sur l’intervalle IN .

f (t) = −
√

t sin
√

t + cos
√

t

2t3/2
.

La fonction f est décroissante et positive sur IN . D’où :

VN

E((2Np+p/2)2)

E((2Np)2)+1

cos
√

t√
t

dt

=
IN

f (t) dt−
E((2Np)2)+1

(2Np)2

f (t) dt−
((2Np+p/2)2)

E((2Np+p/2)2)
f (t) dt

Or, pour tout t de IN , on a | f (t)| 1
2Np

. D’où :

E((2Np)2)+1

(2Np)2

f (t) dt
1

2Np
;

((2Np+p/2)2)

E((2Np+p/2)2)
f (t) dt

1
2Np

.

Finalement, VN 1.

La série
cos

√
n√

n
diverge.

15 Un exercice d’oral

1 La somme cherchée est
+∞

k=0

1
pk

=
p

p − 1
.

2 Soit p1 et p2 deux nombres premiers distincts.

La somme des inverses des entiers n’ayant pas d’autre
facteur premier que p1 ou p2 est :

+∞

k=0

1
pk

1

+∞

j=0

1

p j
2

=
p1

p1 − 1
p2

p2 − 1
.

Par conséquent, la somme des inverses de tous les en-
tiers n’ayant pas de facteur premier supérieur à q est :

Tq =
p∈P ,p q

p
p − 1

.

3 Un entier n tel que p(n) = q est le produit de q
par un entier n’ayant pas de facteur premier strictement
supérieur à q .

La somme de tous les inverses des entiers tels que

p(n) = q est
Tq

q
.

4 ln(Tq ) =
p∈P ,p q

ln
p

p − 1
p∈P ,p q

1
p − 1

.

Notons u p =
1

p − 1
− 1

p
.

La série u p converge. Sa somme est 1.

Nous obtenons ln(Tq )
p∈P ,p q

1
p

+ 1.

Puis : ln(Tq )
2


p∈P ,p q

1
p

2

+ 1 + 2
p∈P ,p q

1
p
.

Remarquons que les termes
1
p2

et
2

p1 p2
dans le déve-

loppement de


p∈P ,p q

1
p

2

sont tous distincts.

En effet, si p1 et p2 sont impairs, la fraction
2

p1 p2
est

irréductible et la décomposition d’un entier en produit
de facteurs premiers est unique.

Si p1 est pair, alors p1 = 2 et
2

p1 p2
=

1
p2

.

D’où la majoration :
p∈P ,p q

1
p

2

2
q2

k=1

1
k

2(ln(q2) + 1).

Enfin : (ln(Tq ))2 6 ln q + 5.

5 Pour a 0, la série donnée est divergente. (Com-
paraison avec la série harmonique.)

Soit a > 0 fixé. Notons S la suite des sommes partielles

de la série
1

n × p(n)a
.

SN =
n N

1
n × p(n)a

.

Regroupons dans cette somme les termes n ayant même
p(n) = q .

SN

q∈P ,q N

Tq

q1+a
.

Or, l’inégalité établie dans la question 4) montre que :

∃N ∈ N ∀q N Tq qa/2.

La série
Tq

q1+a
converge, donc la série

1
n × p(n)a

converge.
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Algorithme
Accélération de convergence

de la série
1
n2

.

1 a) La fonction (x → 1
x2

) est décroissante et posi-

tive sur R+∗.

k k +1

y
x
1=
2

Nous en déduisons, pour tout k 2 :

k+1

k

dt
t2

1
k2

k

k−1

dt
t2

.

Soit :
1
k
− 1

k + 1
1
k2

1
k − 1

− 1
k
.

Puis :
1

n + 1
− 1

N + 1

N

k=n+1

1
k2

1
n
− 1

N
.

Faisons tendre N vers +∞. On obtient :

1
n + 1

Rn
1
n

D’où : Rn ∼ 1
n

.

b) Immédiat.

c) |S − Sn| = |Rn| 1
n
− 1

n + 1
1
n2

.

2 a) D fk−1(x) = fk−1(x + 1)− fk−1(x) = −k fk(x)

b) Calculons une somme partielle :

N

p=n+1

fk(p) = −1
k

N

p=n+1

D fk−1(p)

= −1
k

N

p=n+1

fk−1(p + 1)− fk−1(p)

= −1
k

fk−1(N + 1)− fk−1(n + 1) .

D’où la convergence de la série dont la somme est :

+∞

p=n+1

fk(p) =
1
k

fk−1(n + 1) =
1
k

1
n(n + 1) · · · (n + k)

.

c) p 1, q 1.

Effectuons une récurrence sur q .

Pour q = 1, le résultat est vérifié.

Supposons que, pour un certain q 1, la relation est
vraie. Alors :

1
p2
−

q+1

k=1

(k − 1)! fk(p) =
q!
p

fq (p)− q! fq (p)
1

p + q + 1

=
(q + 1)!

p
fq+1(p).

d) Fixons n et N n + 1 et utilisons la relation de la
question précédente.

Pour tout q 1 et tout p de [[n + 1, N ]], on a :

0
1
p2
−

k=1

q(k − 1)! fk(p) =
q!
p

fq (p).

D’où, en sommant :

0
N

p=n+1

1
p2
−

N

p=n+1

q

k=1

(k − 1)! fk(p) =
N

p=n+1

q!
p

fq (p)

0
N

p=n+1

1
p2
−

q

k=1

(k − 1)!
N

p=n+1

fk(p)

 =
N

p=n+1

q!
p

fq (p)

0
N

p=n+1

1
p2
−

q

k=1

(k − 1)!
N

p=n+1

fk(p)

 N

p=n+1

q!
n + 1

fq (p)

Les trois suites

 N

p=n+1

1
p2


N

,

 N

p=n+1

fk(p)


N

et N

p=n+1

fq (p)


N

ont une limite lorsque N tend vers

+∞.

On peut effectuer un passage à la limite :

0
+∞

p=n+1

1
p2
−

q

k=1

(k − 1)!
k(n + 1) · · · (n + k)

q!
n + 1

+∞

p=n+1

fq (p) =
(q − 1)!

(n + 1)2(n + 2) · · · (n + q)
.

Soit :

0 S − Sn
(q − 1)!

(n + 1)2(n + 2) · · · (n + q)
.

e) Pour q = 2 :

Sn =
n

p=1

1
p2

+
1

n + 1
+

1
2(n + 1)(n + 2)

0
p2

6
− Sn

1
(n + 1)2(n + 2)

.
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3 a) Démonstration par récurrence sur q.

Pour q = 1, la relation est :

1

0

dx
(x + p)2

−1
2

(
1
p2

+
1

(p + 1)2
) +

1
6

(
1
p3
− 1

(p + 1)3
)

= 4
1

0

P3dx
(x + p)5

.

En intégrant deux fois par parties, vérifier le résultat
souhaité.

Supposons la relation vérifiée pour un certain q 1.

Calculons (2q + 4)
1

0

P2q+3(x)dx
(x + p)2q+5

.

(2q + 4)
1

0

P2q+3(x)
(x + p)2q+5

dx

= (2q + 4) − P2q+3

(2q + 4)(x + p)2q+4

1

0

+ (2q + 3)
1

0

P2q+2(x)
(x + p)2q+4

dx

= (2q + 3)
1

0

P2q+2(x)
(x + p)2q+4

dx

= (2q + 3) − P2q+2

(2q + 3)(x + p)2q+3

1

0

+ (2q + 2)
1

0

P2q+1(x)
(x + p)2q+3

dx B2q+2
1

p2q+3
− 1

(p + 1)2q+3

+ (2q + 2)
1

0

P2q+1(x)
(x + p)2q+3

dx .

La formule demandée est établie par récurrence.

b) Fixons q 1 et n 1. Puis sommons la relation éta-
blie dans la question précédente des rangs n à N > n.

On obtient :

1
n
− 1

N + 1
− 1

2n2
− 1

2(N + 1)2
−

N

p=n+1

1
p2

+
q

k=1

B2k
1

n2k+1
− 1

(N + 1)2k+1

= (2q + 2)
N

j=n

1

0

P2q+1(x)
(x + j )2q+3

.

Par conséquent :

1
n
− 1

N + 1
− 1

2n2
− 1

2(N + 1)2
−

N

p=n+1

1
p2

+
q

k=1

B2k
1

n2k+1
− 1

(N + 1)2k+1

N

j=n

sup
t∈[0,1]

|P2q+1(t)|
1

0

1
(x + j )2q+3

sup
t∈[0,1]

|P2q+1(t)| 1
n2q+2

− 1
(N + 1)2q+2

.

Chaque membre a une limite lorsque N tend vers +∞ :

Rn − 1
n

+
1

2n2
−

q

k=1

B2k

n2k+1

supt∈[0,1] |P2q+1(t)|
n2q+2

.

c) Lorsque q = 2 :

Sn =
n

p=1

1
p2

+
1
n
− 1

2n2
+

B2

n3
+

B4

n5

|p
2

6
− Sn |

supt∈[0,1] |P5(t)|
n6

.

Vérifier que :

sup
t∈[0,1]

|P5(x)| = sup
t∈[0,1]

x5 − 5
2

x4 +
5
3

x3 − 1
6

x 1.

Partie informatique
4
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Accélération de la convergence
Avec Maple

a R;??<-hc94;@M<91K

A;@CA =G, f

8A;BCA R f

=hc:A;;4M<!CA:MM-3<91K'M-3*KKKH- f

Rhc0 f

:;4 , .; = >; R hcRH-3,'* f;> f

RhcRH-3= f

<=> f

a R;??<-M-0'ME(KK f<!CA:MR;??<-M-0'ME(KKK f<!CA:MU2'*3$K f

16313741175583426208738696282428174483528535578211950397393941824\013711589841718656101

991727085937512089304510102003742869359\6312932340607412425530338350988976871694848000

1.644982920

La méthode de Stirling
Avec Maple

a R;??<* hc94;@M<91K

A;@CA =G, f

8A;BCA R f

=hc:A;;4M<!CA:MM-3<91K'M-3)KKKH- f Rhc0 f

:;4 , .; = >; R hcRH-3,'* f;> f

RhcRH-3M=H-KH-3M*JM=H-KJM=H*KK f

<=> f

a R;??<*M-0'ME$KK f<!CA:MR;??<*M-0'ME$KKK f

16802648017024373768979807988408734758796948618545158179468009796\90266940723092695818403

1021478898515637451983645405063855155\440420232031082563479829624850151864617784569344000

1.644933443

La méthode d’Euler-Mac Laurin

Avec Maple

a ]<4=;+AA2hc94;@M9K

A;@CA 2G/ f

8A;BCA ] f

]L0Ihc- f]L-IhcE-3* f

:;4 2 .; 9 >; ]L*J2Ihc]L-I f

:;4 / .; 2 >;

]L*J2Ihc]L*J2IHB2=;?2CAM*J2G*J/K

J]L*JM2E/KI3M*J/H-K f

;> f

]L*J2IhcE]L*J2I f]L*J2H-Ihc0 f

;> f

<=> h

a ]<4=;+AA2M"K h]L&I f]L#I f

0

−1

30

a R;??<)hc94;@M<91K

A;@CA =G, f

8A;BCA R f

=hc:A;;4M<!CA:MM-3<91K'M-3$KKKH- f

Rhc0 f

:;4 , .; = >; RhcRH-3,'* f;> f

RhcRH-3=E-3M*JM='*KKH]L*I3=')H]L(I3='& f

<=> h

a R;??<)M-0'ME$KK f<!CA:MR;??<)M-0'ME$KKK f

336467404243

204547654080

1.644934066
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11 Dérivation,
intégration

RAPPELS DE COURS
DÉRIVATION

Les fonctions considérées sont définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans un espace
vectoriel normé E de dimension finie sur K = R ou C. Ces fonctions sont dites vectorielles.

• Dérivation composante par composante
Soit B = (e j ) j∈[[1,p]] une base de E et k dans N ∪ {+∞}.

L’application f est dans C(k)(I , E) si, et seulement si, pour tout j de [[1, p]], l’application coor-
donnée f j est dans C(k)(I , K).

Dans ce cas, si k est dans N : ∀ x ∈ I f (k)(x) =
p

j=1

f (k)
j (x)e j .

• L’espace vectoriel CCC(k)(I , KKK)

Formule de Leibniz : Soit f et g deux fonctions de classe Ck (k 1) de I dans K .

La fonction f g est de classe Ck sur I et, pour tout p k :

( f g)(p) =
p

j=0

p
j f ( j )g(p− j ).

L’ensemble C(k)(I , K) = C(k)(I ) est une sous-algèbre de la K-algèbre C0(I ).

•CCCk-difféomorphismes
I et J sont deux intervalles de R d’intérieurs non vides et k est un élément de N∗ ∪ {+∞}.

Une application w de J dans I est un Ck-difféomorphisme de J dans I si :

– w est bijective ;

– w est de classe Ck sur J ;

– w−1 est de classe Ck sur I .

Si w est une application de classe Ck d’un intervalle J de R dans R, elle induit un Ck-
difféomorphisme de J sur l’intervalle w(J ) si : ∀t ∈ J w (t) = 0.
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INTÉGRATION SUR UN SEGMENT

I = [a, b] est un intervalle de R et E un espace vectoriel de dimension finie sur K.

• Positivité de l’intégrale

La fonction f est continue et positive sur I . Alors :

I
f 0 et

I
f = 0 ⇐⇒ f = 0.

• Une inégalité fondamentale

La fonction f est continue par morceaux de [a, b] dans E . Alors :

[a,b]
f

[a,b]
f (b − a) f ∞ .

La valeur moyenne de f sur le segment [a, b] est le vecteur de E :

1
b − a [a,b]

f .

• Trois normes sur CCC([a, b], KKK)

• La norme sur C([a, b], K) définie par f 1 =
[a,b]

| f |, est appelée norme de la convergence

en moyenne.

Si K = R, l’application définie sur C([a, b], R) par < f |g >=
[a,b]

f g, est un produit scalaire

sur C([a, b], R).

Si K = C, l’application définie sur C([a, b], C) par < f |g >=
[a,b]

f g, est un produit scalaire

sur C([a, b], C).

La norme associée à ces produits scalaires est :

f 2 =
[a,b]

| f |2.

Elle est appelée norme de la convergence en moyenne quadratique.

• Soit ( fn)n une suite de fonctions continues sur [a, b] qui converge uniformément vers f sur
[a, b].

Alors :

– la suite ( fn)n converge en moyenne vers f : lim
n−→+∞ fn − f 1 = 0 ;

– lim
n−→+∞ [a,b]

fn =
[a,b]

f .

• Soit un une série d’applications continues de [a, b] dans K, qui converge uniformément sur
[a, b] vers S.

Alors la série numérique
[a,b]

un est convergente et :

+∞

n=0 [a,b]
un =

[a,b]
S =

[a,b]

+∞

n=0

un(x) d x .
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• Soit un une série d’applications continues de [a, b] dans K, qui converge normalement sur
[a, b] vers S.

Alors, en notant S la fonction somme de la série :

– la série numérique un 1 est convergente ;

– la fonction S est continue sur [a, b] et :

[a,b]
S S 1

+∞

n=0

un 1 (b − a)
+∞

n=0

un ∞ .

• Pour toute application f de C([a, b], K) :

f 2

√
b − a f ∞ ; f 1

√
b − a f 2 .

• Théorème fondamental du calcul différentiel et intégral

Soit f une application continue par morceaux de I dans E et a un point de I .

– si F1 et F2 sont deux primitives de f sur I , alors F1 et F2 diffèrent d’une constante :

∃V ∈ E ∀x ∈ I F1(x) = F2(x) + V ;

– la fonction F définie en posant F(x) =
x

a
f (t) d t est l’unique primitive de f qui s’annule

en a ;

– si G est une primitive de f sur l’intervalle I , alors :

∀(u, v) ∈ I 2 G(v)− G(u) =
v

u
f (t) d t .

Conséquence : si f est une application continue et de classe C1 par morceaux de I dans E , alors :

∀(a, x) ∈ I 2 f (x)− f (a) =
x

a
f (t) d t .

• Intégration par parties

Les applications f et V sont continues et de classe C1 par morceaux d’un intervalle I dans K et
dans E respectivement.

Alors :

∀(a, b) ∈ I 2
b

a
f (x)V (x) d x = f (x)V (x)

b

a
−

b

a
f (x)V (x) d x .

• Changement de variables

Soit [a, b] un segment de R, w une application de classe C1 de [a, b] dans R telle que
w([a, b]) ⊂ I et f une application continue de I dans E . Alors :

w(b)

w(a)
f (t) d t =

b

a
f (w(u))w (u) d u.

Conséquence : Soit I et J deux intervalles de R, w une application strictement monotone et de
classe C1 de J dans I et f une application continue par morceaux de I dans E . Alors :

∀(a, b) ∈ J 2
w(b)

w(a)
f (t) d t =

b

a
f (w(u))w (u) d u.

• Inégalité des accroissements finis

Soit [a, b] un segment contenu dans I et f une application continue de I dans E , de classe C1

par morceaux sur ]a, b[.
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On suppose qu’il existe un réel l tel qu’en tout point t de ]a, b[ en lequel f est dérivable, on a :
f (t) l. Alors : f (b)− f (a) l(b − a).

Conséquences :

• L’application f est continue de I dans E , de classe C1 par morceaux sur I .

f est lipschitzienne sur I si, et seulement si, f est bornée sur I .
• k est un entier strictement positif et f une application de [a, b] dans E telle que :

– f est continue sur [a, b] ;

– f est de classe Ck sur [a, b[ ;

– pour tout r de [[1, k]] , f (r ) a une limite lr en b, (lr ∈ E).

Alors f est de classe Ck sur [a, b] et, pour tout r de [[1, k]], f (r )(b) = lr .

• Les formules de Taylor
• Formule de Taylor avec reste intégral

L’application f est de classe Cn de I dans E , de classe Cn+1 par morceaux sur I . Alors :

∀(a, b) ∈ I 2 f (b) =
n

k=0

(b − a)k

k!
f (k)(a) +

b

a

(b − x)n

n!
f (n+1)(x) d x .

• Inégalité de Taylor-Lagrange

L’application f est de classe Cn de I dans E , de classe Cn+1 par morceaux sur I . Alors :

∀(a, b) ∈ I 2 f (b)−
n

k=0

(b − a)k

k!
f (k)(a)

|b − a|n+1

(n + 1)!
sup

t∈[min(a,b),max(a,b)]
f (n+1) .

• La formule de Taylor-Young

L’application f est de classe Cn de I dans E . Alors, elle admet en tout point a de I un dévelop-

pement limité à l’ordre n donné par : f (x) =
n

k=0

(x − a)k

k!
f (k)(a) + o((x − a)n).

• Relèvement
U = {z ∈ C ; |z| = 1}

• L’application
]− p, p[ → U \ {−1}

u → eiu
est bijective.

Sa bijective réciproque est l’application Argument, notée Arg. Elle est définie par :

Arg : U \ {−1} →]− p, p[

x + iy → Artan
y

1 + x
.

Elle est continue sur U \ {−1} et ne peut être prolongée en une application continue sur U.
• Soit n un entier naturel non nul. Pour toute application f de Cn(I , U), il existe une fonction u
de Cn(I , R) telle que f = eiu.

La fonction u est appelée un relèvement de f

INTÉGRABILITÉ

I est un intervalle de R, d’intérieur non vide, et CM(I , K) désigne l’ensemble des fonctions
continues par morceaux de I dans K.
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11. DÉRIVATION, INTÉGRATION

• Intégrales généralisées convergentes
• Soit f une fonction de CM([a, b[, K), (b ∈ R ∪ {+∞}). On dit que l’intégrale sur [a, b[ de f

converge si la fonction x →
x

a
f a une limite lorsque x tend vers +∞.

Cette limite est alors notée
b

a
f ou

[a,b[
f .

On définit de même les intégrales généralisées
b

a
f pour une fonction f de CM(]a, b], K),

a ∈ R ∪ {−∞} .

Lorsque f est dans CM(]a, b[, K), (a, b) ∈ R ∪ {−∞, +∞} et que les intégrales
c

a
f et

b

c
f convergent, c étant un réel de ]a, b[, on dit que l’intégrale

b

a
f converge et on note :

]a,b[
f =

b

a
f =

c

a
f +

b

c
f .

• I étant un intervalle de R, une fonction f de CM(I , R) est dite intégrable sur I si l’intégrale

I
| f | converge.

On dit aussi que l’intégrale de f sur I est absolument convergente.

• La fonction f est intégrable sur I si, et seulement s’il existe un réel positif M tel que, pour tout

segment [a, b] contenu dans I , on ait :
[a,b]

f M .

• Méthode pratique

Une fonction f est intégrable sur I si :

– elle est continue par morceaux sur ] inf I , sup I [ ou ] inf I , sup I ] ou [inf I , sup I [ ;

– elle vérifie, suivant les cas ainsi mis en évidence, un critère d’intégrabilité local en inf I , sup I
ou global, éventuellement sur un intervalle de la forme ] inf I , c] ou [c, sup I [, avec c dans I .

• Critères d’intégrabilité globaux

La fonction f est continue par morceaux sur I .

Si elle vérifie l’un des critères suivants, elle est intégrable sur I .

• Critère par comparaison de fonctions

Il existe une fonction g positive, continue par morceaux et intégrable sur I telle que : | f | g.

• Critère utilisant une primitive de | f |.
Il existe une primitive F de | f | bornée sur I .

• Critère utilisant les segments contenus dans I

Il existe une suite croissante de segments [an , bn] de réunion I telle que la suite
bn

an

| f |
n

est

bornée.

• Critère de majoration par une constante

Il existe une constante M telle que, pour tout segment [a, b] contenu dans I :
b

a
f M .

• Critères d’intégrabilité locaux

La fonction f est continue par morceaux sur [a, b[.

Si elle vérifie l’un des deux critères suivants, elle est intégrable sur [a, b[.
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• Il existe une fonction g continue par morceaux, positive et intégrable sur [a, b[ telle que f =b O(g).

• Il existe une fonction g continue par morceaux, positive et intégrable sur [a, b[ telle que f ∼b g.

On pourra procéder de manière analogue avec un intervalle ]a, b].

• Critère par comparaison avec une série

La fonction f est dans CM(R+, R+) et décroissante.

Si la série f (n) converge, f est intégrable sur R+.

• Propriétés
• L’ensemble I(I , K) des fonctions intégrables sur I est un K-espace vectoriel et l’application L

de I(I , K) dans K, définie par L( f ) =
I

f , est une forme linéaire.

• Pour toute fonction f intégrable sur I :
I

f
I
| f |.

Si la fonction f est continue, positive et intégrable sur I , alors :

I
f = 0 ⇒ f = 0.

• Changement de variables
• Soit f une fonction intégrable sur un intervalle I et w une bijection d’un intervalle J sur I , de
classe C1 sur J . Alors :

– ( f ◦ w)w est intégrable sur J ;

–
I

f =
J
( f ◦ w)|w |.

• En notant a et b les extrémités de J , a1 et b1 les limites en a, b respectivement de w :

b1

a1

f (t) d t =
b

a
f (w(u))w (u) d u.

• Espaces vectoriels normés de fonctions intégrables
• Les fonctions continues et intégrables de I dans K constituent un sous-espace vectoriel de l’es-
pace vectoriel C(I , K). Cet espace vectoriel est muni de la norme 1, dite de la convergence

en moyenne et définie par f 1 =
I
| f |.

• Le produit de deux fonctions de carré intégrable sur I est intégrable sur I .

L’ensemble des fonctions continues de I dans K, de carré intégrable sur I , est un sous-espace
vectoriel de C(I , K).

Cet espace vectoriel E est muni du produit scalaire < f |g >=
I

f g.

La norme définie par ce produit scalaire est appelée norme de la convergence en moyenne :

f 2 =
I
| f |2.

Si f et g sont deux fonctions de E :

|< f |g >| f g 1 f 2 g 2 .
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11. DÉRIVATION, INTÉGRATION

FONCTIONS DÉFINIES PAR L’INTÉGRALE SUR UN INTERVALLE
D’UNE FONCTION INTÉGRABLE SUR CET INTERVALLE

I et J sont deux intervalles de R, A une partie de Rn .

• Continuité

Soit f : ((x , t) → f (x , t)) une fonction de A × J dans K. Si :

– f est continue par rapport à la première variable x ;

– f est continue par morceaux par rapport à la deuxième variable t ;

– il existe w dans I(J , R+) telle que ∀(x , t) ∈ A× J | f (x , t)| w(t) (hypothèse de domination).

Alors :

– pour tout x de A, la fonction (t → f (x , t)) est intégrable sur J ,

– la fonction F , définie sur A par F(x) =
J

f (x , t) d t , est continue sur A.

Remarques

• Les hypothèses de continuité sont vérifiées en particulier lorsque f est continue sur A × J .

• Lorsque A et J sont deux segments de R, l’hypothèse de domination est toujours vérifiée.

w(t) = sup
x∈I ,t∈J

| f (x , t)|.
• Le théorème s’applique aussi si l’hypothèse de domination est vérifiée seulement sur tout
compact de A.

• Lorsque J est un segment de R, les deux remarques précédentes permettent de dire que l’hy-
pothèse de domination est toujours vérifiée.

• Dérivabilité

Soit f : ((x , t) → f (x , t)) une fonction de I × J dans K. Si :

– pour tout x de I , la fonction (t → f (x , t) est continue par morceaux et intégrable sur J ;

– f admet une dérivée partielle par rapport à la première composante,
∂ f
∂x

;

– cette dérivée partielle est continue par rapport à la première variable x et continue par mor-
ceaux par rapport à la seconde, t ;

– il existe w dans I(J , R+), telle que :

∀(x , t) ∈ I × J
∂ f
∂x

(x , t) w(t) hypothèse de domination de
∂ f
∂x

.

Alors la fonction F définie sur I par F(x) =
J

f (x , t) d t est de classe C1 sur I et :

F (x) =
J

∂ f
∂x

(x , t) d t .

Remarques

• Les hypothèses de continuité sont vérifiées en particulier lorsque f et
∂ f
∂x

sont continues sur

I × J .

• Lorsque I et J sont deux segments de R, l’hypothèse de domination est toujours vérifiée.

w(t) = sup
x∈I ,t∈J

∂ f
∂x

(x , t) .
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• Le théorème s’applique aussi si l’hypothèse de domination est vérifiée seulement sur tout
segment de I .
• Lorsque J est un segment de R, les deux remarques précédentes permettent de dire que
l’hypothèse de domination est toujours vérifiée.

INTÉGRALES DOUBLES SUR UN PRODUIT D’INTERVALLES

• Intégrale double sur un produit cartésien de deux segments
Théorème de Fubini

Soit f une application continue sur [a, b]× [c, d] à valeurs complexes, alors :

d

c

b

a
f (x , y)dx dy =

b

a

d

c
f (x , y)dy dx .

Cette valeur commune est l’intégrale double :

[a,b]×[c,d]
f (x , y)dxdy.

• Intégrale double sur un produit cartésien de deux intervalles
Une fonction f continue, réelle positive sur un produit I × I de deux intervalles est intégrable
sur I × I s’il existe un réel positif M tel que, pour tout segment J contenu dans I et tout
segment J contenu dans I :

J×J
f ≤ M .

On pose :

I×I
f = sup

J ,J J×J
f .

Une fonction f continue à valeurs complexes sur un produit I × I de deux intervalles est
intégrable sur I × I si | f | l’est.

• Intégrale double sur un compact simple
Une partie élémentaire de R2 est une partie A de R2 pouvant se définir des deux manières
suivantes :

Il existe un segment [a, b] et deux fonctions continues f1 et f2 de [a, b] dans R telles que :

f1 < f2 sur ]a, b[ et A = (x , y) ∈ R2 ; a ≤ x ≤ b et f1(x) ≤ y ≤ f2(x) .

Et il existe un segment [c, d] et deux fonctions continues g1 et g2 de [a, b] dans R telles que :

g1 < g2 sur ]c, d[ et A = (x , y) ∈ R2 ; c ≤ y ≤ d et g1(y) ≤ x ≤ g2(y) .

Une partie simple est une réunion finie de parties élémentaires dont les intérieurs sont deux à
deux disjoints.

Soit A une partie simple de R2 et f une fonction réelle ou complexe continue sur A. On note
f̂ la fonction définie sur R2 par :

∀x ∈ A f̂ (x) = f (x) et ∀x /∈ A f̂ (x) = 0.

Alors les intégrales
R R

f (x , y)dy dx et
R R

f (x , y)dx dy ont un sens et prennent

la même valeur. Cette valeur est appelée l’intégrale double de f sur A et notée :
A

f .
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11. DÉRIVATION, INTÉGRATION

• Comment montrer qu’une fonction est intégrale et calculer son intégrale
• Une fonction réelle ou complexe f , continue sur un produit I × I de deux intervalles,
est intégrable sur I × I si, et seulement s’il existe une suite croissante de compacts simples

(An)n∈N de réunion I × I sur lesquels f est intégrable et tels que la suite
An

| f |
n∈N

est

majorée. Dans ce cas :

I×I
f = lim

An

f .

• Soit f une fonction réelle ou complexe, continue sur un produit I × I de deux intervalles.
On suppose qu’il existe une fonction positive F intégrable sur I × I telle que :

∀(x , y) ∈ I × I | f (x , y)| F(x , y).

Alors f est intégrable sur I × I .
• Soit f une fonction réelle ou complexe, continue sur un produit I × I de deux intervalles.
On suppose que :

– pour tout x de I , la fonction y −→ f (x , y) est intégrable sur I ;

– la fonction x −→
I
| f (x , y)|dy est intégrable sur I .

Alors f est intégrable sur I × I et :

I×I
f =

I I
f (x , y)dy dx .

• Utilisation des coordonnées polaires

Une fonction f continue sur (R+)2 est intégrable sur (R+)2 si, et seulement si, la fonction

(r , u) −→ f (r cos u, r sin u)r est intégrable sur [0, +∞[×[0,
p

2
].

Dans ce cas :

R+×R+

f =
[0,+∞[×[0, p

2 ]
f (r cos u, r sin u)rdrdu.
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É N O N C É S
1 Pour s’entraîner...

avec la dérivation

1 f est une fonction continue sur R et dérivable en 0,
à valeurs dans un espace vectoriel normé de dimension
finie. Étudier la suite :

un = f
1
n

+ · · · + f
1

2n
.

2 Soit P le polynôme réel défini par :

P(X) = (X2 + 1)n dn−1

d Xn−1

X − cotanw

X2 + 1
.

a) Montrer que P est de degré n.

b) Déterminer les racines de P .

3 On pose E = C∞(R, C) et D l’application de E
dans E , définie par : D( f ) = f .

Existe-t-il T dans L(E) tel que : T ◦ T = D ?

4 Les matrices A, B sont dans Mn(R).

f est la fonction (t → Det(A + t B)).

Étudier la dérivabilité de f sur R. Et donner f (0).

1) Écrire un développement limité de f au voisi-
nage de 0.
2) a) Récurrence classique.
b) Décomposer dans C[X], la fraction rationnelle

F(X) =
X − cot w

X2 + 1
en éléments simples, puis la

dériver ...
3) Supposer que T existe. Que dire de Ker T ,
Ker T 2 ?
4) Revoir le cours sur les déterminants. f est une
fonction polynôme...

2 Polynômes
D’après ESIEE, Amiens.

Notons P l’espace vectoriel des fonctions polynômes,
Pn le sous-espace vectoriel des fonctions polynômes de
degré inférieur ou égal à n (n ∈ N∗).

On considère également, pour n entier, les fonctions po-
lynômes :

U0(x) = P0(x) = 1 ; ∀n 1 Un(x) = (x2 − 1)n ;

Pn(x) =
1

2nn!
dn Un

d xn
(x).

1 Soit Ln l’application définie sur Pn par :

Ln(P) =
d

d x
(x2 − 1)

d P
d x

.

a) Montrer que Ln est un endomorphisme de Pn.

b) Donner la matrice Mn de Ln dans la base canonique
de Pn.

c) Montrer que Ln est diagonalisable.

2 Montrer que :

Pn(x) =
1
2n

n

k=0

n
k

2
(x − 1)n−k(x + 1)k .

En déduire Pn(1) et Pn(−1).

3 Calculer directement P1, P2, P3.

4 a) Vérifier les relations :

Un+1(x)− 2(n + 1)xUn(x) = 0 (1)

(x2 − 1)Un(x)− 2nxUn(x) = 0 (2)

b) En dérivant n + 1 fois (1) et (2), montrer que la suite
(Pn) vérifie :

Pn+1(x) = x Pn(x) + (n + 1)Pn(x) (3)

Ln(Pn) = n(n + 1)Pn. (4)

5 Montrer que, pour n 1, Pn est exactement de de-
gré n et calculer le coefficient an de xn dans Pn.

6 Montrer que les polynômes P0, · · · , Pn forment
une base de Pn .

2) Utiliser la formule de Leibniz pour

calculer
dn

d xn
(x − 1)n(x + 1)n .

4) b) Dériver n + 1 fois les relations (1) et (2).

3 Pour s’entraîner...
avec l’intégration

1 Limite de la suite (un)n définie par :

un =
1
n2

n

k=1

n2 − k2.
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11. DÉRIVATION, INTÉGRATION

2 Étude de la suite un =
2n+1

k=1

1
n2 + k

.

3 La fonction f est de classe C3 de [0, 1] dans R.

Donner un équivalent de
1

0
f − 1

n

n

k=0

f
k
n

.

4 Pour tout x dans [0, 1[ écrit avec son dévelop-
pement décimal propre x = 0, a1a2a3 · · · , on note :
f (x) = 0, a2a1a3 · · · . Et on prend f (1) = 1.

a) Étudier la continuité de f .

b) Calculer
1

0
f .

5 a) f est une fonction continue de R dans R,
T -périodique.

Montrer que, pour tout réel u, il existe x dans [0, T ] tel
que f (x + u)− f (x) = 0.

b) En déduire que, pour tout réel d 20 000 km, il
existe toujours deux points de la Terre distants géodé-
siquement de d et à même température.

6 Calculer lim
n−→+∞ Pn

k=1 1 +
k
n

sin(2p
√

n2+1)

.

7 La fonction f est continue de [a, b] dans R.
Montrer que :

lim
n−→+∞

b

a
| f |n

1
n

= f ∞ .

8 Nature de la série de terme général :

un = ln
n − 1 +

√
2n2 + 2

n + 1

+ ln
n + 1 +

√
2n2 + 2

n − 1
− ln 3 + 2

√
2 .

1) Sommes de Riemann...

2) Encadrer
1
k

avec des intégrales...

3) Écrire la différence :

Dn =
n−1

k=0

k+1
n

k
n

f (u)− f
k
n

d u,

puis appliquer une formule de Taylor à une primi-
tive F de f sur [0, 1].

4) Calculer f (x)− x en utilisant la partie entière.

5) a) On sait que :
u+T

u
f =

T

0
f .

6) Prendre ln Pn
k=1 1 +

k
n

sin(2p
√

n2+1)

La fonction sin est périodique et une somme de
Riemann est aussi cachée ici...
7) f est continue sur un segment, donc ...
Se placer sur un intervalle sur lequel
| f | f ∞ − ´, où ´ est un réel strictement
positif fixé et intégrer..

4 Le théorème de Fubini...

1 Calculer I =
p
2

0

1

0

d y
1 + y cos(x)

d x .

2 Montrer ensuite que :

I =
+∞

k=0

(−1)k

k + 1

p
2

0
cosk(x) d x .

1) Ne pas oublier de justifier l’application du théo-
rème de Fubini.

2) Écrire
1

1 + y cos(x)
en faisant intervenir la

somme des N premiers termes d’une série géomé-
trique.

5* Une équation intégrale

On se propose de résoudre le problème suivant. g est
une fonction continue sur l’intervalle [0, 1] telle que :

g(1) =
1

0
g(x) dx ,

et on cherche les fonctions f continues sur [0, +∞[
telles que les deux conditions suivantes soient réalisées

∀x ∈ [0, 1], f (x) = g(x) (1)

∀x 1, f (x) =
x

x−1
f (y) dy (2)

1 Soit f1 et f2 deux solutions du problème et
h = f1 − f2.

a) Montrer que h est de classe C1 sur ]1, +∞[. Que peut-
on dire en 1 ?

b) Déterminer une équation différentielle vérifiée par h
sur ]1, 2] et en déduire que h est nulle sur cet intervalle.

c) Prouver que h est nulle sur R+. Quelle conclusion
peut-on en tirer ?
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2 a) Montrer que les conditions :

∀x ∈ [0, 1], g0(x) = g(x)

∀n 1,
gn(0) = gn−1(1)

∀x ∈ [0, 1], gn(x)− gn(x) = −gn−1(x)

définissent une suite de fonctions (gn)n 1 de classe C1

sur l’intervalle [0, 1] et expliciter gn à l’aide de gn−1.

b) Montrer que pour tout entier n 1,

gn(1)− gn(0) =
1

0
gn(y)− gn−1(y) d y.

et en déduire que pour tout n 0, gn(1) =
1

0
gn(y) dy.

c) Vérifier que pour tout n 1 et pour tout x ∈ [0, 1],

gn(x) =
x

0
gn(y) dy +

1

x
gn−1(y) dy.

d) On définit maintenant la fonction F sur [0, +∞[ de
la manière suivante : pour tout entier n 0 et pour tout
x ∈ [n, n + 1[ :

F(x) = gn(x − n)

Montrer que F est une fonction continue sur R+. Mon-
trer que pour tout x 1 :

F(x) =
x

x−1
F(y) dy.

1) b) Prendre la limite en 1 pour obtenir la valeur
de la constante qui apparaît dans la résolution.
c) Mettre en place une récurrence à partir de la
question précédente.
2) a) Procéder par récurrence.
c) À x fixé, intégrer la relation gn = gn − gn−1

entre 0 et x .
d) Regarder la limite de F à droite et gauche aux
points entiers (les seuls qui posent problème) pour
obtenir la continuité de F .
Utiliser la relation de 2) c) pour exprimer
F(x) = gn(x − n).

6 Pour s’entraîner...
avec les fonctions intégrables

1 Nature de la série de terme général :

un =
1
na

n

0

Arctan x√
x

d x .

2 On note f une fonction continue, positive, décrois-
sante et intégrable sur l’intervalle ]0, 1]. Montrer que :

1

0
f (x) d x = lim

x→0+
1 n 1

x

x f (nx).

3 Montrer que la fonction H définie par :

H (t) =
+∞

0

sin(xt)
ex − 1

d x

est de classe C∞ sur R et exprimer sa dérivée sous
forme intégrale.

1) Calculer l’intégrale, après avoir justifié son exis-
tence en faisant une intégration par parties.

2) Fixer 0 < x <
1
2

et prendre N = E
1
x

.

Il ne reste plus qu’à encadrer
(k+1)x

kx
f (t) d t ....

3) Théorème de cours... Reprendre une à une toutes
les étapes sans en négliger aucune.
Patience et longueur de temps font plus que force,
ni que rage !

7 Transformée de Laplace
et convolution

D’après Icare et Air.

On considère E l’ensemble des fonctions f continues
de R+ dans R vérifiant la condition suivante :

f est d’ordre exponentiel à l’infini, c’est-à-dire :
∀a > 0 lim

x−→+∞ e−ax f (x) = 0 .

1 Montrer que E est un espace vectoriel sur R.

2 Pour f dans E , on pose F(x) =
+∞

0
f (t)e−t x d t .

a) Montrer que, pour tout réel strictement positif, l’ap-
plication (t −→ e−t x f (t)) est intégrable sur R+.

b) Soit L l’application de E dans F(R+, R), définie par
L( f ) = F .

Montrer que L est une application linéaire.

3 Soit f , g et h les applications définies sur R+ par :

∀n 1 f (x) = xn ; g(x) = sin(x) ; h(x) = |sin(px)| .

Calculer L( f ), L(g) et L(h).

4 f et g étant deux éléments de E , pour x réel positif

fixé, on définit ( f g)(x) =
x

0
f (t)g(x − t) d t .

a) Montrer que, pour tous f et g dans E , la fonction
f g est dans E .

b) Montrer que L( f g) = L( f )× L(g).

5 On considère la fonction J0 de Bessel définie sur

R+ par J0(x) =
1
p

p

0
cos(x sin t) d t .
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a) Montrer que J0 est dans E .

b) Écrire J0 sous la forme : J0(x) =
+∞

n=0

an xn.

c) Exprimer L(J0) sous forme de la somme d’une série.

On pourra utiliser
p

0
(sin t)2n d t =

(2n)!
(2nn!)2

p.

d) Donner un développement en série de

1 +
1
p2

−1/2

. En déduire L(J0).

6 a) Calculer L(J0 J0).

b) En admettant que :

∀( f , g) ∈ E2 L( f ) = L(g) =⇒ f = g,

en déduire J0 J0.

2) a) Utiliser e−t x = e−t x
2 e−t x

2 .
3) En intégrant de 0 à n, faire apparaître les
sommes partielles d’une série.
4) b) Pas simple... Écrire L( f g) sous la forme
d’une limite d’intégrales de 0 à n.
Identifier (avec un schéma !) le domaine du plan
sur lequel intégrer et appliquer soigneusement le
théorème de Fubini.
Un petit coup de convergence dominée pour
conclure...
5) a) Le plus simple possible...
b) Utiliser un développement en série entière de
(x −→ cos(x sin t)).
c) Comment permuter une intégrale et une somme
lorsque les fonctions sont continues sur [0, p] ?

8 Intégrabilité et convergence de
séries

1 Soit f une fonction définie et continue de R+ dans
R+ et (un)n∈N une suite croissante de réels positifs de
limite infinie. On note :

In =
un+1

un

f (t) d t .

Montrer qu’il est équivalent de dire que f est intégrable
sur R+ et que (In) est une série convergente.

2 Soit l un réel strictement positif. Calculer :
p

0

1

1 + l sin2(x)
d x .

En déduire, pour k ∈ N et a, b > 0, un encadrement
de :

Jk =
(k+1)p

kp

ta

1 + tb sin2(t)
d t .

En déduire pour quelles valeurs des réels a, b > 0 la

fonction t → ta

1 + tb sin2(t)
est intégrable sur R+.

3 On considère la fonction :

f : x → x . exp(−x6 sin2(x)).

a) Montrer que x → e−x2

est intégrable sur [0, +∞[.

On note :

J =
+∞

0
e−x2

d x .

b) Montrer que :

∀u ∈ 0,
p

2
,

2u
p

sin(u).

c) Montrer que f est intégrable sur [0, +∞[.

1) Traduire l’intégrabilité en terme de majoration.
2) Pour le calcul de la première intégrale, essayer
de poser t = tan(x). Pour Jk , se ramener à [0, p] et
encadrer grossièrement.
3) b) Penser à la convexité.
c) Introduire un = np + p/2. Plus précisément,
pour tout n dans N∗, trouver une majoration du
type np+ p

2

np− p
2

f (x) d x cn

p
2

0
e−dnu2

d u.

9* Une suite de fonctions

1 Montrer que, pour tout entier n 2 et pour

x ∈ [0, +∞[, la fonction t → e−xt sin(t)
t

n

est in-

tégrable sur ]0, +∞[. On définit alors sur R+ la fonction
fn par la formule :

fn(x) =
+∞

0
e−xt sin(t)

t

n

d t .

Étudier la continuité de fn .

2 Montrer que, pour tout x dans ]0, +∞[, la fonction

(t → e−xt sin(t)
t

) est intégrable sur ]0, +∞[.

On définit alors la fonction f1 sur ]0, +∞[ par la for-
mule :

f1(x) =
+∞

0
e−xt sin(t)

t
d t .

Étudier la continuité de f1.

3 Pour n 1 et x > 0, établir l’inégalité :

| fn(x)| 1
x
. En déduire la limite de fn(x) quand x tend

vers +∞.
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4 Soit (uk)k∈N la suite de fonctions définies sur
[0, +∞[ par la formule :

∀k ∈ N uk(x) =
(k+1)p

kp

e−xt sin(t)
t

d t .

a) Établir l’encadrement :

∀k 1 ∀x ∈ [0, +∞[,
2e−(k+1)px

(k + 1)p
|uk(x)| 2e−kpx

kp
.

b) Montrer que la série de fonctions uk converge
uniformément sur [0, +∞[.
Étudier la convergence simple et la convergence uni-
forme de la série |uk | sur l’intervalle [0, +∞[, sur
l’intervalle ]0, +∞[ et, pour a > 0, sur l’intervalle
[a, +∞[.

c) Déduire de ce qui précède que la fonction f1 définie
à la question 2) admet un prolongement par continuité
en x = 0. On continuera à nommer f1 la fonction ainsi
prolongée.

5 Pour quelles valeurs du réel a, la fonction

(t → sin(t)
ta

) est-elle intégrable sur ]0, +∞[ ?

6 Montrer que, pour n 1, la fonction fn est de
classe C∞ sur ]0, +∞[, et que l’on a, pour k 1,

lim
x→+∞ f (k)

n = 0.

7 a) Trouver une expression simple de f1 sur
]0, +∞[.

Expliciter alors f1 sur [0, +∞[. Donner la valeur de la
somme :

+∞

n=0

(n+1)p

np

sin(t)
t

d t .

b) Calculer f2 . En déduire une expression explicite de
f2 sur [0, +∞[.

c) Exprimer f3 au moyen de la fonction f1.

1) Trouver une fonction dominant la fonction sous
l’intégrale indépendante de x 0.
2) Pour tout a > 0, trouver une fonction dominant
la fonction sous l’intégrale indépendante de x a.
4) a) Commencer par justifier que :

|uk(x)| =
(k+1)p

kp

e−xt | sin(t)|
t

d t .

Encadrer alors la fonction sous l’intégrale.

b) Pour la convergence uniforme de (uk), ma-
jorer (uniformément) le reste en utilisant le critère
spécial des séries alternées.
c) Utiliser la question précédente pour obtenir une
propriété de la somme de la série (un). Relier
à f1.
5) Le cas a > 1 est simple ; déduire le cas a = 1 de
l’étude de |un(0)| ; déduire alors le cas a < 1.

6) Pour la limite de f (k)
n , on peut, par exemple, ma-

jorer grossièrement | f (k)
n (x)| (se débarrasser du si-

nus) puis poser le changement de variable u = xt .
7) a) f1(x) se calcule avec des intégrations par
parties ou en interprétant f1 (x) comme une par-
tie imaginaire. En primitivant, on obtient f1 a une
constante près à déterminer.
b) Même tactique ! Ne pas se décourager pas de-
vant les calculs. En particulier, calculer toutes les
primitives de fractions rationnelles (par décompo-
sition en éléments simples).

10 Comparaison à une intégrale
de Riemann au voisinage
de l’infini

1 Soit f une fonction continue sur (R+)2.

a) On suppose qu’il existe un réel a > 1 tel que la fonc-
tion :

(x , y) −→ (x2 + y2)a f (x , y)

soit bornée au voisinage de l’infini. Montrer que f est
intégrable sur (R+)2.

b) On suppose qu’il existe un réel a 1 et un réel k > 0
tels que :

(x2 + y2)a| f (x , y)| k

au voisinage de l’infini.

Montrer que f n’est pas intégrable sur (R+)2.

2 a) Montrer que l’application :

(x , y) −→ 1
(x + y + 1)a

est intégrable sur (R+)2 si, et seulement si : a > 2.

Calculer son intégrale pour a > 2.

b) Existence et calcul de :

R+×R+

1
(x2 + y2 + 1)a

.

Utiliser les coordonnées polaires.
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11 Où l’on intègre successivement
suivant chacune des variables

Soit A = {(x , y) ∈ R+∗2; x + y < 1}.

1 Montrer que
1

0

ln(1 + t)
t

d t =
p2

12
.

2 En déduire
A

d x d y
(x + 1)2 − y2

.

1) Utiliser le théorème d’intégration terme à terme.
2) Travailler sur une suite croissante de compacts,
puis se ramener à une intégrale simple à laquelle
on applique le théorème de convergence dominée.

12 Comparaison
avec une série double

Soit f une fonction positive, continue sur R+2 dont les
applications partielles sont décroissantes.

1 Montrer que f est intégrable sur R+2 si, et seule-

ment si, la suite

 n

p=0

n

q=0

 f (p, q)n∈N est majorée.

2 En déduire la nature des séries doubles :

•
∞

p=1

+∞

q=1

1
(p2 + q2 + 1)a

,
∞

p=1

+∞

q=1

1
(p2 + q2)a

,

∞

p=1

+∞

q=1

1
(p + q + 1)a

,
∞

p=1

+∞

q=1

1
(p2 + q2)a

;

•
∞

p=1

+∞

q=1

1
(ap + bq)a

, où a et b sont deux nombres com-

plexes non nuls dont le rapport n’est pas réel.

Travailler sur les pavés [0, n]2.

13 Comparaison à une somme
de Riemann au voisinage de O

Soit f une fonction complexe, continue sur l’ensemble :

D = {(x , y) ∈ R2; 0 < y2 + y2 R}.

1 On suppose qu’il existe un réel a < 1 tel que la
fonction :

(x , y) −→ (x2 + y2)a f (x , y)

soit bornée au voisinage de l’origine.

Montrer que f est intégrable sur D.

2 On suppose qu’il existe un réel a 1 et un réel
k > 0 tels que :

(x2 + y2)a| f (x , y)| k

au voisinage de l’origine.

Montrer que f n’est pas intégrables sur D.

Utiliser les coordonnées polaires.

14 Où une intégrale double permet
le calcul d’une intégrale simple

Soit f la fonction (x , y) −→ y exp(−(x2+1)y2) cos(2ax)
où a est un réel fixé.

1 Montrer que f est intégrable sur R+2 et que :

R+2

f =
1
2

+∞

0

cos(2ax)
1 + x2

d x .

2 Montrer que l’application F :

z −→
+∞

0
exp(−t2) cos(zt) d t

est de classe C1.

En déduire :

∀z ∈ R F(z)−
√

p

2
exp − z2

4
.

3 Soit G l’application :

z −→
√

p

2

+∞

0
exp(−t2 − z2

t2
) d t .

Montrer que G est continue sur R et de classe C1 sur
R∗. En déduire :

∀z ∈ R G(z) =
√

p

2
exp(−2|z|).

4 Calculer
+∞

0

cos(2ax)
1 + x2

d x .

1) Intégrer d’abord par rapport à y puis par rapport
à x .
2) et 3) N’oubliez pas les hypothèses de domina-
tion.
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Algorithmes
1 Une forme linéaire sur l’espace

des fonctions polynomiales
réelles
de degré inférieur ou égal à n

D’après, X.ESPCI, PC.

Partie mathématique

On fixe un entier n dans N et on désigne par E l’espace
vectoriel des fonctions polynomiales réelles de degré in-
férieur ou égal à n. On considère la forme linéaire L sur
E définie par :

∀P ∈ E L(P) =
1

−1
P(x) d x .

1 Déterminer l’image par L de la fonction polyno-

miale P telle que P(x) =
n

p=0

apx p.

Déterminer la dimension du noyau de L , puis une base
de ce noyau.

2 On considère des nombres réels (xi )0 i n tels que :

−1 x0 < x1 < ... < xi < xi+1 < ... < xn 1.

a) Montrer que, pour tout i , 0 i n, il existe une
fonction polynomiale Pi dans E telle que :

Pi (xi ) = 1 et Pi (x j ) = 0 pour j = i .

b) Montrer qu’il existe une unique famille de nombres
réels (li )0 i n telle que :

∀P ∈ E L(P) =
n

i=0

li P(xi ).

3 On suppose que, pour tout i , 0 i n,
xn−i = −xi . Montrer que ln−i = li .

En déduire que, si n est pair, toute fonction polynomiale
P de degré inférieur ou égal à n + 1 vérifie :

1

−1
P(x) d x =

n

i=0

li P(xi ).

4 Soit f une fonction réelle de classe Cn+1 sur l’in-
tervalle [−1, 1].

a) On pose Mn+1 = sup
x∈[−1,1]

f (n+1)(x) .

Déterminer des réels positifs a et b tels que :

1

−1
f (x) d x −

n

i=0

li f (xi ) Mn+1 a + b

n

i=0

|li |

où les (li )0 i n sont les nombres réels déterminés à la
question 2) .

b) On suppose que f est de classe Cn+2 sur l’intervalle
[−1, 1], que n est pair et que les points (xi )0 i n sont
choisis tels que :

xn−i = −xi , 0 i n.

Modifier la majoration précédente en utilisant
Mn+2 = sup

x∈[−1,1]
f (n+2)(x) .

Partie informatique

5 On suppose que n est pair et que les points
(xi )0 i nsont choisis tels que :

xn−i = −xi , 0 i n.

Écrire un programme qui calcule une valeur approchée

de
1

−1
f (x) d x .

Le tester en prenant n = 4.

1) Utiliser le cours sur les formes linéaires.
2) a) Ne pas oublier les polynômes de Lagrange.
b) Pour l’unicité, de même que pour l’existence,
utiliser les fonctions Pi .

3) Montrer que
n

i=0

li x
n+1
i = 0.

4) a) Utiliser la question 2) et l’inégalité de Taylor-
Lagrange.
Considérer une fonction polynomiale de Taylor de
f en 0.

2 Polynômes de Bernoulli

Partie mathématique

A. 1 Soit f une fonction définie continue sur [0, 1],
à valeurs réelles. Montrer que les conditions ci-dessous
définissent une unique fonction F continuement déri-
vable sur [0, 1] :

F = f ,
1

0
F(t) d t = 0

et exprimer F l’aide de G : x →
x

0
f (t) d t .

2 Montrer que les conditions :

B0 = 1, Bn+1 = Bn

et
1

0
Bn+1(t) d t = 0 pour tout n 0

définissent une unique suite de fonctions polynômes.
Ces polynômes sont appelés polynômes de Bernoulli.

Préciser le degré de Bn et son terme de plus haut degré
et expliciter les polynômes B1, B2, B3 et B4.
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3 Montrer, pour tout n entier naturel supérieur ou
égal à 2, l’égalité :

Bn(0) = Bn(1).

4 On définit une suite de polynômes Cn en posant,
pour tout n entier naturel :

Cn(X) = (−1)n Bn(1− X).

Montrer que la suite (Cn)n vérifie les conditions de la
question 2) définissant la suite (Bn)n et en déduire que
(Cn)n = (Bn)n. Qu’en déduit-on pour les graphes des
Bn et pour les valeurs, lorsque n est impair supérieur ou
égal à 3, de Bn(0), Bn(1/2) et Bn(1) ?

5 Montrer que les polynômes B2m+1 (pour m ∈ N) ne

s’annulent pas sur l’intervalle 0,
1
2

(on pourra procé-

der par récurrence sur m).

En déduire que les polynômes B2m(X)− B2m(0) sont de
signe constant sur [0, 1].

B.1 Montrer pour N entier naturel non nul :

∀t ∈]0, 1[, 1 + 2
N

k=1

cos(2kpt) =
sin((2N + 1)pt)

sin(pt)
.

2 Montrer que pour tout entier n > 0, la fonction fn

ci-dessous définie sur ]0, 1[ est prolongeable par conti-
nuité à [0, 1] et que le prolongement est continûment
dérivable :

∀t ∈]0, 1[, fn(t) =
Bn(t)− Bn(0)

sin(pt)
.

On exploitera le fait que 0 et 1 sont racines du polynôme
Bn − Bn(0).

3 Montrer que, pour toute fonction f continûment
dérivable sur [0, 1], on a :

lim
x→+∞

1

0
f (t) sin(xt) d t = 0.

4 Pour k et n entiers strictement positifs, on définit :

In,k =
1

0
Bn(t) cos(2kpt) d t .

Trouver une relation entre In,k et In−2,k et en déduire se-
lon la parité de n, I’expression de In,k en fonction de n
et de k.

5 En utilisant la formule établie au B.1), trouver, pour
N 1 entier naturel, une expression de :

1

0
f2m(t) sin((2N + 1)pt) d t

en fonction de m, N et B2m(0).

En déduire la valeur de
∞

k=1

1
k2m

en fonction de m 1

et de B2m(0).

Donner les valeurs de
∞

k=1

1
k2

et de
∞

k=1

1
k4

.

6 Montrer, pour tout m entier naturel non nul, la

majoration
∞

k=1

1
k2m

2 et en déduire la majoration

|B2m(0)| 4
(4p2)m

.

Partie informatique

7 Écrire une procédure de calcul des polynômes de
Bernoulli jusqu’à un degré n, sur une calculatrice.

A.1) Que dire de deux primitives sur un intervalle ?
2) Raisonner par récurrence.
3) Bn est une primitive de Bn1 : en déduire une ex-
pression de Bn(0)− Bn(1).
5) Dans l’étape de récurrence, on pourra raisonner
par l’absurde et aboutir à une contradiction avec le
théorème de Rolle.
B.1) Introduire la série géométrique de raison e2ipt .
2) Avec l’indication fournie, on peut écrire

fn(t) = Qn(t)
t(1− t)
sin(pt)

où Qn est un polynôme.

Il suffit d’étudier la fraction.
3) Intégrer par parties ( f est de classe C1).
4) Effectuer une double intégration par parties.

3* Calcul de l’exponentielle
sur un ordinateur

D’après ENS, Lyon.

Au niveau « bas », un ordinateur ne sait calculer qu’un
tout petit nombre de fonctions : addition, soustraction,
multiplication, division, comparaisons.

Nous allons étudier des méthodes utilisées par des or-
dinateurs pour approcher la fonction exponentielle dans
[−1, 1] par un polynôme.

On supposera connue une constante E = 2, 718281828
pour les procédures demandées.

Soit N un entier supérieur ou égal à 2. Notons PN l’es-
pace vectoriel des polynômes de degré inférieur ou égal
à N .

A.1 Montrer qu’il existe un unique polynôme P dans
PN tel que :

∀Q ∈ PN
1

−1
(P(x)−ex )2 d x

1

−1
(Q(x)−ex )2 d x .
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Par la suite, on définira dans C[−1, 1] le produit sca-
laire :

< f , g >=
1

−1
f (x)g(x) d x ,

et on admettra que la famille de polynômes (Wi )i∈[[0,N ]]

définie par :

W0 = 1 ; W1(x) = x ;
∀i ∈ [[2, N ]]

Wi (x)=
2i − 1

i
Wi−1(x)x − i − 1

i
Wi−2(x)

est orthogonale pour le produit scalaire.

Nous admettrons plus précisément que :

∀(i , j ) ∈ [[0, N ]]2

deg(Wi ) = i ; < Wi , W j >=
2

2i + 1
di j ,

où di j représente le symbole de Kronecker.

2 Écrire une procédure de calcul des polynômes Wi

pour i dans [[0, N ]].

3 Donner les coordonnées du polynôme P dans la
base (Wi )i∈[[0,N ]].

4 a) Montrer que, pour tout n > 0 :

In =
1

−1
xnex d x = e− (−1)n

e
− nIn−1.

b) Utiliser ce résultat pour écrire une procédure qui cal-
cule le polynôme P dans la base canonique de PN .

5 Écrire une procédure qui calcule P(x) pour tout
réel x de [−1, 1] en utilisant un minimum d’opérations
arithmétiques.

6 Écrire une procédure qui calcule une valeur appro-
chée de exp(x) pour tout réel x .

B. Une autre méthode basée sur la limite :

lim
p−→+∞ 1 +

x
p

p

= ex .

1 Écrire une procédure qui retourne, en fonction de

x et de n, la valeur de 1 +
x
2n

2n

, en effectuant un

nombre de multiplications qui est une fonction affine
de n.

2 On définit une fonction rn qui mesure l’erreur rela-

tive commise en approchant ex par 1 +
x
2n

2n

:

ex = 1 +
x
2n

2n

(1 + rn(x)).

Donner, pour x dans [0, 1] et n 1, un majorant de
rn(x).

En déduire une procédure qui calcule l’exponentielle
d’un réel x de [0, 1] avec une erreur rn(x) majorée par
´, où ´ est un réel strictement positif quelconque.

C. Une méthode n’utilisant pas de multiplication est très
utilisée par les circuits intégrés de calcul des fonctions
mathématiques.

Elle n’utilise que les multiplications par une puissance
de 2, car ces multiplications, sur un ordinateur représen-
tant les nombres en base 2, se réduit à un simple déca-
lage de chiffres vers la droite ou vers la gauche.

On pose, pour i dans N∗, li = ln(1 + 2−i ).

On suppose que l’on dispose d’une procédure de-
cale(x , n) telle que : decale(x , n)=x2n .

Soit N un entier supérieur ou égal à 2. On suppose éga-
lement que les N premiers termes li sont mémorisés
dans une liste de réels L (on a L[i] = li pour i dans
[[0, N − 1]]).

1 Montrer que la série li est convergente, et mon-

trer que pour tout i : li+1
1
2

li .

En déduire que, pour tout i : li

+∞

k=i+1

lk .

2 En déduire que, pour tout u0 compris entre 0 et
+∞

i=0

li , la suite (ui ) définie par :

ui+1 =
ui si ui < li

ui − li si ui li
converge vers 0.

3 Soit u0 compris entre 0 et
+∞

i=0

li .

Trouver la limite de la suite de terme général vi , définie
par : 

v0 = 1

si ui < li alors
ui+1 = ui

vi+1 = vi

si ui li alors
ui+1 = ui − li

vi+1 = vi + 2−ivi

.

4 En déduire une procédure donnant une approxima-
tion A de l’exponentielle de tout réel u0 compris entre 0

et
+∞

i=0

li . Donner un encadrement simple de
eu0

A
.
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11. DÉRIVATION, INTÉGRATION

A. 1) Utiliser un produit scalaire et la distance as-
sociée à ce produit scalaire.
3) Utiliser la formule de projection orthogonale sur
un sous-espace vectoriel muni d’une base orthogo-
nale.
4) b) N’utiliser que des opérations élémentaires...
5) Connaître l’algorithme de Horner.
6) Savoir que ex+1 = ex e et définir une fonction
puissance...
B. 2) Calculer rn(x), poser m = 2n ;

fm(x) = ex 1 +
x
m

−m
− 1.

Majorer fm(x) pour tout x de [0, 1] par fm(1), et
continuer de majorer...
C. 2) Montrer, sans peine, que la suite (ui ) est po-
sitive et décroissante.
Supposer sa limite l > 0. Alors, pour i assez grand,
ui > li . Ensuite, à vous de jouer...
3) Considérer la suite :

i0 < i1 < · · · < ik < · · ·
(finie ou non) des indices i pour lesquels ui li et
I l’ensemble de ces indices.
Exprimer u0 en fonction des lk pour k dans I ...
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C O R R I G É S
1 Pour s’entraîner...

avec la dérivation

1 La dérivabilité de f en 0 se traduit par un dévelop-
pement limité :

f
1
n

= f (0) +
1
n

f (0) + o
1
n

.

Donc, pour tout ´ > 0 :

∃N ∈ N ∀n N f
1
n

− f (0)− 1
n

f (0)
´

n
.

En sommant :

∀n N un − (n + 1) f (0)− (
2n

k=n

1
k

) f (0) ´

2n

k=n

1
k
.

Posons vn =
2n

k=n

1
k

et utilisons la comparaison avec une

intégrale. Nous savons que, pour tout k 2 :
k+1

k

d t
t

1
k

k

k−1

d t
t

.

D’où, pour tout n 2 :
2n+1

n

d t
t

vn

2n

n−1

d t
t

.

Puis : ln 2 +
1
n

vn ln 2 +
2

n − 1
.

La suite (vn)n converge donc vers ln 2.

Finalement :

• si f (0) = 0, la suite (un)n converge vers ln(2) f (0) ;

• si f (0) = 0, la suite (un)n diverge.

2 a) Remarquons que cotanw impose w = kp, pour k
dans Z.

Montrons d’abord que P est un polynôme de degré n.

Effectuons une récurrence en considérant les dérivées
successives de la fraction rationnelle :

F(X) =
X − cotanw

X2 + 1
.

Pour n = 1 : F(X) =
P1(X)

(X2 + 1)
=

P(X)
(X2 + 1)

.

Alors P est un polynôme de degré 1 et de coefficient
dominant 1.

Supposons que, pour un certain n 1, on ait :

F (n−1)(X) =
Pn(X)

(X2 + 1)n
, avec Pn un polynôme de degré

n et de coefficient dominant (−1)n−1(n − 1)!.

Alors :

F (n)(X)=
(X2 + 1)Pn(X)− 2nX Pn(X)

(X2 + 1)n+1
=

Pn+1(X)
(X2 + 1)n+1

,

avec Pn+1(X) = (X2 + 1)Pn(X)− 2nX Pn(X).

Pn+1 est donc un polynôme de degré inférieur ou égal à
n + 1.

Le coefficient de Xn+1 dans Pn+1 est :

(−1)n−1n(n − 1)!− 2n(−1)n−1(n − 1)! = (−1)nn!.

b) Décomposons, dans C[X], la fraction rationnelle F
en éléments simples :

F(X)=
X − cotan w

X2 + 1
=

1
2 sin(w)

ei(− p
2 +w)

x + i
+

ei( p
2 −w)

x − i
.

Nous en déduisons :

dn−1

d Xn−1

X − cotanw

X2 + 1

=
(−1)n−1(n − 1)!

2 sin(w)
ei(− p

2 +w)

(x + i)n
+

ei( p
2 −w)

(x − i)n
.

Puis :

P(x) = 0 ⇐⇒ (x − i)nei(− p
2 +w) = −(x + i)nei( p

2 −w).

Les complexes i,−i ne sont pas solutions.

P(x) = 0 ⇐⇒ (x − i)n

(x + i)n
= −ei(p−2w) = e−2iw.

L’équation complexe zn = e−2iw admet pour racines :

zk = e2i(− w
n + kp

n ), avec k dans [[0, n − 1]].

Pour tout k de [[0, n − 1 tel que zk = 1, nous obtenons :

xk = i
1 + e2i(− w

n + kp
n )

1− e2i(− w
n + kp

n )
= cotan

w

n
− kp

n
.

Or, w = kp, donc
w

n
− kp

n
= 0 (modp).

Le polynôme P admet donc n racines :

xk = cotan
w

n
− kp

n
, pour k dans [[0, n − 1]].

3 Supposons que T existe. On a alors :

Ker T 2 = Ker D ; dim Ker T 2 = 1.

Et : Ker T ⊂ Ker T 2 ; Ker T = {0}.

Nous en déduisons : Ker T = Ker T 2.
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11. DÉRIVATION, INTÉGRATION

Puis : Ker T 4 = Ker T 3 = Ker T 2.

Soit : Ker D2 = Ker D.

Ceci est faux. T n’existe pas.

4 Nous avons établi dans le cours que l’application
f est une fonction polynôme. Elle est donc dérivable
sur R.

De plus, en notant c1, c2, · · · , cn les colonnes de A et
k1, k2, · · · , kn celles de B :

f (t)− f (0) = Det(c1 + tk1, c2 + tk1, · · · , cn + tkn)

−Det(c1, c2, · · · , cn)

= t

 n

j=1

Det(c1, · · · , k j , c j+1, · · · , cn)

 + P(t),

où P est un polynôme de degré supérieur à 1.

Par conséquent :

f (0) =
n

j=1

Det(c1, · · · , k j , c j+1, · · · , cn).

2 Polynômes

1 a) Soit P une fonction polynôme de Pn . Le degré

de (x2 − 1)
d P
d x

est inférieur ou égal à n + 1.

Donc Ln(P) est dans Pn .

La linéarité de Ln découle de la linéarité de la dériva-
tion.

b) Calculons Ln(xk).

Ln(1) = 0 ; ∀k 1 Ln(xk) = k(k+1)xk−k(k−1)xk−2.

La matrice Mn est :

Mn =



0 0 · · · 0 0
... 2

. . . −k(k − 1)
k(k + 1)

0
. . .


.

c) La matrice Mn est triangulaire supérieure.

Ses valeurs propres sont ses éléments diagonaux. Ils
sont deux à deux distincts.

La matrice et l’endomorphisme Ln sont diagonalisables.

2 Calculons d’abord, avec la formule de Leibniz :

dn

d xn
(x − 1)n(x + 1)n =

n

k=0

n
k n(n − 1) · · ·

(n − k + 1)(x − 1)n−kn(n − 1) · · · (k + 1)(x + 1)k

=
n

k=0

n
k

n!
(n − k)!

(x − 1)n−k n!
k!

(x + 1)k

D’où : Pn(x) =
1
2n

n

k=0

n
k

2
(x − 1)n−k(x + 1)k .

Par conséquent : Pn(1) = 1; Pn(−1) = (−1)n .

3 Allons-y... Les questions faciles permettent, en
concours, de gagner des petits points....

P1(x) = x ; P2(x) =
1
2

(3x2 − 1) ; P3(x) =
5x3 − 3x

2
.

4 a) Dérivons :

(1) : Un+1(x) = (x2 − 1)n+1 = (n + 1)(x2 − 1)n2x

= 2(n + 1)xUn(x).

(2) : (x2 − 1)Un(x) = (x2 − 1)n(x2 − 1)n−12x

= 2nxUn(x).

b) Dérivons n + 1 fois la relation (1) :

2n+1(n + 1)!Pn+1(x)− 2(n + 1)2nn! x Pn(x)

+(n + 1)Pn(x)) = 0.

D’où :

(3) : Pn+1(x) = x Pn(x) + (n + 1)Pn(x).

Dérivons ensuite n + 1 fois la relation (2) et simplifions
par 2nn! :

(x2−1)Pn (x)+(n+1)2x Pn(x)+(n+1)n Pn(x)−2nx Pn(x)

− 2n(n + 1)Pn(x) = 0.

Or : (x2 − 1)Pn (x) + 2x Pn(x) = Ln(Pn)

Donc : Ln(Pn) = n(n + 1)Pn(x).

5 Utilisons la définition de Pn . Le terme dominant de
Un est x2n . Le polynôme Pn est donc de degré n et le
coefficient de xn dans Pn pour n 1 est :

1
2nn!

2n(2n − 1) · · · (2n − n + 1) =
2n
n

2n
.

Nous vérifions avec la question 3).

6 Les polynômes P0, · · · , Pn sont non nuls, de degrés
distincts inférieurs ou égaux à n. Ils forment une base
de Pn .
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3 Pour s’entraîner...
avec l’intégration

1 Nous reconnaissons une somme de Riemann de la
fonction x → 1− x2 , continue sur [0, 1].

Donc : lim
x−→+∞ un =

1

0
1− x2 d x = I .

Posons x = sin t , avec t dans 0,
p

2
. I =

p

4
.

2 Par définition : un =
(n+1)2

j=n2+1

1
j
.

La fonction t → 1
t

est continue, positive et décrois-

sante sur R+∗.

Donc : ∀ j 1
j+1

j

d t
t

1
j

j

j−1

d t
t

.

Sommons les inégalités obtenues :

∀n 1
(n+1)2+1

n2+1

d t
t

un

(n+1)2

n2

d t
t

.

Soit : ln
(n + 1)2 + 1

n2 + 1
un ln

(n + 1)2

n2
.

Donc : lim
x−→+∞ un = 0.

3 Notons F une primitive de f sur [0, 1]. Alors :

Dn =
1

0
f−

n

k=0

f
k
n

=
n−1

k=0

k+1
n

k
n

f (u)− f
k
n

d u.

Dn =
n−1

k=0

F
k + 1

n
− F

k
n

− 1
n

F
k
n

.

Utilisons l’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée à la
fonction F , de classe C4 sur [0, 1].

F
k + 1

n
− F

k
n

− 1
n

F
k
n

− 1
2n2

F
k
n

− 1
6n3

F (3) k
n

1
24n4

sup
t∈[0,1]

F (4)(t) .

Notons : M4 = sup
t∈[0,1]

F (4)(t) .

Nous obtenons :

1
6n3

n−1

k=0

F (3) k
n

− M4

24n4

n(n − 1)
2

nDn − 1
2

n−1

k=0

1
n

F
k
n

1
6n3

n−1

k=0

F (3) k
n

− M4

24n4

n(n − 1)
2

Or : lim
n−→+∞

1
n

n−1

k=0

F
k
n

=
1

0
F = f (1)− f (0).

Et : lim
n−→+∞

1
6n3

n−1

k=0

F (3) k
n

= 0.

En déduire : Dn ∼ f (1)− f (0)
n

.

4 a) Calculons f (x)− x .

f (x)−x =
a2 − a1

10
+

a1 − a2

100
= E(100x)−11E(10x)

9
100

.

La fonction f est donc continue par morceaux sur [0, 1].

Les points de discontinuité de f sont les
k

100
, avec k

dans [0, 99].

b) Utilisons f (x)− x pour évaluer
1

0
f .

1

0
E(100x) d x =

99

k=0

k+1
100

k
100

k d x =
1

100

99

k=0

k =
99
2

1

0
E(10x) d x =

9
2

.

D’où :
1

0
f =

1

0
x d x =

1
2

.

5 a) Puisque f est continue et T -périodique, nous sa-
vons que, pour tout réel u :

u+T

u
f =

T

0
f =

T

0
f (u + v) d v.

D’où :
T

0
( f (u + v)− f (v)) d v = 0.

La fonction (v → f (u + v) − f (v)) est continue sur
[0, T ]. Elle est donc nulle ou s’annule sur [0, T [.

b) Appelons f la fonction température en un point de
l’équateur de la Terre.

Nous la supposons continue. Elle est périodique, de pé-
riode la longueur de l’équateur.

Conclure en appliquant la question a).

6 Notons : un = Pn
k=1 1 +

k
n

sin(2p
√

n2+1)

.

Alors : vn = ln(un)=sin 2p
√

n2 + 1
n

k=1

ln 1 +
k
n

.

Remarquons que :

sin(2p
√

n2 + 1) = sin 2p
√

n2 + 1− 2np

= sin 2p
1√

n2 + 1 + n
∼ p

n
.
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11. DÉRIVATION, INTÉGRATION

Et puisque la fonction ln est continue sur [1, 2] :

lim
n−→+∞

1
n

n

k=1

ln 1 +
k
n

=
2

1
ln(t) d t = 2 ln 2− 1.

D’où : lim
n−→+∞ vn = p ln

4
e

.

La fonction exp est continue sur R, donc :

lim
n−→+∞ un =

4
e

p

.

7 La fonction f est continue sur un segment, donc
bornée et atteint ses bornes.

Notons M = f ∞ = f (c), avec c dans [a, b].

Supposons c dans ]a, b[ pour simplifier la rédaction et
fixons ´ > 0.

Puisque f est continue, il existe a > 0 tel que :

∀x ∈]c − a, c + a[ | f (x)| M − ´.

D’où :
b

a
| f (x)|n d x

c+a

c−a

| f (x)|n d x 2a(M − ´)n.

Nous en déduisons :

b

a
| f (x)|n d x

1
n

(M − ´)(2a)
1
n .

Or, (2a)
1
n tend vers 1 lorsque n tend vers +∞.

Au-delà d’un certain rang, on a donc :

b

a
| f (x)|n d x

1
n

(M − 2´).

De plus :

b

a
| f (x)|n d x

1
n b

a
Mn d x

1
n

M(b − a)
1
n .

Puisque (b − a)
1
n tend vers 1 lorsque n tend vers +∞,

nous pouvons conclure :

lim
n−→+∞

b

a
| f |n

1
n

= f ∞ .

Raisonner de manière analogue si c est en a ou en b.

8 Nous pouvons écrire :

un = ln
n − 1 +

√
2n2 + 2

n + 1
+ln

n + 1 +
√

2n2 + 2
n − 1

− ln 3 + 2
√

2

un = ln 1− 2
n + 1

+ 2 + 2
−2

n + 1
+

4
(n + 1)2

+ln 1 +
2

n − 1
+ 2 + 2

2
n − 1

+
4

(n − 1)2
−ln 3 + 2

√
2

Lorsque n tend vers +∞, un tend vers :

2 ln(1 +
√

2)− ln(3 + 2
√

2) = 0.

Considérons la fonction f définie sur R par :

f (x) = ln(1 + x +
√

2 + 2x + x2).

Cette fonction est de classe C+∞ sur R. Elle admet donc
un développement limité à tout ordre au voisinage de 0.
Nous obtiendrons ce développement limité en intégrant
un développement limité de f (x).

f (x) =
1√

x2 + 2x + 2
=

1√
2

1 + x +
x2

2

−1/2

=
1√
2

1− 1
2

x + o(x) .

D’où : f (x) = ln(1 +
√

2) +
x√
2
− x2

4
√

2
+ o(x2).

Nous en déduisons :

un = − 2√
2(n + 1)

+
2√

2(n − 1)
− 1√

2(n + 1)2

− 1√
2(n − 1)2

+ o
1
n2

un = −
√

2
1
n
− 1

n2
−
√

2 −1
n
− 1

n2
− 1√

2n2

− 1√
2n2

+ o
1
n2

un =
√

2
n2

+ o
1
n2

.

La série un converge.

4 Le théorème de Fubini...

1 La fonction (x , y) → 1
1 + y cos(x)

est continue

sur 0,
p

2
× [0, 1].

D’après le théorème de Fubini : I =
1

0

p
2

0

d x
1 + y cos(x)

d y.

Calculons
p
2

0

d x
1 + y cos(x)

en posant u = tan
x
2

.
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• Si y = 1 :
p
2

0

d x
1 + y cos(x)

= 2
1

0

d u
u2(1− y) + (1 + y)

=
2

1− y2
Arctan u

1− y
1 + y

1

0

=
2

1− y2
Arctan

1− y
1 + y

.

• Si y = 1 :
p
2

0

d x
1 + cos(x)

=
1

0
d u = 1.

D’où, en considérant que la fonction obtenue est pro-
longée par continuité en 1 :

I =
1

0

2

1− y2
Arctan

1− y
1 + y

d y

= −2Arctan 2 1− y
1 + y

1

0

=
p2

8
.

2 Pour tout (y, x)) dans [0, 1] × 0,
p

2
et pour

tout N > 0 :

1
1 + y cos(x)

=
N

k=0

(−y cos(x))k +
(−y cos(x))N+1

1 + y cos(x)
.

Donc :

I =
N

k=0

p
2

0

1

0
(−y cos(x))k d y d x

+
p
2

0

1

0

(−y cos(x))N+1

1 + y cos(x)
d y d x

=
N

k=0

(−1)k

k + 1

p
2

0
cosk(x) d x + RN .

Et : |RN |
p
2

0

1

0
yN+1 d y d x =

p

2(N + 1)
.

D’où : I =
+∞

k=0

(−1)k

k + 1

p
2

0
cosk(x) d x .

5 Une équation intégrale

1 h est nulle sur [0, 1], continue sur R+ et vérifie :

∀x 1, h(x) =
x

x−1
h(y) d y.

a) La continuité de h sur R+ nous donne le caractère C1

de x →
x

x−1
h(y) d y sur [1, +∞[.

h est dérivable en tout point de ]1, +∞[ (avec continuité
de la dérivée) et dérivable à droite en 1 avec :

∀x > 1, h (x) = h(x)− h(x − 1)

h est nulle sur [0, 1] et est donc dérivable à gauche en 1.
Les dérivées à droite et gauches sont égales. h est déri-
vable en 1 avec h (1) = 0.

b) D’après ce qui précède :

∀x ∈]1, 2], h (x)− h(x) = 0.

Il existe donc une constante c telle que ∀x ∈]1, 2],
h(x) = cex . h est continue et nulle en 1. Quand x tend
vers 1, on obtient c = 0. h est donc nulle sur ]1, 2].

c) On montre alors par récurrence que, pour tout entier
n, h est nulle sur [n, n+1]. On en déduit que le problème
posé possède au plus une solution.

2 a) Prouvons par récurrence sur n 1 que gn est
bien définie et de classe C1 sur [0, 1].

• y(0) = g(1)
∀x ∈ [0, 1] , y (x)− y(x) = −g(x)

est un problème de Cauchy lié à une équation différen-
tielle linéaire d’ordre 1, sous forme résolue, et g est
continue. Il existe une unique solution, g1.

On peut la préciser puisque l’on sait que la solution gé-
nérale de l’équation sur [0, 1] est :

x → ex c −
x

0
e−t g(t) d t .

La condition g1(0) = g(1) donne la constante c et on
obtient :

∀x ∈ [0, 1], g1(x) = ex g(1)−
x

0
e−t g(t) d t .

Supposons gn−1 bien définie et de classe C1 ;
y(0) = gn−1(1)
∀x ∈ [0, 1], y (x)− y(x) = −gn−1(x)

est un problème de Cauchy lié à une équation diffé-
rentielle linéaire d’ordre 1, sous forme résolue, et g est
continue. Il existe une unique solution, gn . Comme ci-
dessus, on montre que :

∀x ∈ [0, 1], gn(x) = ex gn−1(1)−
x

0
e−t gn−1(t) d t .

b) On sait que ∀t ∈ [0, 1], gn(t) = gn(t)− gn−1(t).

On intègre cette égalité entre 0 et 1 pour obtenir la re-
lation demandée. On prouve alors par récurrence sur
n 0 que :

gn(1) =
1

0
gn(t) d t .

• g0 = g et la relation est vraie par hypothèse au rang 0.

• Supposons la relation vraie pour un rang n 0. On a
alors :
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gn+1(1) = gn+1(0) +
1

0
(gn+1(t)− gn(t)) d t

= gn(1) +
1

0
gn+1(t) d t −

1

0
gn(t) d t

et avec le résultat au rang n, on obtient la relation au
rang n + 1.

c) On sait que : ∀t ∈ [0, 1], gn(t) = gn(t)− gn−1(t).

Pour x ∈ [0, 1] fixé, on intègre cette égalité entre 0 et x :

gn(x)− gn(0) =
x

0
gn(t) d t −

x

0
gn−1(t) d t

=
x

0
gn(t) d t +

1

x
gn−1(t) d t −

1

0
gn−1(t) d t

La question précédente donne :
1

0
gn−1(t) d t = gn−1(1) = gn(0)

et on en déduit l’égalité demandée.

d) Soit x0 ∈ R ; distinguons trois cas.
• Si x0 /∈ N et n = E(x0) ; on a F(x) = gn(x − n) sur
[n, n + 1[ et x0 est intérieur à cet intervalle.

La continuité de gn en x0 − n donne celle de F en x0.
• Si x0 est dans N∗, alors :

∀x ∈ [x0, x0 + 1[ F(x) = gx0 (x − x0).

Et : ∀x ∈ [x0 − 1, x0[, F(x) = gx0−1(x − x0 + 1).

On en déduit que F admet une limite à droite et à gauche
en x0 :

F(x+
0 ) = gx0 (0) et F(x−

0 ) = gx0−1(1)

et ainsi F(x+
0 ) = F(x−

0 ) = F(x0) ce qui donne la conti-
nuité de F en x0.
• Si x0 = 0, on montre de même que F est continue à
droite en x0. On a donc F continue sur R+. Soit x 1
et n = E(x) :

F(x) = gn(x − n) =
x−n

0
gn(t) d t +

1

x−n
gn−1(t) d t

=
x

n
gn(y − n) d y +

n

x−1
gn−1(y − n + 1) d y.

On a posé : y = t + n dans la première intégrale et
y = t + n − 1 dans la seconde.

Comme ]n, x[⊂ [n, n + 1[ et ]x − 1, n[⊂]n − 1, n[, on a
donc :

F(x) =
x

n
F(y) d y +

n

x−1
F(y) d y =

x

x−1
F(y) d y.

6 Pour s’entraîner...
avec les fonctions intégrables

1 La fonction x → Arctan x√
x

est continue sur R+∗

et se prolonge par continuité en 0.

Effectuons une intégration par parties :
n

0

Arctan x√
x

d x = 2
√

nArctan n − 2
n

0

√
x

1 + x2
d x

= 2
√

nArctan n − 4

√
n

0

u2

1 + u4
d u

= 2
√

nArctan n +

√
n

0

√
2u

1 +
√

2u + u2
d u

−
√

n

0

√
2u

1−√
2u + u2

d u

= 2
√

nArctan n +

√
2

2
ln

n +
√

2n + 1

n −√
2n + 1

−
√

2 Arctan
√

2n + 1 + Arctan
√

2n − 1 .

Donc :
n

0

Arctan x√
x

d x ∼ 2
√

nArctan n.

Puis :
un ∼ 2Arctan n

na−1/2
∼ p

na−1/2
.

La série converge si, et seulement si a >
3
2

.

2 Fixons 0 < x <
1
2

et notons N = E
1
x

.

Puisque f est continue, positive et décroissante sur
]0, 1], pour tout k dans [[1, N − 1]] :

x f ((k + 1)x)
(k+1)x

kx
f (t) d t x f (kx).

En sommant, nous obtenons :
N−1

k=0

x f ((k + 1)x)
N x

0
f (t) d t .

Et :
N x

x
f (t) d t

N−1

k=1

x f (kx).

Donc :

N x

x
f (t) d t

N−1

k=1

x f (kx)
N

k=1

x f (kx)

=
N

k=0

x f ((k + 1)x)
1

0
f (t) d t .

Or 0 1− N x < x .

La fonction f est intégrable sur ]0, 1]. Donc :

lim
x−→0

N x

x
f (t) d t =

1

0
f (t) d t .

Puis :
1

0
f (x) d x = lim

x→0+
1 n 1

x

x f (nx).
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3 Notons h la fonction définie sur R × R+∗ par :

h(t , x) =
sin(xt)
ex − 1

.

La fonction h est continue par rapport à t et continue
par rapport à x .

∀A>0 ∀x >0 ∀t ∈ [−A, A] |h(t , x)| |xt |
ex − 1

Ax
ex − 1

La fonction x → x
ex − 1

est continue et intégrable

sur R+∗ car elle se prolonge par continuité en 0 et :

x
ex − 1

=+∞ o
1
x2

.

La fonction H est continue sur R.

Allons plus loin.

La fonction h admet sur R × R+∗, à tout ordre p 1,
une dérivée partielle par rapport à t , d’ordre p :

∂ ph
∂t p

(x , t) =
x p sin xt + p

p

2
ex − 1

.

Cette dérivée est continue sur R× R+∗. De plus :

∂ ph
∂t p

(x , t)
x p

ex − 1
.

La fonction x → x p

ex − 1
est continue sur R+∗, elle

peut être prolongée par continuité en 0 (p 1), et elle
est intégrable sur R+.

Nous pouvons en déduire que la fonction H est de classe
C∞ sur R et que :

∀p 1 H (p)(x) =
+∞

0

x p sin xt + p
p

2
ex − 1

d x .

7 Transformée de Laplace
et convolution

1 E est une partie non vide de l’espace vectoriel
C(R+, R).

Soit a, b deux réels et f , g deux fonctions de E .

La fonction a f + bg est continue de R+ dans R.

Fixons un réel a > 0.

e−ax (a f (x) + bg(x)) = e−
a
2 x a f (x) + e−

a
2 x bg(x).

En conclure que lim
x−→+∞ e−ax (a f (x) + bg(x)) = 0.

E est un sous-espace vectoriel de C(R+, R).

2 a) Soit x > 0.

L’application (t −→ e−t x f (t)) est continue sur R+.

De plus e−t x f (t)t2 = e−
x
2 t f (t)× e−

x
2 t t2.

Donc : e−t x f (t) =+∞ o
1
t2

.

L’application (t −→ e−t x f (t)) est intégrable sur R+.

b) La linéarité de L découle de la linéarité de l’intégrale.

3 Vérifier d’abord que les fonctions f , g, h sont
dans E .

Soit A > 0 , x > 0 et n 1.

A

0
e−t x tn d t =

e−t x

−x
tn

A

0

−
A

0

e−t x

−x
ntn−1 d t .

Faisons tendre A vers +∞. Nous obtenons :
+∞

0
e−t x tn d t =

n
x

+∞

0
e−t x tn−1 d t .

En déduir par récurrence que :
+∞

0
e−t x tn d t =

n!
xn+1

.

D’où : L( f )(x) =
n!

xn+1
.

Calculons maintenant L(g). Soit A > 0.

A

0
e−t x sin(t) d t = Im

A

0
e−t(x−i) d t

= Im −e−t(x−i)

x − i

A

0

.

Soit :
A

0
e−t x sin(t) d t = Im

e−A(x−i)

i− x
− 1

i− x
.

Faisons tendre A vers +∞. Nous obtenons :

L(g)(x) =
+∞

0
e−t x sin(t) d t = Im

1
x − i

=
1

x2 + 1
.

Et puis maintenant L(h). Soit A > 0.

+∞

0
e−t x |sin(pt)| d t = lim

n−→+∞

n

0
e−t x |sin(pt)| d t .

Soit n > 0.

n

0
e−t x |sin(pt)| d t =

n−1

k=0

k+1

k
e−t x |sin(pt)| d t

=
n−1

k=0

1

0
e−(k+u)x sin(pu) d u

=
n−1

k=0

e−kx
1

0
e−ux sin(pu) d u.
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Calculons
1

0
e−ux sin(pu) d u.

1

0
e−ux sin(pu) d u = Im

1

0
eu(−x+ip) d u

= Im
eu(−x+ip)

−x + ip

1

0

= Im
e−x+ip − 1
−x + ip

= Im
(e−x + 1)(x + ip)

x2 + p2

1

0
e−ux sin(pu) d u =

p(e−x + 1)
x2 + p2

.

D’où :
n

0
e−t x |sin(pt)| d t =

n−1

k=0

e−kx p(e−x + 1)
x2 + p2

.

Puis :

L(h)(x) =
p(e−x + 1)

(x2 + p2)(1− e−x )
.

4 a) Posons t = ux dans l’intégrale qui définit f g.

∀x 0 f g(x) =
1

0
f (ux)g(x(1− u))x d u

La fonction ((u, x) −→ f (ux)g(x(1− u))x) est conti-
nue sur [0, 1]× R+.

Donc la fonction f g est continue sur R+.

Fixons ensuite a > 0. Soit x 0.

e−ax ( f g)(x) = e−
a
2 x

x

0
e−

a
2 t f (t) e−

a
2 (x−t)g(x − t) d t .

Les fonctions continues t −→ e−
a
2 t f (t) et

t −→ e−
a
2 (x−t)g(x − t) tendent vers 0 en +∞.

Elles sont bornées. Notons M f , Mg deux réels positifs
tels que :

∀x 0 e−
a
2 t f (t) M f ; e−

a
2 (x−t)g(x − t) Mg.

Alors : ∀x 0 e−ax ( f g)(x) xe−
a
2 x M f Mg.

La fonction (t −→ e−ax ( f g)(x)) tend vers 0 en +∞.

b) Soit f et g deux fonctions de E .

Nous savons que, pour tout y positif :

L( f g)(y) = lim
n−→+∞

n

0
e−yx

x

0
f (t)g(x − t) d t d x .

Si n est fixé, la fonction (t , x) −→ e−yx f (t)g(x − t)
est continue sur le domaine :

D = {(t , x) ; 0 x n , 0 t x} .

Utilisons le théorème de Fubini sur ce domaine.
n

0
e−yx

x

0
f (t)g(x − t) d t d x

=
n

0
e−t y f (t)

n

t
e−y(x−t)g(x − t) d x d t .

Posons x − t = u.
n

0
e−yx

x

0
f (t)g(x − t) d t d x

=
+∞

0
e−t yx[0,n](t) f (t)

n−t

0
e−ug(u) d u d t .

Notons (hn)n la suite de fonctions définies par :

hn(t) = e−t yx[0,n](t) f (t)
n−t

0
e−u g(u) d u .

Et appliquons le théorème de convergence dominée.

Les fonctions hn sont continues par morceaux sur R+.

La suite de fonctions (hn)n converge simplement sur R+

vers la fonction h définie par :

h(t) = e−t y f (t)
+∞

0
e−ug(u) d u

= e−t y f (t)L(g)

La fonction h est continue sur R+.

Et enfin :

∀n 1 |hn(t)| e−t y f (t)
+∞

0
e−u |g(u)| d u

= e−t y f (t)L(|g|).
Or la fonction t −→ e−t y f (t)L(|g|) est intégrable
sur R+.

Le théorème de convergence dominée permet de
conclure que la suite :

+∞

0
e−t yx[0,n](t) f (t)

n−t

0
e−u g(u) d u d t

n

converge vers
+∞

0
h(t) d t = L( f )L(g). D’où le résultat.

5 a) La fonction J0 est continue et bornée sur R+.

Elle appartient donc à E .

b) En développant le cosinus en série entière, on ob-
tient :

J0(x) =
1
p

p

0 n 0

(−1)n x2n sin(t)2n

(2n)!
d t .
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x étant fixé, on note fn : t → (−1)n x2n sin(t)2n

(2n)!
. On a :

∀n ∈ N, ∀t ∈ [0, p], | fn(t)| x2n

(2n)!
.

Le majorant est le terme général d’une série conver-
gente. On a donc convergence normale sur [0, p] de

fn.

La convergence normale (et donc uniforme) sur [0, p]
permet alors d’intervertir :

J0(x)=
1
p

n 0

(−1)n

(2n)!

p

0
sin(t)2n d t x2n =

n 0

(−1)n

(2nn!)2
x2n

c) On a, pour x > 0 :

L(J0)(x) =
+∞

0
J0(t)e−t x d t =

+∞

0 n 0

gn(t) d t

où gn(t) =
(−1)n

(2nn!)2
t2ne−t x .

En procédant exactement comme à la question 5) b) , on
montre que :

n 0

t2n

(2nn!)2
=

1
p

p

0
ch(x sin(u)) d u = 3J1(t).

On remarque alors que :

∀N 0, ∀t ∈ R+,
N

n=0

gn(t)
+∞

n=0

|gn(t)|= J1(t)e−t x .

Ceci permet de dominer les sommes partielles de
(gn) par une fonction intégrable (J1 est bornée et

x > 0). Comme les gn sont continues et que la série
converge simplement sur R+ vers une fonction conti-
nue, on peut utiliser le théorème de convergence domi-
née pour intervertir et écrire :

L(J0)(x) =
n 0

(−1)n

(2nn!)2

+∞

0
t2ne−t x d t .

Le changement de variable u = t x transforme l’inté-

grale en K2n =
1

x2n+1

+∞

0
u2ne−u d u.

Une intégration par parties donne une relation entre Kn

et Kn−1 et on prouve alors par récurrence que Kn = n!.
On a finalement :

L(J0)(x) =
n 0

(−1)n(2n)!
x2n+1(2nn!)2

.

d) La formule du binôme permet d’écrire, pour tout
p > 1 :

1 +
1
p2

−1/2

= 1 +
+∞

n=1

−1
2

−1
2

+ 1 · · · −1
2
− n + 1

n!
un

1 +
1
p2

−1/2

=
+∞

n=0

(−1)n (2n)!
22n(n!)2

1
p2n

.

Nous en déduisons : L(J0)(x) =
1
x

1 +
1
x2

−1/2

.

6 a) Utilisons la question 4) b).

L(J0 J0)(x) = (L(J0)(x))2 =
1

x2 + 1
.

b) Nous en déduisons : J0 J0(x) =
1

1 + x2
.

8 Intégrabilité et convergence
de séries

1 f étant continue sur R+, le seul problème d’intégra-
bilité est celui au voisinage de +∞. Soit F : R+ → R
définie par :

F(x) =
x

u0

f (t) d t .

On sait que f est intégrable sur R+ si, et seulement si,
F est majorée.

Notons Kn = I0 + · · ·+ In ; (Kn) est une suite croissante
et elle converge si, et seulement si, elle est majorée.

• Si f est intégrable, la suite (Kn) = (F(un+1)) est ma-
jorée et converge donc.

• Réciproquement, si la suite (Kn) converge, on note K
sa limite. On a donc ∀n, Kn K .

Soit x ∈ R+. La suite (un) tend vers +∞.

∃n0 ∀n n0, un x .

La fonction F est croissante :
F(x) F(un0 ) = Kn0−1 K .

F est donc bornée et f est intégrable sur R+.

2 La fonction f : x → 1

1 + l sin2(x)
est conti-

nue, p-périodique et paire. L’intégrale proposée est
donc bien définie et on a :

I =
p

0
f =

p
2

− p
2

f = 2
p
2

0
f .

Le changement de variable t = tan(x) donne, pour

a ∈ 0,
p

2
:

a

0
f =

tan(a)

0

1
1 + t2(1 + l)

d t

=
2√

1 + l
Arctan t

√
1 + l

tan(a)

0
.

En faisant tendre a vers
p

2
, on obtient alors :

p

0

1

1 + l sin2(x)
d x =

p√
1 + l

.

Remarquons en outre que la p-périodicité indique aussi
que : (k+1)p

kp

1

1 + l sin2(x)
d x =

p√
1 + l

.
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De façon simple, on a :

∀k ∈ N, ∀t ∈ [kp, (k + 1)p]
(kp)a

1 + ((k + 1)p)b sin2(t)

ta

1 + tb sin2(t)

((k + 1)p)a

1 + (kp)b sin2(t)
En intégrant cette inégalité et avec le calcul fait plus
haut, on obtient, pour tout k :

kapa+1

1 + ((k + 1)p)b
Jk

(k + 1)apa+1

1 + (kp)b
.

En particulier, on montre sans problèmes que :

Jk ∼∞
pa+1− b

2

k
b
2 −a

.

Avec la question 1) et par comparaison aux séries de
Riemann, la fonction proposée est intégrable si, et seule-
ment si : b

2
− a > 1.

3 a) x → e−x2

étant continue sur [0, +∞[, le seul

problème d’intégrabilité est au voisinage de +∞. Or :

e−x2

=+∞ o
1
x2

.

La fonction (x → e−x2

) est intégrable sur R+.

b) Il suffit de faire une étude de fonction ou, mieux,

d’utiliser la concavité de la fonction sin sur 0,
p

2
.

c) Notons In =
np+ p

2

np− p
2

f (x) d x .

En effectuant le changement de variable u = x − np,
on obtient :

In =
p
2

− p
2

(u + np)e−(np+u)6 sin2(u) d u.

On peut alors utiliser :

∀u ∈ −p

2
,
p

2
, np− p

2
np + u np +

p

2
pour majorer In :

In np +
p

2

p
2

− p
2

e−(np− p
2 ) sin2(u) d u

2 np +
p

2

p
2

0
e−(np− p

2 ) sin2(u) d u,

la deuxième majoration résultant de la parité de
u → sin2(u).

En utilisant la question précédente, on obtient alors :
np+ p

2

np− p
2

f (x) d x cn

p
2

0
e−dnu2

d u

avec cn = 2 np +
p

2
et dn =

4
p2

np− p

2

6

Effectuons le changement de variable v = dnu dans
le majorant de In ; on obtient :

0 In wn

(np− p
2 )3

0
e−v2

d v Jwn

où on a :

wn = p
np +

p

2

np− p

2

3 ∼
1

p3n2
.

Le majorant est le terme général d’un série convergente.
La série In converge. Avec la question 1), f est in-

tégrable sur R+.

9 Une suite de fonctions

1 Soit gn : (x , t) → e−xt sin(t)
t

n

.

La fonction gn est continue sur R+ × R+∗.

∀x 0, ∀t > 0, |gn(x , t)| f(t) =
1
t2

si t 1

1 si t ∈]0, 1[

La fonction f est continue par morceaux et intégrable
sur R+. La fonction fn est continue sur R+.

2 La fonction g1 est continue sur R+∗ × R+∗ et, pour
tout a > 0 :

∀x a ∀t > 0, |g1(x , t)| e−at .

La fonction majorante est intégrable sur R+∗. La fonc-
tion f1 est donc définie et continue sur R+∗.

3 Pour tout t , on a |gn(x , t)| e−xt .

La fonction (t → e−xt ) est intégrable sur R+ pour x >0.

∀x > 0, | fn(x)|
R+

|gn(x , t)| d t
R+

e−xt d t =
1
x

Par comparaison :
lim

x→+∞ fn(x) = 0.

4 a) Soit x 0.

La fonction (t → g1(x , t)) est de signe constant sur
[kp, (k + 1)p] et donc :

|uk(x)| =
(k+1)p

kp

e−xt

t
| sin(t)| d t .

Par décroissance de t → e−xt

t
sur l’intervalle, nous

en déduisons que :

2e−(k+1)px

(k + 1)p
=

e−(k+1)px

(k + 1)p

(k+1)p

kp

| sin(t)| d t

|g1(x , t)| e−kpx

kp

(k+1)p

kp

| sin(t)| d t =
2e−kpx

kp
.

b) Soit x 0. La série de fonctions uk est alternée.

La question précédente indique qu’elle vérifie le critère
spécial des séries alternées.
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Par conséquent, pour tout n 1 :

k n+1

uk(x) |un+1(x)| 2e−(n+1)px

(n + 1)p
2

(n + 1)p
.

La série de fonctions uk converge uniformément

sur R+. La question précédente montre que :

∀a > 0 ∀x a ∀k 1, |uk(x)| 2e−kpa

kp
.

Le majorant est le terme général d’une série conver-
gente et |uk | est donc normalement convergente sur
[a, +∞[ pour tout a > 0. Ceci implique bien sûr la
convergence uniforme sur un tel ensemble et la conver-
gence simple sur R+∗.

Comme |un(0)| 2
(n + 1)p

, il n’y a pas convergence

simple en 0.

Il ne peut y avoir, a fortiori, convergence uniforme ou
normale sur R+.
Il nous reste à étudier la convergence uniforme ou nor-
male sur R+∗. La question précédente donne :

uk ∞,R+∗ sup
x>0

2e−(k+1)px

(k + 1)p
=

2
(k + 1)p

et il n’y a donc pas convergence normale sur R+∗.

Enfin, en notant Rn(x) le reste d’ordre n de |uk(x)| :

∀x > 0 ∀n ∈ N ∀N n + 1,

Rn(x)
N

k=n+1

|uk(x)|
N

k=n+1

2e−(k+1)px

(k + 1)p
.

En supposant, par l’absurde, que la série converge uni-
formément sur R+∗, et en passant à la limite quand x
tend vers 0+ :

∀N n + 1, Rn ∞,R+∗ lim
0+

Rn

N

k=n+1

2
(k + 1)p

.

Ceci est impossible puisque le membre de droite tend
vers +∞ quand N tend vers +∞. Il n’y a donc pas
convergence uniforme sur R+∗ de |uk |.
c) g1 est continue sur R+×]kp, (k + 1)p[ et
|g1(x , t)| e−xt 1 donne une domination par une
fonction intégrable sur ]kp, (k + 1)p[. Le cours indique
que uk est continue sur R+.

La convergence de la série de fonctions uk est uni-

forme sur R+ et les uk sont des fonctions continues. La
somme S de la série est continue en 0. Or, cette somme
est égale à f1 sur R+∗ (relation de Chasles). f1 est donc
prolongeable par continuité en 0.

5 ha : t → sin(t)
ta

est continue sur R+∗.

Au voisinage de 0, elle équivaut à
1

ta−1
et est donc in-

tégrable au voisinage de 0 si a < 2.

Au voisinage de +∞,si a > 1, la fonction ha est inté-

grable car : |ha(t)| 1
ta

.

Si a = 1, elle n’est pas intégrable au voisinage de +∞
car

(n+1)p

p

ha

n

k=1

|uk(0)| et
n

k=1

|uk(0)| → +∞.

Si a < 1, elle n’est pas intégrable au voisinage de +∞ :

∀t 1, |ha(t)| |h1(t)|.
En conclusion, ha est intégrable sur R+ si a ∈]1, 2[.

6 La fonction gn est de classe C∞ sur l’ouvert
R+∗ × R+∗ et, pour tout k ∈ N∗ et tout a > 0 :

∀x a ∀t > 0
∂k gn

∂xk
(x , t) tke−at .

La fonction majorante est une fonction intégrable
sur R+.

Le cours indique que fn est de classe C∞ sur R+∗ et :

∀k ∈ N∗ ∀x > 0 f (k)
n (x) = (−1)k

+∞

0
tke−xt sin(t)

t

n

d t

D’où, pour tout k dans N∗ ,et en posant u = xt :

∀x > 0 | f (k)
n (x)|

+∞

0
tke−xt d t =

1
xk+1

+∞

0
uke−u d u

et
1

xk+1

+∞

0
uke−u d u →

x→+∞ 0.

7 a) D’après ce qui précède :

∀x > 0, f1 (x) = −
+∞

0
e−xt sin(t) d t

= −Im
+∞

0
e(i−x)t d t = − 1

x2 + 1

Nous en déduisons que f1 = −Arctan + c où c est une
constante.

La limite de f1 en +∞ est nulle, donc : c = p/2 et :

∀x > 0, f1(x) =
p

2
− Arctan (x)

f1 et
+∞

n=0

un étant égales sur R+ :

+∞

n=0

(n+1)p

np

sin(t)
t

d t = f1(0) =
p

2
.
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b) De même, pour tout x > 0 :

f2 (x) =
+∞

0
e−xt sin2(t) d t

=
1
2

+∞

0
e−xt d t − Re

+∞

0
e(2i−x)t d t

=
2

x(4 + x2)
.

Une décomposition en éléments simples de cette frac-
tion rationnelle donne :

2
x(x2 + 4)

=
1

2x
+

4
2x(x2 + 4)

− 1
2x

=
1

2x
− x

2(x2 + 4)
.

Il existe une constante C telle que :

∀x > 0, f2 (x) = C +
1
2

ln(x)− 1
4

ln(x2 + 4)

= C +
1
4

ln
x2

x2 + 4
.

En prenant la limite quand x tend vers +∞ : C = 0.

Grâce à une intégration par parties :

ln 1 +
4
t2

d t = x ln 1 +
4
x2

+
8

4 + t2
d t

= x ln 1 +
4
x2

+ 4Arctan x/2 .

Ainsi, il existe une constante d telle que, pour tout
x > 0 :

∀x > 0 f2(x) = d − x
4

ln 1 +
4
x2

− Arctan
x
2

.

En utilisant f2(x) →
x→+∞ 0 , nous obtenons : d =

p

2
:

∀x > 0, f2(x) =
p

2
− x

4
ln 1 +

4
x2

−Arctan
x
2

.

Pour x = 0, et par continuité de f2 en 0 :

f2(0) =
+∞

0

sin2(t)
t2

d t =
p

2
.

c) De même, pour tout x > 0 :

f3 (x) =
+∞

0
e−xt sin3(t)

t
d t

=
3
4

f1(x)− 1
4

+∞

0
e−xt sin(3t)

t
d t .

En faisant le changement de variable u = 3t , finale-
ment :

∀x > 0, f3 (x) =
3
4

f1(x)− 1
4

f1(x/3).

10 Comparaison à une intégrale de
Riemann au voisinage de l’infini

1 a) La fonction f est intégrable sur R+2 si, et seule-
ment si, la fonction g : (r , u) → r f (r cos u, r sin u) est

intégrable sur [0, +∞[× 0,
p

2
.

Or il existe k et R tels que :

∀r > R ∀u ∈ 0,
p

2
g(r , u)

k
r2a−1

.

La fonction r → k
r2a−1

est intégrable sur [R, +∞[ car

2a− 1 > 1.

Donc la fonction f est intégrable sur R+2.

b) Dans cette question, l’inégalité précédente est rem-
plaçée par :

∀r > R ∀u ∈ 0,
p

2
k

r2a−1
g(r , u).

La fonction r → k
r2a−1

est intégrable sur [R, +∞[ car

2a− 1 1.

Donc la fonction f n’est pas intégrable sur R+2.

2 a) On note f la fonction (x , y) → 1
(x + y + 1)a

. On

utilise la question 1). On vérifie que :

∀(x , y) ∈ R+2 1

(
√

2 + 1)
(x2 + y2)

a
2 f (x , y) 1.

On en déduit que l’application f est intégrable si, et

seulement si :
a

2
> 1.

Pour a > 2 calculons l’intégrale. L’application
f : y → f (x , y) est continue positive, intégrable sur
[0, +∞] et :

[0,+∞]
f (x , y) d y =

1
a− 1

1
(x + 1)a−1

.

La fonction x → 1
a− 1

1
(x + 1)a−1

est intégrable sur

[0, +∞] et son intégrale est
1

(a− 1)(a− 2)
. Par consé-

quent :

R+2

1
(x + y + 1)a

d x d y =
1

(a− 1)(a− 2)
.

b) On utilise la question 1). On vérifie que :

∀(x , y) ∈ R+2 1
2

(x2 + y2)a 1
(x2 + y2 + 1)a

1.

On en déduit que l’application f est intégrable si, et
seulement si : a > 1.
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Pour a > 1, on calcul l’intégrale en passant aux coor-
données polaires.

R+2

1
(x2 + y2 + 1)a

d x d y =
+∞

0

p
2

0

1
(r2 + 1)a

r d r d u

=
p

2

+∞

0

1
(r2 + 1)a

r d r

=
p

2(a− 1)
.

11 Où l’on intègre successivement
suivant chacune des variables

1 On calcule I =
1

0

ln(1 + t)
t

d t =
p

12
en introdui-

sant la série entière :

ln(1 + t) =
+∞

n=0

(−1)n tn+1

n + 1
définie sur [0, 1].

I =
1

0

+∞

n=0

(−1)n tn

n + 1
d t .

Le théorème d’intégration terme à terme s’applique car

la série
1

0

tn

n + 1
d t converge. On obtient :

I =
+∞

n=0

(−1)n 1
(n + 1)2

.

En séparant la somme des termes d’indice pair et ceux

d’indice impair, on déduit de
+∞

n=0

1
(n + 1)2

=
p2

6
que :

I =
p2

12
.

2 La fonction f : (x , y) → 1
(x + 1)2 − y2

est conti-

nue sur A mais non définie au point (0, 1) de A.

Soit An = (x , y) ∈ R+2 ; x + y 1− 1
n

.

On définit ainsi une famille de compacts élémentairs de
réunion : A = (x , y) ∈ R+2 ; x + y < 1 .

On a :

A(n)

d x d y
(x + 1)2 − y2

=
1− 1

n

0

1
2y

ln
2− 1

n − 2y

2− 1
n

1 + y
1− y

La fonction :

(n, y) → 1
2y

ln
2− 1

n − 2y

2− 1
n

1 + y
1− y

x[0,1− 1
n ](y)

est dominée par la fonction : y → 1
2y

ln(y + 1) qui est

intégrable sur [0, 1[.

Le théorème de convergence dominée assure :

lim
n→+∞ A(n)

d x d y
(x + 1)2 − y2

=
1
2

1

0

ln(1 + y)
y

.

On en déduit que l’application f est intégrable sur A et
que :

A

d x d y
(x + 1)2 − y2

=
p2

24

12 Comparaison
avec une série double

1 Pour tout x de [p, p +1] et tout y de [q , q +1] on a :

f (p+1, q+1) f (x , q+1) f (x , y) f (x , q) f (p, q).

On en déduit :

f (p + 1, q + 1)
[p,p+1]×[q,q+1]

f f (p, q).

La suite croissante de pavés ([0, n]2)n∈N est de réunion
R+2. On a :

n+1

p=1

n+1

q=1

f (p, q)
[0,n]2

f
n

p=0

n

q=0

f (p, q).

La fonction f est intégrable sur R+2 si, et seulement si,

la suite de terme général
[0,n]2

f est majorée et dans

ce cas :
lim

n→+∞ [0,n]
f =

R+2

f .

Par conséquent, f est intégrable sur R+2 si, et seule-

ment si, lim
n→+∞

n

p=0

n

q=0

f (p, q) existe. C’est-à-dire si, et

seulement si, la somme
(p,q)∈N2

f (p, q) converge (on dit

que la suite double est sommable). Sous cette condition,
on a :

R+2

f =
(p,q)∈N2

f (p, q)

2 On applique la première question. On en déduit
que :
∞

p=1

+∞

q=1

1
(p2 + q2 + 1)a

, converge si, et seulement si :

a > 2.

Or la série
∞

p=1

+∞

q=1

1
(p2 + q2)a

est de même nature, elle

converge également si, et seulement si : a > 2.

De même, la série
∞

p=1

+∞

q=1

1
(p + q + 1)a

et la série

∞

p=1

+∞

q=1

1
(p + q)a

convergent si, et seulement si : a > 1.
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Puis on montre qu’il existe deux réels stric-
tement positifs 0 < l m tels que :
l(p2 + q2) (ap + bq)2 m(x2 + y2). On en déduit que

la série double
∞

p=1

+∞

q=1

1
(ap + bq)a

est de même nature

que la série double
∞

p=1

+∞

q=1

1

(p2 + q2)
a
2
.

Elle converge si, et seulement si : a > 1.

13 Comparaison à une somme de
Riemann au voisinage de O

1 La fonction f est intégrable sur D si, et seulement
si, la fonction g : (r , u) −→ r f (r cos u, r sin u) est inté-

grable sur ]0, R[× 0,
p

2
.

Or il existe k et R0 > 0 tels que :

∀r ∈]0, R0] ∀u ∈ 0,
p

2
g(r , u)

k
r2a−1

.

La fonction r −→ k
r2a−1

est intégrable sur ]0, R] car

2a− 1 < 1.

Donc la fonction f est intégrable sur D .

2 Dans cette question, l’inégalité précédente est rem-
placée par :

∀r ∈]0, R0 ∀u ∈ 0,
p

2
k

r2a−1
g(r , u).

La fonction r −→ k
r2a−1

n’est pas intégrable sur ]0, R]

car 2a− 1 1.

Donc la fonction f n’est pas intégrable sur R+2.

14 Où une intégrale double permet
le calcul d’une intégrale simple

1 La fonction f est continue positive sur
R+2. Elle est dominée sur R+2 par la fonction
h : (x , y) −→ y exp(−(x2 + 1)y2). Vérifier que les
fonctions y −→ y exp(−(x2 + 1)y2) sont intégrables sur
R+ pour tout x de R+ .

On a :
+∞

0
y exp(−(x2 + 1)y2)dy =

1
2(1 + x2)

.

La fonction x −→ 1
2(1 + x2)

est intégrable sur R+ .

Par conséquent, la fonction f est intégrable sur R+2 et :

R+2

f =
1
2

+∞

0

cos(2ax)
1 + x2

dx .

2 L’application g : (z, t) −→ exp(−t2) cos(zt)
est continue sur R+2 et dominée par la fonction
t −→ exp(−t2) intégrable sur R+ . Elle admet une dé-

rivée partielle :
∂g
∂z

: (z, t) −→ −t exp(−t2) sin(zt)

également continue sur R+2 et dominée par
t −→ −t exp(−t2) intégrable sur R+ . On en déduit
que F est de classe C1 et que :

∀z ∈ R F (z) =
+∞

0
−t exp(−t2) sin(zt)dt .

En intégrant par parties, on trouve :

∀z ∈ R F (z) = − z
2

F(z). D’où :

∀z ∈ R F(z) =
√

p

2
exp − z2

4
.

3 La fonction f : (z, t) −→ exp −t2 − z2

t2
est

continue sur ]0, +∞[×R et dominée par la fonction in-
tégrable t −→ exp(−t2) .

Elle admet une dérivée partielle :

∂f

∂z
: (z, t) −→ −2z

t2
exp −t2 − z2

t2
continue sur

]0, +∞[×R et dominée sur tout segment [u, v] de R+∗

par la fonction intégrable t −→ 2v

t2
exp −t2 − u2

t2
.

On en déduit que G est est continue sur R , de classe C1

sur R+∗ (on procède de même sur R−∗) et que :

∀z ∈ R∗ G (z) =
√

p
+∞

0
− z

t2
exp −t2 − z2

t2
dt .

Le changement de variable u =
z
t

donne, pour z > 0,

la relation :
G (z) = −2G(z).

D’où : ∀z ∈ R+ G(z) = C exp(−z).

La constante C obtenue pour z = 0 et la parité de G
donne :

∀z ∈ R G(z) =
p

4
exp(−2|z|).

4 Après avoir vérifié que l’on peut intervertir les
signes « somme », on obtient :

+∞

0

cos(2ax)
1 + x2

dx = 2
+∞

0
y exp(−y2)

+∞

0
exp(−x2 y2) cos(2ax)dx dy.

On effectue le changement de variable t = xy et on
obtient :

+∞

0

cos(2ax)
1 + x2

dx = 2G(a) =
p

2
exp(−2|a|).
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Algorithmes
1 Une forme linéaire sur l’espace

des fonctions polynomiales réelles
de degré inférieur ou égal à n

Partie mathématique

1 Nous obtenons :

L(P) = 2
E(n/2)

k=0

a2k

2k + 1
.

La forme linéaire L est non nulle car L(1) = 2.

Le noyau de L est un hyperplan de E , donc :
dim(Ker (L)) = n.

Pour i dans [[1, n]], notons Ri la fonction polynomiale

définie par Ri (x) = x i − L(x i )
2

.

Pout tout i dans [[1, n]], le degré de Ri est i . La famille
(Ri )i∈[[1,n]] est donc libre.

Elle contient n éléments dont l’image par L est nulle.
C’est une base de Ker (L).

2 a) Nous savons que les fonctions polynomiales as-
sociées aux polynômes de Lagrange conviennent.

Elles sont définies par Pi (x) =
0 k n,k=i

(x − xk)
(xi − xk)

.

b) Nous savons également que, pour toute fonction po-

lynomiale de E : P(x) =
n

i=0

P(xi )Pi (x).

Nous pouvons en déduire :

∀P ∈ E L(P) =
n

i=0

P(xi )L(Pi ) =
n

i=0

li P(xi ),

en notant li = L(Pi ).

L’existence de la famille de réels (li )0 i n vérifiant la
relation demandée est ainsi établie.

Montrons l’unicité de cette famille en appliquant la re-
lation aux fonctions polynomiales Pi .

∀ j ∈ [[1, n]] L(Pj ) =
n

i=0

li Pj (xi ) = l j .

L’égalité, pour tout j de [[1, n]], l j = L(p j ), prouve que
la famille de réels (li )0 i n est unique.

On peut également utiliser la dualité avec
(P0, P1, · · · , Pn+1) pour base de E et la base duale pour
traiter cette question.

3 Calculons li pour un certain i de [[1, n]] :

li = L(Pi ) =
1

−1


0 k n,k=i

x − xk

xi − xk

 d x .

Posons t = −x dans l’intégrale.

li =
1

−1


0 k n,k=i

−t − xk

xi − xk

 d t

=
1

−1


0 k n,k=i

−t + xn−k

−xn−i + xn−k

 d t .

D’où : li = ln−i .

Supposons ensuite n pair et considérons une fonction
polynomiale P de degré inférieur ou égal à n + 1.
Soit an+1xn+1 le terme dominant de P et Q la fonction
polynomiale de degré inférieur ou égal à n, définie par
Q(x) = P(x)− an+1xn+1.
D’après les questions 1) et 2), nous avons :

1

−1
P(x) d x = L(Q) =

n

i=0

li Q(xi ).

Or :
n

i=0

li P(xi ) = an+1

n

i=0

li x
n+1
i +

n

i=0

li Q(xi ).

Nous devons donc établir que
n

i=0

li x
n+1
i = 0 pour

achever cette question.
Puisque n = 2p est pair, les réels (xi )0 i n sont dispo-
sés ainsi :

∀i ∈ [[0, p − 1]] xi = −x2p−i ; x p = −x p = 0.

D’où :
n

i=0

li x
n+1
i =

p−1

i=0

li x
n+1
i +

2p

i=p+1

l2p−i (−xn+1
2p−i ) = 0.

4 a) Notons T la fonction polynomiale de Taylor de
f en 0 d’ordre n.

Elle est définie par : T (x) =
n

k=0

f (k)(0)
k!

xk .

Puisque T est dans E : L(T ) =
1

−1
T (x) d x =

n

i=0

li T (xi ).

Nous en déduisons :
1

−1
f (x) d x −

n

i=0

li f (xi )

=
1

−1
( f (x)− T (x)) d x −

n

i=0

li ( f (xi )− T (xi )) .
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Soit :

1

−1
f (x) d x −

n

i=0

li f (xi )

1

−1
| f (x)− T (x)| d x+

n

i=0

|li | | f (xi )− T (xi )| .

Utilisons l’inégalité de Taylor-Lagrange :

∀x ∈ [−1, 1] | f (x)− T (x)| Mn+1
|x |n+1

(n + 1)!
.

Nous obtenons :
1

−1
f (x) d x −

n

i=0

li f (xi )

Mn+1

1

−1

|x |n+1

(n + 1)!
d x +

n

i=0

|li | |xi |n+1

(n + 1)!
.

Pour terminer :
1

−1

|x |n+1

(n + 1)!
d x = 2

1

0

xn+1

(n + 1)!
d x =

2
(n + 2)!

et :
∀i ∈ [[0, n]]

|xi |n+1

(n + 1)!
1

(n + 1)!
.

D’où :
1

−1
f (x) d x −

n

i=0

li f (xi )

Mn+1
2

(n + 2)!
+

1
(n + 1)!

n

i=0

|li | .

b) Lorsque n est pair et f est de classe Cn+2 sur [−1, 1],
on pose :

T (x) =
n+1

k=0

f (k)(0)
k!

xk .

Cette fonction polynomiale est de degré inférieur ou
égal à n + 1 et, d’après la question 3) :

1

−1
T (x) d x =

n

i=0

li T (xi ).

Nous en déduisons :
1

−1
f (x) d x −

n

i=0

li f (xi )
1

−1
| f (x)− T (x)| d x

+
n

i=0

|li | | f (xi )− T (xi )| .

Appliquons l’inégalité de Taylor-Lagrange pour une
fonction de classe Cn+2 :

∀x ∈ [−1, 1] | f (x)− T (x)| Mn+2
|x |n+2

(n + 2)!
.

Nous obtenons :
1

−1
f (x) d x −

n

i=0

li f (xi )

Mn+2
2

(n + 3)!
+

1
(n + 2)!

n

i=0

|li | .

Partie informatique
5

Avec la TI

V +4(3/,:8k4j

V E&47

V L27:8 :f0f.f%f'f+f*f)

V Pk#dk'd4d_ja4f'f_f^i4g_j dR 0

V 43$J:(k_f4g_j dR %

V E2, +f_f4g_

V 0ak#dk+d4d_ja4j dR.

V Q1 +S_ @-34

V k^i4j ha4ˆk^i4j dR :

V G8*3

V kd_jˆk+d_jik+d_j hik^i4g_d+j ha4ˆk^i4j dR :

V G45Q1

V .a: dR.

V k.f#fd_f_j dR %=_f+<

V G45E2,

V ` dR *

V %=_f4g_<i1k`j dR *

V E2, )f_f4

V *g%=_f)<ik1kd_gk)d_ja4jg1kk4d)g_ja4jj dR *

V G45E2,

V *

V G45E&47

2 Polynômes de Bernoulli
Partie mathématique

A. 1 Comme dans l’énoncé, on note G la primitive de
f sur [0, 1] qui s’annule en 0. Si F existe, alors G = F
sur l’intervalle [0, 1] et ainsi, F − G est constante. En
notant c cette constante, la seconde condition sur F im-

pose c = −
1

0
G. Réciproquement, la fonction :

F : (x → G(x)−
1

0
G(t) d t)

vérifie les conditions imposées.
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2 Montrons par récurrence que la proposition Hn :
« Bn est bien définie et c’est un polynôme de degré n et

de coefficient dominant
1
n!

» est vraie pour tout entier n.

• C’est vrai au rang 0 de manière immédiate (on pose
B0 = 1).

• Supposons Hn vraie pour un certain n 0. On a alors
Bn continue sur [0, 1] et la question précédente nous
donne l’existence et l’unicité d’une fonction d’intégrale
nulle sur [0, 1], primitive sur [0, 1] de Bn :

∀x ∈ [0, 1], Bn+1(x) = G(x) +
1

0
G(t) d t

avec G(x) =
x

0
Bn(t) d t .

G est polynomiale de degré n + 1 et de coefficient domi-

nant
1

n + 1
1
n!

=
1

(n + 1)!
d’après Hn. Bn+1, qui diffère

de G d’une constante, a les mêmes propriétés.

On obtient successivement :

B1 = X − 1
2

, B2 =
X2

2
− X

2
+

1
12

,

B3 =
x3

6
− x2

4
+

x
12

, B4 =
x4

24
− x3

12
+

x2

24
− 1

720

3 Par définition, Bn est une primitive de Bn−1 (pour
n 1) et on a donc :

Bn(1)− Bn(0) =
1

0
Bn−1(t) d t .

Pour n 2, n − 1 1 et cette quantité est nulle par
construction.

4 C0 = B0(1− X) = 1 et pour n 1,

Cn+1(X) = −(−1)n+1 Bn+1(1− X)

= (−1)n Bn(1− X) = Cn(X)
1

0
Cn+1(t) d t = (−1)n

1

0
Bn(1− t) d t

= −(−1)n
0

1
Bn(u) d u = 0 (u = 1− t)

D’après l’unicité, on a donc :

∀n, Bn = Cn .

En particulier :

∀p 0, B2p+1(X) = −B2p+1(1− X).

Pour X = 1/2, on obtient :

∀p 0, B2p+1(1/2) = 0.

Pour X = 0 et compte tenu de la question 3), on ob-
tient :

∀p 1, B2p+1(0) = B2p+1(1) = 0.

5 On procède par récurrence comme suggéré par
l’énoncé.

• B1 = X − 1
2

ne s’annule qu’en
1
2

et donc pas

sur 0,
1
2

.

• Supposons avoir prouvé que B2m+1 ne s’annule pas sur

0,
1
2

. B2m+2 = B2m+1 est alors de signe constant sur

0,
1
2

(en contraposant le théorème des valeurs inter-

médiaires). On a alors B2m+2 qui est strictement mo-

notone sur 0,
1
2

. Si, par l’absurde, B2m+3 s’annulait

en c élément de 0,
1
2

alors, par le théorème de Rolle,

sa dérivée s’annulerait sur ]0, c[ et sur c,
1
2

(puisque

B2m+3(0) = B2m+3(c) = B2m+3(1/2) = 0) en des points
x et y avec x < y. Ceci contredit la stricte monotonie
de B2m+2 = B2m+3. Ainsi, l’hypothèse est vérifiée pour
B2m+3.

Soit Pm = B2m − B2m(0).

• Si m = 0 alors Pm = 0 est de signe constant sur [0, 1].

• Si m 1 alors Pm est nul en 0 et en 1 ;

sa dérivée B2m−1 est de signe constant sur 0,
1
2

et de signe constant opposé sur
1
2

, 1 (relation

B2m−1(X) = −B2m−1(1 − X)). On a ainsi deux ta-
bleaux de variation envisageables pour Pm qui donnent
tous deux une fonction de signe constant sur [0, 1].

B.1 Soit t ∈]0, 1[ ; on a donc e2ipt = 1 et :
n

k=1

(e2ipt )k =
e2ipt − e2ip(n+1)t

1− e2ipt
= ei(n+1)pt sin(npt)

sin(pt)
.

En prenant la partie réelle de cette quantité, on obtient :
n

k=1

cos(2kpt) = cos((n + 1)pt)
sin(npt)
sin(pt)

Finalement :

1 + 2
n

k=1

cos(2kpt) =
sin(pt) + 2 cos((n + 1)pt) sin(npt)

sin(pt)

=
sin((2n + 1)pt)

sin(pt)

2 fn est de classe C1 sur ]0, 1[ par les théorèmes gé-
néraux.

De plus, Bn − Bn(0) est un polynôme dont 1 et 0 sont
racines.

Il existe donc un polynôme Qn tel que :

Bn(X)− Bn(0) = X(1− X)Qn(X).
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Par ailleurs, sin(pt) ∼0 pt et :
sin(pt) = sin(p(1−t)) ∼1 p(1−t) et on en déduit que :

lim
x→0

fn(x) =
Qn(0)

p
, lim

x→1
fn(x) =

Qn(1)
p

.

fn est donc prolongeable par continuité à [0, 1] en po-

sant fn(0) =
Qn(0)

p
et fn(1) =

Qn(1)
p

.

Pour prouver que le prolongement est de classe C1 sur
[0, 1], il suffit de montrer que f admet une limite en 0
et en 1. Le problème est que l’expression de f n’est pas
très simple !

On peut commencer par écrire que :

∀t ∈]0, 1[, fn(t) = Qn(t).
t(1− t)
sin(pt)

= Qn(t)c(t).

c est prolongeable par continuité en posant
c(0) = c(1) = p. De plus :

∀t ∈]0, 1[, c (t) =
(1− 2t) sin(pt)− pt(1− t) cos(pt)

sin2(pt)

et on montre aisément (utiliser des DL) que cette quan-

tité admet une limite en 0 et p (limite valant ± 1
p

).

c est donc de classe C1 sur [0, 1] et fn = Qnc l’est
aussi.

3 On procède par intégration par parties :

I (x) =
1

0
f (t) sin(xt) d t

= − f (t) cos(xt)
x

1

0

+
1
x

1

0
f (t) cos(xt) d t .

On remarque alors que :

− f (t) cos(xt)
x

1

0

| f (0)| + | f (1)|
x

.

Or
| f (0)| + | f (1)|

x
tend vers 0 lorsque x tend vers +∞.

D’où :

1
x

1

0
f (t) cos(xt) d t

1
|x |

1

0
| f (t)| d t

qui tend vers 0 lorsque x tend vers +∞.

4 Soit n 3 et k 1.

Une double intégration par parties donne aisément
(compte tenu des propriétés des Bk) :

In,k = − 1
(2kp)2

In−2,k .

Une récurrence aisée montre alors que :

∀n 1, I2n,k =
(−1)n−1

(2kp)2(n−1)
I2,k =

(−1)n−1

(2kp)2n

∀n 1, I2n−1,k =
(−1)n−1

(2kp)n−1
I1,k = 0.

5 D’après la question B. 1), on a :

f2m(t) sin((2N + 1)pt) d t

= (B2m(t)− B2m(0)) 1 + 2
N

k=1

cos(2kpt) .

et on en déduit que, pour m 1 :

1

0
f2m(t) sin((2N + 1)pt) d t = 2

N

k=1

I2m,k − B2m(0)

= −B2m(0) + 2
N

k=1

(−1)m−1

(2kp)2m
.

On fait tendre N vers +∞ (les limites existent : on a une
série de Riemann et on a étudié l’intégrale plus haut)
pour obtenir :

∞

k=1

1
k2m

=
(−1)m−1(2p)2m B2m(0)

2
.

On obtient alors :
∞

k=1

1
k2

=
p2

6
,

∞

k=1

1
k4

=
p4

90
.

6 Pour tout k 1 et m 1, k2m k2.

On a donc, car les sommes écrites existent :
∞

k=1

1
k2m

∞

k=1

1
k2

=
p2

6
2.

La formule trouvée plus haut donne alors :

|B2m(0)| = 2
(4p2)m

∞

k=1

1
k2m

4
(4p2)m

.

Partie informatique
7

Avec la TI

V 93,42&88k4j

V E&47

V L27:8 +f)f'f9f*

V 43$J:(k4f4g_j dR9

V _ dR 9=_f_< V E2, +f^f4

V ` dR *

V E2, )f_f+

V 9=+d_f)<a) dR 9=+f)g_<

V 9=+f)g_<ak)g_j g * dR *

V G45E2,
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V d* dR 9=+f_<

V G45E2,

V 9

V G45E&47

3 Calcul de l’exponentielle
sur un ordinateur

A.1 Munissons C[−1, 1] du produit scalaire :

< f , g >=
1

−1
f (x)g(x) d x .

Si Q est un polynôme de PN , l’intégrale
1

−1
(Q(x) − ex )2 d x représente le carré de la distance

de la fonction exp au sous-espace vectoriel PN . Ce
sous-espace est de dimension finie.

Le minimum min
Q∈PN

1

−1
(Q(x) − ex )2 d x est atteint en

prenant le polynôme P , projection orthogonale de la
fonction exp sur PN .

2

Avec Maple

R ,3*(:,( V

R D28"4263*> VS0,27kHj

827:8 + U

/829:8 > U

>=`< VS_ U>=_< VS# U

12, + 1,26 ^ (2 H 52

>=+< VS3#0:45kkk^i+d_ja+ji>=+d_<i#dkk+d_ja+j

i>=+d^<j U25 U

*3.k>=+<f+S`bbHj U

345 U

PolynomesW := proc(N )

local i ;

globalW;

W[0] := 1 ;

W[1] := x ;

for i from 2 to N do

W[i] := expand(((2 × i − 1) × W[i − 1] × x)

/i − ((i − 1) × W[i − 2])/i)

od;

seq(W[i], i = 0..N )

end

R D28"4263*>kXj U

1, x ,
3
2

x2 − 1
2

,
5
2

x3 − 3
2

x ,
35
8

x4 − 15
4

x2 +
3
8

,

63
8

x5 − 35
4

x3 +
15
8

x ,
231
16

x6 − 315
16

x4 +
105
16

x2 − 5
16

,

429
16

x7 − 693
16

x5 +
315
16

x3 − 35
16

x ,

6435
128

x8 − 3003
32

x6 +
3465
64

x4 − 315
32

x2 +
35
128

3 Puisque la base (Wi )i∈[[0,N ]] est orthogonale pour le
produit scalaire, nous savons que :

P =
N

i=0

< exp, Wi >

< Wi , Wi >
Wi .

4 a) Une simple intégration par parties fera l’affaire...

b)

Avec Maple

R Q4(3/,:83* VS0,27kHj

827:8 +fG U

/829:8 Q( U

G VS3%:81k3#0k_jj V

Q(=`< VSGd_aG U

12, + 1,26 _ (2 H 52

Q(=+< VSGdkd_jˆ+aGd+iQ(=+d_< U25 U
*3.kQ(=+<f+S`bbHj U345 U

Integrales := proc(N )
local i , E ;
global It;

E := evalf(exp(1)) ;
It [0] := E − 1/E ;
for i to N do It [i] := E − (−1)ˆi/E − i × It [i − 1] od ;
seq(It [i], i = 0..N )

end

R Q4(3/,:83*kXj UQ(=]< U

2.350402387, .735758882, .878884623, .449507400,

.552372787, .324297334, .404618383, .253832588,

.319741683

.449507400

R D VS0,27kHj

827:8 +fCfNf) U

Q4(3/,:83*kHj U

D28"4263*>kHj U

C VS` U

12, + 1,26 ` (2 H 52

N VS` U

12, ) 1,26 ` (2 H 52

N VSNg72311k>=+<f#f)jiQ(=)< U25 U

C VSkNik^i+g_ja^ji>=+< U

25 UC U345 U
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P := proc(N )
local i , Q, K , j ;

Integrales(N ) ;
PolynomesW(N ) ;
Q := 0 ;
for i from 0 to N do

K := 0 ;
for j from 0 to N do K := K + coeff(W [i], x , j )

×It [ j ] od ;
Q := 1/2 × K × (2 × i + 1) × W[i]

od;
Q

end

RDkXj U

.2490060955 x8 − .4648113783 x6 + .2681604106 x4

−.04875643828 x2 + .001354345508

5 Nous utiliserons l’algorithme de Horner.

Avec Maple

R G#0: VS0,27k:fHj

827:8 +fC U

DkHj U

C VS872311kDkHjj U

12, + (2 H 52 C VS:iCg72311kDkHjf#fHd+j 25 U

C U 345 U

Expa := proc(a, N )
local i , Q;

P(N ) ; Q := lcoeff(P(N )) ; for i to N do Q := a × Q
+coeff(P(N ), x , N − i) od ; Q

end

R G#0:kb[fXj U
−.000364736125

R *&9*k#S`b[fDkXjj U

−.000364736132

6
Avec Maple

R D&+**:473 G VS0,27k6j

827:8 ,fGf) U

G VS3%:81k3#0k_jj V

+1 6S` (-34 , VS_ U

38+1 6R` (-34 , VS_ U12, ) 1,26 _ (2 6 52

, VSGi, U25 U

38*3 , VS_aD&+**:473kd6j 1+ U

345 U

Puissance E := proc(m)
local r , E , j ;

E := evalf(exp(1)) ;
if m = 0 then r := 1
elif 0 < m then r := 1 ; for j to m do r := E × r od
else r := 1/Puissance(−m)
fi

end

R D&+**:473 Gkd\j U

.01831563890

R H2&%3#0 VS0,27k:fHj

827:8 6 U

6 VS(,&47k:j U

D&+**:473Gk(,&47k:jjgG#0:k:d(,&47k:jfHjU

345 U

Nouvexp :=
proc(a, N ) local m; m := trunc(a) ;

PuissanceE(trunc(a)) + Expa(a − trunc(a), N )
end

R H2&%3#0k]b^fXj U

20.08534094

R 3#0k]b^j U
24.53253020

B.1 Nous savons que u2k

= u2k−1 2
.

Avec Maple

R D&+**:473 VS0,27k:f6j

827:8 ,f) U

+1 6S` (-34 , VS_ U

38+1 6R` (-34 , VS_ U12, ) 1,26 _ (2 6 52

, VS:i, U25 U

38*3 , VS_aD&+**:473kd6j 1+ U

345 U

Puissance := proc(a, m)
local r , j ;

if m = 0 then r := 1
elif 0 < m then r := 1 ; for j to m do r := a × r od
else r := 1/Puissance(−m)
fi

end

R G#00:,D&+**:473 VS0,27k#f4j

827:8 +f& U

& VS_g#aD&+**:473k^f4j U

12, + 1,26 _ (2 4 52 & VS&i& U

25 U3%:81k&j U345 U

ExpparPuissance : =
proc(x , n) local i , u; u := 1 + x/Puissance(2, n) ;
for i to n do u := u2 od ; evalf(u)

end

R G#00:,D&+**:473k_f_`j U

2.716955729

2 Par définition :

rn(x) = ex 1 +
x
2n

−2n

− 1.

Posons : m = 2n ; fm(x) = ex 1 +
x
m

−m
− 1.

La fonction fm est dérivable sur [0, 1] et :

fm(x) = ex x
m

1 +
x
m

−m−1
> 0.
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Par conséquent, pour tout x de [0, 1] :

0 = fm(0) fm(x) fm(1) = e 1 +
1
m

−m

− 1

= exp 1−m ln 1 +
1
m

−1.

De plus :

u = 1− m ln 1 +
1
m

=
+∞

k=1

(−1)k−1 1
(k + 1)mk

est la somme d’une série alternée qui vérifie le critère
spécial des séries alternées.

D’où :

0 <
1

2m
− 1

3m2
u = 1−m ln 1 +

1
m

1
2m

1.

Considérons la fonction définie par z(u) = eu − 1, sur
[0, 1].

1 < z (u) = eu e.

Par intégration, on en déduit que, pour tout u de [0, 1] :
u z(u) eu.

Soit :

exp 1− m ln 1 +
1
m

− 1

e 1− m ln 1 +
1
m

= em
1
m
− ln 1 +

1
m

.

Considérons la fonction définie par f (u) = u−ln(1+u),
sur [0, 1].

u
2

f (u) =
u

1 + u
u.

Par intégration :
u2

4
f (u)

u2

2
.

Soit :
1

4m2

1
m
− ln 1 +

1
m

1
2m2

.

Finalement : fm(x)
e

2m
.

Donc : rn(x)
e

2n+1
.

En n’utilisant que des opérations élémentaires...

Avec Maple

R G#0^ VS0,27k#f30*+824j

827:8 4f6fGf3,,3&,f&f+ U

4 VS_ U6 VS^ U

G VS3%:81k3#0k_jj V

3,,3&, VSGa\ U

$-+83 3,,3&,R30*+824 52

4 VS4g_ U6 VS^i6 U3,,3&, VS3,,3&,a^ U25 U

& VS3%:81k_g#a6j U

12, + 1,26 _ (2 4 52 & VS&i& U25 U

& U345 U

Exp2 := proc(x , ´)
local n, m, E , erreur, u, i ;

n := 1 ;
m := 2 ;
E := evalf(exp(1)) ;
erreur := 1/4 × E ;
while ´ < erreur do n := n + 1 ; m := 2 × m ;

erreur := 1/2 × erreur od ;
u := evalf(1 + x/m) ;
for i to n do u := u2 od ;
u

end

R G#0^k_b^f_` ˆ kd\jj U

3.319944701

R 3#0k_b^j U

3.320116923

R 3#0k_b^jdG#0^k_b^f_` ˆ kd\jj U

.000172222

C.1 Les termes li sont positifs et li ∼ 1
2i

.

La série géométrique
1
2i

converge. La série li

converge.

Considérons la fonction g définie sur [0, 1] par :

g(x) = ln(1 + x)− 2 ln 1 +
1
2

x .

Elle est dérivable sur [0, 1] et :

g (x) =
1

1 + x
− 1

1 +
x
2

0.

Cette fonction est décroissante sur [0, 1] et nulle en 0.

D’où : li 2li+1.

Par conséquent :
+∞

k=i+1

lk
1
2

+∞

k=i

lk .

Donc :
+∞

k=i+1

lk − 1
2

+∞

k=i+1

lk
li

2
.

Finalement :
+∞

k=i+1

lk li .

2 La suite (ui ) ainsi construite est positive et décrois-
sante.

Elle converge vers l. Supposons l > 0.

Il existe donc un entier N tel que, pour tout i N :
li < l.

Par conséquent : ∀i N ui+1 = ui − li .

En sommant : ∀i N ui+1 = uN −
i

k=N

lk .
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11. DÉRIVATION, INTÉGRATION

Faisons tendre i vers +∞ : l = uN −
+∞

k=N

lk > 0.

Puis : uN >
+∞

k=N

lk .

N est donc strictement positif.

Considérons le plus petit entier N tel que : uN >

+∞

k=N

lk .

Alors : uN−1

+∞

k=N−1

lk .

D’où : uN−1 < lN−1.

Puis : uN = uN−1

+∞

k=N−1

lk .

Ceci contredit la définition de N .

La suite (ui ) converge vers 0.

3 Notons i0 < i1 < · · · < ik < · · · la suite (finie ou
non) des indices i pour lesquels ui li et I l’ensemble
de ces indices.

La suite (ui ) converge vers 0, donc : u0 =
k∈I

lk .

De plus, la suite (vi ) est définie par :

vi+1 = vi si i /∈ I ; vi+1 = vi e
li si i ∈ I .

La suite (vi ) converge donc vers :

v0 exp
k∈I

lk = exp(u0).

4
Avec Maple

R G#0] VS0,27k&fLfHj

827:8 %f+ U

% VS_ U

12, + 1,26 _ (2 H 52

+1 &RSL=+< (-34 & VS&dL=+< U

% VS%g537:83k%fd+j U1+ U

25 U% U345 U

Exp3 := proc(u, L , N )
local v, i ;

v := 1 ; for i to N do if L i u then u := u − L i ;
v := v + decale(v, −i) fi od ; v

end

De plus :

eu0

A
= exp

k∈I ,k>N

lk

exp
+∞

k=N+1

lk exp
+∞

k=N+1

2−k = exp 2−N .

D’où :
1

eu0

A
exp 2−N .
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12 Suites et séries
de fonctions

RAPPELS DE COURS
MODES DE CONVERGENCE

Les fonctions considérées sont définies sur une partie A d’un K-espace vectoriel normé E de
dimension finie et à valeurs dans un K-espace vectoriel normé F de dimension finie.

• Une suite ( fn) (respectivement une série un) de fonctions converge simplement sur A si,

pour tout x de A, la suite ( fn(x))n (respectivement la série un(x)) converge.

• Nous notons (B(A), ∞) l’espace vectoriel des fonctions bornées sur A muni de la norme
∞.

Une suite ( fn) (respectivement une série un) de fonctions converge uniformément sur A s’il
existe une fonction f de A dans E telle que la suite de fonctions ( f − fn)n (respectivement la
suite des restes de la série) converge pour ∞ vers 0.

Elle converge alors simplement.

Pour montrer la convergence uniforme sur A de la suite de fonctions ( fn), on peut calculer
fn ∞ à l’aide du tableau de variations de fn .

• Une série de fonctions bornées sur A, un , converge normalement sur A si la série numérique

un ∞ converge. Elle converge alors uniformément sur A.

CONVERGENCE UNIFORME ET LIMITES

• Théorème d’interversion des limites pour une suite de fonctions

Soit ( fn) une suite de fonctions de A dans K et a un point adhérent à A.

Si la suite vérifie :
• ( fn) converge uniformément sur A vers f ;
• chaque fonction fn admet une limite bn en a, alors :

– la suite (bn)n converge vers un élément b de F .

– f admet en a la limite b : lim
n−→+∞ lim

x−→a
( fn(x)) = lim

x−→a
lim

n−→+∞( fn(x)) .

• Soit ( fn) une suite de fonctions continues de A dans K convergeant vers une fonction f ,
uniformément sur tout compact de A.

Alors la fonction f est continue sur A.
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12. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

• Théorème d’interversion des limites pour une série de fonctions

Soit un une série de fonctions de A dans K et a un point adhérent à A.

Si :

• la série de fonctions un converge uniformément sur A vers S,

• chaque fonction un admet une limite bn en a, alors :

– la série numérique bn converge ;

– la fonction somme S admet en a la limite b : lim
x−→a

+∞

n=0

un(x) =
+∞

n=0

lim
x−→a

un(x) .

Soit un une série de fonctions continues de A dans K convergeant uniformément sur tout
compact de A. Alors la fonction somme est continue sur A.

THÉORÈMES D’APPROXIMATION

Toute fonction continue par morceaux sur un segment [a, b], à valeurs dans F , est limite uniforme
d’une suite de fonctions en escalier sur [a, b].

• Théorème de Stone-Weierstrass

Toute fonction continue sur un segment [a, b], à valeurs complexes, est limite uniforme d’une
suite de fonctions polynomiales sur [a, b].

• Deuxième théorème de Weierstrass

Toute fonction continue et 2p-périodique sur R, à valeurs complexes, est limite uniforme sur R
d’une suite de polynômes trigonométriques.

CONVERGENCE UNIFORME, INTÉGRATION ET DÉRIVATION

Les fonctions considérées sont définies sur un intervalle I de R et à valeurs dans F .

• Soit a un point de I , ( fn)n une suite de fonctions définies sur I et convergeant uniformément
sur tout segment de I vers f , alors, pour tout x de I :

lim
n−→+∞

x

a
fn(t) dt =

x

a
lim

n−→+∞ fn (t) dt .

• Soit k dans N∗ ∪ {+∞} et ( fn)n une suite de fonctions de I dans F telle que :

– pour tout n, fn soit de classe Ck sur I ;

– la suite ( fn) converge simplement sur I vers f ;

– pour tout entier non nul p k, la suite de fonctions ( f (p)
n )n converge uniformément sur tout

segment de I vers une fonction gp.

Alors f est de classe Ck sur I et, pour tout entier non nul p k, f (p) = gp.

• Soit a un point de I , un une série de fonctions définies sur I et convergeant uniformément
sur tout segment de I , alors, pour tout x de I :

x

a

+∞

n=0

un(t) dt =
+∞

n=0

x

a
un(t) dt .
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ANALYSE

• Soit k dans N∗ ∪ {+∞} et un une série de fonctions de I dans K telle que :

– pour tout n, un est de classe Ck sur I ;

– la série un converge simplement sur I de somme S ;

– pour tout entier non nul p k, la série de fonctions u(p)
n converge uniformément sur tout

segment de I .

Alors S est de classe Ck sur I et, pour tout entier non nul p k, S(p) =
+∞

n=0

u(p)
n .

INTÉGRABILITÉ, SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS
• Théorème de convergence dominée
Soit ( fn) une suite de fonctions continues par morceaux de I dans K telle que :

– la suite de fonctions ( fn) converge simplement sur I vers une fonction f continue par mor-
ceaux sur I ;

– il existe une fonction f continue par morceaux, intégrable sur I telle que, pour tout entier n,
| fn | f (hypothèse de domination).

Alors :

– les applications fn et f sont intégrables sur I ;

– la suite numérique
I

fn
n

converge vers
I

f :

lim
n−→+∞ I

fn =
I

f .

• Intégration terme à terme d’une série de fonctions

Soit un une série de fonctions définies sur I telle que :

– pour tout n, un est intégrable sur I ;

– la série de fonctions un converge simplement sur I et sa fonction somme S est continue par
morceaux sur I ;

– la série numérique
I
|un| converge.

Alors :

– S est intégrable sur I ;

–
I
|S|

+∞

n=0 I
|un| ;

–
I

S =
I

+∞

n=0

un =
+∞

n=0 I
un .
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É N O N C É S
1 Pour s’entraîner

1 Soit fn(x) = n cos x sinn x .

Étudier la convergence simple et uniforme de la suite de

fonctions ( fn) sur 0,
p

2
.

2 On considère une fonction f continue de R+ dans
R telle que :

f (0) = 0 ; lim
+∞ f = 0.

Étudier la convergence simple, uniforme, sur tout com-
pact de R+ des suites de fonctions :

a) fn(x) = f (nx) ;

b) gn(x) = f
x
n

;

c) hn(x) = fn(x)gn(x).

3 Soit (an)n∈N∗ une suite réelle strictement positive,
décroissante. On pose un(x) = an xn(1− x).

a) Montrer que la série de fonctions un converge
simplement sur [0,1].

b) Montrer que la convergence est normale sur [0,1] si,

et seulement si, la série
ak

k
converge.

c) Montrer que la convergence est uniforme sur [0,1] si,
et seulement si : lim

n−→+∞ an = 0.

4 a) Déterminer le domaine de définition de la fonc-

tion f : x →
+∞

n=1

2x
n2 + x2

.

b) Montrer que la fonction f est continue.

c) Donner les limites de f aux bornes de son domaine
de définition.

2) a) Fixer x et étudier d’abord la convergence
simple.
Essayer ensuite de déterminer sup

x∈R+
| fn(x)|.

Puis regarder le sup de fn sur un intervalle de
la forme [0, a] et sur un intervalle de la forme
[a, +∞[.
2) c) Montrer que la convergence est uniforme sur
R+ en distinguant pour un réel A > 0 fixé, les réels
x de [0, A] et ceux de [A, +∞[.

3) c) La suite (an) converge. Sa limite est nulle ou
strictement positive. Étudier ces deux cas.
4) b) Revoir le théorème du cours.
4) c) Utiliser la comparaison avec une intégrale.

2 La série de fonctions ln(1 + xn)

Cet exercice utilise l’intégrabilité et le développement
en série de ln(1 + x).

Soit f (x) =
+∞

n=0

ln(1 + xn).

1 Préciser le domaine de définition de f et étudier sa
continuité.

2 Trouver un équivalent de f (x) lorsque x tend
vers 1.

2) Utiliser la comparaison avec une intégrale.

3 La fonction x →
+∞

n=1

1

sh2nx

On pose S(x) =
+∞

n=1

1

sh2(nx)
.

1 Étudier la fonction S.

2 Donner la limite de x2S(x) en 0.

Donner l’allure du graphe de S.

1) Ne pas dériver S.
Appliquer le théorème d’interversion des limites
pour la limite de S en +∞.

4 Continuité, dérivabilité de
∞

n=1

(1 − e−x)n

n2

On considère la série de fonctions
(1− e−x )n

n2
dont

on note f la fonction somme.
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1 Montrer que la fonction f est définie et continue
sur [− ln(2), +∞[.

2 Déterminer la limite de f (x) lorsque x tend vers
l’infini.

3 Montrer que f est dérivable sur ] − ln(2), +∞[ et
calculer f (x).

1) Étudier la convergence simple, puis la conver-
gence uniforme de la série de fonctions sur l’inter-
valle indiqué.
2) Le théorème d’interversion des limites.
3) Appliquer le théorème de dérivation de la fonc-
tion somme d’une série de fonctions après avoir vé-
rifié soigneusement les hypothèses.

5 Trois suites de fonctions

D’après ESIM.

Soit (un)n 0 la suite de fonctions définies sur ]0, +∞[
par :

u0(x) = x ; un+1(x) =
2
√

un(x)
1 + un(x)

1 a) Montrer que la suite de fonctions (un)n 0

converge simplement vers la fonction constante égale
à 1.

b) Soit Un =
1
un

. Montrer que la suite (Un)n 0 vérifie

la relation de récurrence suivante :

∀x > 0 Un+1(x) =
1 + Un(x)

2
√

Un(x)
.

En déduire que :

∀x > 0 ∀n 1 |Un+1(x)− 1| 1
2
|Un(x)− 1| .

c) Prouver que la suite (Un)n 0 converge uniformément
sur tout segment de ]0, +∞[.

Que peut-on en déduire pour la convergence de la suite
(un)n 0 ?

2 On définit la suite de fonctions (vn)n 0 par :

v0 = 1 ; ∀n 0 , vn+1 = vn
1 + un

2
.

a) Montrer que, pour tout x > 0, les suites (vn(x))n 1 et
(vn(x)un(x))n 1 sont adjacentes.

On note f (x) la limite de la suite (vn(x))n 1.

b) Montrer que les suites de fonctions (vn)n 1 et
(unvn)n 1 convergent uniformément vers f sur tout
compact de ]0, +∞[.

c) En déduire que la fonction f est continue sur
]0, +∞[.

1) a) Fixer x et penser à écrire un+1(x) = g(un(x)).
Étudier alors une suite récurrente.
2) b) Utiliser le fait que les suites (vn(x))n 1 et
(vn(x)un(x))n 1 sont adjacentes.

6 Jolies formules

Montrer que, de deux manières différentes, que :
1

0
x−x dx =

+∞

n=1

1
nn

;
1

0
x x dx =

+∞

n=1

(−1)n−1

nn
.

Justifier l’existence de l’intégrale.
Utiliser les sommes partielles du développement
de exp en série entière ;
Majorer le reste grâce à l’inégalité de Taylor-
Lagrange..

7 Deux équivalents

On considère, pour tout n dans N, l’intégrale :

In =
p
2

0
cosn xdx .

1 Montrer que In ∼ p

2n
.

2 En déduire que
p
2

0
(cos(x))t dx ∼+∞

p

2t
.

8* Des séries trigonométriques
D’après X, MP∗.

Le but de cet exercice est d’étudier les sommes de séries
trigonométriques de la forme :

f (x) =
+∞

n=1

bn sin(nx)

où la suite (bn)n∈N∗ est strictement positive, décrois-
sante et de limite nulle.

La première partie est consacrée à des propriétés géné-
rales ; la seconde à l’étude de la convergence uniforme
de la série sur [0, p].

Partie 1

Pour tout entier n > 0, on définit des fonctions
En , An , fn sur [0, p] par :

En(x) =
n

k=1

sin(kx) ; An(x) =
n

k=1

(bk − bk+1)Ek(x) ;

fn(x) =
n

k=1

bk sin(kx)
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12. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

1 a) Vérifier que l’on a :

2 sin
x
2

En(x) = cos
x
2
− cos n +

1
2

x .

b) Montrer que :

fn(x) = An(x) + bn+1 En(x).

c) Établir les inégalités :

sin
x
2
|An(x)| b1 − bn+1

sin
x
2
|Ap(x)− An(x)| bn+1 − bp+1

sin
x
2
| f p(x)− fn(x)| 2bn+1.

lorsque n < p.

2 Montrer que la suite ( fn) converge simplement sur
l’intervalle [0, p] et que la convergence est uniforme sur
tout intervalle [a, p], où 0 < a < p. Que peut-on dire
de la fonction f , limite simple de la suite ( fn) ?

3 a) Établir que, pour tout t dans 0,
p

2
, on a :

sin t
2
p

t .

b) Montrer que, pour tout entier m > 0, la fonction
(x → sin(mx) f (x) ) est continue sur [0, p].

c) En utilisant les coefficients de Fourier, calculer son
intégrale sur cet intervalle.

(Si vous n’avez pas encore étudié les coefficients de Fou-
rier, laissez cette question qui ne sert pas ensuite.)

Partie 2

4 On suppose que la suite (nbn)n∈N∗ tend vers 0 et on
pose ´n = sup

k n
(kbk).

Pour tout x dans ]0, p], on note p la partie entière de
p

x
de sorte que :

p
p

x
< p + 1.

a) Vérifier les inégalités suivantes :

n+p−1

k=n

bk sin(kx) p´n ;
+∞

k=n+p

bk sin(kx) 2´n

b) Déduire de ce qui précède que la suite ( fn) converge
uniformément sur [0, p].

5 Montrer que, réciproquement, si la suite ( fn)
converge uniformément sur [0, p], la suite (nbn) tend
vers 0.

On pourra établir qu’il existe une constante C telle que,
pour tout n :

2n

k=n+1

bk sin
kp

4n
Cnb2n

1) b) Transformer l’expression au second membre.
3) a) Inégalité de concavité.
b) Montrer la convergence uniforme de la suite de
fonctions (x → sin(mx) fn(x)) continues sur l’in-
tervalle [0, p].
Utiliser ∀x |sin x | |x |.
4) a) Pour la seconde inégalité, majorer d’abord
| fn+p+k(x)− fn+p−1(x)|, puis faire tendre k vers
+∞.
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C O R R I G É S
1 Pour s’entraîner

1 Pour tout x de 0,
p

2
, la suite ( fn(x)) tend vers 0

lorsque n tend vers +∞.

La suite de fonctions ( fn) converge simplement vers la

fonction nulle sur 0,
p

2
.

Notons xn =
p

2
− 1√

n
.

fn(xn) = n sin
1√
n

cosn 1√
n
∼ √

ne−1/2

La suite de fonctions ( fn) ne converge pas uniformé-

ment vers la fonction nulle sur 0,
p

2
.

2 a) Fixons x . La suite ( f (nx)) converge vers 0

lorsque n tend vers +∞.

La suite de fonctions ( fn) converge simplement vers la
fonction nulle sur R+.

Cependant, la fonction f est continue et bornée sur R+

puisque :
f (0) = 0 = lim

+∞ f .

Lorsque n est fixé non nul et que x décrit R+, nx décrit
R+. D’où :

sup
x∈R+

| fn(x)| = f ∞ .

Si la fonction f n’est pas nulle, la convergence de la
suite de fonctions ( fn) n’est pas uniforme sur R+.

Justifier de manière analogue que la convergence de la
suite de fonctions ( fn) n’est pas uniforme sur tout com-
pact de la forme [0, a], où a > 0.

En revanche, si a et ´ sont des réels strictement positifs
fixés :

∃A > 0 ∀x A | f (x)| ´.

Alors, en posant N = E
A
a

+ 1 :

∀n N ∀x ∈ [a, +∞[ | fn(x)| ´.

La suite de fonctions ( fn) converge uniformément vers
la fonction nulle sur [a, +∞[.

b) Fixons x . La suite f
x
n

converge vers 0 lorsque

n tend vers +∞.

La suite de fonctions (gn) converge simplement vers la
fonction nulle sur R+.

Lorsque n est fixé non nul et x décrit R+,
x
n

décrit R+.

D’où :
sup
x∈R+

|gn(x)| = f ∞

Si la fonction f n’est pas nulle, la convergence de la
suite de fonctions (gn) n’est pas uniforme sur R+.

Soit a > 0 et [0, a] un compact de R+.

sup
x∈[0,a]

|gn(x)| = f|[0, a
n ] ∞

.

En déduire que la convergence de la suite de fonctions
(gn) est uniforme sur tout compact de la forme [0, a], où
a > 0.

c) Fixons x . La suite f (nx) f
x
n

converge vers 0

lorsque n tend vers +∞.

La suite de fonctions (hn) converge simplement vers la
fonction nulle sur R+.

Montrons maintenant que la convergence de la suite de
fonctions (hn) est uniforme sur R+.

Fixons ´ > 0. Il existe a > 0 et A > 0 tels que :

(∀x A | f (x)| ´) et (∀x ∈ [0, a[ | f (x)| ´).

Puis il existe un entier naturel N tel que :

∀n N ∀x ∈ [0, A]
x
n

a.

Finalement :

∀n N ∀x ∈ [0, A] f
x
n

f (nx) ´ f ∞ .

et : ∀x A f
x
n

f (nx) f ∞ ´.

La convergence de la suite de fonctions (hn) est uni-
forme sur R+.

3 a) En x = 0 ou x = 1, la série numérique un(x)

converge.

Pour tout x de ]0,1[, on a 0 an xn a0xn .

La série de fonctions un converge simplement sur
[0, 1].

b) Pour tout n 1, la fonction positive f :

(x → xn(1− x)) admet un maximum en
n

n + 1
et :

f(x) ∞ =
n

n + 1

n 1
n + 1

.

Puis an
n

n + 1

n 1
n + 1

∼ an

ne
.
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12. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

Nous en déduisons que la convergence de la série de
fonctions un est normale sur [0,1] si, et seulement

si, la série
an

n
converge.

c) Notons, pour x dans [0,1] et n 1 :

Rn(x) =
+∞

k=n+1

uk(x)

et étudions la convergence uniforme de la suite de fonc-
tions (Rn) vers la fonction nulle sur [0,1].

Rn(0) = 0 = Rn(1) et ∀x ∈ ]0, 1[

0 Rn(x) an+1(1− x)
+∞

k=n+1

xk = an+1xn+1 an+1

Si la suite (an) tend vers 0, la convergence de la série de
fonctions est uniforme sur [0,1].

Si la suite (an) ne tend pas vers 0, elle admet une limite
l > 0 car elle est décroissante et positive.

Dans ce cas : ∀n ∈ N an l.

Puis :

∀n ∈ N∗ ∀x ∈ ]0, 1[ Rn(x) l(1−x)
+∞

k=n+1

xk = lxn+1.

En particulier :

∀n 1 Rn
n

n + 1
l

n
n + 1

n+1
.

Or lim
n−→+∞ l

n
n + 1

n+1
=

l
e
.

Donc la convergence de la série n’est pas uniforme.

4 a) La série de fonctions
2x

n2 + x2
converge sim-

plement sur R.

b) Soit a > 0.

∀n 1 ∀x ∈ [−a, a]
2x

n2 + x2

2a
n2

La série de fonctions
2x

n2 + x2
converge normale-

ment sur tout segment de R.

Les fonctions x → 2x
n2 + x2

sont continues sur R.

La fonction f est donc continue sur R.

c) La fonction f est impaire sur R.

Utilisons la comparaison avec une intégrale pour enca-
drer f .

Pour tout x > 0 fixé, la fonction définie sur R+,

u → 2x
x2 + u2

, est positive et décroissante sur R+.

∀x > 0 ∀k 1 ∀u ∈ [k − 1, k]
2x

x2 + k2

k

k−1

2x
x2 + u2

du
2x

x2 + (k − 1)2
.

Sommons :

∀x > 0

f (x)− 2x
x2 + 1

+∞

k=2

k

k−1

2x
x2 + u2

du =
+∞

1

2x
x2 + u2

du

f (x).

Puis, en intégrant :

∀x > 0 f (x)− 2x
x2 + 1

p− 2Arctan
1
x

f (x).

Finalement, lim
x−→+∞ f (x) = p.

En déduire que la convergence de la série de fonctions
n’est pas uniforme sur R.

2 La série de fonctions ln(1 + xn)

1 Soit x dans ]− 1, 1[. Alors |ln(1 + xn)| ∼ |x |n .

La série ln(1+xn) est absolument convergente, donc
convergente.

Cette série n’est pas définie si x −1. Elle diverge
grossièrement si x 1.

Soit a tel que : 0 a < 1. Alors :

∀x ∈ [−a, a] 1− an 1 + xn 1 + an .

Puis ∀x ∈ [−a, a]

| ln(1 + xn)| max |ln(1− an)| , ln(1 + an) .

Les séries |ln(1− an)|, ln(1 + an) convergent.

Donc la série de fonctions ln(1 + xn) converge nor-
malement sur tout segment de ] − 1, 1[. Les fonctions
(x → ln(1 + xn)) sont continues sur ]− 1, 1[.

La fonction f est continue sur ]− 1, 1[.

2 Utilisons la comparaison avec une intégrale.

Pour tout x fixé dans [0, 1[, la fonction
g : (t → ln(1 + x t )) est positive et décroissante sur
[0, +∞[.

∀n ∈ N ln(1 + xn+1)
n+1

n
ln(1 + x t ) dt ln(1 + xn)

Contrôler que la fonction g est intégrable sur [0, +∞[.

∀x ∈ [0, 1[

f (x)− ln(1 + x)
+∞

n=0

n+1

n
ln(1 + x t ) dt

=
+∞

0
ln(1 + x t ) dt f (x).

En posant u = x t :
+∞

0
ln(1 + x t ) dt = − 1

ln x

1

x A

ln(1 + u)
u

du.
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D’où f (x) ∼1−
1

1− x

1

0

ln(1 + u)
u

du.

Calculons cette intégrale.
1

0

ln(1 + u)
u

du =
1

0

+∞

n=0

(−1)n un

n + 1
du.

La série de fonctions (−1)n un

n + 1
converge

simplement sur [0,1] et vérifie, pour tout u fixé de ]0,1]
le critère spécial des séries alternées.

Donc :

∀u ∈ [0, 1]
+∞

n=N

(−1)n un

n + 1
uN

N + 1
1

N + 1
.

D’où :
1

0

ln(1 + u)
u

du =
+∞

n=0

1

0
(−1)n un

n + 1
du

=
+∞

n=0

(−1)n 1
(n + 1)2

=
+∞

n=1

1
n2
− 2

+∞

n=1

1
(2n)2

=
p2

12
.

3 La fonction x →
+∞

n=1

1

sh2nx

1 La série de fonctions
1

sinh2(nx)
n’est pas défi-

nie en 0.

Pour tout x non nul,
1

sinh2(nx)
∼ 4e−2n|x|. La série à

termes positifs
1

sinh2(nx)
converge.

Le domaine de définition de S est R∗. La fonction S est
paire.

Soit n un entier fixé. La fonction x → 1

sinh2(nx)
est

décroissante sur R+∗.

Nous en déduisons que S est décroissante sur R+∗.

Soit a > 0.

La série de fonctions
1

sinh2(nx)
converge normale-

ment sur [a, +∞[ :

∀x a ∀n 1
1

sinh2(nx)

1

sinh2(na)
.

Nous pouvons appliquer le théorème d’interversion des

limites car les fonctions x → 1

sinh2(nx)
ont pour li-

mite 0 en +∞ :

lim
x−→+∞ S(x) =

+∞

n=1

lim
x−→+∞

1

sinh2(nx)
= 0.

De plus, pour tout x > 0, S(x)
1

sinh2 x
.

Donc lim
x−→0+

S(x) = +∞.

2 Étudions x2S(x).

x2S(x) =
+∞

n=1

x2

sinh2(nx)
=

+∞

n=1

1
n2

(nx)2

sinh2(nx)
.

Une étude rapide de la fonction (u → sinh u − u) vous
convaincra que :

∀u 0 sinh u u.

Donc ∀u > 0 0
x2

sinh2(nx)

1
n2

.

La série de fonctions
x2

sinh2(nx)
converge norma-

lement sur R+∗ et les fonctions x → x2

sinh2(nx)
ont

une limite lorsque x tend vers 0.

Le théorème d’interversion des limites s’applique :

lim
x−→0

x2S(x) =
+∞

n=1

lim
x−→0

x2

sinh2(nx)
=

+∞

n=1

1
n2

=
p2

6
.

Avec Maple

R 082(k*&6kl_ak*+4-k4i#jjˆ^lf
l4lS_bb_```jf#S`b_`bb+41+4+("j U

0

infinity

infinityx

4 Continuité, dérivabilité

de
∞

n=1

(1 − e−x)n

n2

1 Fixons x réel et utilisons la règle de d’Alembert :

lim
n→+∞

|1− e−x |
(n + 1)2

n2 = 1− e−x .

La fonction (x → (1 − e−x ) ) est croissante et continue
sur R.
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12. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

x −∞ − ln 2 0 +∞
1

0
y = 1− e−x −1

−∞
Elle réalise une bijection de ]− ln 2, +∞[ sur ]− 1, 1[.

Pour tout x dans ] − ln 2, +∞[, la série de fonctions
converge.

Pour tout x dans ]−∞,− ln 2[, elle diverge.

Pour x = − ln 2, elle converge absolument.

La fonction f est définie sur [− ln 2, +∞[.

Montrons la convergence normale sur l’intervalle
[− ln 2, +∞[. En effet :

D’où

∀x ∈ [− ln 2, +∞[ 1− e−x 1

∀x ∈ [− ln 2, +∞[
(1− e−x )n

n2

1
n2

.

La convergence de la série
1
n2

permet d’affirmer

la convergence normale sur [− ln 2, +∞[ de la série de
fonctions définissant f .

Chacune de ces fonctions est continue sur cet intervalle.

Donc f est continue sur son domaine de définition.

2 Pour n 1 fixé, la fonction x → (1− e−x )n

n2

admet
1
n2

pour limite lorsque x tend vers l’infini.

La convergence normale sur le domaine de la série de
fonctions permet d’appliquer le théorème d’interversion
des limites :

lim
x→+∞ f (x) =

+∞

n=1

lim
x→+∞

(1− e−x )n

n2
=

+∞

n=1

1
n2

=
p2

6

3 Notons un(x) =
(1− e−x )n

n2
.

Les fonctions un sont de classe C1 sur [− ln 2, +∞[ et

un(x) = e−x (1− e−x )n−1

n
.

La règle de d’Alembert montre que la série un(x)
converge simplement sur ]− ln 2, +∞[.

Elle converge aussi en − ln 2, car elle vérifie le critère
spécial des séries alternées.

Étudions sa convergence normale.

Soit a et b tels que − ln 2 < a < 0 < b.
La fonction (x → (1− e−x ) ) est continue sur le com-
pact [a, b].

Elle est bornée et atteint ses bornes 0 et m.

∀x ∈ [a, b] |un(x)| 2
mn−1

n
.

La série 2
mn−1

n
converge, car 0 < m < 1.

Le théorème de dérivation d’une fonction somme d’une
série de fonctions s’applique.

La fonction f est de classe C1 sur ]− ln 2, +∞[ et :

f (x) =
+∞

n=1

−e−x (1− e−x )n−1

n
=

x
ex − 1

.

5 Trois suites de fonctions

1 a) Fixons x > 0 et étudions la suite :

(un(x))n 0.

Une récurrence simple prouve que cette suite est bien
définie et à valeurs strictement positives.

Nous reconnaissons une suite récurrente.
Notons g la fonction définie sur R+ par :

g(t) =
2
√

t
1 + t

.

La fonction g est de classe C1 sur R+∗ et :

g (t) =
1− t√
t(1 + t)2

.

Le tableau de variations de g montre que l’intervalle
[0,1] est un intervalle de stabilité de g.

t 0 1 +∞
g (t) + 0 −

1
g(t)

0 0

Pour tout n 1, nous avons 0 un(x) 1.

Or, la fonction g est croissante sur [0,1]. La suite
(un(x))n 1 est donc monotone.

u2(x)
u1(x)

1. La suite est croissante.

Elle est de plus bornée. Elle converge donc.

Puisque la fonction g est continue, sa limite L vérifie
l’équation g(L) = L .

La suite de fonctions (un)n 0 converge simplement sur
]0, +∞[ vers la fonction constante égale à 1.

b) L’égalité demandée est immédiate.

De plus, pour tout x > 0 et tout n 1 :

|Un+1(x)− 1| = (1−√
Un(x))2

2
√

Un(x)

1
2

(1− Un(x))2

car Un(x) 1.
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Or, pour tout nombre a de [0,1], on a :

(1−√
a)2 1− a.

D’où :
|Un+1(x)− 1| 1

2
|Un(x)− 1| .

c) Soit [a, b] un compact contenu dans ]0, +∞[.

Une récurrence (laissée à vos bons soins) permet
d’écrire, pour tout x > 0 et tout n 1 :

|Un(x)− 1| 1
2n−1

|U1(x)− 1| .
Soit :

|Un(x)− 1| 1
2n−1

(1−√
x)2

2
√

x
.

La fonction x → (1−√
x)2

2
√

x
est continue sur le

compact [a, b]. Notons C = sup
x∈[a,b]

(1−√
x)2

2
√

x
.

Nous obtenons :

|Un(x)− 1| C
2n−1

.

La suite (Un)n 0 converge uniformément sur tout com-
pact de ]0, +∞[.

Fixons ´ > 0 et un compact [a, b] contenu dans
]0, +∞[. Il existe un entier N tel que :

∀x ∈ [a, b] ∀n N |Un(x)− 1| ´.

Soit n N . Nous avons, pour tout x de [a, b] :

|un(x)− 1| = |1−Un(x)|
Un(x)

|1−Un(x)| ´.

La convergence de la suite de fonctions (un)n 0 est uni-
forme sur tout compact de ]0, +∞[.

2 a) Fixons x > 0.

Une récurrence simple montre que les suites (vn(x))n 1

et (vn(x)un(x))n 1 sont strictement positives.

Étudions le sens de variation des suites (vn(x))n 1 et
(vn(x)un(x))n 1.

vn+1(x)
vn(x)

=
1 + un(x)

2
1.

La suite (vn(x))n 1 est décroissante.

vn+1(x)un+1(x)
vn(x)un(x)

=
1√

un(x)
1.

La suite (vn(x)un(x))n 1 est croissante.

De plus :

|un(x)vn(x)− vn(x)| = vn(x) |1− un(x)|
v1(x) |1− un(x)| .

La suite (vn(x)un(x)− vn(x))n 1 tend vers 0.

Les suites (vn(x))n 1 et (vn(x)un(x))n 1 sont adja-
centes.

b) Pour tout x > 0, les suites (vn(x)un(x))n 1 et
(vn(x))n 1 étant adjacentes, nous savons que :

|un(x)vn(x)− f (x)| |un(x)vn(x)− vn(x)|
et :

|vn(x)− f (x)| |un(x)vn(x)− vn(x)| .
Fixons [a, b] un compact contenu dans ]0, +∞[.

∀x ∈ [a, b] |un(x)vn(x)− vn(x)| v1(x) |1− un(x)| .
La fonction v1 est continue, donc bornée sur le compact
[a, b] et la suite de fonctions (un)n 0 converge unifor-
mément sur tout compact contenu dans ]0, +∞[ vers la
fonction constante 1.

Nous en déduisons que les suites de fonctions (unvn)n 1

et (vn)n 1 convergent uniformément sur tout compact de
]0, +∞[ vers f .

c) Une dernière récurrence simple vous permettra d’éta-
blir que les fonctions vn sont continues sur ]0, +∞[.

La convergence uniforme sur tout compact de ]0, +∞[
de la suite de fonctions (vn) vers f permet d’affirmer
que f est continue sur ]0, +∞[.

6 Jolies formules

La fonction (x → x−x = e−x ln(x)) se prolonge par
continuité en 0 et elle est continue sur ]0, 1].

Elle est donc intégrable sur ]0, 1].

Première méthode

Lorsque x décrit ]0, 1], −x ln(x) décrit [0,
1
e

].

L’inégalité de Taylor-Lagrange appliquée à la fonction
exp donne :

∀b ∈ R eb −
n

k=0

bk

k!
|b|n+1

(n + 1)!
e|b|.

En particulier, pour tout x dans ]0, 1] :

e−x ln(x) −
n

k=0

(−x ln(x))k

k!
|−x ln(x)|n+1

(n + 1)!
e|−x ln(x)|

1
en(n + 1)!

.

Donc :

0
1

0
e−x ln(x) −

n

k=0

(−x ln(x))k

k!
dx

1
en(n + 1)!

.

Nous en déduisons :
1

0
e−x ln(x)dx =

+∞

k=0

1

0

(−x ln(x))k

k!
dx .

Calculer
1

0
(−x ln(x))kdx =

k!
(k + 1)k+1

.

Finalement :
1

0
x−x dx =

+∞

n=1

1
nn

.
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12. SUITES ET SÉRIES DE FONCTIONS

Deuxième méthode

e−x ln(x) =
+∞

k=0

(−x ln(x))k

k!
.

De plus :
1

0
(−x ln(x))kdx =

k!
(k + 1)k+1

et la série
1

(k + 1)k+1
converge.

Le théorème d’intégration d’une série de fonctions
s’applique alors.

Montrer de manière analogue que :
1

0
x x dx =

+∞

n=1

(−1)n−1

nn
.

7 Deux équivalents

1 Vous avez reconnu les intégrales de Wallis déjà
rencontrées. Rappelons que vous montrerez successive-
ment que :
• la suite (In)n est décroissante ;

• In+2 =
n + 1
n + 2

In , en intégrant par parties ;

• In ∼ In+1 ;
• la suite ((n + 1)In In+1)n est constante.

En déduire l’équivalent demandé.

2 Pour tout t 1 fixé, la fonction (x → (cos x)t ) est

continue sur 0,
p

2
et peut être prolongée par continuité

en
p

2
. Elle est donc intégrable sur 0,

p

2
.

Notons g la fonction définie sur [1, +∞[ par :

g(t) =
p
2

0
(cos(x))t dx .

Nous devons montrer que lim
t→+∞ g(t)

√
t =

p

2
.

Or la fonction g est décroissante. Donc, en notant, pour
un t > 1, n sa partie entière :

In+1 g(t) In

Puis : In+1
√

n g(t)
√

t In

√
n + 1.

8 Des séries trigonométriques

1 a) Soit n > 0.

2 sin
x
2

En(x) =
n

k=1

2 sin
x
2

sin(kx)

=
n

k=1

cos k − 1
2

x − cos k +
1
2

x

= cos
x
2
− cos n +

1
2

x

b) An(x) + bn+1 En(x) =
n

k=1

(bk − bk+1)Ek(x) + bn+1 En(x)

= b1 E1 +
n

k=2

bk(Ek − Ek−1) = fn(x).

c) Les inégalités demandées découlent aisément des
questions précédentes pour x dans [0, p] :

sin
x
2

An(x)
n

k=1

(bk − bk+1)Ek(x) sin
x
2

n

k=1

(bk − bk+1) sin
x
2
|Ek(x)| .

Or, d’après la question 1) a), sin
x
2

Ek(x) 1.

D’où sin
x
2

An(x) b1 − bn+1.

En outre, pour n < p :

sin
x
2

Ap(x)− An(x) = sin
x
2

p

k=n+1

(bk − bk+1)Ek(x).

En procédant de la même manière, on obtient :

sin
x
2
|Ap(x)− An(x)| bn+1 − bp+1.

Et enfin :

sin
x
2

f p(x)− fn(x) = sin
x
2

Ap(x)− An(x)

+ sin
x
2

bp+1 E p − bn+1 En .
D’où :

sin
x
2

f p(x)− fn(x)

sin
x
2

(Ap(x)− An(x)) + sin
x
2

bp+1 E p

+ sin
x
2

bn+1 En

bn+1 − bp+1 + bp+1 + bn+1 = 2bn+1.

2 La suite ( fn(0)) est la suite nulle. Elle converge
vers 0.

Fixons a dans ]0, p[ et montrons la convergence uni-
forme de la suite de fonctions sur [a, p].

∀x ∈ [a, p] ∀p > n | f p(x)− fn(x)| 2bn+1

sin
a

2

.

La convergence vers 0 de la suite (bn) montre que la
suite ( fn(x)) vérifie le critère de Cauchy uniforme.

La suite de fonctions ( fn) converge uniformément sur
[a, p]. Elle converge donc simplement sur [0, p].

De plus, les fonctions fn sont continues sur [0, p].
La fonction f est donc continue sur ]0, p].

c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit 333



ANALYSE

3 a) Cette inégalité traduit la concavité de la fonction

sinus sur l’intervalle 0,
p

2
.

La courbe est située au-dessus de la corde joignant les

points d’abscisse 0 et
p

2
.

b) Il suffit de montrer la convergence uniforme de la
suite de fonctions (x → sin(mx) fn(x)) continues sur
l’intervalle [0, p].

∀p > 0 ∀x ∈ ]0, p]

sin(mx) f p(x)− fn(x) 2bn+1
|sin(mx)|

sin
x
2

2bn+1p
|sin(mx)|

x
2bn+1pm

en utilisant ∀x |sin x | |x |.
Cette inégalité est vraie également pour x = 0 et
entraîne la convergence uniforme sur [0, p] de la suite
de fonctions (x → sin(mx) fn(x)) vers la fonction
(x → sin(mx) f (x)).

c) Nous pouvons en déduire :
p

0
f (x) sin(mx) dx = lim

n−→+∞

p

0
fn(x) sin(mx) dx

= lim
n−→+∞

p

2
bm( fn) .

Les
p

2
bm( fn) sont les coefficients de Fourier de fn :

∀m n bm( fn) = bm .

D’où : p

0
f (x) sin(mx) dx =

p

2
bm .

4 a) Utilisons à nouveau : ∀x ∈ ]0, p] |sin x | |x |.
n+p−1

k=n

bk sin(kx)
n+p−1

k=n

kbk x px´n p´n

car p
p

x
.

Appliquons l’inégalité de la question 1) c) avec les en-
tiers n + p − 1 et n + p + k.

| fn+p+k(x)− fn+p−1(x)| 2
bn+p

sin
x
2

.

Or
1

sin
x
2

p

x
p + 1.

D’où :
| fn+p+k(x)− fn+p−1(x)| 2(p + 1)bn+p 2(p + n)bn+p

2´n .

Faisons tendre k vers +∞. Nous obtenons :

| f (x)− fn+p−1(x)| 2´n .

b) La question précédente permet d’écrire :

∀x ∈ [0, p]
+∞

k=n

bk sin(kx) (p + 2)´n

Elle entraîne la convergence uniforme sur [0, p] de la
série de fonctions bk sin(kx), donc de la suite de
fonctions ( fn).

5 Nous remarquons que, pour tout k entre n + 1 et 2n,

on a :
kp

4n
∈ 0,

p

2
. Donc :

2n

k=n+1

bk sin
kp

4n

2n

k=n+1

bk
k

2n

b2n

2n

2n

k=n+1

k =
(3n + 1)b2n

4

3nb2n

4
.

Nous trouvons la constante C =
3
4

.

Supposons que la suite de fonctions ( fn) converge uni-
formément sur [0, p].

Le critère de Cauchy de convergence uniforme permet
d’écrire :

∀´ > 0 ∃N ∈ N ∀n N ∀x ∈ [0, p]

| f2n(x)− fn(x)| ´.

Prenons x =
p

4n
. Nous obtenons :

∀´ > 0 ∃N ∈ N ∀n N
3nb2n

4
´.

La suite (2nb2n) tend vers 0.

Puis, pour tout entier n :

0 (2n + 1)b2n+1 (2n + 1)b2n 4nb2n

La suite ((2n + 1)b2n+1) tend aussi vers 0.
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13 Séries entières

RAPPELS DE COURS
RAYON DE CONVERGENCE

Soit anzn une série entière.

On définit le rayon de convergence R de la série entière anzn en posant :

R = sup {r > 0 ; (anrn)n bornée} ∈ R+ ∪ {+∞} .

• Pour tout complexe (ou réel) z vérifiant |z| < R, la série numérique anzn est absolument
convergente.

Pour tout complexe (ou réel) z vérifiant |z| > R, la série numérique anzn est grossièrement
divergente.

Le disque de convergence de la série entière anzn est le disque ouvert B O(0, R).

L’intervalle de convergence de la série entière an xn est l’intervalle ouvert ]− R, R[.

• R = sup {r > 0 ; (anrn)n converge vers 0} = sup r > 0 ; anrn converge .

• Si la série entière anzn
0 converge pour un certain z0, alors le rayon de convergence R de la

série entière anzn est tel que |z0| R.

Si la série entière anzn
1 diverge pour un certain z1, alors le rayon de convergence R de la série

entière anzn est tel que R |z1|.
• La série entière anzn an xn converge normalement sur tout compact contenu dans le

disque ouvert (intervalle ouvert) de convergence.

• Règle de d’Alembert pour les séries entières

Soit anzn une série entière vérifiant :

– pour tout entier n, an = 0 ;

– la suite tend
an+1

an n

vers un élément L de R+ ∪ {+∞}.
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Alors le rayon de convergence de la série entière anzn est :

R =


1
L

si L ∈ R+∗

+∞ si L = 0

0 si L = +∞

• Les séries entières anzn , nanzn et
an

n
zn ont même rayon de convergence.

OPÉRATIONS SUR LES SÉRIES ENTIÈRES

• Soit anzn et bnzn deux séries entières de rayons de convergence respectifs R et R .

On note r le rayon de convergence de la série entière (an + bn)zn . Alors :

– r min(R, R ) ;

– pour tout z tel que |z| < min(R, R ),
+∞

n=0

(an + bn)zn =
+∞

n=0

anzn +
+∞

n=0

bnzn ;

– si R = R , alors r = min(R, R ).

• Produit de Cauchy de séries entières

Soit anzn et bnzn deux séries entières de rayons de convergence respectifs R et R .

Le produit de Cauchy des deux séries entières est la série entière
n

k=0

akbn−k zn et :

– son rayon de convergence r est r min(R, R ) ;

– pour tout complexe z tel que |z| < min(R, R ) :

+∞

n=0

n

k=0

akbn−k zn =
+∞

n=0

anzn
+∞

n=0

bnzn .

PROPRIÉTÉS DE LA FONCTION SOMME D’UNE SÉRIE ENTIÈRE

Dans les énoncés qui suivent, les séries entières ont un rayon de convergence strictement positif.

• La fonction
+∞

n=0

anzn (respectivement
+∞

n=0

an xn) est continue sur tout compact intérieur au

disque ouvert de convergence (respectivement à l’intervalle ouvert de convergence).

• La fonction
+∞

n=0

an xn est de classe C∞ sur l’intervalle ouvert de convergence ]− R, R[ et :

∀p 1
+∞

n=0

an xn

(p)

=
+∞

n=p

n(n − 1)...(n − p + 1)an xn−p.

• Soit anzn une série entière de rayon de convergence R > 0.

∀x ∈ ]− R, R[
x

0

+∞

n=0

an tn dt =
+∞

n=0

an
xn+1

n + 1
.
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13. SÉRIES ENTIÈRES

FONCTIONS DÉVELOPPABLES EN SÉRIE ENTIÈRE

• Une fonction f de classe C∞ sur un intervalle ] − r , r [, avec r > 0, est dite développable en
série entière sur ]−r , r [ s’il existe une série entière an xn , de rayon de convergence R r ,
telle que :

∀x ∈ ]− r , r [ f (x) =
+∞

n=0

an xn.

Dans ce cas :

∀n ∈ N, an =
f (n)(0)

n!
.

• Soit f une fonction de classe C∞ sur un intervalle ]− r , r [.

La série de Taylor de f est la série entière
f (n)(0)

n!
xn .

• Pour montrer qu’une fonction est développable en série entière sur ]− r , r [, on peut :

– utiliser les théorèmes sur les sommes, produits, dérivées, primitives de fonctions sommes de
séries entières ;

– écrire une équation différentielle vérifiée par cette fonction, chercher les séries entières solution
de l’équation et montrer que la fonction est la somme de l’une d’elles ;

– prouver que, pour tout x de ]− r , r [ :

lim
n−→+∞ f (x)−

n

k=0

f (k)(0)
k!

xk = 0.

LES DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE ENTIÈRE À CONNAÎTRE

• Pour tout réel x :

exz =
+∞

n=0

(xz)n

n!
; cos x =

+∞

n=0

(−1)n x2n

(2n)!
; sin x =

+∞

n=0

(−1)n x2n+1

(2n + 1)!
;

chx =
+∞

n=0

x2n

(2n)!
; shx =

+∞

n=0

x2n+1

(2n + 1)!
.

• Pour tout x de ]-1,1[ :

1
1− x

=
+∞

n=0

xn ; ln(1− x) =
+∞

n=1

−xn

n
;

1
1 + x

=
+∞

n=0

(−1)n xn ; ln(1 + x) =
+∞

n=1

(−1)n−1 xn

n
;

1
1 + x2

=
+∞

n=0

(−1)n x2n ; Arctan x =
+∞

n=0

(−1)n x2n+1

2n + 1
;

(1 + x)a = 1 +
+∞

n=1

a(a− 1)...(a− n + 1)
n!

xn ; Arcsin x =
+∞

n=0

(2n)!
22n(n!)2

x2n+1

2n + 1
;

1√
1− x2

=
+∞

n=0

(2n)!
22n(n!)2

x2n ; Argshx = ln(x +
√

x2 + 1) ;

1√
1 + x2

=
+∞

n=0

(−1)n (2n)!
22n(n!)2

x2n ; =
+∞

n=0

(−1)n (2n)!
22n(n!)2

x2n+1

2n + 1
.
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1 Pour s’entraîner

1 Quel est le rayon de convergence des séries en-
tières :

a)
zn

n10 + n + 1
; b)

zn

4n + 1
;

c)
1

4n + 1
+

1
n10 + n + 1

zn ;

d)
zn

sin np

√
3

2

; e)
1

ch
1
n

na xn ?

2 Soit (an) une suite complexe. Comparer les rayons
de convergence des séries entières de termes généraux
anzn , a2

n zn , anz2n , anzn2

.

3 Quel est le rayon de convergence de la série entière
xn−1

n
? Calculer la somme de la série entière.

4 Même question avec
xn

n!(n + 2)
.

5 Même question avec xn cos(na).

6 Même question avec
1

0

tn

√
1 + t2

dt xn .

7 Même question avec
(−x)n

(2n + 1)(2n + 3)
.

8 Soit k 1 un entier. Quel est le rayon de conver-
gence de la série entière nke−rn xn ?
On note Sk,r (x) sa somme.

Montrer qu’il existe un polynôme Pk tel que :

dk

dtk

1
1− xe−t

= Pk
1

1− xe−t

et en déduire la valeur de Sk,r (x).

9 Domaine de convergence et somme de
n(−1)n

xn .

10 Même question avec
x3n

(3n)!
.

1) a) Les séries entières an xn et annxn ont
même rayon de convergence...

d) Utiliser l’entier kn tel que :

kn − 1
2

< n

√
3

2
< kn +

1
2

pour minorer sin np

√
3

2
.

2) Distinguer les cas R = +∞ et R > 0, où R est
le rayon de convergence de la série anzn .
Dans le second cas, pour la dernière série, considé-
rer r tel que :

0 < r < R.

3) Utiliser soit une formule du cours, soit une pri-
mitive.
5) cos(na) = Re(eina).

6) Encadrer an =
1

0

tn

√
1 + t2

dt pour déterminer

le rayon de convergence.
7) Pour calculer la somme, distinguer les cas où
x > 0 et x < 0, faire apparaître :

t2n+1

2n + 1
et (−1)n t2n+1

2n + 1
.

8) Utiliser, après justification :

1
1− xe−t

=
+∞

n=0

xne−nt .

9) Séparer les termes d’indices pairs et les termes
d’indices impairs.
10) Utiliser j et j2.

2* Série numérique et série entière

1 Étude de la série un avec un =
n+1/2

n

dt
1 + t p

.

2 Rayon de convergence de la série entière un xn .

Chercher un équivalent de l’intégrale.

3 Un produit de Cauchy

Soit an =
(−1)n−1

n
et, pour n 2 : bn =

n−1

k=1

akan−k .

Étudier la convergence de la série de terme général bn ,
ainsi que sa somme éventuelle.

338
c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths

La photocopie non autorisée est un délit



13. SÉRIES ENTIÈRES

Préciser bn .

4 Une série de fonctions

Préciser le domaine de convergence de la série de fonc-

tions
1
n

z
z − 1

n

.

Revenir à une série entière.

5* Principe des zéros isolés

La suite (z p) est une suite de complexes non nuls
convergeant vers 0.

1 La série entière anzn a un rayon de convergence
R > 0. Sa somme est notée f et on suppose que :

∀p ∈ N f (z p) = 0.

Montrer que, pour tout n dans N, on a : an = 0.

2 Que peut-on dire de deux séries entières dont les
sommes f et g vérifient :

∀ ∈ N f (z p) = g(z p) ?

1) Poser f (z) = zq g(z), pour un entier q bien
choisi.

6* Sommes de séries entières
équivalentes

1 Les suites (an) et (bn) sont positives, équivalentes
et telles que les séries entières an xn et bn xn ont
un rayon de convergence infini.

On suppose également qu’aucune de ces séries entières
n’est un polynôme.

Montrer que, au voisinage de +∞ :
+∞

n=0

an xn ∼
+∞

n=0

bn xn .

2 Déterminer le rayon de convergence de la série en-
tière :

1 +
1
n

n2

xn

n!

Donner un équivalent de la somme lorsque x tend vers
+∞.

1) Traduire, avec un ´, l’équivalence des deux
suites.
2) Pour ne pas changer, la règle de d’Alembert...
avec quelques calculs.

7* Fonction réciproque de la somme
d’une série entière

Soit (an) une suite réelle telle que :

∀n ∈ N∗ an 0 et a1 > 0.

On pose An(x) =
n

k=1

ak xk et A(x) =
+∞

k=0

ak xk ,

lorsque cette écriture a un sens.

1 Soit y 0. Montrer qu’il existe un unique fn(y),
réel positif, tel que An( fn(y)) = y.

2 Montrer que la suite de fonctions ( fn) converge
simplement sur R+ vers une fonction que l’on notera f .

3 Montrer que A( f (y)) existe, pour tout réel y 0.

4 Soit R le rayon de convergence de an xn . Mon-
trer que, si f (y) < R, alors A( f (y)) = y.

5 Que dire des représentations graphiques de A et de
f ?

2) Étudier la monotonie de ( fn(y)).
4) La suite de fonctions (An) converge uniformé-
ment sur tout compact de [0, R[.

8 Développements en série entière

Montrer que les fonctions suivantes sont développables
en série entière et donner leurs développements.

1 f (x) = sin3 x .

2 f (x) = ln(1−
√

2x + x2).

1) De l’utilité de la trigonométrie du Bac...
2) Dériver...
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9* Développement en série entière

de
x

ln |1 − x|
D’après Mines pratique.

On considère la fonction définie sur ]− 1, 1[ par :

f (x) =


x

ln |1− x | si x = 0

−1 si x = 0

1 a) Démontrer que la fonction f vérifie dans un voi-
sinage de 0 l’équation différentielle :

x(1− x)y − (1− x)y = y2.

b) En déduire que, si f est développable en série en-
tière dans un voisinage de 0, pour tout entier n 4, les
coefficients ap de la série entière vérifient la relation :

(n + 1)an = (n − 1)an−1 +
n−2

p=2

apan−p.

2 a) Montrer que les coefficients an vérifient égale-
ment :

∀n 2 an =
1

n + 1
−

n−1

k=1

ak

n − k + 1
.

b) En déduire la valeur de a2, a3 et a4.

c) En déduire également que la suite des coefficients an

vérifie, pour tout entier n 1, l’encadrement :

1
3n2

an
1

n + 1
.

d) Déterminer le rayon de convergence de la série en-
tière an xn .

3 On note S la somme de la série entière an xn .

Quelle est la valeur, dans un voisinage de 0, de l’expres-

sion S(x)
ln |1− x |

x
?

En déduire une expression simple, pour tout réel x de
]−R, R[, de S(x).

4 Établir, pour tout entier n 1, et tout réel x de
l’intervalle ]0,1[, les inégalités :

n

p=1

apx p
+∞

p=1

apx p =
x

ln |1− x | + 1.

En déduire que la série an est convergente.

Démontrer que la fonction S est définie en R et en −R.

Donner les valeurs de
+∞

n=1

an ;
+∞

n=1

(−1)nan .

5 Démontrer que la série de terme général un , n 4,

défini par la relation un =
n−2

p=2

apan−p est convergente.

Donner un majorant de la somme
+∞

n=4

un .

En déduire que la suite (nan)n 1 est convergente.

Donner sa limite.

6 Application au calcul de l’inverse d’une matrice

Soit A la matrice carrée d’ordre n dont les éléments ai j

sont définis par les relations :

ai j =


1

i − j + 1
si 1 j i n

0 si i < j

Soit A =



1 0 0 · · · 0
1
2

1 0 · · · 0

1
3

1
2

1 · · · 0

...
...

...
...

...
1
n

1
n − 1

1
n − 2

· · · 1


.

Soit J la matrice carrée d’ordre n dont les éléments ci j

sont définis par ci j = di , j+1.

Le symbole di , j est le symbole de Kronecker.

Calculer les puissances successives de la matrice J .
Démontrer que la matrice A est une fonction polyno-
miale de J .

Déterminer la matrice inverse de la matrice A.

2) a) Utiliser la relation f (x) ln(1− x) = x .
4) Utiliser le théorème d’interversion des limites.
5) Utiliser la question 1) b).

10* Une équation fonctionnelle

Soit q réel tel que |q| < 1.

1 Déterminer les fonctions f continues de R dans R
telles que ∀x ∈ R f (x) = (1− qx) f (qx).

2 Montrer que toutes ces fonctions sont dévelop-
pables en série entière à l’origine.
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13. SÉRIES ENTIÈRES

1) Exprimer f (x) en fonction de f (qn x), puis faire
tendre n vers +∞.
2) Chercher une série entière qui vérifie la condi-
tion donnée.

11* Un problème d’Euler

Imaginez-vous un mathématicien écrivant l’équivalent
de 75 livres de mathématiques ?

Né près de Bâle, en Suisse, en 1707, Euler écrivit
dès l’âge de 18 ans. Aucune recherche en mathéma-
tiques ou physique du XVIIIe siècle ne lui est étran-
gère. Quand il mourut, il fut dit que tous les mathé-
maticiens européens avaient été ses élèves.

De combien de façons différentes peut-on diviser en tri-
angles un polygone convexe à n côtés en y traçant des
diagonales qui ne se rencontrent pas à l’intérieur du po-
lygone ?

Trouver une relation de récurrence simple entre les
nombres cherchés.
Introduire la série entière cn xn , où les cn dési-
gnent ces nombres.

12* Le développement asymptotique

de
1 i1 i2 ··· in n

1

i1i2 . . . in

On note Sn =
1 i1 i2 ··· in n

1
i1i2...in

et on souhaite

déterminer un développement asymptotique de Sn .

La fraction rationnelle :
1

(1− X) 1− X
2

· · · 1− X
n

,

utile dès la deuxième question, est notée Fn(X).

1 Soit i1, i2, . . . , in n entiers tels que
1 i1 i2 · · · in . Pour tout k de [[1, n]], on
pose : ak = Card {p; i p = k}
Comparer :

1 i1 i2 ··· in n

1
i1i2...in

et
a1+a2+···+an=n

1
1a1 2a2 ...nan

2 Montrer que la fonction Fn est développable en sé-
rie entière sur un voisinage de 0 à préciser et calculer ce
développement de deux manières différentes.

En déduire Sn .

Vérifier votre résultat en prenant n = 3.

3 En déduire un développement asymptotique de Sn .

1) Prendre des exemples précis, justifier soigneu-
sement les égalités.
2) La fonction Fn est un produit. Toute fraction ra-
tionnelle peut se décomposer en éléments simples.
3) Comparer les différents termes obtenus dans
cette somme.

Algorithmes

1* Approximations de Padé

D’après Mines.

Soit f une fonction réelle égale à la somme d’une série
entière an xn ; le rayon de convergence R est sup-
posé strictement positif.

Dans l’intervalle de convergence ]− R, R[, la valeur de
f (x) est donnée par la relation :

f (x) =
+∞

n=0

an xn.

Étant donnés deux entiers naturels p et q , on dit que la
fonction f admet une approximation de Padé d’ordre
(p, q) si les deux conditions suivantes sont satisfaites :

(C1) Il existe deux polynômes P et Q de degré respec-
tivement égal à p et à q tels que le polynôme Q prenne

la valeur 1 en 0 et tels que la fraction rationnelle
P
Q

soit

irréductible.

(C2) Il existe deux réels a et M vérifiant les inégalités
0 < a R et M > 0 tels que les trois fonctions f , P ,
Q aient la propriété :

∀x ∈ ]− a, a[ f (x)− P(x)
Q(x)

M |x |p+q+1
.
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Partie mathématique

A. Quelques propriétés de cette approximation
de Padé et quelques exemples

1 Démontrer que, pour que la fonction f admette une
approximation de Padé d’ordre (p, q), il faut et il suffit
que la condition (C1) ci-dessus et la condition (C3) ci-
après soient satisfaites :

(C3) Il existe deux réels a et M vérifiant les inégali-
tés 0 < a R et M > 0 tels que les trois fonctions
f , P , Q aient la propriété :

∀x ∈ ]− a, a[ |Q(x) f (x)− P(x)| M |x |p+q+1
.

En déduire que, si la fonction f admet une approxi-
mation de Padé d’ordre (p, q), il existe une fonction g
somme d’une série entière telle que, pour tout x appar-
tenant à ] − a, a [, les fonctions f , P , Q, g vérifient la
relation :

Q(x) f (x)− P(x) = x p+q+1g(x).

2 Démontrer que, si la fonction f admet une approxi-
mation de Padé d’ordre (p, q), les polynômes P et Q
sont définis de manière unique.

La fraction rationnelle
P
Q

sera désignée par le symbole

[p/q] f et sera appelée approximation de Padé d’ordre
(p, q) de f .

3 Démontrer que, pour tout entier naturel p, la fonc-
tion f admet une approximation de Padé d’ordre (p, 0).
Préciser [p/0] f .

4 Soit P et Q deux polynômes de degré respective-
ment égal à p et à q tels que Q(0) = 1 et tels que la

fraction
P
Q

soit irréductible. Démontrer que, pour que

la fraction rationnelle
P
Q

soit l’approximation de Padé

d’ordre (p, q) de f , il faut et il suffit que les valeurs

prises par la fraction rationnelle
P
Q

et ses dérivées jus-

qu’à l’ordre p + q en 0 soient égales respectivement aux
valeurs prises par la fonction f et ses dérivées jusqu’à
l’ordre p + q en 0.

5 Supposons que la fonction f soit définie par la re-
lation f (x) = 1 + x2. Existe-t-il une approximation de
Padé d’ordre (1,1) de cette fonction f ?

6 Supposons que la fonction f soit définie par la re-

lation f (x) =
1 + x
1 + 3x

.

a) Démontrer l’existence d’un développement en série
entière de la fonction f dans un voisinage de 0 ; déter-
miner son rayon de convergence et ses trois premiers
termes.

b) Calculer les approximations de Padé h1, h2, h3 de la
fonction f respectivement à l’ordre (2,0), (0,1) et (1,1).

c) Vérifier que ces fonctions sont définies et continues
sur la demi-droite [0, +∞[.

Donner l’allure générale des graphes des fonctions f ,
h1, h2 et h3 lorsque la variable x varie sur cette demi-
droite [0, +∞[.
Placer les éléments communs pour x = 0 et les asymp-
totes lorsqu’elles existent.

d) Dresser le tableau des valeurs prises par les fonctions
h3 − f et h1 − f à 10−6 près lorsque la variable prend
les valeurs suivantes : 0,1 ; 0,2 ; 0,5 ; 1 et 10.

B. Approximation de Padé d’ordre ( p, 1)
de la fonction exponentielle

1 Déterminer d’abord l’approximation de Padé
d’ordre (1,1) de la fonction exponentielle (x → ex ).

2 Déterminer, pour tout entier p 2, l’approxima-
tion de Padé d’ordre (p, 1) de la fonction exponentielle
(x → ex ).

Soit Rp la fraction rationnelle obtenue. Préciser le plus
grand intervalle ouvert centré en 0 dans lequel la frac-
tion Rp est définie et continue.

Démontrer que, pour tout réel x , il existe un entier P tel
que la suite des réels (Rp(x))p P soit convergente et de
limite ex .

Est-il possible de démontrer, de manière analogue,
une convergence uniforme dans un intervalle [−A, A]
(A > 0) vers la fonction exponentielle ?

3 a) L’entier p étant fixé, déterminer un intervalle
centré en 0 et une suite (ck)k∈N de réels tels que la rela-
tion :

Rp(x)− ex =
x p+2

(p + 1)!

+∞

k=0

ck xk

ait lieu, pour tout x de cet intervalle. Préciser le rayon
de convergence de la série entière ck xk .

b) Démontrer que, pour tout intervalle [0, A] (A > 0),
il existe un entier P tel que, pour tout entier p P ,
l’inégalité ex Rp(x) ait lieu pour tous les réels x de
l’intervalle [0, A]. En déduire, sous ces hypothèses sur
p et x , une majoration de la différence Rp(x)− ex .

c) Il sera admis que, p étant toujours un entier, si x est
un réel compris entre 0 et p + 1, la différence entre V
et la somme Sp(x) des p + 1 premiers termes de son
développement en série entière dans un voisinage de 0,
vérifie la double inégalité :

x p+1

(p + 1)!
ex − Sp(x)

x p+1

p!(p + 1− x)
.
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Est-ce que, en supposant maintenant x compris entre 0
et 1, le réel Rp(x) est plus proche de ex que Sp(x) ?

Partie informatique

4 Écrire un programme qui calcule
P
Q

lorsqu’elle

existe, et renvoie un message d’erreur sinon.

A. 3) Pensez aux sommes partielles.

4) Écrire f − P
Q

sous la forme x p+q+1g et comparer

les dérivées.
Pour la réciproque, utiliser le fait que Q f − P est
développable en série entière.
6) Utiliser des développements limités.
B. 3) a) Utiliser le développement en série entière

de
1

1− u
.

Pour le rayon de convergence, regarder le compor-
tement de la fonction lorsque x tend vers p + 1.

2 Calcul de p

D’après Quadrature. Magazine de mathématiques pures et épicées,

n◦ 45, 47 et 48.

Depuis quatre millénaires, le nombre p fascine et de
nouvelles propriétés de ce nombre sont encore décou-
vertes de nos jours. Nous allons explorer quelques-unes
des méthodes mises en oeuvre pour calculer des déci-
males de p.

Préliminaire

Si (xn)n est une suite réelle convergeant vers L , on dit
que la suite (yn)n accélère la convergence de la suite

(xn)n si : lim
n→+∞

L − yn

L − xn
= 0.

Le mathématicien et calculateur prodige Alexander
Aitken invente, en 1926, une méthode d’accélération
de convergence appelée le procédé delta-2 d’Aitken. Ce
procédé consiste à substituer à la suite (xn)n la suite
(yn)n 2, avec :

yn =
xn xn−2 − x2

n−1

xn − 2xn−1 + xn−2

Si on prend (xn)n sous la forme xn = L + abn et on
calcule yn , on trouve : yn = L .

Nous admettrons que, si la suite (xn)n « ressemble » à
une suite géométrique, le procédé delta-2 d’Aitken ac-
célère la convergence de la suite (xn)n. Plus précisé-

ment, si la suite
xn+2 − xn+1

xn+1 − xn
converge un réel b non

nul de [−1, 1[, alors le procédé delta-2 d’Aitken accé-
lère la convergence de la suite (xn)n.

• John Wallis (1616-1703) fut le premier à donner une
écriture de p comme produit infini de fractions ration-
nelles.

On a démontré la formule :

p =2
2.2.4.4.6 · · ·
1.3.3.5.5 · · ·

= 2
+∞

p=1

4p2

(2p − 1)(2p + 1)

en étudiant les intégrales de Wallis.

Toutefois, la convergence est très lente.

2
2500

p=1

4p2

(2p − 1)(2p + 1)
= 3.141 4355935.

Si on applique le delta-2 d’Aitken à cette suite, on ob-
tient, pour n = 1000 : 3.141 19.

• James Gregory (1638-1675) découvre la formule :

Arctan x = x − x3

3
+

x5

5
− · · ·

=
+∞

n=0

(−1)n x2n+1

2n + 1
.

• Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) utilise la
formule précédente avec x = 1 et obtient :

p = 4
+∞

n=0

(−1)n

2n + 1
.

Cette série vérifie le critère spécial des séries alter-
nées et la majoration du reste donnée par le critère
montre que la série converge très lentement. Notons :

xn = 4
n

k=0

(−1)k

2k + 1
.

Pour accélérer sa convergence, on peut grouper les
termes deux par deux :

p = 8
+∞

n=0

1
(4n + 1)(4n + 3)

et poser zn = 8
n

k=0

1
(4k + 1)(4k + 3)

.

Le delta-2 d’Aitken accélère aussi la convergence de la

suite : yn =
xn xn−2 − x2

n−1

xn − 2xn−1 + xn−2
.

Enfin, on peut considérer une moyenne :

mn =
xn + 3xn−1 + 3xn−2 + xn−3

8
.

1 Utiliser la calculatrice pour calculer et compa-
rer les valeurs obtenues par ces quatre suites pour :
n = 5, 10, 50.
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• Isaac Newton (1642-1727) découvre, par des mé-
thodes ingénieuses, la formule que l’on connait :

Arcsin (x) = x +
1
2

x3

3
+

1.3
2.4

x5

5
+ · · ·

= x +
+∞

n=1

1.3. · · · (2n − 1)
2.4. · · · (2n)

x2n+1

2n + 1
.

Avec x =
1
2

:

p

6
=

1
2

+
+∞

n=1

1.3. · · · (2n − 1)
2.4. · · · (2n)

1
2n + 1

.

Cette formule converge rapidement.

Newton trouve une autre formule plus compliquée qui
lui donne 16 décimales exactes de p.

• Nous devons à John Machin (1680-1752) la formule
que vous avez démontrée en première année :

p = 16Arctan
1
5
− 4Arctan

1
239

.

Il l’utilise pour calculer 100 décimales en 1706.

D’autres formules analogues sont établies et utilisées
pour calculer des décimales de p.

• Leonhard Euler (1707-1783) établit la formule que
nous avons rencontrée dans le livre de cours sur les sé-
ries de Fourier :

p2

6
=

+∞

n=1

1
n2

.

Pendant plusieurs siècles, les chercheurs ont tenté de
mettre en évidence une périodicité dans les décimales
de p.

Toutefois Johann Lambert (1728-1777) a prouvé, en
1761, que p n’est pas rationnel. Une telle périodicité
n’existe pas.

Au cours du XXe siècle, d’immenses progrès ont été réa-
lisés dans le calcul des décimales de p. Mais ces pro-
grès sont dus beaucoup plus à des découvertes mathé-
matiques qu’à l’utilisation de machines.

De plus, la recherche des décimales de p n’est pas un
simple jeu inutile. Elle contraint à trouver des algo-
rithmes performants de manipulation de longs nombres
et de calcul sur ces nombres avec un ordinateur.

• Les algorithmes compte-gouttes.

Cet algorithme a été presenté en septembre 1995 dans
la revue Pour la science sous la forme d’un programme
écrit en langage C. Ce programme de 10 lignes calcule
2 400 décimales de p.

2 On admet que :
p
2

0
sin2n+1(t)dt =

22n(n!)2

(2n + 1)!
.

Calculer
+∞

n=0

xn(n!)2

(2n + 1)!
.

En déduire que :
+∞

n=0

2n(n!)2

(2n + 1)!
=

p

2
.

Cette formule a été établie par Euler. Elle peut s’écrire
sous la forme de Horner :

p = 2
+∞

n=0

1.2. · · · .n
1.3. · · · .(2n + 1)

= 2 +
1
3

2 +
2
5

2 +
3
7

2 +
4
9
· · · .

Comparons avec l’écriture de p en base 10 :

p = 3 +
1
10

1 +
1
10

4 +
1
10

(5 + · · · ) .

La formule d’Euler s’interprète comme l’écriture de p

dans une base à pas variable : [1,
1
3

,
2
5

, · · · ].
On en déduit un algortihme de calcul des décimales de
p.

Pour obtenir m décimales exactes, il est nécessaire de
démarrer avec 3, 32m entiers.

Considérer le tableau ci-dessous.
A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
B 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21
Reste 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

C 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20
Retenue 0
Somme
Reste

Écrire les trois premières lignes. La troisième ligne est
appelée « reste » pour simplifier l’écriture de l’algo-
rithme. En ligne C , multiplier la ligne reste par 10. Et
écrire 0 en retenue au bout de la ligne retenue.

Sur la dernière colonne, la somme est la somme des
deux termes 20 et 0. Diviser ce nombre par B. Le reste
s’écrit sous la somme, et le quotient multiplié par A
s’inscrit en retenue de la colonne précédente. Itérer en-
suite le procédé.

Sur la première colonne, la somme obtenue est 30. Tout
a été multiplié par 10, le premier chiffre de p est 3.

On multiplie la ligne des Restes par 10 et on écrit les
nombres obtenus sur la ligne suivante, avec un 0 comme
première retenue.
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Et on recommence.

A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

B 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21

Reste 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

C 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20 20

Retenue 10 12 12 12 10 12 7 8 9 0 0

3 ← Somme 30 32 32 32 30 32 27 28 29 20 20

Reste 0 2 2 4 3 10 1 13 12 1 20

C 0 20 20 40 30 100 10 130 120 10 200

Retenue 13 20 33 40 60 42 91 72 45 90 0

1 ← Somme 13 40 53 80 90 142 101 202 165 100 200

Reste 3 1 3 3 0 10 10 7 12 5 11

Toutefois, si le chiffre obtenu comme décimale de p est
un 10, corriger la décimale précédente en l’augmentant
d’une unité.

3 Écrire un programme TI de calcul de décimales de
p.

• Ramanujan (1887-1920) découvre, en 1910, une for-
mule étonnante qu’il ne démontre pas, ainsi qu’il en a
l’habitude. Une démonstration de cette formule est pu-
bliée en 1985.

1
p

=
√

8
9801

+∞

n=0

(4n)!
(n!)4

× (1103 + 26390n)
3964n

.

Chaque terme supplémentaire donne 8 nouvelles déci-
males exactes.
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C O R R I G É S
1 Pour s’entraîner

1 a) Soit x un réel positif :

xn

n10 + n + 1
∼ xn

n10
.

La série entière
xn

n10
a même rayon de convergence

que la série entière xn . Le rayon cherché est 1.

b) Soit x un réel positif :

xn

4n + 1
∼ xn

4n
.

La série entière
xn

4n
a pour rayon de convergence 4.

Le rayon cherché est 4.

c) La série entière
1

4n + 1
+

1
n10 + n + 1

zn est

somme de deux séries entières de rayon de convergence
distincts.

Le rayon cherché est 1.

d) Pour tout n 1, il existe kn entier tel que :

kn − 1
2

< n

√
3

2
< kn +

1
2
.

D’où : −p

2
< n

√
3

2
p− knp <

p

2
.

Notons u = n

√
3

2
p− knp .

Alors : sin n

√
3

2
p = sin u u − u3

6
.

Or : u = p n

√
3

2
− kn = p

3n2 − 4k2
n

2(
√

3n + 2kn)

p
1

2(
√

3n + 2kn)

car 3n2 − 4k2
n est un entier non nul.

Donc u
p

2
√

3n
.

D’autre part, nous savons que 0 u
p

2
, d’où :

1− u2

6
1− p2

24
.

Nous pouvons alors minorer sin n

√
3

2
p .

sin n

√
3

2
p

p

2
√

3n
1− p2

24
=

a
n
.

Nous en déduisons que R 1.

Mais
xn

sin
np
√

3
2

2 |x |n
np
√

3
. Donc R = 1.

e) Utilisons la règle de d’Alembert :

ch
1
n

na

ch
1

n + 1

(n+1)a =
ena ln(ch 1

n )

e(n+1)a ln(ch 1
n+1 )

Notons un = ena ln(ch 1
n ). Alors :

ln un = na ln 1 +
1

2n2
+ O

1
n4

=
na−2

2
+ O(na−4).

D’où ln un − ln un+1 = −a − 2
2

na−3 + O(na−4).

Puis
ch

1
n

na

ch
1

n + 1

(n+1)a = e−
a−2

2 na−3+O(na−4).

Finalement :

• si a > 3, alors R = +∞,

• si a = 3, alors R =
√

e,

• si a < 3, alors R = 1.

2 Distinguons deux cas.

• Le rayon de convergence R de la série entière anzn

est R = +∞.

Soit z > 0. Posons z = t2. Alors la suite
(a2

n zn) = ((ant)2) est bornée. La série a2
n zn

converge.

Le rayon de convergence de cette série entière est
R1 = +∞.
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De même avec la série entière anz2n dont le rayon
de convergence est aussi R2 = +∞.

Toutefois, il suffit de considérer les séries entières
zn

nn
et

zn2

nn
dont les rayons de convergence sont

respectivement +∞ et 1 pour conclure que le rayon de
convergence R3 de la série entière anzn2

est R3 R.

• Le rayon de convergence R de la série entière anzn

est R > 0.

– Soit t > 0.

Si
√

t < R, la suite de terme général a2
n tn = (an

√
t)2

est bornée.

Si
√

t > R, la suite de terme général a2
n tn = (an

√
t)2

n’est pas bornée.

Donc R1 = R2.

Montrer de manière analogue que R2 =
√

R.

Last, but not least. Étudions enfin la dernière série.

– Soit r tel que 0 < r < R.

Alors |an | |z|n
2 |anrn | r−1 |z|n n

M r−1 |z|n n
,

en notant M un majorant de la suite (|anrn|).
Deux cas peuvent alors être distingués.

Si |z| < 1, alors la suite de terme général M r−1 |z|n n

tend vers 0.

La série anzn2

converge.

Si |z| > 1, il existe N dans N tel que :

∀n N |z|n > R + 1.

La suite de terme général |an | (R + 1)n n’est pas bornée.

Il en est donc de même de la suite de terme général

|an | zn2

. La série anzn2

diverge et R3 = 1.

3 La série entière
xn−1

n
a même rayon de conver-

gence que xn−1, c’est-à-dire 1.

Posons, pour tout x de ]− 1, 1[, S(x) =
+∞

n=1

xn−1

n
.

Nous savons que :

∀x ∈ ]− 1, 1[

x S(x) =
+∞

n=1

xn

n
=

+∞

n=1

x

0
tn−1dt =

x

0

+∞

n=1

tn−1dt

=
x

0

1
1− t

dt = − ln(1− x).

Et S(x) = − ln(1− x)
x

si x = 0 ; S(0) = 1.

On reconnaît le développement en série entière de
ln(1− x).

4 La série entière
xn

n!(n + 2)
est la dérivée de la

série entière
xn+1

(n + 2)!
.

Son rayon de convergence est R = +∞.

Notons S sa fonction somme.

La fonction S est de classe C∞ sur R et :

∀x = 0
+∞

n=0

xn+1

(n + 2)!
=

ex − 1− x
x

∀x = 0 S(x) =
(x − 1)ex + 1

x2
; S(0) =

1
2
.

5
N

n=0

xn cos(na) = Re
N

n=0

(xeia)n

• Si |x | < 1, la série converge.

• Si x = 1, la série diverge, car son terme général ne
tend pas vers 0 (cf. chapitre 10, exercice 13).

Le rayon de convergence de la série entière est 1.

Sa somme est, pour tout x dans ]-1,1[ :

Re
1

1− xeia
= Re

1− xe−ia

1− 2x cos a + x2

=
1− x cos a

1− 2x cos a + x2
.

6 Encadrons an pour déterminer le rayon de conver-
gence.

1√
2

1

0
tn dt an

1

0
tn dt .

Nous en déduisons que R = 1.

Soit x fixé tel que |x | < 1.

N

n=0

an xn =
1

0

N

n=0

tn xn

√
1 + t2

dt .

La série de fonctions de la variable t ,
(t x)n

√
1 + t2

,

converge uniformément sur l’intervalle [0,1] car :

0
(t x)n

√
1 + t2

xn.

Par conséquent :

lim
N−→+∞

N

n=0

an xn =
1

0

1

(1− t x)
√

1 + t2
dt .

Notons S la fonction somme sur ]-1,1[ de la série entière
donnée.

c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit 347



ANALYSE

∀x ∈ ]− 1, 1[

S(x) =
1

0

1

(1− t x)
√

1 + t2
dt =

ln(1+
√

2)

0

dy
1− xshy

(en posant t = shy, soit y = ln(t +
√

1 + t2))

=
1+

√
2

1

2du
−xu2 + 2u + x

(en posant u = ey)

=
1√

x2 + 1
ln

x(1 +
√

2) +
√

x2 + 1− 1

x(1 +
√

2)−
√

x2 + 1− 1

− 1√
x2 + 1

ln
x +

√
x2 + 1− 1

x −
√

x2 + 1− 1
.

Avec Maple

R +4(k^ak^i&d#i&ˆ^g#jf&S_bb_g*.,(k^jj U

2
arctanh

x + x
√

2 − 1√
x2 + 1√

x2 + 1
− 2

arctanh
x − 1√
x2 + 1√

x2 + 1

7 La règle de d’Alembert permet de calculer le rayon
de convergence de la série entière : R = 1.

De plus :
1

(2n + 1)(2n + 3)
=

1
2

1
2n + 1

− 1
2n + 3

.

Les séries entières
xn

2n + 1
et

xn

2n + 3
ont aussi 1

pour rayon de convergence.

Notons S la somme de la série entière :
(−x)n

(2n + 1)(2n + 3)
.

∀x ∈ ]− 1, 1[
+∞

n=0

(−x)n

(2n + 1)(2n + 3)
=

1
2

+∞

n=0

(−x)n

2n + 1
− 1

2

+∞

n=0

(−x)n

2n + 3
.

Notons u la fonction définie sur ]− 1, 1[ par :

u(x) =
+∞

n=0

(−x)n

2n + 1

∀t ∈ ]− 1, 1[ tu(t2) =
+∞

n=0

(−1)n t2n+1

2n + 1
= Arctan t

∀t ∈ ]− 1, 1[ tu(−t2) =
+∞

n=0

t2n+1

2n + 1
=

1
2

ln
1 + t
1− t

.

Notons v la fonction définie sur ]-1,1[ par :

v(x) =
+∞

n=0

(−x)n

2n + 3
.

∀t ∈ ]−1, 1[ t3v(t2) =
+∞

n=0

(−1)n t2n+3

2n + 3
= t−Arctan t

∀t ∈ ]−1, 1[ t3v(−t2) =
+∞

n=0

t2n+3

2n + 3
=

1
2

ln
1 + t
1− t

−t

Finalement :

∀x ∈ ]− 1, 0[

S(x) =
1
2

1

2
√−x

ln
1 +

√−x

1−√−x
+

1

2x
√−x

ln
1 +

√−x

1−√−x
− 1

x

S(0) =
1
3

∀x ∈ ]0, 1[ S(x) =
1
2

Arctan
√

x√
x

+
Arctan

√
x

x
√

x
− 1

x

8 La règle de d’Alembert permet de déterminer le
rayon de convergence R = er , de la série entière.

De plus :
d
dt

1
1− xe−t

=
−xe−t

(1− xe−t )2

=
1

1− xe−t
− 1

(1− xe−t )2

= P1
1

1− xe−t

en prenant P1(t) = t − t2.

Une récurrence simple vous convaincra de l’existence
du polynôme Pk , pour tout k 1.

Soit x fixé dans ] − er , er [. Alors, pour tout t r , on a
xe−t < 1, donc :

1
1− xe−t

=
+∞

n=0

xne−nt .

De plus, les fonctions fn : (t → xne−nt ) sont de classe
C∞ sur [r , +∞[.

Pour tout k 1,
dk

dtk
fn(t) = xn(−n)ke−nt et la série de

fonctions xn(−n)ke−nt converge uniformément sur
[r , +∞[ car :

∀t r xn(−n)ke−nt |x |n nke−nr .

La fonction (t →
+∞

n=0

xne−nt ) est de classe C∞ sur

[r , +∞[ et ses dérivées s’obtiennent en dérivant terme
à terme.

∀t r
dk

dtk

1
1− xe−t

=
+∞

n=0

xn(−n)ke−nt .

Nous en déduisons :

∀k 1 ∀x ∈ ]− er , er [
+∞

n=0

xnnke−nr = Sk,r (x) = (−1)k Pk
1

1− xe−r
.

9 Notons un(x) = n(−1)n

xn .

u2p(x) = 2px2p ; u2p+1(x) =
1

2p + 1
x2p+1.
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13. SÉRIES ENTIÈRES

La série entière 2px2p et la série entière
1

2p + 1
x2p+1 ont 1 pour rayon de convergence.

Pour tout x de ]-1,1[ :

+∞

p=0

2px2p = x
d

dx

 +∞

p=1

x2p

 =
2x2

(1− x2)2

+∞

p=0

1
2p + 1

x2p+1 =
+∞

p=0

x

0
t2pdt =

x

0

 +∞

p=0

t2p

 dt

=
x

0

dt
1− t2

=
1
2

ln
1 + x
1− x

.

Le domaine de convergence cherché est donc ]-1,1[ et :
+∞

n=0

un(x) =
2x2

(1− x2)2
+

1
2

ln
1 + x
1− x

.

10 Remarquons que :

∀x ∈ R

ex =
+∞

n=0

xn

n!
; ejx =

+∞

n=0

(jx)n

n!
; ej2x =

+∞

n=0

(j2x)n

n!
.

Par conséquent : ex + ejx + ej2x = 3
+∞

n=0

x3n

(3n)!
.

2 Série numérique et série entière

1 La fonction définie sur R+ par t → 1
1 + t p

est

décroissante si p > 0, croissante si p < 0.

Donc, si p > 0, pour tout n > 0 :

1
2

1

1 + n +
1
2

p

n+1/2

n

dt
1 + t p

1
2

1
1 + n p

.

Puis
n+1/2

n

dt
1 + t p

∼ 1
2n p

.

Si p < 0, les inégalités sont inversées et :
n+1/2

n

dt
1 + t p

∼ 1
2
.

La série numérique
n+1/2

n

dt
1 + t p

converge donc si,

et seulement si : p > 1.

2 La question précédente permet de dire que,

si p > 0, les séries entières
n+1/2

n

dt
1 + t p

xn et

xn

2n p
sont de même nature.

Le rayon de convergence de
xn

2n p
est le même que

celui de xn , soit 1.

Si p 0, on peut raisonner de même avec xn .
Le rayon cherché est encore 1.

Dans tous les cas, le rayon de convergence est 1.

3 Un produit de Cauchy

Précisons bn . Pour tout n 2 :

bn = (−1)n
n−1

k=1

1
k(n − k)

=
(−1)n

n
2

n−1

k=1

1
k
.

La série bn est alternée et |bn| ∼ 2 ln n
n

.

Son terme général tend vers 0.

De plus :

|bn+1| − |bn | = 2
n(n + 1)

n
n

k=1

1
k
− (n + 1)

n−1

k=1

1
k

=
2

n(n + 1)
1−

n−1

k=1

1
k

.

Cette différence est négative dès que n 3.

La série bn vérifie le critère spécial des séries alter-
nées. Elle converge. Calculons sa somme.

Dans ce but, posons, pour tout x de ]− 1, 1] :

S(x) =
+∞

n=1

an xn =
+∞

n=1

(−1)n−1

n
xn = ln(1 + x).

En effet, le rayon de convergence de la série entière
an xn est 1 (règle de d’Alembert) et la série an

converge.

Le théorème sur les produits de Cauchy nous permet
d’affirmer que :

∀x ∈ ]− 1, 1[ S2(x) =
+∞

n=2

bn xn.

Montrons que la série entière bn xn converge unifor-

mément sur [0,1] pour déterminer
+∞

n=2

bn .

Pour tout x de [0,1], la série de fonctions bn xn est
une série alternée qui vérifie le critère spécial des séries
alternées. Donc :

∀x ∈ [0, 1]
+∞

n+1

bk xk |bn+1| xn+1 |bn+1| .

La convergence de la série entière est donc uniforme sur
[0,1] et :

lim
x−→1−

+∞

n=2

bn xn =
+∞

n=2

bn = lim
x−→1−

S(x)
2

= (ln 2)2.
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4 Une série de fonctions

Notons Z =
z

z − 1
et un(z) =

1
n

z
z − 1

n

.

La série entière
Zn

n
a 1 pour rayon de convergence.

De plus |Z | < 1 ⇐⇒ |z| < |z − 1|.
Géométriquement, dans le plan rapporté à un repère or-
thonormé, l’inégalité |z| < |z − 1| équivaut à dire que
le point d’affixe z est plus proche de 0 que du point d’af-

fixe 1. Ou encore Re(z) <
1
2

.

La série de fonctions un converge donc, pour tout z

tel que Re(z) <
1
2

.

Elle diverge, pour tout z tel que Re(z) >
1
2

.

Que se passe-t-il lorsque Re(z) =
1
2

?

Dans ce cas, |Z | = 1.

Nous avons rencontré la série
einx

n
dans les livres

de cours (Analyse 1 MP, page 125) et montré qu’elle
converge si einx = 1. Mais Z = 1.

La série de fonctions un(z) converge si, et seulement

si : Re(z)
1
2

.

5 Principe des zéros isolés

1 Supposons qu’il existe n tel que : an = 0 et notons
q le plus petit entier tel que an = 0.

Posons :

∀z ∈ B(0, R) f (z) = zq g(z), avec g(z) =
+∞

n=0

an+q zn.

L’hypothèse nous permet d’écrire ∀p ∈ N g(z p) = 0.

La continuité de g en 0 donne ensuite g(0) = aq = 0.

Nous obtenons une contradiction.

2 Il suffit de considérer la différence f − g pour
conclure que les séries entières coïncident.

6 Sommes de séries entières
équivalentes

1 Fixons ´ > 0. L’équivalence des suites (an) et (bn)
se traduit par :

∃N ∈ N ∀n N (1− ´)an bn (1 + ´)an .

Donc :

∃N ∈ N ∀n N ∀x > 1

(1− ´)an xn bn xn (1 + ´)an xn.

Puis :

∀x > 1 ∀n N

(1− ´)
n

k=N

ak xk
n

k=N

bk xk (1 + ´)
n

k=N

ak xk .

Notons respectivement A et B les fonctions sommes des
séries entières an xn et bn xn .

Nous obtenons :

∀x > 1

(1− ´) A(x)−
N−1

k=0

ak xk B(x)−
N−1

k=0

bk xk

(1 + ´) A(x) +
N−1

k=0

ak xk .

Lorsque x tend vers +∞, A(x) et B(x) tendent vers +∞
et les polynômes

N−1

k=0

ak xk ,
N−1

k=0

bk xk sont négligeables

devant A(x) et B(x).

Nous en déduisons que A(x) ∼ B(x).

2 Utilisons la règle de d’Alembert :

1 +
1

n + 1

(n+1)2

(n + 1) 1 +
1
n

n2 = eu(n)

avec : u(n) = (n + 1)2 ln 1 +
1

n + 1

−n2 ln 1 +
1
n

− ln(n + 1).

D’où :

u(n) = (n + 1)2 1
n + 1

− 1
2(n + 1)2

+ o
1

(n + 1)2

− n2 1
n
− 1

2n2
+ o

1
n2

− ln n + o(1)

= − ln n + 1 + o(1).

Puis : eu(n) = e− ln n+1+o(1) =
e
n

+ o(1).

Le rayon de convergence de la série entière est +∞.

Appliquons le résultat de la question précédente pour

trouver un équivalent de
+∞

n=0

1 +
1
n

n2

xn

n!
.

1 +
1
n

n2

= exp n2 ln 1 +
1
n

∼ exp n − 1
2

.

Et nous obtenons, au voisinage de +∞ :
+∞

n=0

1 +
1
n

n2

xn

n!
∼

+∞

n=0

en−1/2 xn

n!
=

1√
e

exp(ex).
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13. SÉRIES ENTIÈRES

7 Fonction réciproque de la somme
d’une série entière

1 La fonction An croît strictement de 0 à +∞ lorsque
x croît de 0 à +∞.

Elle est continue sur R+. D’où l’existence de fn(y).

2 Remarquons que :

∀x 0 An(x) An+1(x).

Nous en déduisons ∀y 0 An+1( fn(y)) y.

Donc ∀y 0 0 fn+1(y) fn(y).

La suite ( fn(y)) est positive, décroissante. Elle
converge.

3 Il découle des inégalités ci-dessus que :

∀n An( f (y)) y.

De plus, la suite (An( f (y)))n est croissante.
Elle converge, d’où l’existence de A( f (y)).

4 Soit r tel que f (y) < r < R.

La suite de fonctions (An) converge uniformément sur
[0, r] vers A.

D’où lim
n−→+∞(An( fn(y))) = y = A( f (y)).

5 Les deux représentations graphiques sont symé-
triques par rapport à la droite d’équation y = x .

8 Développements en série entière

1 La fonction sinus est développable en série entière
sur R.

Le théorème sur les produits de Cauchy permet d’affir-
mer que la fonction f est développable en série entière
sur R.

De plus, pour tout x réel :

sin3 x = −1
4

(sin(3x)− 3 sin x)

=
3
4

+∞

n=1

(−1)n+1 32n − 1
(2n + 1)!

x2n+1

2 La fonction f est de classe C∞ sur R et :

∀x ∈ R

f (x) =
2x −√

2

1−√
2x + x2

=
1

i
√

2

2x −√
2

x − eip/4
− 2x −√

2
x − e−ip/4

∀x ∈ ]− 1, 1[

f (x) =
1

i
√

2
(2x −

√
2)

+∞

n=0

xnei(n+1)p/4

−(2x −
√

2)
+∞

n=0

xne−i(n+1)p/4

=
+∞

n=0

2
√

2 sin n
p

4
− 2 sin (n + 1)

p

4
xn.

La convergence normale sur tout segment de ] − 1, 1[
permet d’intégrer terme à terme. Avec : f (0) = 0 :

∀x ∈ ]− 1, 1[

f (x) =
+∞

n=0

2
√

2 sin n
p

4
− 2 sin (n + 1)

p

4
xn+1

n + 1
.

9 Développement en série entière
de

x
ln |1− x |

1 a) La fonction f est de classe C1 sur :

]− 1, 0[ ]0, 1[.

De plus, au voisinage de 0 :

f (x) =
x

−x − x2

2
+ o(x2)

= −1 +
x
2

+ o(x).

La fonction f se prolonge par continuité en 0 et est dé-

rivable en 0 avec f (0) =
1
2

.

Vérifier qu’elle est de classe C1 sur ]− 1, 1[.

Calculons, pour tout x de ]− 1, 1[ :

x(1− x)y − (1− x)y =
x2

ln2 |1− x | = y2.

b) Par conséquent, si nous supposons qu’il existe une
série entière an xn , de rayon de convergence R > 0,
solution de l’équation différentielle, nous obtenons :

∀x ∈ ]− R, R[

x(1− x)
+∞

n=1

annxn−1 − (1− x)
+∞

n=0

an xn

=
+∞

n=0

n

k=0

akan−k xn.
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L’unicité du développement en série entière permet
d’identifier les coefficients :
−a0 = a2

0 ; a0 = 2a0a1 ;

a2 = 2a0a2 + a2
1 ; 2a3 − a2 =

3

k=0

aka3−k

∀n 4 (n − 1)an = (n − 2)an−1 +
n

k=0

akan−k .

Nous en déduisons a0 = −1 ; a1 =
1
2

(ce qui est

confirmé par le développement limité).

Et ∀n 4

(n−1)an = (n−2)an−1 +2a0an +2a1an−1 +
n−2

k=2

akan−k .

Soit :

∀n 4 (n + 1)an = (n − 1)an−1 +
n−2

k=2

akan−k .

2 a) Pour x dans ] − 1, 1[, on sait que
f (x) ln(1− x) = x .

Nous en déduisons l’égalité :

∀x ∈ ]− R, R[
+∞

n=0

an xn −
+∞

n=1

xn

n
= x .

Le théorème sur les produits de Cauchy de séries en-
tières permet d’écrire :

∀n 2
n

k=0

ak
1

n − k + 1
= 0.

Soit ∀n 2 an =
1

n + 1
−

n−1

k=1

ak
1

n − k + 1
.

b) a2 =
1
12

; a3 =
1
24

; a4 =
19
720

.

c) Le résultat de la question 2) a) permet d’écrire :

an =
n − 1
n + 1

an−1 +
1

n + 1

n−2

k=2

akan−k

n − 1
n + 1

1
3(n − 1)2

+
1

n + 1

n−2

k=2

akan−k

1
3(n2 − 1)

+
1

(n + 1)

n−2

k=2

akan−k .

On sait que ∀n 2
1

n2 − 1
1
n2

.

D’où an
1

3n2
.

d) L’inégalité obtenue permet de conclure que le rayon
de convergence de la série an xn est 1.

3 Calculons, pour tout x de ]− 1, 1[ :

S(x)
ln(1− x)

x
= −

+∞

n=0

an xn
+∞

n=1

xn−1

n

= −a0 −
+∞

n=1

n

k=0

ak
1

n − k + 1
xn = 1.

D’où : S(x) =
x

ln(1− x)
= f (x).

4 Pour p 1 et x dans ]0, 1[, les ap et x p sont
positifs. L’inégalité est immédiate.

Elle est vérifiée pour tout x de ]0,1[ et donne lorsque x
tend vers 1 :

n

p=1

ap lim
x−→1

x
ln(1− x)

+ 1 = 1.

Nous pouvons en déduire que la série an , à termes
positifs pour n 1, converge car ses sommes partielles
sont majorées. Notons (Sn)n la suite des sommes par-
tielles.

La série de fonctions an xn est donc uniformément
convergente sur [−1, 1].

La fonction S est continue sur [-1,1] et le théorème d’in-
terversion des limites donne :

S1 + a0 =
+∞

n=0

an = lim
n−→+∞ lim

x−→1

n

k=0

ak xk

= lim
x−→1

lim
n−→+∞

n

k=0

ak xk = lim
x−→1

f (x) = 0.

Soit S1 = −a0 = 1.

De même :

S2 + a0 =
+∞

n=0

(−1)nan = lim
n−→+∞( lim

x−→−1

n

k=0

ak xk)

= lim
x−→−1

( lim
n−→+∞

n

k=0

ak xk) = lim
x−→−1

f (x) = − 1
ln 2

.

Soit S2 = 1− 1
ln 2

.

5 La série ap, pour p 2, est à termes positifs et
convergente.

Le théorème sur les produits de Cauchy s’applique. La

série

n−2

p=2

apan−p

 converge.

En utilisant la question 1) b), nous en déduisons la
convergence de la série :

(n + 1)an − (n − 1)an−1 ,
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donc celle de la série nan − (n − 1)an−1 , car la

série an converge.

La convergence de la suite (nan) en découle.

Calculons sa somme.
+∞

n=2

an

+∞

n=2

an = S1 − a1 =
1
2

=
+∞

n=4

n−2

p=2

apan−p

 =
+∞

n=4

un.

D’où :
+∞

n=4

(n + 1)an − (n − 1)an−1 =
1
2

=
+∞

n=4

nan − (n − 1)an−1 −
+∞

n=4

an

= lim
n−→+∞ nan − 3a3 − S1 + a1 + a2 + a3.

Et enfin : lim
n−→+∞ nan = 1.

6 On vérifiera, sans peine que, pour tout k n−1, la
matrice J k est telle que di , j = di , j+k , où di , j désigne le
terme général de J k . La matrice J n est nulle. Par consé-
quent :

A = In +
n−1

k=1

1
k + 1

J k .

Cette expression fait penser à − ln(1− x)
x

.

Regardons le produit :

− a0 In + a1 J + · · · + an−1 J n−1 In +
1
2

J + · · · +
1
n

J n−1 .

Les formules établies dans la question 2) a) montrent
que ce produit est In . L’inverse de A est donc :

−(a0 In + a1 J + · · · + an−1 J n−1).

10 Une équation fonctionnelle

1 Si une telle fonction f existe, elle vérifie :

∀n 1 ∀x ∈ R f (x) = f (qn x)
n

k=1

(1− qk x).

La continuité de f entraîne lim
n−→+∞ f (qn x) = f (0).

Fixons x réel et étudions la suite un(x) =
n

k=1

(1− qk x).

Il existe un entier N , qui dépend de x tel que
∀k N 1− qk x > 0. Or : ln(1− qk x) ∼ −qk x .

La série définie pour k N , ln(1− qk x), converge,
donc la suite (un(x)) converge.

lim
n−→+∞ un(x) =

N−1

k=1

(1− qk x)× e

+∞

n=N
ln(1−qn x)

.

Notons cette limite
+∞

k=1

(1− qk x).

Alors : ∀x ∈ R f (x) = f (0)
+∞

k=1

(1− qk x).

Réciproquement, si a est un réel fixé, nous devons véri-
fier si la fonction définie sur R par :

f (x) = a
+∞

k=1

(1− qk x)

est continue et vérifie l’égalité requise.

Nous ne vous ferons pas l’injure de justifier l’égalité qui
s’obtient en revenant à un(x).

En ce qui concerne la continuité de f , elle résulte de la
convergence normale sur tout compact [−a, a] de R de
la série de fonctions ln(1− qk x).

En effet, on a :

∃a > 0 ∀u |u| < a ⇒ |ln(1− u)| 2 |u| .
Donc, en prenant N > − ln a

ln |q| :

∀n N ln(1− qk x) 2 qk x 2 |q|k a.

Les fonctions solutions sont donc les fonctions définies

sur R par f (x) = f (0)
+∞

k=1

(1− qk x).

2 Les fonctions solutions sont définies à une
constante près.

Posons f (0) = 1 et montrons que cette fonction f est
développable en série entière à l’origine.

Nous cherchons une série entière an xn de rayon de
convergence R > 0 telle que :

∃r > 0 ∀x ∈ ]− r , r [ f (x) =
+∞

n=0

an xn.

La série entière doit alors vérifier la condition :

∀x ∈ ]− r , r [
+∞

n=0

an xn = (1−qx) f (qx) =
+∞

n=0

anqn xn−
+∞

n=0

anqn+1xn+1.

L’unicité du développement en série entière permet
d’identifier les coefficients :

∀n 1 an(1− qn) = −an−1qn.

Puis an = − qn

1− qn
an−1.
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Soit an = (−1)n
n

k=1

qk

1− qk
.

Réciproquement, vérifier que :

• la série entière (−1)n
n

k=1

qk

1− qk
xn a un rayon de

convergence infini (règle de d’Alembert) ;

• la fonction définie sur R par :

S(x) = 1 +
+∞

n=1

(−1)n
n

k=1

qk

1− qk
xn

vérifie la condition S(x) = (1− qx)S(qx).

Par unicité de la solution telle que f (0) = 1, nous en
déduisons f = S.

Les fonctions cherchées sont développables en série en-
tière sur R.

11 Un problème d’Euler

Notons cn le nombre de façons de partager en triangles
un polygone convexe à n côtés en y traçant des diago-
nales qui ne se rencontrent pas.

Un schéma nous permet de calculer :

c3 = 1 ; c4 = 2 ; c5 = 5.

c5 = 5

Soit A1 A2...An+1 un polygone convexe à n + 1 côtés,
avec n 4.

Partageons-le en triangles en y traçant des diagonales
qui ne se rencontrent pas.

Le côté A1 An+1 appartient à l’un de ces triangles.
Soit Ak le troisième sommet de ce triangle.

Ce triangle partage le polygone convexe en deux autres
ayant k et n − k + 2 sommets.

D’où cn+1 =
n

k=2

ckcn−k+2.

Bien que c2, c1 et c0 ne soient pas définis par le poly-
gone, nous allons leur attribuer des valeurs pratiques en
posant c0 = c1 = 0 ; c2 = 1.

L’égalité devient cn+1 =
n+2

k=0

ckcn−k+2.

Elle est vérifiée pour tout n 2.

Introduisons la série entière cn xn dont nous suppo-
sons le rayon de convergence R > 0.

Pour tout x dans ]− R, R[, nous obtenons :

cn+1xn+2 =
n+2

k=0

ckcn−k+2xn+2.

Nous reconnaissons dans le membre de droite un pro-
duit de Cauchy.

La convergence absolue de la série entière pour tout x
de ]− R, R[ permet d’écrire :

+∞

n=2

cn+1xn+2 =
+∞

n=2

n+2

k=0

ckcn−k+2xn+2 .

Puis, en notant la somme de la série entière S :

x(S(x)− x2) = S(x)2.

La fonction S vérifie l’équation du second degré :

y2 − xy + x3 = 0.

Pour tout x
1
4

, les racines sont
x + |x |√1− 4x

2
.

La fonction S doit être de classe C∞ au voisinage de 0
et S(0) = S (0) = 0.

Vérifier que ces conditions impliquent :

S(x) =
x − x

√
1− 4x

2
.

Réciproquement, en utilisant la formule du binôme, on

justifie que la fonction x → x − x
√

1− 4x
2

est dé-

veloppable en série entière sur l’intervalle ]− 1
4

,
1
4

[.

Il existe une unique suite (cn) définie par :

c0 = c1 = 0 ; c2 = 1 et : ∀n 2 cn+1 =
n+2

k=0

ckcn−k+2

Cette suite est donc obtenue par :

∀x ∈ ]− 1
4

,
1
4

[ S(x) =
x − x

√
1− 4x

2
=

+∞

n=0

cn xn

en utilisant le développement en série entière de√
1− 4x .

Or :

S(x) = −1
2

+∞

n=1

1
n!

1
2

(
1
2
− 1) · · · (1

2
− n + 1)(−4x)n

=
+∞

n=2

(2n − 4)!
(n − 1)!(n − 2)!

xn.
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13. SÉRIES ENTIÈRES

Par conséquent :

∀n 2 cn =
(2n − 4)!

(n − 1)!(n − 2)!
.

12 Le développement asymptotique

de
1 i1 i2 ··· in n

1

i1i2 . . . in

1 Il est immédiat que
1

i1i2...in
=

1
1a1 2a2 ...nan

.

De plus, l’application qui, à un n-uplet (i1, i2, . . . , in),
associe le n-uplet (a1, a2, . . . , an) est une bijection de
l’ensemble :

{(i1, i2, . . . , in); 1 i1 i2 ... in n}
dans l’ensemble :

{(a1, a2, . . . , an); a1 + a2 + · · · + an = n} .

Les sommes :

1 i1 i2 ... in n

1
i1i2...in

et
a1+a2+···+an=n

1
1a1 2a2 ...nan

sont donc égales.

2 La fonction Fn est le produit de n fonctionsx → 1

1− x
k

 toutes développables en série entière

sur ]− 1, 1[.

Elle est donc développable en série entière sur cet inter-
valle et son développement s’obtient en effectuant les
produits des développements indiqués.

∀x ∈ ]−1, 1[ Fn(x) =
n

k=1

+∞

m=0

x
k

m
=

+∞

m=0

am xm ,

avec am =
a1+a2+···+an=m

1
1a1 2a2 ...nan

.

Par ailleurs, nous pouvons aussi développer Fn en série
entière après l’avoir décomposée en éléments simples.

Nous obtenons :

Fn(x) =
n

k=1

(−1)k−1 n
k

1− x
k

.

Puis, pour tout x de ]-1,1[ :

Fn(x) =
n

k=1

(−1)k−1 n
k

+∞

m=0

x
k

m

=
+∞

m=0

n

k=1

(−1)k−1 n
k

1
km

xm .

L’unicité du développement en série entière permet
d’égaler les coefficients.

En particulier :

Sn = an =
n

k=1

(−1)k−1 n
k

1
kn

= n −
n
2
2n

+

n
3
3n

− · · · + (−1)n−1 1
nn

.

Pour n = 3 :

a1+a2+a3=3

1
1a1 2a2 3a3

=
575

33 × 23
= 3− 3

23
+

1
33

.

3 Comparons, pour k 2 fixé, uk =

n
k
kn

et

uk+1 =

n
k + 1

(k + 1)n
lorsque n tend vers l’infini.

uk+1

uk
=

n − k
k + 1

kn

(k + 1)n
.

Ce quotient tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini.

De plus,

n
2
2n

= o(n). Finalement, pour tout k 2

fixé :

Sn = n −
n
2
2n

+

n
3
3n

− · · · +

n
k
kn

+ o

 n
k
kn

 .

Algorithmes
1 Approximations de Padé

Partie mathématique

A. 1 Supposons que la fonction f vérifie les condi-
tions (C1) et (C2). Nous en déduisons que :

∀x ∈ ]−a, a[ | f (x)Q(x)− P(x)| M |x |p+q+1 |Q(x)|
Notons M1 = M × sup

x∈[−a,a]
|Q(x)|.

La condition (C3) est vérifiée avec M1.

Supposons que la fonction f vérifie les conditions (C1)
et (g3).

Puisque Q(0) = 1, on peut supposer que Q ne s’annule
pas sur ]− a, a[, quitte à diminuer a.

Il est alors possible d’écrire :

∀x ∈ ]− a, a[ f (x)− P(x)
Q(x)

M
|x |p+q+1

|Q(x)| .

Notons M2 = M × sup
x∈[−a,a]

1
|Q(x)| .

La condition (C2) est vérifiée avec M2.

c Hachette Livre – H-Prépa Exercices, Maths
La photocopie non autorisée est un délit 355



ANALYSE

Supposons que la fonction f admette une approxima-
tion de Padé d’ordre (p, q).

La fonction h = Q f − P est somme d’une série entière
de rayon de convergence R.

Si h est nulle, le résutat demandé est vérifié.

Sinon, notons um le premier coefficient non nul dans le
développement en série entière de h.

Nous en déduisons h(x) ∼0 um xm .

Or la fonction h est, au voisinage de 0, un O(x p+q+1).
Ceci entraîne m p + q + 1.

Puis h(x) = x p+q+1g(x) et g est somme d’une série en-
tière.

2 Soit (P0, Q0), (P1, Q1) deux approximations de
Padé d’ordre (p, q) de f .

La condition (g2) et l’inégalité triangulaire permettent
d’affirmer qu’il existe b > 0 et M > 0 tels que :

∀x ∈ ]− b, b[
P0(x)
Q0(x)

− P1(x)
Q1(x)

M |x |p+q+1
.

La fonction Q0 Q1 est bornée sur le segment [−b, b].

Nous en déduisons P0 Q1 − P1 Q0 =0 O(x p+q+1).

Or, P0 Q1 − P1 Q0 est une fonction polynôme de degré
inférieur ou égal à p + q .

Elle est nulle. D’où
P0

Q0
=

P1

Q1
.

Les deux fractions rationnelles sont irréductibles et :

Q0(0) = Q1(0) = 1.

Donc (P0, Q0) = (P1, Q1).

3 Nous cherchons dans ce cas P , Q tels que :

Q(x) = 1 ; ∀x ∈ ]−a, a[ f (x)−P(x) = x p+1g(x)

Il suffit alors de prendre P(x) =
p

n=0

an xn et a = R.

Les polynômes P , Q sont irréductibles.

4 Supposons que la fraction rationnelle
P
Q

soit l’ap-

proximation de Padé d’ordre (p, q) de f .

Il existe alors une fonction g somme d’une série entière
et a > 0 tels que Q ne s’annule pas sur ]−a, a[ et :

∀x ∈ ]− a, a[ Q(x) f (x)− P(x) = x p+q+1g(x).

Soit :

∀x ∈ ]− a, a[ f (x)− P(x)
Q(x)

= x p+q+1 g(x)
Q(x)

.

Les fonctions x → f (x)− P(x)
Q(x)

et x → g(x)
Q(x)

sont de classe C∞ sur ]−a, a[.

La fonction f − P
Q

et ses dérivées jusqu’à l’ordre p + q

s’annulent en 0.

Réciproquement, puisque Q(0) = 1, la fraction ration-

nelle
P
Q

est de classe C∞ sur un intervalle ] − a, a[,

avec a < R.

La fonction Q f − P est développable en série entière
sur ]− a, a[.

Notons h = f − P
Q

et utilisons la formule de Leibniz

en 0 :

∀k ∈ [[1, p + q]]

(Q f − P)(k)(0) =
k

j=0

k
j h( j )(0)Q(k− j )(0) = 0.

Les dérivées jusqu’à l’ordre p + q en 0 de h sont nulles.

Il existe donc une fonction g, somme d’une série entière
telle que, pour tout x de ]− a, a[ :

Q(x) f (x)− P(x) = x p+q+1g(x).

La fraction rationnelle
P
Q

est l’approximation de Padé

d’ordre (p, q) de f .

5 La recherche d’une approximation de Padé d’ordre
(1,1) de f revient à la recherche des réels a, b, c tels
que :

(1 + ax)(1 + x2)− (cx + d) = x3g(x)

où g est une fonction somme d’une série entière.

L’unicité du développement en série entière permet
d’identifier les coefficients.

Le système obtenu n’admet pas de solution.

Il n’existe pas d’approximation de Padé d’ordre (1,1) de
la fonction f .

6 a) La fonction f s’écrit :

f (x) = (1 + x)1/2(1 + 3x)−1/2.

Nous savons que la fonction (x → (1 + x)1/2) admet un
développement en série entière de rayon de convergence
1, obtenu grâce à la formule du binôme.

De même, la fonction (x → (1 + 3x)−1/2) admet un dé-
veloppement en série entière de rayon de convergence
1
3

, obtenu par le même procédé.

La fonction produit admet donc un développement en

série entière de rayon de convergence
1
3

(car 1=
1
3

),

produit de Cauchy des deux développements précé-
dents.

Pour obtenir les trois premiers termes de ce dévelop-
pement, il suffit de calculer le dévéloppement limité à
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13. SÉRIES ENTIÈRES

l’ordre 2 de la fonction en 0.

f (x) =
1 + x
1 + 3x

= (1 + x)(1− 3x + 9x2 + o(x2))

= 1− 2x + 6x2 + o(x2)
1/2

= 1 +
1
2

(−2x + 6x2)− 1
8

(4x2) + o(x2)

= 1− x +
5
2

x2 + o(x2).

b) Utilisons la question 3).

L’approximation de Padé de f à l’ordre (2,0) est :

h1(x) = 1− x +
5
2

x2.

À l’ordre (0,1), l’approximation de Padé de f , si elle

existe, est la fraction rationnelle
a

1 + bx
telle que :

(1 + bx)
1 + x
1 + 3x

− a = x2g(x)

dans un intervalle ]−a, a[, avec une fonction g somme
d’une série entière.

Une condition nécessaire est que :

(1 + bx)
1 + x
1 + 3x

− a =0 O(x2).

Ceci entraîne a = 1 et b = 1.

Vérifions. La fraction rationnelle
1

1 + x
est irréductible.

Les valeurs prises par h2(x) =
1

1 + x
et sa dérivée en 0

sont respectivement 1 et −1.

Cette fraction rationnelle est l’approximation de Padé
de f d’ordre (0, 1).

À l’ordre (1,1), l’approximation de Padé de f , si elle

existe, est la fraction rationnelle
bx + c
1 + ax

telle que :

(1 + ax)
1 + x
1 + 3x

− (bx + c) = x3g(x)

dans un intervalle ]−a, a[, avec une fonction g somme
d’une série entière. Une condition nécessaire est que :

(1 + ax)
1 + x
1 + 3x

− (bx + c) =0 O(x3).

Ceci entraîne :

c = 1 ; a =
5
2

; b =
3
2
.

Vérifions. La fraction rationnelle
1 +

3
2

x

1 +
5
2

x
est irréduc-

tible.

Les valeurs prises par h3(x) =
1 +

3
2

x

1 +
5
2

x
sa dérivée pre-

mière et sa dérivée seconde en 0 sont respectivement 1,
−1 et 5.
Ce sont les valeurs prises par f , sa dérivée première et
sa dérivée seconde en 0.
Cette fraction rationnelle est l’approximation de Padé
de f d’ordre (1,1).
c) Les fonctions f , h1 , h2 et h3 sont définies, continues
et dérivables sur [0, +∞[.

f (x) = − 1 + 3x
1 + x

1
(1 + 3x)2

; h1(x) = −1 + 5x ;

h2(x) =
−1

(1 + x)2
; h3(x) =

−4
(5x + 2)2

.

x 0
1
5

+∞
f (x) −1 − −

1
f (x) √

3
3

h1(x) −1 − 0 + + +
1 +∞

h1(x)
9
10

h2(x) −1 − − −
1

h2(x)
0

h3(x) −1 − − −
1

h3(x)
3
5

La droite d’équation y =
√

3
3

est asymptote au graphe

de f . Le graphe est situé au-dessus de l’asymptote
lorsque x tend vers +∞ et au-dessous de l’asymptote
lorsque x tend vers −∞ car :

f (x) =∞

√
3

3
1 +

2
3x

+ o
1
x

.

La droite d’équation y = 1 est asymptote au graphe de
h2. Le graphe est situé au-dessus de l’asymptote lorsque
x tend vers −∞ et au-dessous lorsque x tend vers +∞ .

La droite d’équation y =
3
5

est asymptote au graphe de

h3. Le graphe est situé au-dessus de l’asymptote lorsque
x tend vers +∞ et au-dessous lorsque x tend vers −∞,
car :

h3(x) =∞
3
5

+
4

25x
+ o

1
x

.
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Avec Maple

R 082(k_d#f_d#gk[a^ji#ˆ^f
*.,(kk_g#jak_g]i#jjf_ak_g#jfk^g]i#jak^g[i#jf

#S`bbXf"S`bbXj U

0

2

4

6

8

y

2 4 6 8
x

y = x1 −
y = h x1( )
y = h x2( )
y = h x3( )
y = f x( )

Les graphes de h3 et de f apparaissent très proches.
Précisons :

h3(x) f (x) ⇐⇒ 3x + 2
5x + 2

2 1 + x
1 + 3x

h3(x) f (x) ⇐⇒ 27x3 + 45x2 + 24x + 4

25x3 + 45x2 + 24x + 4.
Le graphe de h3 est situé au-dessus de celui de f .

d)
Avec Maple

R I+/+(* VSZ V R -] VS#dRk]i#g^jak[i#g^j U

1 VS#dR*.,(kk_bg#jak_g]i#jj U

-_ VS#dR_d#gk[a^ji#ˆ^ U

h3 := x → 3 x + 2
5 x + 2

f := x → 1. + x
1 + 3 x

h1 := x → 1 − x +
5
2

x2

R 12, # +4 b_fb^fb[f_f_`

52 -]k#jd1k#j U-_k#jd1k#j U 25 U

.007179

1.79289

.019701

240.404

.003181

.350403

.000642

.033975

.000134

.005134

R ,3*(:,( V*28%3kk]i#g_jikWi#ˆ^g_^i#g\j
Sk#g_jik^[i#ˆ^g^`i#g\jf#j U

0, 0, 0

B. 1 Notons P(x) = bx + c ; Q(x) = 1 + ax .

Nous cherchons a, b, c tels que :

(1 + ax)ex − (bx + c) = x3g(x),

où g est la fonction somme d’une série entière.

Une condition nécessaire est que :

1− c = 0 ; a + 1− b = 0 ;
1
2

+ a = 0.

D’où a = −1
2

; b =
1
2

; c = 1.

Vérifier que :

1− 1
2

x ex − 1
2

x + 1 = x3g(x).

De plus, la fraction rationnelle
1 +

1
2

x

1− 1
2

x
est irréductible.

Elle est l’approximation de Padé à l’ordre (1,1) de l’ex-
ponentielle.

2 Les polynômes P et Q de l’approximation de Padé
d’ordre (p, 1) de la fonction exponentielle doivent véri-
fier :

(1 + ax)ex − (a0 + a1x + · · · + apx p) = x p+2g(x),

où g est la fonction somme d’une série entière.

L’unicité du développement en série entière permet
d’identifier les coefficients et nous obtenons :

1− a0 = 0
1 + a − a1 = 0
1
2

+ a − a2 = 0
...

1
p!

+
a

(p − 1)!
− ap = 0

1
(p + 1)!

+
a
p!

= 0

Nous obtenons :

a = − 1
p + 1

; a0 = 1 ; ∀k ∈ [[1, p]] ak =
p + 1− k
(p + 1)k!

D’où :

P(x) = 1 +
p

k=1

p + 1− k
(p + 1)k!

xk +
1

(p + 1)!
x p

= 1− x
p + 1

1 +
x
1!

+ · · · +
x p

p!
+

x p+1

(p + 1)!
.

Q(x) = 1− 1
p + 1

x .

La fraction rationnelle
P
Q

est irréductible, car x = p + 1

n’est pas racine de P .

En effet, les coefficients de P sont tous positifs.
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De plus, la fonction Q f − P est développable en sé-
rie entière dans un voisinage de 0 et le calcul précédent
montre que les p + 1 premiers coefficients sont nuls.

La fraction rationnelle Rp =
P
Q

est donc l’approxima-

tion de Padé de l’exponentielle à l’ordre (p, 1).

Le plus grand intervalle ouvert centré en 0 sur lequel
elle est définie et continue est ]− p − 1, p + 1[.

Soit x un réel quelconque et P = E(x).
La suite (Rp(x))p P est bien définie.

Le calcul précédent permet d’écrire :

ex − Rp(x) =
1

1− 1
p + 1

x

+∞

k=p+2

xk p + 1− k
(p + 1)k!

.

Le réel x est fixé. Lorsque p tend vers +∞, le quotient
1

1− 1
p + 1

x
tend vers 1 et

+∞

k=p+2

xk p + 1− k
(p + 1)k!

est le reste

d’une série convergente. Il tend vers 0.

La suite (Rp(x))p P converge vers ex .

Soit A > 0. En fixant P = E(A), on obtient, pour tout
p P et tout x de [−A, A] :

0
1

1− 1
p + 1

x

1

1− A
p + 1

+∞

k=p+2

xk p + 1− k
(p + 1)k!

+∞

k=p+2

Ak −p − 1 + k
(p + 1)k!

.

La suite de fonctions (Rp(x))p P converge uniformé-
ment sur [−A, A] vers la fonction exponentielle.

3 a) Pour tout x dans l’intervalle ]− p − 1, p + 1[ :

Rp(x)− ex

=
x p+1

(p + 1)! 1− 1
p + 1

x
−

+∞

k=p+1

xk

k!

=
x p+2

(p + 1)!

+∞

n=1

1
(p + 1)n

− 1
(p + 2)...(p + n + 1)

xn−1.

Donc :

Rp(x)− ex =
x p+2

(p + 1)!

+∞

n=0

cn xn

avec cn =
1

(p + 1)n+1
− 1

(p + 2)...(p + n + 2)
.

Précisons le rayon de convergence R de la série entière
ck xk . Nous savons que R p + 1.

Supposons que R > p + 1.

La fonction x → x p+2

(p + 1)!

+∞

k=0

ck xk est alors conti-

nue sur [0, p + 1].

Lorsque x tend vers p + 1, cette fonction admet donc
une limite réelle, ce qui n’est pas le cas de Rp − exp.

D’où R = p + 1.

La règle de d’Alembert donne le même résultat.

b) Soit A > 0 fixé. Choisissons P entier tel que :
A < P .

Pour tout x de [0, A] et tout p P , on a :

Rp(x)− ex =
x p+2

(p + 1)!

∞

k=0

ck xk .

Les coefficients ck sont positifs. D’où Rp(x) ex .

Puis :

0 Rp(x)− ex Ap+2

(p + 1)!
1
A

∞

n=1

A
p + 1

n

Ap+2

(p + 1)(p + 1)!
1

1− A
p+1

.

c) Nous avons A = 1 ; P = 2 et x dans [0,1].

Donc, pour tout x dans [0,1] et tout p 2 :

0 Rp(x)−ex 1

1− 1
p + 1

1
p + 1

x p+2

(p + 1)!
< ex−Sp(x)

Partie informatique

4

Avec Maple

R ,3*(:,( V

R D:53VS0,27k1f0f.j

827:8 :f9f7f,f'f3.f+47f*fDfC U

7k_jVS_ U:k_jVS1k`j U

12, ' 1,26 ^ (2 0g.g_ 52

:k'jVS*&9*k#S`f5+11k1k#jf#m'd_jjak'd_jhU 25U

12, ' 1,26 .g^ (2 0g.g_ 52 7k'jVS`U 25 U

e F4 5c1+4+( 83* c.&:(+24* 3( 83* +47244&3*b

3.VS1k`jd9k_jf*3.k:k'jg*&6k7k,ji:k'd,g_jf

,S^bb'jd9k'jf'S^bb0g_jf

*3.k:k'jg*&6k7k,ji:k'd,g_jf

,S^bb.g_jf'S0g^bb0g.g_j U
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+47VS*3.k9k,jf,S_bb0g_jf*3.k7k&jf&S^bb.g_jU

*VS*28%3k3.f+47j U:**+/4k*j V

+1 *SH?LL (-34 0,+4( k;D:* 53 *28&(+24;j

38*3 DVS*&6k9k+ji#ˆk+d_jf+S_bb0g_jU0,+4(kDjU
CVS*&6k7k+ji#ˆk+d_jf+S_bb.g_j U0,+4(kCj U

1+ U

345 V

R 1VS3#0 U

D:53k1f]f_j U

f := exp

1 + e0 − 1/4 x + 1/4 e0x2 + 1/24 e0x3

1 − 1/4 x

R 1VS#dR_g#ˆ^ U
f := x → 1 + x2

R D:53k1f_f_j U

Pas de solution

R 1VS#dR*.,(kk_g#jak_g]i#jj U

f := x → 1 + x
1 + 3 x

R D:53k1f^f`j U

1 − x + 5/2 x2

1

2 Calcul de p

1

Avec la TI

V :+('34k4j

V E&47

V L27:8 &f6f'f#f"f!

V `dR& V ` dR !

V 43$J:(k_f\j dR #

V E2, 'f`f]

V &g\ikd_jˆ'ak^i'g_jdR &

V !gXakk\i'g_jik\i'g]jj dR !

V & dR #=_f'g_<

V G45E2,

V E2, 'f\f4

V k#=_f\<i#=_f^<d#=_f]<ˆ^j
ak#=_f\<d^i#=_f]<g#=_f^<j dR "

V k#=_f\<g]i#=_f]<g]i#=_f^<g#=_f_<jaX dR 6

V #=_f^< dR #=_f_<

V #=_f]< dR #=_f^<

V #=_f\< dR #=_f]<

V #=_f\< g\ikd_jˆ'ak^i'g_j dR #=_f\<

V !gXakk\i'g_jk\i'g]jj dR !

V G45E2,

V :00,2#k#=_f\<jf:00,2#k"jf:00,2#k!jf:00,2#k6j

V G45E&47

2 La règle de d’Alembert permet d’affirmer que le

rayon de convergence de la série entière,
xn(n!)2

(2n + 1)!
,

est 4. Pour tout x de ]− 4, 4[ :
+∞

n=0

xn(n!)2

(2n + 1)!
=

+∞

n=0

p
2

0

xn

22n
sin2n+1(t)dt .

La série
p
2

0

|x |n
22n

sin2n+1(t)dt est une série à termes

positifs convergente. On peut donc permuter l’intégrale
et la somme.

+∞

n=0

xn(n!)2

(2n + 1)!
=

p
2

0

+∞

n=0

xn

22n
sin2n+1(t)dt

=
p
2

0

4 sin(t)

4− x sin2(t)
dt

=
1

0

4du
4− x + xu2

=
4
x

Arctan
1

4/x − 1

1

0
si x = 0.

Pour x = 2, on obtient :
+∞

n=0

2n(n!)2

(2n + 1)!
=

p

2

3
Avec la TI

V 0+k4j

V D,/6

V L27:8 :f0f7f9f,3*(3f.f*

V 1822,k]b]^i4g_j dR6

V 43$J:(k_f6g_j dR :

V 43$J:(k_f6g_j dR 9

V 43$J:(k_f6g_j dR ,3*(3

V 43$J:(k_f4j dR 0

V ^ dR 7

V E2, +f_f6g_

V +d_ dR :=_f+<

V ^i+d_ dR 9=_f+<

V ^ dR ,3*(3=_f+<

V G45E2,
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13. SÉRIES ENTIÈRES

V ` dR ,3(

V E2, 'f_f4

V E2, )f6g_f^fd_

V ,3*(3=_f)<g,3( dR *

V 625k*f9=_f)<j dR ,3*(3=_f)<

V +4(I+%k*f9=_f)<ji:=_f)< dR ,3(

V G45E2,

V ,3*(3=_f_<g,3( dR *

V Q1 *RS_`` @-34

V 0=_f'd_<g_ dR 0=_f'd_<

V 625k*f_``j dR *

V G45Q1

V +4(I+%k*f_`j dR 0=_f'<

V 625k*f_`j dR ,3*(3=_f_<

V E2, +f_f6g_

V ,3*(3=_f+<i_` dR ,3*(3=_f+<

V G45E2,

V G45E2,

V I+*0 0

VG45D,/6
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14 Séries de Fourier

RAPPELS DE COURS

FONCTION DE CLASSE Ck PAR MORCEAUX

Une application f de [a, b] dans E est dite de classe Ck par morceaux sur [a, b] s’il existe une
subdivision (a0, · · · , an) de [a, b] telle que la restriction de f à chacun des intervalles ]ai , ai+1[
soit prolongeable en une fonction de classe Ck sur [ai , ai+1] .

Une application f d’un intervalle I dans E est dite de classe Ck par morceaux sur I si sa
restriction à tout segment est de classe Ck par morceaux.

Une application f d’un intervalle I dans E , de classe C1 par morceaux sur I , est constante sur
I si, et seulement si, D f = 0.

COEFFICIENTS TRIGONOMÉTRIQUES
ET COEFFICIENTS DE FOURIER
D’UNE FONCTION PÉRIODIQUE ET CONTINUE PAR MORCEAUX

• Fonction 2p-périodique :

c0( f ) =
a0( f )

2
=

1
2p

p

−p

f (t) d t ; cn( f ) =
1

2p

p

−p

f (t)e−int d t

an( f ) =
1
p

p

−p

f (t) cos(nt) d t ; bn( f ) =
1
p

p

−p

f (t) sin(nt) d t .

• Fonction T -périodique :

c0( f ) =
a0( f )

2
=

1
T

T

0
f (t) d t ; cn( f ) =

1
T

T

0
f (t)e−in2pt/T d t

an( f ) =
2
T

T

0
f (t) cos

2pnt
T

d t ; bn( f ) =
2
T

T

0
f (t) sin

2pnt
T

d t .

• Lorsque T = 2p, la série de Fourier de f est la série de fonctions dont les sommes partielles
sont :

p

n=−p

cn( f )e−int =
a0( f )

2
+

p

n=1

(an cos(nt) + bn sin(nt)) .
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14. SÉRIES DE FOURIER

• La série de Fourier d’une fonction T -périodique f est la série de fonctions dont les sommes
partielles sont :

Sp( f )(t) =
p

n=−p

cn( f )e−i2pnt/T =
a0( f )

2
+

p

n=1

an cos
2pnt

T
+ bn sin

2pnt
T

.

INÉGALITÉ DE BESSEL

Si f est une fonction continue sur R, 2p-périodique, à valeurs réelles ou complexes :

Sp( f ) 2 =
a0( f )

2

2

+
1
2

p

n=1

|an( f )|2 + |bn( f )|2 =
p

n=−p

|cn( f )|2 ( f 2)2.

SÉRIE TRIGONOMÉTRIQUE

Soit (an cos(nt) + bn sin(nt)) une série trigonométrique. Si les séries an et bn

convergent absolument, la série trigonométrique converge normalement sur R et elle est la
série de Fourier de sa fonction somme.

LES THÉORÈMES DE CONVERGENCE

• Convergence en moyenne quadratique (Égalité de Parseval)
Lorsque f est continue par morceaux, 2p-périodique sur R :

a0( f )
2

2

+
1
2

∞

n=1

|an( f )|2 + |bn( f )|2 =
+∞

n=−∞
|cn( f )|2 = ( f 2)2 =

1
2p

p

−p

| f (t)|2 d t .

Lorsque f est continue par morceaux, T -périodique sur R :

a0( f )
2

2

+
1
2

∞

n=1

|an( f )|2 + |bn( f )|2 =
+∞

n=−∞
|cn( f )|2 = ( f 2)2 =

1
T

T

0
| f (t)|2 d t .

• Convergence normale
Lorsque f est continue et de classe C1 par morceaux sur R, la série de Fourier de f converge
normalement vers f sur R.

• Convergence simple
Lorsque f est de classe C1 par morceaux sur R, la série de Fourier de f converge simplement
vers la fonction régularisée de f , définie par :

∀t ∈ R fr (t) =
f (t+) + f (t−)

2
.
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É N O N C É S
1 Première série de Fourier (1809)

Dans le Mémoire sur la propagation de la chaleur, Fou-
rier écrit :

cos x − 1
3

cos 3x +
1
5

cos 5x − . . . =



p

4
pour |x | < p

2

0 pour |x | = p

2

−p

4
pour

p

2
< |x | < p

1 Justifier cette égalité.

2 Calculer
+∞

n=0

1
(2n + 1)2

, puis vérifier votre résultat.

En cas de problème, revoir le cours.

2 Une curieuse formule

1 Montrer que, sur un domaine à préciser :

|sin x | = 8
p

+∞

k=1

sin2 kx
4k2 − 1

.

2 Calculer
+∞

n=1

1
(4k2 − 1)2

.

1) Déterminer la série de Fourier de la fonction
(x → |sin x |).

3* Série de Fourier à ne pas calculer
D’après ESTP.

On définit f , fonction paire de période 2p, par :

et

f (x) =
1

cos x
si x ∈ 0,

p

4

f (x) = 0 si x ∈ p

4
, p .

1 Préciser l’ensemble E ⊂ [0, p], sur lequel f est
égale à la somme de sa série de Fourier.

2 Calculer a0.

3 Pour n 2, mettre an + an−2 sous la forme
c

n − 1
sin (n − 1)

p

4
, la constante c étant à préciser.

4 Établir que la série 1 − 1
3
− 1

5
+

1
7

+
1
9
− 1

11
. . .

converge. On désigne par s sa somme.

5 Pour tout x dans 0,
p

4
, établir la relation :

x

−x
f (t) d t = 4

+∞

k=0

(−1)k sin(2k + 1)x
2k + 1

.

Calculer s.

1) Préciser soigneusement le théorème utilisé.

4) Comparer cette série à la série
(−1)n

2n + 1
.

5) Pour x =
p

4
, considérer la série :

(−1)k(a2k+1 + a2k+2).

Pour x quelconque, modifier la fonction f .

4 Série de Fourier d’un polygone

On considère le quadrilatère ABC D dont les sommets
ont respectivement pour affixes :

z0 = 3, z1 = 2i, z2 = −3 + i et z3 = −1− 3i.

1 Déterminer une fonction f , 2p-périodique, conti-
nue et affine par morceaux telle que :

f 0,
p

2
= [z0, z1], f

p

2
, p = [z1, z2],

f p,
3p

2
= [z2, z3], f

3p

2
, 2p = [z3, z0]

2 Exprimer les coefficients de Fourier de f en fonc-
tion des zi . Utiliser un logiciel de calcul formel ou votre
calculatrice pour les calculer.

Déterminer la série de Fourier de f .

Quels théorèmes de convergence peut-on lui appliquer ?

Utiliser un logiciel de calcul formel ou votre calculatrice
pour tracer le graphe de quelques sommes partielles de
la série de Fourier de f .
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14. SÉRIES DE FOURIER

5 Série de Fourier d’une fonction
2-périodique

D’après Air.

Soit f la fonction définie sur [0, 1] par :
∀x ∈ [0, 1] f (x) = x(1− x).

1 Déterminer une suite (an)n∈N∗ de réels telle que :

∀x ∈ [0, 1] f (x) =
+∞

n=1

an

n
sin(npx).

2 Prouver que la série a2
n est convergente et cal-

culer
+∞

n=1

a2
n .

1) Remarquer que les fonctions (x → sin(npx) )
sont périodiques et impaires.
2) Penser à considérer la fonction f .

6* Somme d’une série
trigonométrique ?

Soit g une fonction de C1 ([0, 1], R) telle que :
1

0
g(t) d t = 0 ;

1

0
g (t)

2
d t = 1.

Montrer l’existence d’une suite (un)n de réels tels que :

∀x ∈ [0, 1] g(x) =
+∞

n=1

un

n
cos(pnx) ;

+∞

n=1

u2
n =

2
p2

.

7 Coefficients de Fourier
et classe C∞

Soit f une fonction continue et 2p-périodique de R
dans C. Montrer que :

f ∈ C∞(R, C) ⇐⇒ ∀k ∈ N lim
n−→+∞ nkcn = 0.

8* Inégalité de Bernstein

Serge Bernstein (1880-1968), mathématicien russe,
résolut en 1904, pour sa thèse de doctorat en France,
le 19e problème de Hilbert.
Rentré en Russie, il dut repasser le doctorat, son di-
plôme français n’étant pas validé. Il s’attaqua alors au
20e problème de Hilbert qu’il résolut partiellement.
Nous lui devons en particulier les polynômes de Bern-
stein qu’il utilisa pour construire une suite de fonc-
tions approchant uniformément sur [0, 1] une fonction
continue quelconque.

On considère un polynôme trigonométrique :

P(t) =
n

k=−n

akeikt .

L’objet de l’exercice est d’établir l’inégalité de Bern-
stein : P ∞ n P ∞.

Le cas n = 0 de l’inégalité est trivial ; nous supposerons
dans la suite de l’exercice que n > 0.

1 On pose u =
2nt
p

et on note Q(u) le polynôme

Q(u) = P
p

2n
u .

Calculer Q (u).

2 Soit f la fonction 2p-périodique impaire définie
sur [0, p] par :

f (t) =

t si t ∈ 0,
p

2
p− t sinon

.

a) Calculer la série de Fourier de f .

b) En remarquant que, pour tout k de [[−n, n]],
kp

2n
est

dans −p

2
,
p

2
, exprimer Q (u) avec la série de Fourier

de f .

c) Conclure.

2) b) Substituer à
kp

2n
la somme de la série de Fou-

rier de f en
kp

2n
afin d’écrire Q (u) sous forme de

série.
c) Majorer Q ∞ en fonction de Q ∞, puis re-
venir à P .

9 Deux développements
en série de Fourier sans calcul
de coefficients de Fourier

1 Donner le développement en série de Fourier de la
fonction f définie sur R par :

f (t) =
r cos t − r2

1− 2r cos t + r2

où r est un réel tel que |r | < 1.

2 Donner le développement en série de Fourier de la
fonction g définie par :

g(t) = Arctan
r sin t

1− r cos t

où r est un réel tel que |r | < 1.
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1) Utiliser
ir sin t

1− 2r cos t + r2
, puis un développe-

menten série entière.
Ne pas oublier de justifier que le développement
obtenu est le développement en série de Fourier de
f .
2) Calculer g (t).

10* Autour d’une formule d’Euler
(1707-1783)

Soit a un réel non entier relatif. On considère la
fonction f , 2p-périodique définie dans [−p, p[ par
f (x) = cos(ax).

1 Déterminer la série de Fourier de f et étudier sa
convergence.

2 En déduire que l’on a
p

sin(ap)
=

1
a

+2a

+∞

n=1

(−1)n

a2 − n2
.

3 Montrer que, pour tout réel u n’appartenant pas à
p Z :

cotan (u) =
1
u

+
+∞

n=1

2u
u2 − n2p2

.

Cette formule est due à Euler (1707-1783).

On note g la fonction définie sur ]− 1, 1[ par :

g(x) =

p cotan (px)− 1
x

si x = 0

0 si x = 0

On admet que la fonction g admet, sur ] − 1, 1[, le dé-
veloppement en série entière :

g(x) = −2
+∞

p=0

+∞

n=1

1
n2p+2

x2p+1.

4 En déduire une méthode de calcul des sommes de

Riemann : z(2p) =
1

n2p
, pour p 1.

Donner les valeurs de z(2), z(4), z(6), z(8).

5 Établir que, pour tout entier p > 0, z(2p) est le
produit de p2p par un rationnel.

6 Déduire de la question 4) le développement en sé-
rie :

1

sin2 x
=

n∈Z

1
(x − np)2

dont on précisera le domaine de validité.

1) En cas de problème, revoir le cours.
3) Utiliser la série de Fourier de f en −p.

4) Série entière, développement limité... un lien
important.
6) Dérivons, pour terminer...

11* Chercher la fonction...

Trouver une expression simple de la fonction :

x →
+∞

n=1

cos(nx)
n2

.

Que donne la formule de Parseval appliquée à cette
fonction ?

Utiliser la TI ou toute autre calculatrice et tracer
les graphes de sommes partielles de la série.
Que remarque-t-on ?

12* Convergence de la série an

D’après E3A.

On définit f , fonction paire de période 2p, par
f (x) =

√
x si x ∈ [0, p].

1 Cette fonction est-elle de classe C1 par morceaux
sur R ?

2 On cherche la série de Fourier de f , soit :

a0 +
n 1

an cos(nx) + bn sin(nx) .

Calculer a0( f ) ; et pour tout n 1, bn( f ).

3 On pose G(x) =
x

0
sin(t2)dt . Établir que, pour

tout x > 0, G(x) =
1− cos(x2)

2x
+

x

0

1− cos(t2)
2t2

dt .

En déduire l’existence de L = lim
x→+∞ G(x). On admettra

que L =
1
2

p

2
.

4 Déterminer alors une constante D telle que
an ∼ Dn−3/2.

5 Démontrer que
+∞

n=0

an = 0.

3) Utiliser une intégration par parties.
Étudier l’intégrabilité sur R+∗ de la fonction :t →

sin2 t2

2

t2

.
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14. SÉRIES DE FOURIER

4) Calculer an . Effectuer le changement de va-
riables u = nt .
5) Attention ! Utiliser ici l’un des théorèmes de
convergence ponctuelle des séries de Fourier ?

13** Principe du maximum

D désigne le disque unité ouvert de C, D le disque unité
fermé de C et T le cercle unité de C.

1 P est un polynôme non nul de degré n à coefficients
complexes.

a) Soit z dans C. Montrer :

∀r > 0
1

2p

2p

0
P z + reiu 2

d u

=
n

k=0

P (k)(z)
k!

2

r2k .

b) Montrer qu’il existe z0 dans D tel que :

|P(z0)| = sup
z∈D

|P(z)| .

c) On suppose que z0 appartient à D.

Montrer qu’il existe r > 0 tel que :

D(z0, r ) ⊂ D et ∀z ∈ D P(z) = P(z0).

d) Montrer que sup
z∈D

|P(z)| = sup
z∈T

|P(z)| = sup
z∈D

|P(z)|.

2 On considère la série entière an zn , de rayon de
convergence 1, dont on note S la fonction somme.

Pour n dans N et z dans D, on pose Sn(z) =
n

k=0

ak zk .

a) Montrer que les assertions suivantes sont équiva-
lentes :

– la série entière anzn converge uniformément sur D ;

– la série entière an zn converge uniformément sur D ;

– la série entière an zn converge uniformément sur T .

b) Montrer que, si une des conditions de la question a)
est satisfaite, alors la série |an |2 converge.

c) Donner un exemple de série entière vérifiant l’une des
conditions de la question a).

3 On considère une série entière an zn , de rayon
de convergence non nul, dont on note S la fonction
somme.

a) Montrer que, si |S| admet un maximum local en
un point de son disque ouvert de convergence, alors S

est constante sur un voisinage de ce point (Principe du
maximum).

b) Soit R dans ]0, 1[ et M la borne supérieure de |S| sur
D|R| où D|R| = {z ∈ C ; |z| < R}.

Montrer que :

(i) ∀z ∈ D(R) |S(z)| M ;

(ii) s’il existe a dans D(R) tel que |S(a)| = M alors S
est constante sur D(R).

c) Le rayon de convergence de la série entière est in-
fini. On suppose qu’il existe un entier p 0 tel que
S(z) = O(z p) lorsque |z| tend vers +∞.

Montrer que S est un polynôme de degré inférieur ou
égal à p.

Que dire d’une telle fonction S bornée sur C ?

Ce résultat, dû à Cauchy (1844), est attribué à tort à
Liouville qui l’énonça lors d’un exposé.

1) Considérer la fonction t → P z0 + reit et cal-
culer :

1
2p

2p

0
| f (t)|2 dt .

Utiliser Parseval.
2) b) Repenser à la question 1) a).
3) a) Encore la formule de Parseval...

14** Elle ressemble à une série
de Fourier, mais...

1 Étudier la nature des séries :
1√

k ln k
et

1
k(ln k)2

.

2 Montrer que la série de fonctions
sin(kx)√

k ln k
converge sur R.

On pose, pour tout k 2, ak =
1√

k ln k
et a1 =

3
2

.

On appelle S la somme de la série de fonctions :

a1 sin x + 2ak sin(kx)

3 Montrer que la suite (an) est décroissante et que,
pour tout p 1 et tout entier m 1 :

a(2m−1)p − a(2m+1)p a(2m+1)p − a(2m+3)p 0.
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4 Soit p 1 un entier. Montrer que :

S
p

2p
sin

p

2p
+ sin

2p

2p
+ . . .

+ sin
pp

2p

+∞

k=0

a(4k+1)p − a(4k+3)p .

5 Étudier la limite lorsque p tend vers l’infini de :

S
p

2p
.

Que pouvez-vous en déduire ?

2) Utiliser une transformation d’Abel.
3) Montrer la convexité d’une fonction bien choi-
sie.
4) Regrouper les termes en tenant compte du signe
du sinus.

Algorithme
Transformée de Fourier discrète
et transformée de Fourier rapide
D’après CCP.

La transformée de Fourier discrète est un outil essentiel
dans le traitement d’un signal périodique.

Une période de l’ordre de 1000 est courante et les cal-
culs deviennent très coûteux.

En 1965, deux chercheurs américains, J.W. Cooley et
J.W. Tuckey, mettent au point un algorithme beau-
coup plus rapide, appelé transformée de Fourier ra-
pide (ou FFT, fast Fourier transform). Cet algorithme,
très utilisé, a aussi été à l’origine de nombreuses re-
cherches en algèbre.

Notations

N désigne un entier strictement positif, v la racine
N -ième de l’unité e−

2ip
N .

On note CZ (resp. RZ) l’ensemble des applications de Z
dans C (resp. de Z dans R), CZ

N (resp. RZ
N ) comme étant

le sous-ensemble de CZ (resp. de RZ ) des applications
périodiques de période N .

A. Transformée de Fourier discrète

On définit la transformée de Fourier discrète comme
l’application F de CZ

N dans CZ définie par :

F(s) = s , où ∀n ∈ Z s(n) =
N−1

k=0

s(k)vkn .

1 Quelques propriétés de l’application F

a) Montrer que F(CZ
N ) ⊂ CZ

N .

b) À quelles propriétés de parité satisfont les parties
réelle et imaginaire de F(s) si s appartient à RZ

N ?

c) Montrer que l’image par F d’une application paire
appartenant à RZ

N est une application paire appartenant
à RZ

N .

2 Calcul de la transformée de Fourier discrète

On introduit l’application w de CZ
N dans CN , définie

par :
w(s) = (s(0), s(1), . . . , s(N − 1)) .

a) Justifier rapidement le fait que l’application w défi-
nisse un isomorphisme de C-espaces vectoriels.

Que peut-on dire de CZ
N en tant que C-espace vectoriel ?

Ceci permet d’identifier une application s de CZ
N au vec-

teur de CN de composantes sk = s(k), k ∈ [[0, N − 1]].

On définit alors FN de CN dans lui-même par :

FN = w ◦ F ◦ w−1.

b) Expliciter s = FN (s) pour un vecteur quelconque de
CN , de composantes (sk)k∈[[0,N−1]].

c) Montrer que l’application FN est linéaire. Expliciter
la matrice MN qui lui est associée dans la base cano-
nique de CN , en exprimant les coefficients en fonction
de v.

d) Écrire un algorithme de calcul de s, n’utilisant pas
la matrice MN , en minimisant le nombre d’opérations
entre nombres complexes.

Évaluer, dans le calcul de la matrice MN , le coût global
en termes d’opérations arithmétiques complexes. Com-
parer le coût du calcul de s en utilisant la matrice MN

avec le coût de calcul de l’algorithme précédent.

3 Propriétés de la matrice MN

CN est muni de son produit scalaire hermitien cano-
nique :

x , y =
N−1

k=0

xk yk .

a) Quelle est la norme hermitienne des vecteurs co-
lonnes de MN ?

b) Montrer l’orthogonalité de deux vecteurs colonnes
distincts de MN .

c) Calculer le produit t MN MN . En déduire que FN est
bijective et expliciter son application réciproque.
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14. SÉRIES DE FOURIER

4 Transformée de Fourier discrète et convolution

Si x = (xk)k∈[[0,N−1]] et y = (yk)k∈[[0,N−1]] sont deux
vecteurs de CN , on définit :

• leur produit composante par composante par :

x ◦ y = z ∈ CN ; ∀k ∈ [[0, N − 1]] zk = xk yk ;

• leur produit de convolution par :

x∗y = z ∈ CN ; ∀k ∈ [[0, N−1]] zk =
j+l=k(mod N )

x j yl .

Montrer que :

∀(x , y) ∈ CN 2
FN (x) ◦ FN (y) = FN (x ∗ y).

B. Transformée de Fourier rapide

On suppose dans cette partie que l’entier N est une puis-
sance de 2.(N = 2q , q ∈ N∗).

On veut utiliser la structure particulière de la matrice
MN pour accélérer le calcul des N composantes du vec-
teur s = FN (s).

5 Étude d’un exemple préliminaire

Dans cette question, on choisit N = 4.

a) Rappeler l’expression des quatre composantes
s0, s1, s2 et s3 en fonction de celles de s = (s0, s1, s2, s3).

b) Montrer que l’on peut trouver a0, a1, b0 et b1 dans C
tels que :

s0 = a0 + b0; s1 = a1 + vb1;

s2 = a0 − b0; s3 = a1 − vb1.

c) Exprimer le vecteur s1 = (a0, a1) comme l’image
par F2 d’un vecteur dont les composantes se dé-
duisent de celles de s. Même question pour le vecteur
s2 = (b0, b1).

6 Généralisation et calcul de complexité

a) On pose m =
N
2

. Pour 0 n < m, montrer que :

sn = An + vn Bn ; sn+m = An − vn Bn ,

les vecteurs A de composantes (An)n∈[[0,m−1]] et B de
composantes (Bn)n∈[[0,m−1]] étant les images par Fm

de deux vecteurs que l’on explicitera en fonction de
s = (s0, . . . , sN−1).

b) On note uq le nombre d’opérations arithmétiques
entre des nombres complexes nécessaires pour calculer
F2q (s).

On supposera que les différentes puissances de v ont été
calculées au préalable et on ne comptera donc pas les
multiplications nécessitées par ces calculs dans l’éva-
luation de uq .

Montrer que uq vérifie l’inéquation de récurrence :

∀q > 1 uq 2uq−1 + 3× 2q−1.

c) En déduire une majoration de uq en fonction de u1

et q . Calculer u1 et donner l’expression finale de cette
majoration en fonction de N = 2q .

d) Conclure en comparant le coût en opérations arithmé-
tiques de cette méthode avec celui de la méthode directe
(question 2) d)).

e) Écrire une procédure calculant s que l’on notera S,
dans le cas N = 8.

1) b) Calculer s(n).
2) d) Penser à l’algorithme de Horner.
3) b) Somme des termes d’une progression géomé-
trique... La raison peut-elle être égale à 1 ?
4) Remarquer que :

[[0, N − 1]]2

=
N−1

l=0

(l, r ) ∈ [[0, N − 1]]2; l + r = l (mod N ) .

5) c) Écrire M2 et s1, s2 en fonction de s.
6) a) vm = −1.

c) Considérer
uq

2q
.
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1 La première série de Fourier

(1809)

1 Notons f la fonction 2p-périodique définie dans

[−p, p] par :

f (x) =



p

4
pour |x | < p

2

0 pour |x | = p

2

−p

4
pour

p

2
< |x | p

.

..
. .

y

xpp−p−p

p
4

2 2

La fonction f est continue par morceaux,
2p-périodique et paire.

Les coefficients de Fourier bn( f ) sont nuls.

Et a0( f ) = 0, car la valeur moyenne de f est nulle.

Pour tout n 1 :

an( f ) =
2
p

p/2

0

p

4
cos(nt) d t −

p

p/2

p

4
cos(nt) d t

=


0 si n = 2p

(−1)p

2p + 1
si n = 2p + 1.

La fonction f n’est pas continue, mais elle est de classe
C1 par morceaux sur R.

De plus, elle est égale à sa régularisée.

La série de Fourier de f converge donc simplement sur
R vers f :

∀x ∈ R
+∞

p=0

(−1)p

2p + 1
cos((2p + 1)x) = f (x).

2 Appliquons l’égalité de Parseval :

1
2p

p

−p

| f (t)|2 d t =
1
2

+∞

p=0

1
(2p + 1)2

.

Finalement,
+∞

p=0

1
(2p + 1)2

=
p2

8
.

Pour vérifier le résultat, écrivons :
+∞

n=1

1
n2

=
+∞

n=1

1
(2n)2

+
+∞

n=0

1
(2n + 1)2

=
1
4

p2

6
+

p2

8
=

p2

6
.

2 Une curieuse formule

1 Notons f la fonction x → |sin x | .

Cette fonction est continue, paire, de période 2p, de
classe C1 par morceaux sur R.

La série de Fourier de f est donc normalement conver-
gente sur R vers f . Précisons-la.

Les coefficients bn( f ) sont nuls.

an( f ) =
2
p

p

0
sin x cos(nx) d x

=
1
p

p

0
(sin(n + 1)x − sin(n − 1)x) ) dx .

D’où a0( f ) =
4
p

; a1( f ) = 0 et, pour n 2 :

an( f ) =
2
p

1
n2 − 1

((−1)n+1 − 1).

Puis a2n( f ) = − 4
p

1
4n2 − 1

et a2n+1( f ) = 0, lorsque

n 1.

Nous pouvons alors écrire :

∀x ∈ R |sin x | = 2
p
− 4

p

+∞

n=1

cos(2nx)
4n2 − 1

=
2
p
− 4

p

+∞

n=1

1− 2 sin2(nx)
4n2 − 1

.

Les séries
1

4n2 − 1
et

sin2(nx)
4n2 − 1

convergent.

∀x ∈ R |sin x | = 2
p
− 4

p

+∞

n=1

1
4n2 − 1

+
8
p

+∞

n=1

sin2(nx)
4n2 − 1

.

En particulier, pour x = 0 :

0 =
2
p
− 4

p

+∞

n=1

1
4n2 − 1

.
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14. SÉRIES DE FOURIER

D’où l’égalité demandée, vérifiée pour tout x réel :

|sin x | = 8
p

+∞

n=1

sin2(nx)
4n2 − 1

.

2 Écrivons l’égalité de Parseval :

1
2p

p

−p

sin2 x d x =
4

p2
+

8
p2

+∞

n=1

1
(4n2 − 1)2

.

Finalement,
+∞

n=1

1
(4n2 − 1)2

=
p2

16
− 1

2
.

3 Série de Fourier à ne pas calculer

1 La fonction f est 2p-périodique, de classe C1 par
morceaux sur R.

Avec Maple

R 082(k0+373$+*3kdD+a\TS# :45

#TD+a\f_a72*k#jjf#SdD+bbD+j U

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1,2

1,4

−3 −2 −1 1 2 3
x

1

. .

La série de Fourier de f converge simplement vers la
fonction régularisée de f .

Donc E = 0,
p

4
∪ p

4
, p .

∀x ∈ 0,
p

4
∪ p

4
, p f (x) =

a0

2
+

+∞

n=1

an cos(nx).

2 D’où :

a0 =
2
p

p

0
f (t) d t =

2
p

p/4

0

dt
cos t

.

Posons u = sin t .

a0 =
2
p

√
2/2

0

du
(1− u2)

=
1
p

ln(3 + 2
√

2).

3 Soit n 2.

an + an−2 =
2
p

p/4

0

1
cos t

(cos(nt) + cos((n − 2)t)) d t

=
4
p

p/4

0
cos((n − 1)t) d t

=
4

p(n − 1)
sin (n − 1)

p

4
.

D’où c =
4
p

.

4 Notons Tn la somme d’indice n de la série propo-
sée :

Tn =
n

k=0

´k

(2k + 1)
avec ´k = 1 si k est congru à 3 ou 4

modulo 4, ´k = −1 sinon.

Nous remarquons que :

T4p+3 =
4p+3

k=0

(−1)k

2k + 1
+ 2

p

k=0

− 1
8k + 5

+
1

8k + 7
.

La série
(−1)k

2k + 1
vérifie le critère spécial des séries

alternées. Elle converge.

La série − 1
8k + 5

+
1

8k + 7
est à termes né-

gatifs et :

− 1
8k + 5

+
1

8k + 7
∼ − 1

32k2
.

Elle converge également.

La suite (T4p+3) converge donc.

De plus, il est immédiat que, si l’on note p = E
n
4

,

alors la différence (Tn − T4p+3) tend vers 0 lorsque n
tend vers l’infini.

Les sommes partielles de la série étudiée ont même li-
mite que la suite (T4p+3). La série converge.

5 Les coefficients (an) sont des coefficients de Fou-
rier. La suite (an)n tend donc vers 0.

Nous en déduisons la convergence de la série
(−1)k(a2k+2 + a2k) et sa somme :

+∞

k=0

(−1)k(a2k+2 + a2k) = a0.

D’où : a0 =
1
p

p/4

−p/4
f (t) d t =

+∞

k=0

(−1)k(a2k+2 + a2k)

=
4
p

+∞

k=0

(−1)k
sin (2k + 1)

p

4
2k + 1

.

Le résultat est donc acquis pour x =
p

4
.
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Pour l’obtenir avec un x quelconque de 0,
p

4
, il suf-

fit de considérer la fonction 2p-périodique et paire,g,
définie sur [0, p] par :

g(t) =
1

cos t
si t ∈ [0, x] et g(t) = 0 si t ∈ ]x , p].

En particulier, avec x =
p

4
, on obtient :

2
√

2s = pa0 = ln 3 +
√

2 .

Soit : s =
√

2
4

ln 3 +
√

2 .

4 Série de Fourier d’un polygone

1
Avec Maple

Liste des sommets du quadrilatère :

R ,3*(:,(V

4VS\ U!=`<VS] U!=_<VS^iQ U

!=^<VSd]gQ U!=]<VSd_d]iQ U

!=\<VS!=`< U

LVS=*3.k!=+<f+S`bb4j< U

n := 4

z0 := 3

z1 := 2 I

z2 := −3 + I

z3 := −1 − 3 I

z4 := 3

L := [3, 2 I , −3 + I , −1 − 3 I , 3]

Tracé du quadrilatère :

R $+(-k082(*jV726083#082(

kLf*7:8+4/S724*(,:+435f:#3*S4243j U

Maple nous facilite les calculs :

f (t) =



2
p

(−3 + 2i)t + 3 si t ∈ 0,
p

2

− 2
p

(3 + i)t + 3(1 + i) si t ∈ p

2
, p

4
p

(1− 2i)t + (−7 + 9i) si t ∈ p,
3p

2

2
p

(4 + 3i)t − (13 + 12i) si t ∈ 3p

2
, 2p

Avec Maple

Calcul de la fonction

^ -f`.C^.I)IU12' f 0;6L-K.H`-L.JF.`/55'J d

^ S;7>;<-f`1C^L)IU1I12'b`- B<= -b`)IU1IL1G,J2'F

01>8@19aLL)2U1JILL_K1G,HC_K1HJI-G_K1HI-L1G,JC_K1G,HI-L1JJJJ d

^ 9f`81;?;e10;L0;6LS;7>;<-L1JF1`/55<C,JJ fM9L-JM`9 d

t0 = 0, t1 =
1

2
p, t2 = p, t3 =

3

2
p, t4 = 2 p

Segment :=

i → 1

2
i p t and t

1

2
p (i + 1), simplify 2

(zi+1 − zi ) t + zi t(i + 1) − zi+1 t(i)

p

f(t) =



−6 t + 4 I t + 3 p

p
−t 0 and t − 1

2
p 0

−6 t − 2 I t + 3 I p + 3 p

p

1

2
p − t 0 and t − p 0

4 t − 8 I t − 7 p + 9 I p

p
p − t 0 and t − 3

2
p 0

−−8 t − 6 I t + 13 p + 12 I p

p

3

2
p − t 0 and t − 2 p 0
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14. SÉRIES DE FOURIER

2 La fonction f est 2p-périodique, continue. Elle
possède des coefficients de Fourier.

Notons t0 = 0, t1 =
p

2
, t2 = p, t3 =

3p

2
et t4 = 2p.

Alors : c0 =
1

2p

2p

0
f (t)dt ;

∀k = 0 ck =
1

2p

2p

0
f (t)e−ikt dt .

Un calcul simple partageant chaque intégrale sur les

segments 0,
p

2
,

p

2
, p , p,

3p

2
,

3p

2
, 2p vous

donnera :

c0 =
1

2p

3

j=0

z j + z j+1

2
(t j+1 − t j ) ;

∀k = 0 ck =
1

2pk2

3

j=0

a j−1 − a j e−ikt j

en notant z−1 = z3, t−1 = t3, a j =
z j+1 − z j

t j+1 − t j
.

Utilisons encore Maple.

Avec Maple

Série de Fourier

R !=d_<VS!=]< V(kd_jVS(k]j V

R :VS)dRk!=)g_<d!=)<jak(k)g_j

d(k)jj V*3.k:=)<S:k)jf)Sd_bb]j U

R 7`VS*+608+1"k*&6kk!=+g_<

g!=+<ja^ik(k+g_jd(k+jjf

+S`bb]jak^iD+jj V;7=`<;S7` U

R 7'VS*+608+1"k*&6kk:k+d_j

d:k+jji3#0kdQi'i(k+jjf

+S`bb]jak^iD+i'ˆ^jj V;7='<;S7' U

a−1 =
−8

3
− 2 I

p
, a0 =

−6 + 4 I
p

, a1 =
−6 − 2 I

p
,

a2 =
4 − 8 I

p
, a3 =

8 + 6 I
p

c[0] =
−1
4

c[k] = − 2
53

− 7
53

I

(53 e(−3/2 I k p) − 41 I e(−I k p) − 11 e(−I k p)

−6 I e(−1/2 I k p) − 21 e(−1/2 I k p) − 21 + 47 I ) /(p
2 k2)

R 1VS6dR*+608+1"k*&6k7'i3#0kQi'i(jf

'Sd6bbd_jg7`g*&6k7'i3#0kQi'i(jf'S_bb6jj V

R 12, 6 +4 =_f[f_`< 52

.&:5=6<VS726083#082(k1k6jf

(S`bb^iD+f7282,S,35j 25 V

R CVS726083#082(kLf

*7:8+4/S724*(,:+435f:#3*S4243j V

5+*08:"kCf.&:5=_<f.&:5=[<f

.&:5=_`<f*7:8+4/S724*(,:+435f:#3*S4243jU

La fonction f est continue, 2p-périodique et de classe
C1 par morceaux.

La série de Fourier de f converge normalement vers f
sur R.

5 Série de Fourier d’une fonction
2-périodique

1 Les fonctions (x → sin(npx) ) sont 2-périodiques

et impaires.

Considérons la fonction g, 2-périodique, impaire, défi-
nie sur R et coïncidant sur [0, 1] avec f .

Sa série de Fourier s’écrit sous la forme :

bn sin(npx).

Calculons, pour n 1, les bn.

bn = 2
1

0
t(1− t) sin(npt) d t .

En intégrant deux fois par parties, on obtient :

bn =
4

n3p3
(1 + (−1)n+1).

Finalement, b2n = 0 ; b2n+1 =
8

(2n + 1)3p3
.

La fonction g est continue, 2-périodique et de classe C1

par morceaux sur R.

La série de Fourier de g converge normalement vers g
sur R. En particulier :

∀x ∈ [0, 1] f (x) =
+∞

n=0

8
(2n + 1)3p3

sin((2n + 1)px).

Posons : a2n = 0 ; a2n+1 =
8

(2n + 1)2p3
.
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Nous obtenons le résultat demandé.

2 La série a2
n converge car a2

n = O
1
n4

.

D’après la question précédente, nous savons que :

∀x ∈ R g(x) =
+∞

n=0

an

n
sin(npx).

L’application g est 2-périodique, C1 par morceaux.
L’égalité de Parseval assure :

1
2

1

−1
|g (t)|2 =

1
2

+∞

0

|an(g )|2.

Or : an(g ) = −anp.

D’où :
+∞

n=0

1
(2n + 1)4

=
p4

96
.

6 Somme d’une série
trigonométrique ?

Prolongeons la fonction g à [−1, 1] par parité, puis à R
par 2-périodicité.

La fonction ainsi obtenue est continue sur R et de classe
C1 par morceaux sur R.

Elle est donc la somme de sa série de Fourier avec :

a0(g) =
1

−1
g(t) d t = 2

1

0
g(t) d t = 0 ;

∀n > 0 an(g) = 2
1

0
g(t) cos(pnt) d t .

Notons un = nan(g).

Nous obtenons :

∀x ∈ [0, 1] g(x) =
+∞

n=1

un

n
cos(pnx).

De plus, la fonction g est continue par morceaux, im-
paire et 2-périodique sur R.

La formule de Parseval appliquée à g donne :

1

0
g (t)

2
dt = 1 =

1
2

+∞

n=1

bn(g )
2

=
1
2

+∞

n=1

n2p2 (an(g))2 .

D’où
+∞

n=1

u2
n =

2
p2

.

7 Coefficients de Fourier
et classe C∞

Supposons la fonction f de classe C∞ sur R et fixons

un entier k > 0.

Intégrons k fois par parties dans le calcul de cn( f ).
Nous obtenons :

cn( f ) =
1

2p(in)k

2p

0
f (k)(t)e−int dt .

Toutes les dérivées de f sont périodiques et continues,

donc bornées. Soit : |cn( f )| = O
1
nk

= o
1

nk−1
.

D’où le résultat.

Réciproquement, en appliquant l’hypothèse avec k = 2,
nous obtenons la convergence normale de la série de
Fourier de f . D’où :

∀x ∈ R f (x) =
+∞

n=0

cn( f )e−inx .

Montrer que, pour tout entier k 1, la série de fonc-
tions cn( f )(−in)ke−inx converge normalement et

en déduire que la fonction f est de classe C∞ sur R.

8 Inégalité de Bernstein

1 Q(u) =
n

k=−n

akei kpu
2n .

Donc : Q (u) =
n

k=−n

ak
ikp

2n
ei kpu

2n .

2) a) La fonction f est continue, impaire, 2p-
périodique et de classe C1 par morceaux sur R.

La série de Fourier de f converge donc normalement
sur R vers f . Calculons-la...

bn( f ) =
2
p

p

0
f (t) sin(nt) d t

=
2
p

p/2

0
t sin(nt) d t +

p

p/2
(p− t) sin(nt) d t .

En intégrant par parties, on obtient :

∀m ∈ N∗ b2m = 0.

∀m ∈ N b2m+1 =
4(−1)m

p(2m + 1)2
.

Par conséquent :

∀x ∈ R f (x) =
+∞

m=0

4(−1)m

p(2m + 1)2
(sin((2m + 1)x)) .
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14. SÉRIES DE FOURIER

b) En utilisant les questions 1) et 2) a), nous obtenons :

Q (u) =
n

k=−n

ak i f
kp

2n
ei kpu

2n

=
n

k=−n

ak

+∞

m=0

4(−1)m

p(2m + 1)2

i sin (2m + 1)
kp

2n
ei kpu

2n

=
n

k=−n

ak

+∞

m=0

2(−1)m

p(2m + 1)2
ei(2m+1+u) kp

2n

−ei(u−2m−1) kp
2n

=
+∞

m=0

2(−1)m

p(2m + 1)2

n

k=−n

ak ei(2m+1+u) kp
2n

−ei(u−2m−1) kp
2n

=
+∞

m=0

2(−1)m

p(2m + 1)2
(Q(2m + 1 + u)

−Q(u − 2m − 1)) .

c Nous pouvons alors écrire :

Q ∞
+∞

m=0

2
p(2m + 1)2

2 Q ∞

car la série
1

(2m + 1)2
converge.

Plus précisément :

+∞

n=0

1
n2

=
p2

6
=

+∞

m=1

1
(2m)2

+
+∞

m=0

1
(2m + 1)2

.

D’où :
+∞

m=0

1
(2m + 1)2

=
p2

8
.

Puis : Q ∞
p

2
Q ∞.

Revenons à P .

P ∞ =
2n
p

Q ∞.

Finalement : P ∞ n P ∞.

9 Deux développements
en série de Fourier sans calcul
de coefficients de Fourier

1 La fonction f est définie sur R et :

∀t ∈ R f (t) =
r cos t − r2

(r − e−it )(r − eit )
.

Notons h la fonction définie sur R par :

h(t) =
r cos t + ir sin t − r2

(r − e−it )(r − eit )
.

Alors : h(t) =
reit − r2

(r − e−it )(r − eit )
=

reit

1− reit
.

Or reit < 1. Utilisons le développement en série en-

tière de
1

1− z
lorsque |z| < 1.

h(t) = reit
+∞

n=0

rneint =
+∞

n=1

rneint .

Puis : f (t) = Re(h(t)) =
+∞

n=1

rn cos(nt).

Nous devons encore justifier que cette série est la série
de Fourier de f car elle n’a pas été obtenue par le calcul
des coefficients de Fourier de f .

Or |r | < 1, la série est normalement convergente sur R.

Elle est donc la série de Fourier de sa fonction
somme f .

2 Remarquer que la fonction g est de classe C∞ sur
R et que g (t) = f (t).

Puisque la convergence de la série de fonctions définis-
sant f est normale sur R, nous pouvons affirmer qu’une
primitive de f s’obtient en intégrant terme à terme. Par
conséquent :

g(t) = g(0) +
+∞

n=1

rn sin(nt)
n

=
+∞

n=1

rn sin(nt)
n

.

Ici également, la série obtenue converge normalement
sur R, car, pour tout r dans ]0, 1[, la série numérique

rn

n
converge.

Nous en déduisons que la série de fonctions

rn sin(nt)
n

est la série de Fourier de g.

10 Autour d’une formule d’Euler
(1707-1783)

1 La fonction f est continue, paire et 2p-périodique.

Les coefficients de Fourier bn sont nuls et :

an =
2
p

p

0
cos(nx) cos(ax) d x .

Maple nous aide à calculer :

an =
2(−1)na sin(pa)

p(a2 − n2)
.
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La série de Fourier de f est :

sin(pa)
pa

+
2a

p

(−1)n sin(pa)
a2 − n2

cos(nx).

La fonction f est continue et 2p-périodique, la série de
Fourier de f converge en moyenne quadratique vers f :

lim
n→+∞ Sn( f )− f 2 = 0.

La fonction f est continue, de classe C1 par mor-
ceaux sur R et 2p-périodique, la série de Fourier de f
converge normalement sur R vers f .

2 En particulier :

f (0) = 1 =
sin(pa)

pa
+

2a

p

+∞

n=1

(−1)n sin(pa)
a2 − n2

.

D’où :
p

sin(pa)
=

1
a

+ 2a

+∞

n=1

(−1)n

a2 − n2
.

3 D’après le résultat de la première question :

∀a /∈ Z cos(ap) =
sin(ap)

pa
+

2a

p

+∞

n=1

sin(pa)
a2 − n2

.

Posons ap = u. Nous obtenons :

∀u /∈ Zp cos(u) =
sin(u)

u
+ 2u

+∞

n=1

sin(u)
u2 − p2n2

.

D’où : ∀u /∈ Zp cotan (u) =
1
u

+
+∞

n=1

2u
u2 − n2p2

.

4 La fonction g, somme d’une série entière sur
]− 1, 1[, est donc de classe C∞ sur cet intervalle.

Elle admet donc un développement limité au voisinage
de 0 à tout ordre dont les coefficients sont les coeffi-
cients de la série entière.

Pour déterminer z(2p) pour p 1, il suffit d’écrire le
développement limité au voisinage de 0 à l’ordre 2p + 1
de chacune des deux fonctions :

(x → (px cos(px)− sin(px)) et (x → x sin(px))

puis de simplifier numérateur et dénominateur par x2 et
d’effectuer le quotient suivant les puissances croissantes
de premier par le second.

Le coefficient du terme de degré 2p − 1 est −2z(2p).

Confions le calcul demandé à un logiciel de calcul for-
mel :

Avec Maple

R *3,+3*kD+i72(kD+i#jd_a#f#S`fWj U

−1
3

p2 x − 1
45

p4 x3 − 2
945

p6 x5 − 1
4725

p8 x7 + O(x9)

Nous obtenons :

z(2) =
p2

6
; z(4) =

p4

90
;

z(6) =
p6

945
; z(8) =

p8

9450
.

5 Le développement limité au voisinage de 0 à
l’ordre 2p + 1 de chacune des deux fonctions :

(x → (px cos(px)− sin(px)) et (x → x sin(px)), sim-
plifié par x2, fait apparaître au numérateur une somme
de termes de la forme pkp2k+1x2k−1, au dénominateur
une somme de termes de la forme qkp2k+1x2k , où les pk

et les qk sont rationnels.

Vérifier par récurrence que la division suivant les puis-
sances croissantes donne, pour tout entier p > 0, z(2p)
produit de p2p par un rationnel.

6 Reprenons la formule d’Euler :

∀u /∈ Zp cotan (u) =
1
u

+
+∞

n=1

2u
u2 − n2p2

=
1
u

+
+∞

n=1

1
u − np

+
1

u + np
.

Notons, pour tout n 1 et tout u dans R− Zp :

fn(u) =
1

u − np
+

1
u + np

.

Les fonctions fn sont de classe C∞ dans R− Zp et :

fn (u) = − 1
(u − np)2

− 1
(u + np)2

.

La série de fonctions fn converge normalement sur
tout segment inclus dans l’intervalle ]mp, (m + 1)p[, où
m désigne un entier relatif fixé.

Nous pouvons donc dériver terme à terme :

∀u /∈ Zp

− 1

sin2(u)
= − 1

u2
−

+∞

n=1

1
(u − np)2

+
1

(u + np)2

= −
n∈Z

1
(u − np)2

.

Cette formule est donc vérifiée en tout point n’annulant
pas la fonction sinus.

11 Chercher la fonction...

La série de fonctions
cos(nx)

n2
est normalement

convergente sur R. Notons S la fonction somme :

∀x ∈ R S(x) =
+∞

n=1

cos(nx)
n2

.
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14. SÉRIES DE FOURIER

La fonction S est continue, 2p-périodique et paire sur R.

La convergence de la série de fonctions
cos(nx)

n2

étant normale sur R, les coefficients de Fourier de S sont
les coefficients de la série :

a0(S) = 0, ∀n 1 an(S) =
1
n2

et bn(S) = 0.

Utilisons la TI pour préciser la fonction S.

Dans l’écran [Y =], rentrons la fonction :

y1(x) =
cos(nx)

n2
, n, 1, 10 .

Dans l’écran [#%,-*3], choisissons :
2.%, = − /(5+, pour travailler sur un écran de lon-
gueur 2 périodes.

Pour 0.%, et 0.12, on remarque que :

|S(x)|
+∞

n=1

1
n2

=
p2

6
1, 17

En prenant 0.%, $ −5 et 0.12 $ 5, la fenêtre doit
être correcte.

Dans l’écran "4&1)'! on voit apparaître :

Le graphe semble symétrique par rapport à la droite
d’équation x = p.

Vérifions :

∀x ∈ R

S(p− x) =
+∞

n=1

cos(np− nx)
n2

=
+∞

n=1

cos(np + nx)
n2

= S(p + x).

Sur [0, 2p], la fonction la plus simple dont le graphe
ressemble à celui de S est de la forme :

S(x) = a(x − p)2 + b

dont le graphe est un arc de parabole d’axe la droite
d’équation x = p.

Notons f la fonction 2p-périodique définie sur [0, 2p]
par f (x) = a(x − p)2 + b.

La fonction f est paire et continue et :

a0( f ) =
1
p

2p

0
a(x − p)2 + b dx =

2ap2

3
+ 2b.

Pour obtenir S = f , il est nécessaire que :

a0( f ) = 0, soit b = −ap2

3
.

D’où : f (x) = a (x − p)2 − p2

3
.

Il reste à calculer par intégration par parties itérée trois
fois :

an( f ) =
1
p

2p

0
a cos(nx) (x − p)2 − p2

3
dx

=
4a
n2

.

Prenons a =
1
4

. Nous obtenons :

an( f ) = an(S) =
1
n2

.

Les fonctions continues et 2p-périodiques f et S ont
mêmes coefficients de Fourier.

Nous en déduisons, en utilisant l’injectivité de
( f → (cn( f ))), qu’elles coïncident.

La fonction S est la fonction 2p-périodique telle que :

∀x ∈ [0, 2p] S(x) =
1
4

(x − p)2 − p2

3
.

La formule de Parseval donne :

1
2p

2p

0
S2(x)dx =

1
2

+∞

n=1

1
n4

.

Soit :
+∞

n=1

1
n4

=
p4

90
.
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12 Convergence de la série an

1 La fonction f est continue sur R et dérivable sur
R− {2kp k ∈ Z}.

En tout point de la forme 2kp, le graphe admet une tan-
gente verticale, la fonction f admet une limite infinie.

La fonction f n’est pas de classe C1 par morceaux sur
R.

2 La fonction f est paire, les coefficients bn sont
nuls.

a0 =
1

2p
2

p

0

√
tdt =

1
p

2
3

t3/2
p

0

=
2
3

√
p.

3 L’égalité demandée résulte d’une intégration
par parties. Lorsque x tend vers +∞, le quotient
1− cos(x2)

2x
tend vers 0.

De plus :
1− cos(t2)

2t2
=

sin2 t2

2
t2

.

La fonction

t →
sin2 t2

2
t2

 est continue et positive

sur R+∗.

Elle se prolonge par continuité en 0 et est majorée sur

[1, +∞[ par la fonction t → 1
t2

.

Elle est donc intégrable sur R+∗, l’intégrale
x

0

1− cos(t2)
2t2

dt admet une limite réelle lorsque x

tend vers +∞.

4 Calculons an .

an =
2
p

p

0

√
t cos(nt)dt

=
4

pn3/2

√
np

0
u2 cos(u2)du

en posant nt = u2.

an =
4

pn3/2
u

sin(u2)
2

√
np

0

− 4
pn3/2

√
np

0

sin(u2)
2

du

en intégrant par parties.

Finalement :

an = − 2
pn3/2

√
np

0
sin(u2) d u.

D’où an ∼ − 1√
pn3/2

1√
2

.

5 La fonction f n’est pas de classe C1 par morceaux
sur R.

Les théorèmes de convergence ponctuelle des séries de
Fourier ne peuvent s’appliquer ici.

Toutefois, la série |an | converge d’après la ques-
tion 4).

Nous en déduisons la convergence normale sur R de la
série de Fourier de f .

Notons S sa somme. Elle est continue sur R en tant que
fonction somme d’une série normalement convergente
de fonctions continues.

Les fonctions f et S sont continues, 2p-périodiques.
Elles ont mêmes coefficients de Fourier.

Elles coïncident. Par conséquent :

f (0) = S(0) =
+∞

n=0

an = 0.

13 Principe du maximum

1 Soit r > 0. Considérons la fonction continue et 2p-
périodique, définie sur R par :

f (t) = P(z + reit ).

La formule de Taylor nous donne :

∀t ∈ R f (t) =
n

k=0

P (k)(z0)
k!

r keikt .

Puis la formule de Parseval :

1
2p

2p

0
| f (t)|2 dt =

n

k=0

P (k)(z0)
2

(k!)2
r2k .

b) Ce résultat se déduit de la continuité de l’application
(z → |P(z)|), ainsi que de la compacité de D.

c) L’existence de r est immédiate.

De plus
1

2p

2p

0
| f (t)|2 dt |P(z0)|2 car :

| f (t)| |P(z0)|.
Nous en déduisons :

∀k 1 P (k)(z0) = 0

Utilisons à nouveau la formule de Taylor en z0 :

P = P(z0).

d) D’après 1) b), il existe z0 dans D tel que :

|P(z0)| = sup
z∈D

|P(z)| .

Si z0 est dans T :

sup
z∈D

|P(z)| = sup
z∈T

|P(z)| .
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14. SÉRIES DE FOURIER

Puisque z0 est dans D, il existe une suite (zn)n de points
de D convergeant vers z0.

La continuité de la fonction polynôme P permet d’affir-
mer que :

lim
n→+∞ P(zn) = P(z0).

D’où : sup
z∈D

|P(z)| = sup
z∈T

|P(z)| = sup
z∈D

|P(z)| .

Sinon, z0 appartient à D.

Puisque D ⊂ D, nous avons : sup
z∈D

|P(z)| sup
z∈T

|P(z)| .

D’où : sup
z∈D

|P(z)| = sup
z∈D

|P(z)|.

Puisque T ⊂ D, nous avons sup
z∈D

|P(z)| sup
z∈T

|P(z)|.

La question 1) c) permet de supposer que z0 = 0.

Notons z =
z0

|z0| . z est dans T .

Vérifier que la suite (zn)n définie par :

zn = |zn−1| +
1− |zn−1|

2
z

est une suite d’éléments de D convergeant vers z.
D’après la résolution de la question précédente, pour
tout n :

P(zn) = P(z0)

La continuité de la fonction P permet de conclure que
P(z) = P(z0).

D’où : sup
z∈D

|P(z)| = sup
z∈T

|P(z)| = sup
z∈D

|P(z)| .

2 a) La question précédente permet d’affirmer :

sup
|z| 1

|Sn(z)− Sm(z)| = sup
|z|=1

|Sn(z)− Sm(z)|

= sup
|z|<1

|Sn(z)− Sm(z)| .
D’où le résultat.

b) Supposons l’une des conditions du a) vérifiée.

La fonction u → S(eiu) est continue en tant
que limite uniforme de fonctions continues, et
2p-périodique.

La convergence uniforme de la série trigonométrique
sur T permet d’affirmer qu’elle est sa série de Fourier :

cm(S) = am si m 0 ; cm(S) = 0 sinon.

Appliquons l’égalité de Parseval :

1
2p

2p

0
|S(u)|2 du =

+∞

n=0

|an |2 .

c) La série entière
zn

n2
convient.

3 a) Soit z0 un maximum local de S et r > 0 tel que
D(z0, r ) ⊂ U , en notant U le disque ouvert de conver-
gence.

Considérons la fonction f continue et 2p-périodique :
t → f (t) = S(z0 + reit ) .

f (t) =
+∞

n=0

an(z0 + reit )n

=
+∞

n=0

an

n

k=0

n
k

zk
0r (n−k)ei(n−k)t .

La série |an | |z0| + r
n

est convergente, on peut
échanger les sommations et, en posant n − k = p 0 :

f (t) =
+∞

p=0

p

k=0

p + k
k

ap+k |z0|k r peipt

De plus, la série :
p

k=0

p + k
k

ap+k |z0|k r peipt

converge absolument.

Elle est donc la série de Fourier de la fonction f et f
est la somme de sa série de Fourier.

Appliquons la formule de Parseval :

1
2p

2p

0
| f (t)|2 dt =

+∞

p=0

|cp( f )|2 |S(z0)|2

Or :

c0( f ) =
+∞

n=0

an zn
0 = S(z0).

Nous en déduisons que, pour tout p 1 :

cp( f ) = 0

La fonction f est de classe C1 sur R. Elle est la somme
de sa série de Fourier :

f (t) = c0( f ) = S(z0).

La fonction S est donc constante dans toute boule ou-
verte de centre z0 contenue dans le disque ouvert de
convergence.

b) Soit M = sup
z∈D(R)

|S(z)|. |S| est continue et D(R) est

compact donc M est atteinte en un point a de D(R).

Premier cas

Si a ∈ D(R) \ D(R), alors M = m et (i) est vérifiée.
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Deuxième cas

Si a ∈ D(R), on considère l’ensemble :

A = {z ∈ D(R) ; S(z) = S(a)}.
A = [ car a ∈ A.

A est un fermé relatif, comme image réciproque dans
D(R), de {S(a)} par S qui est continue.

A est un ouvert d’après 3)a).

Donc A est un ensemble non vide, ouvert et fermé rela-
tivement à D(R) qui est convexe par arcs.

Donc A = D(R).

Ainsi A est constante sur D(R). Comme elle est conti-
nue sur D(R) elle est également constante sur D(R).

Ceci prouve que M = M et démontre (i) et (ii).

c) Soit r > 0. La formule de Parseval appliquée à la
fonction (t → S(reit )) donne :

∀n ∈ N |an | rn sup
|z|=r

|S(z)| = sup
|z| r

|S(z)| .

Utilisons l’hypothèse. Il existe un réel M 0 tel que,
pour tout z, |S(z)| M |z|p.

Nous en déduisons :

∀n ∈ N |an | M p−n

Pour n > p on fait tendre r vers +∞.

Nous obtenons :
an = 0

D’où le résultat.

Si S est bornée sur C, alors S(z) = O(1).

La fonction S est constante.

14 Elle ressemble à une série
de Fourier, mais ...

1 Ces deux séries sont des séries de Bertrand.

En comparant la première à
1

k3/4
, montrer qu’elle

diverge.

La convergence de la seconde équivaut à l’intégrabilité
de la fonction positive, continue et décroissante sur
R+∗ :

t → 1
t(ln t)2

.

Montrer qu’une primitive sur R+∗ de cette fonction est
bornée, et en déduire que la série converge.

2 Utilisons une transformation d’Abel pour prouver
que la série :

sin(kx)√
k ln k

vérifie le critère de Cauchy.

Posons :

Sn =
n

k=2

sin(kx).

Alors, pour tous entiers p < q :

q

k=p+1

sin(kx)√
k ln k

=
q

k=p+1

(Sk − Sk−1)√
k ln k

=
q

k=p+1

Sk√
k ln k

−
q−1

k=p

Sk√
k + 1 ln(k + 1)

=
Sq√

q ln q
− Sp√

p + 1 ln(p + 1)

+
q−1

k=p+1

Sk
1√

k ln k
− 1√

k + 1 ln(k + 1)

Or, pour tout x différent de 0, modulo 2p :

Sn =
n

k=2

sin(kx) = F
n

k=2

eikx = F e2ix − ei(n+1)x

1− eix

=
sin

(n + 2)x
2

sin
(n − 1)x

2

sin
x
2

D’où, pour tout x différent de 0, modulo 2p :

|Sn| 1

sin
x
2

= M(x)

Puis :

q

k=p+1

sin(kx)√
k ln k

M(x)√
q ln q

+
M(x)√

p + 1 ln(p + 1)

+
q−1

k=p+1

M(x)
1√

k ln x
− 1√

k + 1 ln(k + 1)

2
M(x)√

p + 1 ln(p + 1)

La série de fonctions converge donc simplement sur R.

3 Considérons la fonction définie sur ]1, +∞[ par :

f(x) =
1√

x ln x
.

Cette fonction est convexe sur ]1, +∞[.
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14. SÉRIES DE FOURIER

Avec Maple

R 1VS#dR_ak*.,(k#ji84k#jjU

42,6:8kIk1jk#jjU

f := x → 1√
x ln(x)

−1
2

ln(x) + 2
x3/2 ln(x)2

R 082(k1k#jf#S_bb+41+4+("jU

0 infinityx

L’inégalité est donc vérifiée.

4 S
p

2p
=

+∞

k=1

ak sin
kp

2p

=
2p−1

k=1

ak sin
kp

2p
−

4p−1

k=2p+1

ak sin
kp

2p
+ · · ·

Posons P0 =
2p−1

k=1

ak sin
kp

2p
et, pour tout n 1 :

2p−1

j=1

a2np+ j sin
(2np + j )p

2p

= (−1)n
2p−1

j=1

a2np+ j sin
jp
2p

= (−1)n Pn.

Nous obtenons S
p

2p
=

+∞

n=0

(−1)n Pn .

De plus, la suite (ak) est décroissante, donc :

P0 − P1 =
2p−1

k=1

ak sin
kp

2p
−

4p−1

k=2p+1

ak sin
kp

2p

p

k=1

ak sin
kp

2p
−

4p−1

k=3p

ak sin
kp

2p

sin
p

2p
+ sin

2p

2p
+ · · · + sin

pp

2p
(ap − a3p).

Procédons de même avec chaque somme P2m − P2m+1.

Nous obtenons :

P2m − P2m+1

sin
p

2p
+ sin

2p

2p
+ · · · + sin

pp

2p

(a(4m+1)p − a(4m+3)p)

Puis :

S
p

2p

sin
p

2p
+ sin

2p

2p
+ · · · + sin

pp

2p
+∞

k=0

(a(4k+1)p − a(4k+3)p)

5 Étudions d’abord la somme :

sin
p

2p
+ sin

2p

2p
+ · · · + sin

pp

2p

sin
p

2p
+ sin

2p

2p
+ · · · + sin

pp

2p

= Im (eip/2p + · · · + eipp/2p)

=
sin

p

4
+

p

4p
sin

p

4

sin
p

4p

sin2 p

4
p

4p

2p
p

.

Passons ensuite à la somme :

+∞

k=0

(a(4k+1)p − a(4k+3)p).

La question 3) permet d’écrire :

ap − a3p a3p − a5p.

Puis :
2(ap − a3p) ap − a5p.

Pour tout m 1, de même :

2(a(4m+1)p − a(4m+3)p) a(4m+1)p − a(4m+5)p.

D’où :

2
+∞

k=0

(a(4k+1)p − a(4k+3)p) ap.
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En reportant dans le résultat de la question 4) :

S
p

2p
ap

p
p

=
√

p

p ln p
.

Lorsque p tend vers +∞, S
p

2p
tend vers +∞.

Nous en déduisons que la fonction S n’est pas la série
de Fourier d’une fonction 2p-périodique, de classe C1

par morceaux sur R.

La série de fonctions
sin(kx)√

k ln k
n’est donc pas la série

de Fourier d’une fonction 2p-périodique, de classe C1

par morceaux sur R.

Algorithme
Transformée de Fourier discrète
et transformée de Fourier rapide

A. 1 a) Vérifier que, si l’application s est périodique
de période N , l’application s est périodique de période
N .

b) Soit s dans RZ
N et n un entier relatif.

s(n) =
N−1

k=0

s(k)v−kn = s(−n).

Donc :

Re(s(n)) = Re (s(−n)) et Im (s(n)) = −Im (s(−n)).

La fonction Re s est paire et la fonction Im s est im-
paire.

c) Soit s une application paire dans RZ
N et n un entier

relatif.

Im (s(n)) = −Im (s(−n)) = −
N−1

k=0

s(k)v−kn .

Puis :

Im (s(n)) = −Im
N−1

k=0

s(k)v−kn

= −Im
N−1

k=0

s(−k)v−kn = −Im (s(n)).

La fonction s est à valeurs réelles et paire.

2 a) Considérons l’application c de CN dans CZ
N qui,

à toute suite finie de N complexes, (c0, c1, . . . , cN−1),
associe la suite s complexe de période N , définie par :

s(0) = c0, . . . , s(N − 1) = cN−1.

Cette application vérifie :

w ◦ c = IdCN et c ◦ w = IdCZ
N
.

L’application w est bijective.

Vérifier qu’elle est linéaire. Elle définit un isomor-
phisme d’espaces vectoriels sur C.

La dimension du C-espace vectoriel CZ
N est N .

b) Pour tout k de 0 à N − 1 sk =
N−1

j=0

s j v
jk .

c) Composée d’applications linéaires, l’application FN

est linéaire. Sa matrice est :

MN = v(i−1)( j−1)
(i , j )∈[[1,N ]]2 .

d) Notons P le polynôme :

P(X) = s0 + s1 X + · · · + SN−1 X N−1.

Nous remarquons que :

∀k ∈ [[0, N − 1]] sk = P(vk).

Utilisons le schéma de Horner :

P(X) = s0 + X(s1 + X(· · · (sN−2 + sN−1 X) · · · ).

Le calcul de P(1) utilise N −1 additions, celui de P(v)
utilise N − 1 additions et N − 1 multiplications.

Pour k 2, le calcul de P(vk) nécessite d’abord celui
de vk , soit une multiplication, puis N − 1 additions et
N − 1 multiplications.

Au total, N (N −1) additions sont nécessaires, ainsi que
(N − 2)N + N − 1, soit N 2 − N − 1 multiplications.

Pour calculer MN , il faut calculer v, v2, . . . , v(N−1)2

.
Ce calcul nécessite N (N − 2) multiplications.

Pour évaluer ensuite s, N − 1 additions sont néces-
saires pour s0. Le calcul des autres coordonnées de
s utilise N − 1 additions et N − 1 multiplications.
Cette méthode demande donc N (N − 1) additions et
N (N − 2) + (N − 1)2 = 2N 2 − 4N + 1 multiplications.
Vérifier que, pour n > 2, cette méthode est plus coû-
teuse que la précédente.

3 a) Notons c j la j -ième colonne de la matrice MN .

c j , c j =
N−1

k=0

vk( j−1)vk( j−1) =
√

N .
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14. SÉRIES DE FOURIER

b) Soit i , j deux entiers distincts dans [[1, N ]] :

ci , c j =
N−1

k=0

vk(i−1)vk( j−1) =
N−1

k=0

vk( j−i ).

Les entiers i et j sont distincts dans [[1, N ]], donc j − i
est compris entre 1− N et N − 1 et v( j−i ) = 1.

Par conséquent :

ci , c j =
1− vN ( j−i )

1− v j−i
= 0.

Deux colonnes distinctes de la matrice MN sont ortho-
gonales.

c) Notons mi , j l’élément de la i-ième ligne et de la j -
ième colonne de la matrice t MN MN .

mi , j =
N

k=1

v−(k−1)(i−1)v(k−1)( j−1) =
N

k=1

v(k−1)( j−i ).

Si i = j , mi , j = 0 et si i = j , alors mi , j = N .

Nous en déduisons que t MN MN = N IN .

L’application FN est donc bijective et :

F−1
N =

1√
N

F∗
N .

4 Notons s = FN (x)◦FN (y). Soit k dans [[0, N−1]] :

sk = xk yk =

N−1

j=0

x j v
jk

 N−1

i=0

yi v
ik .

Donc :
sk =

( j ,i )∈[[0,N−1]]2

x j yi v
k(i+ j ).

Remarquons que :

[[0, N − 1]]2

=
N−1

l=0

( j , i) ∈ [[0, N − 1]]2; j + i = l (mod N ) .

Nous pouvons écrire :

sk =
N−1

l=0


( j ,i ), j+i=l (mod N )

x j yi v
kl

 = x ∗ yk .

Par conséquent :

FN (x) ◦ FN (y) = FN (x ∗ y).

B. 5 a) Nous obtenons v = −i , puis :

s0 = s0 + s1 + s2 + s3 ; s1 = s0 − is1 − s2 + is3

s2 = s0 − s1 + s2 − s3 ; s3 = s0 + is1 − s2 − is3.

b) Les conditions données équivalent à :

a0 =
1
2

(s0 + s2) ; b0 =
1
2

(s0 − s2) ;

a1 =
1
2

(s1 + s3) ; b1 =
i
2

(s1 − s3).

c) Des deux questions précédentes, nous déduisons :

a0 = s0 + s2 ; b0 = s1 + s3 ;

a1 = s0 − s2 ; b1 = s1 − s3.

Vérifier que :

s1 = F2(s0, s2) ; s2 = F2(s1, s3).

6 a) Nous obtenons, pour tout n dans [[0, m − 1]] :

sn =
2m−1

k=0

vknsk =
m−1

k=0

v2kns2k + vn
m−1

k=0

v2kns2k+1.

Soit :
sn = An + vn Bn.

Puis :

sm+n = An + vn+m Bn = An − vn Bn.

Notons :
s = (s0, s2, . . . , s2m−2),

s = (s1, s3, . . . , s2m−1),

A = (An)n∈[[0,m−1]] et B = (Bn)n∈[[0,m−1]] .

Nous avons montré que :

A = Fm(s ) et B = Fm(s ).

b) Soit q 1.

Pour calculer A = F2q (s ) et B = F2q (s ), 2uq opé-
rations entre nombres complexes sont nécessaires. Au
plus, trois autres opérations permettent d’obtenir sn ,
pour tout n de [[0, 2q − 1]].

Au total, nous obtenons :

uq+1 2uq + 3× 2q .
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c) Divisons l’inégalité obtenue au rang q :

uq

2q

uq−1

2q−1
+

3
2
.

Une récurrence simple vous convaincra que :

uq

2q

u1

2
+

3
2

(q − 1).

D’où :

uq 2q−1u1 + 3.2q−1(q − 1).

Calculons u1.

Puisque :

s0 = s0 + s1 et s1 = s0 − s1,

nous trouvons u1 = 2.

Finalement :

uq 2q−1(3q − 1) =
N
2

3
ln N
ln 2

− 1 .

d) Le calcul direct, en utilisant la méthode de Horner,
et en supposant les vk connus demande :

N − 1 + (N − 1)(N − 2) = (N − 1)(2N − 1)

opérations. Il est beaucoup plus coûteux que la méthode
par la transformée de Fourier rapide.

e) Proposons la procédure récursive en Maple.

Avec Maple

R ,3*(:,( V

R @EBVS0,27k4VV42443/+4(f$f*j

827:8 Af:f9f+f)f'fKfOfMf$^f$' V

AVS* V'VS4 V

+1 'S_ (-34 A

38*3 52 'VS'd_ V

12, + 1,26 ` (2 ^ˆ'd_ 52

:=+<VS*=^i+g_< V9=+<VS*=^i+g^< V25 V

$^VS$ˆ^ V

OVS@EBk'f$f:j VMVS@EBk'f$f9j V

$'VS_ V

12, ) 1,26 ` (2 ^ˆ'd_ 52

KVS$'iM=)< VA=)<VSO=)<gK V

A=)g4<VSO=)<dK V$'VS$'i$ V25 V

25 V1+ V0,+4(kAj U 345 U

TFR := proc(n::nonnegint, w, s)
localS, a, b, i , j , k, C , A, B, w2, wk;

S := s ;
k := n ;
if k = 1 then S
elsedo

k := k − 1 ;
for i from 0 to 2k − 1 do

ai := s2×i+1 ; bi := s2×i+2

od ;
w2 := w

2 ;
A := TFR(k, w, a) ;
B := TFR(k, w, b) ;
wk := 1 ;
for j from 0 to 2k − 1 do

C := wk × B j ; S j := A j + C ;
S j+n := A j − C ; wk := wk × w

od
od

fi;
print(S)

end
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15 
C a l c u l d i f f é r e n t i e l 

R A P P E L S D E C O U R S 

(E,\\ \\EUF,\\ | | f ) e t ( G , G) sont des M—espaces vectoriels normes de dimension finie, 

U et V deux ouverts non vides respectivement de E et F. Soit v un vecteur de E non nul. 

Soit a un point de U, i l existe un voisinage W de Oe tel que : 

On note (e\,...,ep) une base de E , ( e \ , e n ) une base de F et (/xi,fim) une base de 

G, ( f i , / „ ) les fonctions coordonnées d'une application / de U dans F. 

I APPLICATIONS DIFFÉRENTIABLES 

O n dit que l 'application f de U dans F est différentiable en a s ' i l existe une application linéaire 

/ de £ ( £ , F ) telle que : 

S i l 'application linéaire / existe, elle est unique, notée d f(a) et appelée application linéaire 
tangente à / en a ou différentielle de / en a. 

Lorsque / est différentiable en tout point de U on dit que / est différentiable sur U et que 

l'application d / de U dans £ ( £ , F ) est la différentielle de / . 

Une application / est différentiable en a si, et seulement si, chacune de ses cordonnées est 

différentiable en a. Dans ce cas : 

V/î e W a+h£U. 

V/î G W / ( a + A ) = f(a) + l(h) + o(\\h\\E). 

n 
df(a) = YtdMa)ei. 

î = i 

Si £ = R p , on note (d j c i , d x p ) la base duale de la base canonique de M.p alors : 

© Hachette Livre - H-Prépa Exercices, Maths 
La photocopie non autorisée est un délit 



A N A L Y S E 

» PROPRIÉTÉS DES APPLICATIONS DIFFÉRENTIABLES 

Toute application différentiable en a est continue sur a. 

• Soit / et g deux applications de U dans F différentiables sur U, a et (3 deux réels. 

Alors af + j3g est différentiable sur U et d(af + (1g) = ad f + fldg . 

• Soit / une application de U dans V différentiable en a et une application g de V dans 

( G , || | |g) différentiable en f(a). Alors g o f est différentiable en a et : 

d(gof)(a) = dg(f(a)odf(a). 

• Soit une application de U dans V dérivable en a et / une application de V dans G différen

tiable en <p{a). 

Alors / o (p est dérivable en a et : 

( / o ^ ) ' ( a ) = d / ( ^ ( a ) ) ( ^ ( a ) ) . 

» DÉRIVÉES SELON UN VECTEUR, DÉRIVÉES PARTIELLES 

L'application f admet une dérivée en a selon le vecteur v si l i m — — — — — e x i s t e . 

Dans ce cas, cette limite est notée 

df 
D „ / ( a ) ou -^-(a) 

ov 

et appelée dérivée de / en a selon le vecteur v. 

On dit que l 'application / admet une dérivée partielle en a par rapport à la j ' - i ème composante 

si / admet une dérivée en a selon le vecteur ej, on la note : 

Djf(a) ou | £ ( a ) . 

> DERIVEE SELON UN VECTEUR ET DIFFERENTIELLE 

• Soit / une application de U dans F différentiable en a. Alors , pour tout vecteur non nul v de 

E, l 'application / admet en a une dérivée selon le vecteur v donnée par : 

D „ / ( a ) = d / ( a X w ) . 

• Soit / une application de U dans F différentiable en a. 

Alors les p dérivées partielles existent et : 

V i G IhpJDjfia) = | £ ( f l ) = d / ( a ) ( e y ) . 

• Soit / une application de £/ dans F différentiable en a. 
p 

Alors , pour tout h = de E, on a : 

1=1 

p f) f p 

df(a)(h) = ^2hi-^-(a) - ^ A A / f o ) . 

¡=1 X ' i=l 
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15. CALCUL DIFFERENTIEL 

I APPLICATIONS CONTINÛMENT DIFFÉRENTIABLES 

Soit / une application de U dans F différentiable sur U. On dit que / est continûment différen-
tiable ou de classe C 1 sur U lorsque, pour tout vecteur v non nul de E, l 'application Dvf est 

continue sur U. 

L'application / est de classe C 1 sur U si, et seulement si, chacune de ses cordonnées est de classe 

C 1 sur U. 

• Toute application constante de U dans F est de classe G1 sur U et la différentielle en tout point 

de U est OC(E,F) • 

• Toute application linéaire f de E dans F est de classe e 1 sur E et la différentielle en tout point 

de E est / . 

• Toute application bil inéaire B de E x F dans G est de classe C 1 sur E x F et sa différentielle 

en tout point (x,y)de E x F est l 'application (h, k) i — • B(h,y) + B(x, k). 

» PROPRIÉTÉS DES APPLICATIONS CONTINÛMENT 
DIFFÉRENTIABLES 

• Soit / et g deux applications de U dans F cont inûment différentiables sur U, a et fi deux réels . 

Alors af + fi g est cont inûment différentiable sur U. 

L'ensemble C (U, F) des applications cont inûment différentiables sur U est un sous-espace vec

toriel de ( € ( £ / , F), +,.). 

• Soit / une application de U dans V de classe C 1 sur U et une application g de V(G, \ \ \\c) 
de classe C 1 sur V. Alors g o f est de classe C 1 sur U . 

Le théorème fondamental 

Soit / une application de U dans F. S i , dans une base de E, les dérivées partielles de / existent 

et sont continues sur U, alors / est différentiable sur U. De plus, / est une application de classe 

C 1 sur U. 

I MATRICE JACOBIENNE ET JACOBIEN 

L a matrice, relativement aux bases ( e \ , e p ) de E et ( e i , e „ ) de F, de la différentielle d / au 

point a est appelée matrice jacobienne de / en a et notée if {a). 

L a matrice J f(a) est la matrice : 

' d f ' t ù ô—(fl) ) 
OXi /(i,y)€[[U]]x[[l,p]] 

égale à la matrice : 

(D ;'/<"(fl))(I-j)6[[i^]]x[[i,p]] • 

Pour E = F et p = n, le jacobien de / au point a est le déterminant de d / ( a ) , c 'es t-à-dire le 

déterminant de la matrice jacobienne de / au point a. O n note : 

D ( x i , . . . , x „ ) 
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> OPÉRATIONS ALGÉBRIQUES SUR LES MATRICES JACOBIENNES 

• Soit f et g deux applications de U dans F différentiables en a, a et B deux réels. L a matrice 

jacobienne en a de af + (3g est : 

i(af + Bg)(a) = ai f{a) + Big(a). 

• Soit une application f de U dans V différentiable en a et une application g de V dans 

( G , || | |g) différentiable en f(a). Alors la matrice jacobienne de g o / en a est : 

i(gof)(a) = ig(f(a)if(a). 

• Soit / une application de U dans V différentiable en a, g une application de V dans G diffé

rentiable en f(a) et ( g i , g „ ) ses fonctions coordonnées dans la base Q i i , f i m ) . 

Alors : 
n 

V ( U ) G Œl.ml x P . p I D y f e o /)( f l ) = ^ D t & ( / ( a ) ) D , / t ( a ) 

£=1 

V ( U ) G |[1, m] x H L p J ^ I ^ C a ) = V | * L ( / ( a ) ) M ( f l ) . 

» LE GRADIENT 

On munit E d 'un produit scalaire ( | ) et la base ( e \ , e p ) est supposée orthonormale. 

Soit / un é lément de e (U) et a un point de U. I l existe un unique vecteur de E, noté grad/ (a) 

appelé gradient de f au point a, tel que : d / ( a ) : 

A . — ( i ï â 3 / ( a ) | A ) . 

Ses composantes dans la base ( e \ , e p ) sont : 

— ( a ) , - — (a) 
ax\ axp 

• Soit f et g deux applications de classe C 1 sur U à valeurs dans i et a un point de U. L a 

fonction produit fg est de classe G1 sur t/ et de plus : 

grâd / g ( a ) = / (a)grad g(a) + g(a)grad / ( a ) . 

• Soit / une application de classe G1 sur U à valeurs dans R et a un point de f/ tel que f(a) ^ 0. 

Il existe une boule ouverte B de centre a incluse dans U telle que : 

Wb G B f(b) ^ 0. 

L a fonction y est de classe C 1 sur B et, de plus : 

grâd \{a) = — g r a d / ( a ) . 
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15. CALCUL DIFFERENTIEL 

I INEGALITE DES ACCROISSEMENTS FINIS 

• Soit / une application de classe C 1 sur U à valeurs dans M et a un point de U et h un é lément 

de E tels que : 

1) [a, a + h] C U ; 

2) / continue sur [a, a + h] ; 

3) / différentiable en tout point de ]a, a + h[ ; 

4) i l existe M réel tel que, pour tout x de ] a, a + h[, 11 d f(x)\| < M. Alors : 

\f(a + h)-f(a)\^M\\h\\. 

• Soit U un ouvert convexe de E, f une application de C (U). On suppose qu ' i l existe un réel M 
tel que, pour tout x de U, || d f(x)\| < M. Alors , pour tout a et b de f/ on a : 

|/(Z>) - / ( a ) | ^ M\\b-a\\. 

• Soit [/ un ouvert étoile de E, f une application différentiable sur U. Alors la différentielle d / 

de / est nulle sur U si, et seulement si, l 'application / est constante. 

> APPLICATIONS DE CLASSE Gk 

• Soit un entier k ^ 1. L'ensemble Qk{U, F) des fonctions de classe Gk sur U à valeur dans F 
est un sous-espace vectoriel de G(U, F). 

d 
Pour tout j de pl, l 'application - — est une application linéaire de Gk(U, F) dans Gk~](U, F). 

dxj 

L'ensemble Gk(U) des fonctions de classe Gk sur U à valeur dans R est une sous-algèbre de 

G(U). 

• Soit un entier k ^ 1, une application / de classe C* sur U à valeurs dans V et g une application 

de classe C 1 sur V. Alors g o / est de classe Gk sur U. 

Le théorème de Schwarz 

Soit / une application de classe G2 sur U à valeurs dans F. Alors : 

d2 f d2 f 
Va EU y(iJ)ell,ptf—J—(a) = —^-(a) 

OXjOXj OXjOXi 

» ek-DIFFÉOMORPHISME 

• Soit un entier k ^ 1. Une application de U dans V est un Gk-difféomorphisme de U sur V 

lorsqu'elle vérifie les trois conditions suivantes : 

1) / est de classe Gk sur U ; 

2) / est bijective de U sur V ; 

3) est de classe sur V. 

O n dit que / est un G°°-difféomorphisme de U sur V lorsqu'elle un Gk-difféomorphisme de {/ 

sur V pour tout entier k > 1. 

• Soit / un C^d i f féomorph i sme de (/ dans V. Alors : 

1) d im E = d im f ; 

2) l 'application / _ 1 est un C*—difféomorphisme de V dans £/ ; 

3) pour tout a de U, d ( / _ 1 ) ( / ( a ) ) = (d / ( a ) ) - 1 ; 

4) pour tout a de C/, la matrice jacobienne de f~x en / ( a ) est J( / _ 1 ) ( / ( a ) ) = ( J / ( a ) ) _ 1 . 
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• Caractérisation des difféomorphismes parmi les applications injectives 
de classe Gk 

Soit un entier k > 1 et / une application injective, de classe Gk sur U telle que : 

Ma G U De t J / ( a ) f 0. 

Alors f(U) est un ouvert de F et / est un C^-difféomorphisme de U sur f(U). 

• L'application cp : (p, 6) i—> (p cos 0, p sin 0) est un e ^ - d i f f é o m o r p h i s m e de : 

R + * x ] - t t , i t [ sur R 2 \ { ( x , 0 ) ;x 0} 

et l 'application réciproque est <p_ 1 : 

y) I—> ( \Jx2 + y2, 2Arctan 

> FORMULE DE TAYLOR-YOUNG 

x + \fx2 + y2 

Soit / une application d'un ouvert U de R 2 dans R de classe G2 sur U et (a, b) un point de U. 
Il existe a > 0 tel que, pour tout (h, k) de R 2 vérifiant |\{h, k)\\ < a, on ait : 

F(a + h,b + k) = f(a,b) + h% +k^f 
ox oy 

1 
+ 2 

ß2 f d2 f d2 f l 
- 4 ( a , i ) + Ihkj-j-ia, b) + k2—^ 
ox1 oxoy oy* 

+ o(\\(h,k)\\2). 

> EXTREMUM LOCAL 

• Soit / une application de U dans R et a un point de U. L'application / admet : 

- un maximum local au point a si : 

3 r > 0 Vx G B{a, r) n ^ f(a) ; 

- un maximum local strict au point a si : 

3 r > 0 Vx G B ( a , r) n £/ x ^ a =>• / ( x ) < / ( a ) ; 

- un minimum local au point a si : 

3 r > 0 Vx G B ( a , r) n L7/(x) > / ( a ) ; 

- un minimum local strict au point a si : 

3 r > 0 V x G B ( a , r ) n t / x 7̂  a =>• / ( x ) > f(a). 

L'application / admet un extremum local strict au point a si elle admet en ce point un minimum 

ou un maximum. 

• Soit / une application de U dans R qui admet en un point a de U des dérivées partielles. 

O n suppose que / admet un extremum en ce point. Alors les dérivées partielles en a sont nulles. 

L a condition précédente est une condition nécessaire mais non suffisante. 

• Soit / une application de U dans R qui admet en un point a de U des dérivées partielles. 

df 
On dit que a est un point critique lorsque pour tout j de ¡[1, pj, 7 ^ r ( f l ) e s t n u l ¬
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15. CALCUL DIFFERENTIEL 

• Existence d'un extremum en un point critique 

• Soit / une application de U de R 2 dans R de classe G2 sur U et (a, b) un point critique de / . 

Les notations de Monge sont : 

= df = d f r = &i s = & j _ e t t =

 dlL. 
^ dx' dy' dx2 ' dxdy dy2 

(a, b) est un point critique si, et seulement si : p(a, b) = q(a, b) = 0. 

S i (a, b) est un point critique tel que r(a, b)t{a, b) - s(a, b)2 ^ 0 alors : 

- si r(a, b)t(a, b) - s(a, b)2 < 0, la fonction ne présente pas d'extremum local en (a, b). 

On dit q u ' i l s'agit d 'un point col ; 

- si r(a,b)t(a,b) - s(a,b)2 > 0, la fonction présente un extremum local en (a, b). 

C'est un minimum si r(a, b) > 0 et un maximum si r(a, b) < 0. 

S i (a,b) est un point critique tel que r(a,b)t(a,b) - s(a,b)2 = 0, on ne peut pas conclure par 

cette méthode . 

» FORMES DIFFÉRENTIELLES 

U est un ouvert non vide de W. L a base duale de la base canonique de W est notée 

(dxu...,dxp). 

Une forme différentielle de degré 1 sur U est une application de U dans £ ( R P , R ) . E l le s 'écri t 

sous la forme : 

p 
Va eU (o = ^2/Pi{a)àxi. 

i=\ 
El le est de classe Gk sur l'ouvert U si : 

V i e i l , ? ] Pie&(U,R). 

L a forme différentielle co est dite exacte sur U s ' i l existe / de classe G1 sur l 'ouvert U telle que : 

<o = df. 

S i (o est une forme différentielle exacte, pour toute courbe paramétrée, de support r inclus dans 

U, d'origine A et d 'ext rémité B : 

f df = f(B) - / ( A ) . 
J ^ 

L'intégrale curviligne d'une forme différentielle exacte sur U le long d'une courbe fermée de 

classe C 1 de support contenu dans U est toujours nulle. 

L a forme différentielle co est dite fermée si : 

g p. Qp. 
Va eU V(i,j) e 11,pf -^{a) = -^-(a). 

Toute forme différentielle exacte sur un ouvert non vide, U est fermée sur U. 

Toute forme différentielle fermée sur un ouvert non vide et étoile, U est exacte sur U. 

• Changement de variables dans les intégrales doubles 

L e théorème donnant les conditions précises vérifiées pour un changement de variables n'est pas 

au programme de vos classes. I l a toutefois été donné dans le livre de cours. Vous pouvez vous y 

référer. 

© Hachette Livre - H-Prépa Exercices, Maths 
La photocopie non autorisée est un délit 391 



A N A L Y S E 

E n pratique, vous pourrez effectuer, dans le plan, un passage en coordonnées polaires sans devoir 

le justifier. 

Dans les autres cas, en pratique, i l vous suffira, en notant <p l 'application ((s, t) i—> (x(s, t), y(s, /))) 
de contrôler que tp est de classe C 1-, qu'elle transforme le compact K en D et que son jacobien 

ne s'annule pas sur l ' intérieur de K. 

Alors , pour toute fonction / continue de D dans K : 

• Soit K un compact élémentaire du plan dont la frontière est un arc 7 \ orienté dans le sens 

t r igonométr ique et de classe C 1 par morceaux. 

• Soit P et Q deux applications de classe C 1 d 'un ouvert U contenant K dans R. 

Cas particulier, en coordonnées polaires, avec r > 0 sur K : 

f(r cos 6, r sin ff)r dr dO. 

» FORMULE DE GREEN-RIEMANN 
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É N O N C É S 
Pour s'entraîner 

1 - On note E l'espace vectoriel (2 (R , R ) . 

Pour tout réel a, on note Cia l 'application linéaire défi

nie sur E par : 

dx dy 

a) E n utilisant le changement de variables défini par : 

u = x ; v = y — ax déterminer le noyau de £la. 

b) Déterminer les é léments / de E tels que : 

Û a ( / ) ( x , y ) = x + y. 

c) Préciser les é léments propres de î i a . 

2 h Trouver / de R 2 dans R , de classe C 1 sur un ouvert 

de R 2 telle que : 

df df , , 
f{x,y){x^-+y^- ) + x2+y2 

ax dy 
0. 

3 h Intégrer l ' équat ion aux dérivées partielles (E), en 

utilisant le changement de variables : 

X 
u = xy ; v 

y 

dy2 

2d2f , Jf Jf 

^ dy2 dx 
y dy 

0. (E) 

4 m Déterminer une fonction <p de classe C de R + * 

dans R telle que la fonction ijj : 

ip{x,y) = xip ( v x 2 + y 2 ) vérifie sur M 2 - {(0,0)} : 

_ d2il> + d2tp 

dx2 dy2 
0. 

5 m Déterminer les extrema de : 

f(x,y) = x3 + 3xy2 - I5x - 12y. 

6* h Déterminer le maximum de : 

f(x, y, z) = 2x2 + y2 + z2 + 2xy - 2xz 

sur la sphère d 'équat ion : x2 + y2 + z2 = 6. 

7 h Déterminer les triangles dont la somme des cosinus 
3 

des angles est égale à - . 

• ^ • C o n s e i l s 

1) a) Justifier d'abord que le changement de va

riables est un e ' -d i f f éomorph i sme , puis calculer... 

2) Passer en coordonnées polaires. 

3) L 'équat ion donnée utilise des dérivées d'ordre 

2. Résolut ion soignée en précisant bien, pour les 

fonctions utilisées, quelle est leur classe... 

4) Calculer les dérivées partielles de tj/, puis écrire 

que son laplacien est nul. 

5) Commencer par déterminer les points critiques. 

Puis si (a,b) est un tel point, calculer 

f(a + h,b + k) — f(a,b) et étudier le signe 

de la différence. 

6) f(x,y,z) est une expression algébrique dont 

tous les termes sont de degré 2. 

Penser à la méthode de réduct ion d'une quadrique. 

Trouver, avec un minimum de calculs, l 'expression 

de / et l ' équat ion de la sphère dans une base plus 

appropriée. 

7) Étudier le maximum de la somme des cosinus ... 

Wr-M Un problème d'extrema 
D'après E3A. 

On considère la fonction / définie de R 2 dans R par : 

/ ( x , y) = ( x 2 + y2Y si (x, y) ? (0,0) et / ( 0 , 0 ) = 1 . 

1 — a) Étudier la continuité de / . 

b) Étudier l'existence des dérivées partielles de / au 

point (0,0). 

c) Déterminer et tracer la ligne de niveau 1 de / . 

2 - On définit la fonction g sur R par : 

g(x) = / ( x , 0), pour x ^ 0 et g(0) = 1. 

a) Dresser avec précision le tableau de variations de la 

fonction g . 

b) E n déduire que la fonction / n'admet pas d'extre-

mum en (0,0). (Justifier soigneusement votre réponse.) 

3 - Déterminer les points critiques de la fonction / . 

4 m a) Vérifier que, pour tout x > 0, / ( x , y) > g(x). 

E n déduire que / admet un minimum en ( -, 0 
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b) L a fonction / admet-elle un extremum en 

1 , 0 ) 7 

5 m Montrer que, pour tout x dans R * , les deux expres

sions : 

(f(x, 1) - / (0 ,1 ) ) et (f(x, - 1 ) - f(0, - 1 ) ) 

sont du signe de x . 

Que peut-on en conclure ? 

• ^ - C o n s e i l s 

1) a) Util iser les coordonnées polaires pour étudier 

la continuité en (0,0). 

b) Reprendre la définition des dérivées partielles 

en (0,0). 

2) a) Attention ! g est définie aussi pour x < 0 . 

3) Réfléchir avant de résoudre le système.. . . 

Une suite récurrente double 

Soit a un réel strictement positif. On note / l 'intervalle 

/ =] — a, a[. 

O n considère une application / de / x / dans / , de 

classe C 1 sur I x / et telle qu ' i l existe un réel k dans 

[0,1 [ vérifiant : 

V O , y ) e / x / 
df 
dx 

(x,y) 
df 
dy 

(x,y) < k. 

1 - Soit (x, y) et (XQ, yo) deux couples de / x / . 

O n définit l 'application F sur [0,1] par : 

Vf S [0,1] F(t) = f ((1 - t)x0 + tx,{\- t)yo + ty). 

Montrer que l 'application F est derivable sur [0,1] et 

exprimer sa dérivée . 

2 m Comparer : 

\f(x,y) - f(x0,yo)\ et max(|x - x0\, \y - y 0 | ) . 

3 - Soit (u, v) G / x / . On note (un)„e^ la suite définie 

par : 

uo = u, u\ = v, et V n G N , w„+2 = f(un+\, un). 

Pour n dans N , on posera : 

a„ = m a x ( | w „ + 2 - un+\ |, | m „ + ] - u„\). 

a) L a série an est-elle convergente ? 

b) L a suite (w„)neN est-elle convergente ? 

4 • S i la suite (w n)„eN est convergente, montrer que la 

limite de la suite (w„)neN est indépendante du choix de 

(u, v). 

• ^ - C o n s e i l s 
2) Majorer | F ' ( î ) | , puis appliquer l ' inégal i té des 

accroissements finis à F entre 0 et 1. 

3) Montrer d'abord que la suite (an)n est décrois

sante, puis que : an+2 ^ kan. 

E n déduire la nature de la série ^ ^ ( « 2 « + «2n+i)-

Conclure car la suite (an) tend vers 0. 

4) Considérer deux suites (un),(vn) définies par 

(u, v) et (m', V') respectivement. 

Appeler A et / a leurs limites. 

Montrer que À= /a, en utilisant 1). 

Un laplacien nul 
D'après E3A. 

Soit F une fonction de classe G2 de 

fonction de R 2 dans R définie par : 

cos 2x 

dans M et z la 

z(x,y) 
cosh 2y 

dz dz 
1 m a) Calculer — et —— en fonction dex,y,F'. 

dx dy 
d2z d2z 

b) Calculer — e t ——̂  en fonction de x, y, F', F". 
dx1 dy1 

2 m Expliciter sous une forme simple les fonctions A et 

B telles que : 

d T i + d y = M x ' y ) F 

cos 2x 

cosh 2y 
+B{x,y)F' 

cos2x 

cosh 2y 

3 m On pose u 
cos 2x 

cosh 2y 

d2z d2z 
a) Vérifier que la relation -—r + —— = 0 se réduit à 

dx1 dy1 

une équation différentielle du second ordre vérifiée par 

la fonction F de la variable u. 
b) Intégrer cette équation différentielle et donner 

les solutions de l ' équat ion aux dérivées partielles 

d2z d2z 
— , - + = 0 en précisant le domaine de définition 
dx dy1 

de ces solutions. 

• ^ - C o n s e i l s 
1) et 2) Dériver soigneusement... 

Attention aux erreurs de calcul. 

3) a) Ne pas hésiter à poser cos 2x = u cosh 2y... 

Changement de variables 

Soit l ì l 'ouvert de R 2 défini par : 

Cl = {(u, v) G R 2 et u > 0, 0 < v < i t } . 
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15. CALCUL DIFFERENTIEL 

On considère l 'application tp définie sur ù par : 

<p(u, v) = (x, y) = (coshm . cos v, sinh w. sin v). 

1 « Pour A donné dans R + * et fi dans ]0, t t [ , on pose : 

c A = {(À,t>); v € ]0 , t t [} et — {(U,/JL) ; u > 0}. 

Préciser les courbes C a = <p(ca) et = ^ (y^ ) . 

Étudier l 'angle de leurs tangentes au point d'intersec

tion <p(A, fi). 

2 h E n déduire l ' image A de H par <p. 

3 - À / é lément de e 2 ( A , R ) , on associe F de e2(ft, R ) 

en posant : 

F(u, v) = / ( c o s h w cos v, sinh m sin v). 

Montrer que : 

\ f ( x y ) e A dlj_+dlL = o ^ — + — = 0 
dx1 dy2 du2 dv2 

• • C o n s e i l s 

1) Pour étudier l 'angle de leur tangentes, écrire la 

matrice jacobienne de <p en (m, V). 
Regarder la nature de ç : orthogonale ? 

2) E n utilisant les courbes C a et T^, montrer que 

A = R x M + * . 

3) Calculer les dérivées partielles de F, par rapport 

à u, v, à l 'ordre 1, puis 2, en fonction des dérivées 

partielles de / et de <p. 

( 3 D e s formes différentielles 

1 - Soit a = 2 y [ x ( x 2 + y 2 ) - l ] d x + x [ x ( x 2 + y 2 ) + 2 ] d y . 

Cette forme différentielle est-elle exacte ? 

Déterminer une fonction / , définie sur R + * , telle que 

w i = ï ) w s ° i t exacte, et déterminer les primi-
xl + y z 

tives de <wi. 

2 m Soit (o — (1 + 2 x 2 y ) d x + x 3 d y , w est-elle exacte ? 

Déterminer une fonction réelle d'une variable réelle, de 

classe C 1 sur R , / , telle que = f(x2y)œ soit exacte, 

et déterminer les primitives de toi. 

3 m O n note to la forme différentielle : 

(o = 2 (x 2 + y 2 )dx + (x + y ) 2 d y . 

Cette forme différentielle est-elle exacte ? 

Calculer 

C ( l , 3 ) . 

to, y é 
J y 

étant le triangle A ( l , l ) , 5 (2 ,2) et 

4 - Déterminer la circulation de : 

V (x, y , z) = z i + x j + y k le long de F : 

f x 2 + y 2 + z 2 = l 

\ x + y = 1 

• • • C o n s e i l s 

1) Revoir le cours. 

3) Paramétrer les côtés du triangle. 

Des intégrales doubles 

dxdy 
1 h Calculer l ' intégrale / 

J JD y — cosx 

D est le domaine défini par : 
D = {(—x, y) ; 0 < x < ir, a ^ y < b}, avec 1 < a < b. 

dxdy 
2 b Calculer l ' intégrale / 

désigne le domaine : 

II — 
JJD ( x 2 + 

^2)3/2 
, où D 

D = { ( x , y ) ; x + y ^ l , y < x , x 2 + y 2 ^ l } . 

ff dxdy 
3 m Calculer l ' intégrale I = — » , r-r 

77d ( x 2 + y 2 + a 2 ) 2 

où D = {(x, y) ; 0 ^ x , 0 ^ y , x + y $J a}, 

a est un réel strictement positif fixé. 

4 h Déterminer les coordonnées du centre de gravité de 

la plaque homogène D : 

D = { M ( x , y) ; x 2 + y 2 ^ a2, x2 - 2ax + y 2 < 0}. 

a est un réel strictement positif fixé. 

5 m Calculer par calcul direct, puis avec un change

ment de variables / = J J l n ( l + x + y)dxdy, où : 

D = { ( x , y ) ; 0 < x , 0 «S y , x + y < 1}. 

dxdy 
6 m On définit Ia = 

maine : D = [—a, a]2 

Déterminer l i m Ia. 
a—>+oo 

D (1 + x 2 + y 2 ) 2 
, sur le do-

7 - D'après ISFA. 

On considère dans R 2 les deux domaines suivants : 

u2 

D = {(u,v) e R 2 ; 2 < u < 4 , 1 < v < —} et 

A = {(x, y) e R 2 ; 2 < x + y < 4 , x y > 1, x < y } . 

a) Montrer que D et A sont deux ouverts bornés de R 2 

et que l 'application <p de A dans R 2 : 
( x ,y ) i — • (u,v) = <p(x,y) 

avec u = x + y ; v = x y est une bijection C°° de A sur 

D. 

Calculer son jacobien. 
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b) En utilisant le résultat précédent , calculer l ' intégrale : 

/ = J J (x2 - y2) cos(xy)dxdy. 

c) Calculer à nouveau / , mais en utilisant cette fois la 

formule de Green-Riemann. 

• • C o n s e i l s 
1) Réfléchir et essayer... Intégrer d'abord par rap

port à... x ou y ? 
2) Paramétrer le domaine en coordonnées polaires 

en écrivant toutes les conditions vérifiées par p et 

9, qui définiront le nouveau domaine A d ' intégra

tion. 

3) M ê m e conseil. 

4) Commencer par une figure... 

5) Poser u = x + y, v = x — y en précisant les 

conditions qui déterminent le domaine d ' intégra

tion pour (uv, ). 

Un extremum, des extrema 

Soit n réels : a\,...,a„ fixés. Étudier les extrema sur 

R + * x R de la fonction : 

e x p ( - ¿ E " = i ( f l ¿ - y ? 

Différentiabilité de l'application 
M M définie sur S£„(R) 

Montrer que l 'application / définie de S £ „ ( R ) dans 

S<C„(R) par : f(M) = M " 1 est de classe C 1 . 

Donner l'expression de la différentielle. 

Donner l'expression des dérivées partielles dans la base 

canonique de M n ( R ) . 

• • C o n s e i l 
Écrire A + H = A(In + A'1 H). 

Ml>M Application puissance 
de matrices 

Montrer que l 'application / définie de M „ ( R ) dans 

3Vt„(R) par : f(M) = M" est de classe C 1 . 

Donner l'expression de sa différentielle. 

• • C o n s e i l 
L'application / est la composée de deux applica

tions de classe C 1 . 

M i M Application Det 

Montrer que l 'application Det est de classe G\ sur 

M „ ( R ) et donner l'expression de sa différentielle en A 

en fonction de la comatrice de A. 

• • C o n s e i l 
Étudier d'abord le cas où A est inversible. 

I r l Maximum de l'application Det 
sur la sphère unité 

On munit M „ ( R ) d'une norme N. Montrer que l 'appl i 

cation Det admet un maximum sur la sphère unité S en 

un point A vérifiant : sup T r ( A _ 1 X ) = n. 
xes 

• • C o n s e i l 
Quitter la sphère unité pour appliquer la différen

tiabilité s u r M „ ( R ) . 

Méthode du gradient à plus 
profonde descente 

D'après Saint-Cyr. 

A u début étaient les systèmes l inéaires. Et Gauss créa la 

méthode du pivot : la solution est obtenue en un nombre 

fini d 'opérat ions . 

Avec l ' avènement des calculateurs et l'augmentation 

de la taille des matrices à traiter, des méthodes itéra

tives sont apparues dans l ' immédia t après-guerre. O n 

construit une suite infinie de vecteurs approchant la so

lution. 

L a méthode du gradient à plus forte descente, présentée 

i c i , est d'inspiration géométr ique. 

On fait de la solution du système le minimum d'une 

fonction F de n variables ; au point de la surface 

z = F(X), le gradient G ( X K ) indique la direction locale 

de plus forte décroissance de F, qu ' i l est donc tentant de 

suivre j u s q u ' à son minimum absolu X^, L a méthode 

converge. 

S i le fait que la matrice A soit symétr ique gêne, songer 

que pour toute matrice régulière A : 

AX = B <^=> (AA)X = 'AB. 

Dans tout le problème, l'espace R " est muni de sa struc

ture affine habituelle, et i l est rapporté au repère ortho-

normé direct (0,e\,... ,e„). L'espace vectoriel eucli

dien R " est muni de la base or thonormée ( e i , . . . , en). 
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15. CALCUL DIFFERENTIEL 

On identifie un vecteur de W et la matrice de ses coor

données dans la base (e,-)ie[i,ni-

A est une matrice symétr ique définie positive 

( V Z G W 'XAX > 0). Une telle matrice est régu

lière. 

B dés igne un vecteur de R " , et F l 'application de R " 

dans R définie par : 

F(X) =' XAX -2{B | X). 

O n note R la solution éventuel le du système linéaire : 

AX = B. 

Les vecteurs X et Y sont dits conjugués par rapport à A 
si, et seulement si : {AX | Y) = 0. 

Partie mathémat ique 

n est un entier valant 2 ou 3 . 

1 - a) Montrer que, pour tous X et Y dans R " : 

(AX | Y) = (X | AY). 

b) Justifier l'existence de R. 

c) Trouver deux réels A et / a strictement positifs, que 

l ' on exprimera en fonction des valeurs propres de A, 
tels que : 

V X g R " A | | X 2 | j < ( A X | X ) ^ IL\\X2\\. 

d) S i X 0, montrer que l'ensemble des vecteurs 

conjugués de X par rapport à A forme un sous-espace 

de R " . Préciser sa dimension. 

e) Calculer le gradient G(X) de la fonction F au point 

X. 

Montrer que G(X) s 'écrit matriciellement : 

G(X) = 2(AX - B). 

2 - a) X et H désignant deux vecteurs de R " , montrer 

que : 

F(X + H) = F(X) + (G(X) | H) +' H AH. 

b) E n déduire que la fonction F présente un minimum 

unique pour X = R. 

3 m a) X désignant un vecteur fixe de R " , avec X ^ R, 
trouver p réel de sorte que F(X — pG(X)) soit minimal 

et calculer ce minimum. 

b) p étant ainsi déterminé, si Y = X — pG(X), montrer 

que : (G(X) \ G(Y)) = 0. 

4 - X0 désignant un vecteur de R " , on définit la suite 

(Xk) de vecteurs de R " par : 

Xk+i = X k - pkG{Xk) avec : 

Pk 

Xk 

\\G(Xk)\\' 
2<G(Xk)AG(Xk) 

si Xk ^ R et pk = 0 si 

a) Que peut-on dire des suites (F(Xk)) ; 
(F{XM)-F{Xk))l 

b) Montrer que la suite (G(X^)) converge vers le vecteur 

nul. 

c) E n déduire la limite de la suite (Xk). 

Partie informatique 

5 m Écrire un programme de calcul de la suite (Xk)k qui 

s 'arrête lorsque \\Xk+] — X t | | > eps. 

• • C o n s e i l s 
1) c) Décompose r le vecteur X dans une base de 

vecteurs propres de A bien choisie. 

d) Util iser 1) a) et l 'orthogonal de X. 
e) Écrire F(X) en utilisant les coordonnées de X 
dans la base canonique. 

2) b) Écrire F(R + H).. 
3) a) Calculer F(X—pG(X)) et remarquer que l ' on 

obtient un po lynôme de degré 2 en p . 

b) Calculer G(Y). 
4) a) Util iser 3) a) pour la monotonie de la suite 

(F(Xk)), puis pour évaluer F(Xk+l) - F(Xk). 
b) Écrire G(Xk) en fonction de F(Xk+l) - F(Xk). 
Utiliser 1) c) pour majorer 'G(Xk)AG(Xk). 
c) Exprimer Xk en fonction de G{Xk). 

M r U La méthode de Newton pour une 
fonction de plusieurs variables 

Nous avons rencontré , dans Analyse, la mé thode de 

Newton pour une fonction d'une variable réelle. Cette 

méthode se généralise. 

O n considère une fonction / de R p dans R p , définie 

sur un ouvert U contenant x, de classe C 2 sur U et telle 

q u e : / ( x ) = ( 0 , . . . , 0 ) . 

On suppose de plus que la différentielle de / en x, dfx, 
qui est une application linéaire, est inversible. 

Nous admettrons qu ' i l existe une boule ouverte,/? cen

trée en x telle que : 

• pour tout y de B, la différentielle de / en y,dfy, est 

inversible ; 

• pour tout UQ de B, la suite («„)„ définie par : 

un+] = u n - df~n\f{un)) converge vers x. 

On pose : f{x, y) = (x4 + 2xy + 1, y 3 + x 2 — xy) et 

( x 0 , y 0 ) = ( 0 . 6 , - 1 ) . 

Écrire un programme qui calcule les termes de la suite 

(un)n et s 'arrête lorsque \\un+\ — un\\ > eps. 

(ç) Hachette Livre - H-Prépa Exercices, Maths 
La photocopie non autorisée est un délit 



ANALYSE 

B Recherche des extrema 
L a méthode du gradient à plus forte descente rencontrée 

ci-dessus se général ise pour la recherche des extrema 

d'une fonction de plusieurs variables. 

Soit / une fonction de deux variables de classe C 1 défi

nie sur un ouvert U de R 2 . 

Partie mathémat ique 

O n rappelle que : 

f(x + h,y+k) = f(x, y) + <grad(/)(x, y), (h, k)) 

+ o(\\(h,k)\\) 

où ( x , y ) est dans U et (x + h, y + k) dans une boule 

ouverte B contenue dans U. 

L e gradient de / en (x, y) donne la direction suivant la

quelle / a la plus forte variation. O n choisit : 

(h, k) = wgrad(/)(x, y) = u(fx(x, y), fy(x, y)). 

Alors : 

/ ( x + h,y + k) = f{x, y) + u{f'x{x, y)2 + f'y(x, y)2 

+ o(\\(fi(x,y),f;(x,y))\\). 

S i on prend u > 0, on se déplace vers un maximum. 

S i on choisit u < 0, on va vers un minimum. 

L a première m é t h o d e consiste à fixer un pas, w, et un 

point de départ , (xo, yo), et à calculer les termes : 

(x„ + i , y„+ i ) = (xn,yn) + u(fx(xn,yn), f'y{xn,yn)). 

On arrête le calcul lorsque le nombre d ' i térat ions est 

trop grand (la méthode n 'a pas convergé) ou lorsque 

| |grad(/)(x, y)Il < eps, eps étant une précision donnée. 

Dans ce cas, on a sans doute atteint un point critique. 

Dans la deux ième méthode , on cherche le plus grand 

pas possible dans la direction du gradient pour se rap

procher de l 'extremum. 

O n fixe un pas, u, un point de départ, (xo, yo) et on cal

cule les termes : 

Fi = (x 0 , y 0 ) + nu(fx(x0, y 0 ) , fy(x0, yo)) 

Fi = (xo, yo) + (n + \)u{f'x(x0, y 0 ) , / y ' ( x 0 , yo)) 

Lors de la recherche d'un maximum, on augmente n tant 

que F2 > F] car on se rapproche du maximum. 

O n utilise le m ê m e test d 'a r rê t que dans la méthode pré

cédente . 

Partie informatique 

Ecrire, pour chaque méthode , un programme de calcul 

des extrema. Comparer le nombre d ' i térat ions. 

Tester vos programmes avec f(x,y) = co sx sin y et 

(xo, yo) = (0,0), puis avec / ( x , y) = x + 2y - x 4 - y 4 

e t ( x 0 , y 0 ) = (0,0). 

• • C o n s e i l 
Utiliser l'ordinateur ou la calculette. 

3 9 8 
(c) Hachette Livre - H-Prépa Exercices, Maths 
La photocopie non autorisée est un délit 



C O U R G É S 
1 ) Pour s'entraîner 

1 — a) Nous devons résoudre l ' équat ion aux dérivées 
• „ df df n 

partielles —— + a — = 0. 
dx dy 

L'application <p de R 2 dans R 2 , qui à (x,y) associe 

( m , i i ) = (x, y — ax), est bijective et de classe 6 ° ° . 

1 0 
Son jacobien est 

1 
1. 

Cette application est un C 1 -difféomorphisme de R 2 sur 

K 2 . 

Notons g = f o cp~l. Soit : f(x, y) — g(u,v). D ' o ù : 

df 
dx 

dg du dg dv 
du ox dv ox 

= ^ - ( « , t>) - a — (u,v). 
ou ov 

d ̂  d J~ $ § 
S o J t : dx^*'y>> + a~dy('X' y^ = 0 = QÏt^'v^ 
Nous obtenons g(u, v) = K(v), où A" dés igne une fonc

tion de classe C 1 sur R . 

Puis / ( x , y) = K(y — ax). 

b) Utilisons les calculs précédents . 

û a ( / ) ( x , y ) = x + y 
du 

(u, v) = (a + \)u + v 

a + 1 
g(u, v) = ———u + vu + C(v), 

| ^ ( w , i ; ) = Ag(u,v) 

où C dés igne une fonction de classe C 1 sur R . 

Soit : 

a + l 2 

f{x, y) = —-—x + x(y — ax) + C(y — ax). 

c) Soit A un réel. 

« • ( / ) = A / < 
un 

<=> g{u,v) = C{v)ê\ 

où C désigne une fonction de classe C 1 sur R . 

Soit : 
f(x,y) = C(y-ax)eXx. 

Tout réel A est valeur propre de fla . L e sous-espace 

propre associé est l 'ensemble des fonctions de la forme : 

/ ( x , y) = C(y — ax)e A*, où C dés igne une fonction de 

classe C 1 sur R . 
2 - Notons <p l 'application ((p, 0) i—• (p cos 6, p sin 0)). 

Nous prendrons (p, 0) dans <9 = 

domaine d 'arr ivée de (p : 

U = {{x,y)eR2-{x,y)i 

A i n s i , <p est un C 1 -d i f féomorphisme. 

Notons g — f o <p. 

g est de classe C 1 sur O et : / = g o <p~l. 

— = — (p,0)cos0 - -^(p,0) 
Ox dp od p 
df de de cos 0 
TT-Gc, y) = / ( A « sin 0 + ¿ 0 » , 0) . 
av ap a0 p 

L'équat ion aux dérivées partielles devient : 

g(p,0) 

+ * x ] - t t , t t [ et le 

r x { 0 } } . 

p cos 0 A p , 0) cos 0 - | | ( p , 0 ) — ) 
ap ¿»0 p 

9j? 0 2 cos 0 
+p sin 0 ( / ( p , 0) sin 0 + - f (p, 0) ) 

dp do p 
+ p 2 = 0. 

Soit : pg(p ,0 )^+p 2 

op 
0. 

Or p ^ 0, donc g(p, 0)^{p, 0) + p = 0. 
dp 

Cette équation équivaut, par intégration, à : 

g2(p, 0) + p 2 = C(0) , où C désigne une fonction de 

classe C 1 sur ] — i r , tr[. 

Revenons à / , de classe C 1 sur U : 

/ ( x , y) - C(2Arctan -——) - (x2 + y2). 
1 +x 

X 
3 - Regardons l 'application <p : ((x, y) —• (xy, —)). 

y 
Nous devons supposer que : y 

Nous cherchons également à déterminer des ouverts 

U, O de R 2 tels que cette application soit un G2-
difféomorphisme de U sur O. 

Cec i impose x ^ 0 car deux points distincts de R 2 

d'abscisses nulles ont m ê m e image par <p. 

<p réalise un e 2 -difféomorphisme de ]0, +oo[2 dans 

]0,+oo[2 car : 

• <p est bijective de ]0, +oo[2 sur ]0, +oo[2 ; 

• (p est de classe C 2 sur ]0, +oo[2 ; 

• le jacobien de <p en (x, y) est : 

y r 

-2- î 0. 
y 
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ANALYSE 

On montre de m ê m e que ç> réalise un C -difféo-

morphisme de ] — oo, 0 [ 2 dans ]0, +oo[2, ou 

de ]0,+oo[x] — oo,0[ dans ] - o o , 0 [ 2 , ou de 

] - oo,0[x]0,+oo[ dans ] - oo,0[ 2 . 

Travaillons par exemple avec ]0, +oo[2. 

Notons g(u, v) = f(x(u, v), y(u, v)) = ( / o <p~l)(u, v). 

Alors : f(x, y) = (g o cp)(x, y). 

Ces applications sont de classe C 2 . Dérivons : 

ox aa ow y 

5 / 

dy 

d2f 

(x,y) 
du 

d2g 

(u, v)x + — (w, V)(—) ; 
dv 

d2g 
I 2 ^ ' ^ = ^ l ( " ' l ; ) > ' 2 + 2 « 

a x z <7MZ dudv 

d2g, 
{U, v) + — — 1 ) ) 

L'équat ion (E) équivaut à : 4x ' 

Soit à 
a 2 g 

dudv 

d2g 
dudv 

dv2 

(u, v) = 0. 

1 

7 

(u,v) = 0. 

dg 
Puis à : —— (u, v) = C\{u), où C\ désigne une fonction 

du 
de classe C , de la variable u, définie sur K + * . 

Et g(u, v) = ip{u) + a(v), où tff, a désignent deux fonc

tions de classe C 2 , définies sur K + * . 

Réciproquement , toute fonction de cette forme convient. 

Les solutions sur ]0, +oo[2 de l 'équat ion aux dérivées 

partielles sont les fonctions : 

fix, y) = ipixy) + a 

où i[i,a sont deux fonctions de classe G sur 

4 h L a fonction ift est de classe C 2 sur R + * et : 

| ^ ( x , y ) = <p ( V x 2 + y2}+x(p' (yjx2 + y 2 ) ^ r ^ _ 

dif/ 
dy 
dhji 
dx 

(x,y) = xtp' x2 + y2 

Vx2 + y2 ' 

2 (x, y) = <p" x 2 + y2 

-^ix,y)=x<p 

x2 + y2 

x2 + y2 

) 

\ x J 

) x ^ + 

> ^ / x ^ ^ v A c 2 7 7 ( 2 + x 2 + y 2 

y2 

) ; 

x 2 + y 2 

x 2 + y 2 +xcp 

Et nous obtenons : 

AiA = 0 <=*• xv?" ( \ / ? + ? ) 

+3xp ' 

, / x 2 + y 2 x 2 + y 2 

x 2 + y 2 

\ A 2 + y 2 

Notons f = \/x2 + y2. 

L'équat ion équivaut à tç"(t) + 3<p'(t) = 0. 

E n notant ç' = u, nous reconnaissons une équat ion dif

férentielle l inéaire du premier ordre, sous forme résolue 
C a 

sur M.+*. Et : <p'(t) = - r , puis : <p(t) = + 8, avec a et 
ti tl 

B réels. 

5 m L a fonction / est de classe 6 ° ° sur M 2 . 

Déterminons les points critiques de / : 

| ^ ( x , y ) = 3 x 2 + 3 y 2 - 15; 

9f, 
dy 

(x, y) = 6xy — 12. 

Les points critiques s'obtiennent en résolvant : 

f x 2 + y 2 = 5 

1 xy = 2 

Nous obtenons quatre points : 

A ( l , 2 ) ; B ( - l , - 2 ) ; C ( 2 , l ) ; D ( - 2 , - l ) . 

• Étudions en A : 

/ ( l + / î , 2 + jfc) 

= (1 + /z) 3 + 3(1 + A)(2 + k)2 - 15(1 + h) - 12(2 + jfc) 

= fil, 2) + (3h2 + 3k2 + 12hk) + (h3 + 3hk2) 

= fil, 2) + 3[(/i + k)2 + 2hk] + (h3 + 3hk2). 

L a différence f(l + h, 2 + k) — f(l, 2) paraît susceptible 

de changer de signe. 

Pour s'en convaincre, i l suffit de regarder cette diffé

rence lorsque h = k, puis lorsque h = —k. 

L e point A n'est pas un extremum de / . 

• Étudions en B : 

/ ( - l +h,-2 + k) 

= (-l + h)3+3(~l+h)(-2 + k)2 - 1 5 ( - 1 + À ) - 12(-2 + Jt) 

= f(-l, - 2 ) + ( -3/ î 2 - 3/fc2 - 12M) + (h3 + 3hk2). 

L e m ê m e raisonnement permet d'affirmer que B n'est 

pas un extremum. D'ail leurs, la fonction / est impaire. 

Ce résultat était prévisible. 

• Étudions en C : 

f(2+h, 1+k) = (2+h)3+3i2+h)(l+k)2-~\5{2+h)-12(l+k) 

= f(2,1) + (6h2 + 6k2 + 6hk) + (h3 + 3hk2) 

= f(2,1) + [3(h + k)2 + 3h2 + 3k2] + (h3 + 3hk2). 

Lorsque h et k sont petits, le terme h3 + 3 M 2 est négli

geable devant 3(h + k)2 + 3h2 + 3k2. 

L a fonction / admet en C un minimum. 

Par raison de symétrie , elle admet en D un maximum. 
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15. CALCUL DIFFERENTIEL 

6 m Nous pouvons écrire f(x,y,z) = 'XAX, en no

tant : 

/ x \ / 2 1 — 1 

X= y ; A = 1 1 0 

\z J V - 1 0 1 

L a matrice A est symétr ique réelle, donc diagonalisable 

dans une base or thonormée (u i , u2, « 3 ) . 

Notons (e\, e2, e^) la base canonique de K 3 et ç> la forme 

bil inéaire symétr ique associée à A. 

Nous remarquons que : 

(p(ei - e2 +e3) = 0 ; <p(e2 + e3) = e2 + e3. 

0 et 1 sont donc valeurs propres de A . L a troisième va

leur propre est 3 car la trace de A est 4. 

Notons X' la matrice des coordonnées de OM 

dans la nouvelle base et D la matrice : 

0 0 (A 

10 1 0 

0 0 3, 

Alors : f(x, y, z) = X'DX' = y'2 + 3z'2. 

L a sphère a pour équation : x'2 + y12 + z'2 = 6. 

L e maximum cherché est alors 18 et s'obtient pour : 

x' = y' = 0 et z' = V6. 

7 m L a somme des angles d'un triangle est t t . 

Donc la somme des cosinus des angles est : 

s(A, B) = cos A + cos B — cos(A + B). 

L a fonction s est définie sur [0, i t ] x [0, i t ] , qui est un 

compact de R 2 . 

De plus, elle est continue sur ce compact et de classe C 1 

sur ce compact. 

E l le est donc bornée et atteint ses bornes. 

Cherchons le maximum de s(A, B). 

Les points critiques de s s'obtiennent par : 

ds 

d~A' 

ds 

d~B' 
Résolvons : 

A + B = A ou A + B = TT-A 

et 

A + B = B ou A + B = TÎ — B 

Dans trois cas, nous obtenons un triangle aplati (un 

angle nul). Dans ces cas, la somme des cosinus est 1. 
TT 

< 

- ( A , B) = - sin A + sin(A + B) = 0 

- ( A , B) = - sin B + sin(A + B) = 0 

Dans le dernier cas : A 

L . 3 
cosinus est bien - . 

B -. Alors la somme des 

E n conclusion, la somme des cosinus est - lorsque le 

triangle est équilatéral. 

( 2 ) Un problème d'extrema 

1 m a) Pour tout (x ,y ) ^ (0,0), écrivons : 

/ ( x , y ) = e * l n ( * 2 + A 

Cette fonction est continue sur R 2 — {(0,0)} en tant que 

composée de fonctions continues. 

Utilisons les coordonnées polaires pour étudier le com

portement de f(x, y) lorsque (x, y) tend vers (0,0). 

D o n c : l i m f(x,y)=l. 
(»,,)—(0,0) 

L a fonction / est continue sur R 2 . 

b ) / a , 0 ) - / ( 0 , 0 ) ^ e ^ - l 

ax ln(.tz) 1 ~o x \n(x ). 

L a fonction / n'admet pas de dérivée partielle par rap

port à x en (0 ,0 ) . 

Vérifier de m ê m e qu'elle n'admet pas de dérivée par

tielle par rapport à y en (0 ,0 ) . 

c) f(x, y) = 1 (x l n (x 2 +y 2 ) = 0 ou (x, y) = (0, ( 

L a ligne de niveau 1 de / est const i tuée de la réunion 

de l 'axe (Oy) et du cercle de centre O et de rayon 1. 

2 - a) Nous avons donc : 

g(x) = e x l n ( x 2 ) pourx ^ ¿ 0 . 

L a fonction g est continue sur R . 

El le est dérivable sur R* et : 

Vx ï 0 g'(x) = exHx2) ( ln(x 2 ) + 2). 

L e calcul de la question 1) b) permet d'affirmer que g 
n'est pas dérivable en 0. 

g'(x) = 0 ^==> (x = e _ 1 ou x = - e _ 1 ) . 

b) S i la fonction / admettait un extremum en (0,0), 

le signe de f(x, y) — 1 serait constant au voisinage de 

(0,0). Il en serait de m ê m e de celui de g(x) — 1 . Ce 

n'est pas le cas. 

3 m Les points critiques de la fonction / sont les points 

qui annulent le gradient de / . 

2x 2 

- ^ - ( x , y ) 
ox 

+ y2Y l n (x 2 + y 2 ) + 
x 2 + y 2 

(x, y) = ( x 2 + y 2 
df 
dy 

df 
L'équat ion —— (x ,y ) 

dy 

2xy 

x2 + y2 

Nous obtenons x 

0 se résout aisément. 

0 ou y = 0. 
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Soit quatre points critiques : 

(0,1) ; ( 0 , - 1 ) ; ( - , 0 ) ; ( - - , 0 ) . 
e e 

4 a) Pour tout y réel, nous avons : 

l n (x 2 + y 2 ) > ln fx 2 ) . 

L e réel x est positif et la fonction exponentielle crois

sante fix, y) ^ g(x). Par conséquent : 

Vy G M Vx > 0 f(x, y) > g(x) > g ( - ) = f(-,0). 
e e 

L a fonction / admet donc un minimum local en ( - , 0). 
e 

b) E n procédant de m ê m e que dans la question précé

dente, nous obtenons : 

V y G R Vx ^ 0 f(x,y) < g(x) ^ g ( - - ) = / ( - - , 0 ) . 
e e 

L a fonction f admet un maximum local en ( — , 0). 
e 

5 . f(x, 1) - / ( 0 , 1 ) = e x l n ( * 2 + 1 ) - 1 

= / ( * , - l ) - / ( 0 , - l ) . 

Pour tout x 0, le réel x 2 + 1 est supérieur à 1. 

L'expression ex l n ( * + 1 ) — 1 est donc du signe de x. 
Nous pouvons en conclure que / ( x , 1) — / ( 0 , 1 ) n'est 

pas de signe constant au voisinage de (0,1). 

L e point (0,1) n'est pas un extremum local de la fonc

tion / . 

Il en est de m ê m e du point (0, — 1). 

( 3 ) Une suite récurrente double 

1 - L'application F est derivable sur [0,1] car / est de 

classe C 1 . 

L a règle de dérivation d'une fonction composée donne : 

df 
F1 it) = i x - xo )Tf - ( ( l - t)x0 + tx, (1 - f )y 0 + ty) 

ox 
df 

+ (y- yo)-rjr((i - 0*o + tx, (i - t)yo + ty) 
dy 

2 — L 'hypothèse sur les dérivées partielles permet de 

majorer |F ' (? ) | par : 

V f G [0,1], \F' i t) \ max(|x - x 0 | , |y - fo|M-

L'inégal i té des accroissements finis, appl iquée à F entre 

0 et 1 donne : 

| / ( x , y ) - / ( x 0 , y 0 ) | - | F ( 1 ) - F ( 0 ) | 

^ £ m a x ( | x - x 0 | , |y - y 0 | ) -

3 m a) Pour tout n : 

\Un+3—Un+2\ = \ f iun+2,Un+\) — f iun+\,Un)\ ^ k.(Xn ̂  an. 

Par définition de la suite (a„)„gN. on a : 

|"«+2 — ^ dn. 

D ' o ù : an+i = max( |M„ + 3 - un+2\, \un+2 - K«+i|) < a„ 

L a suite (a„)„ 6 N est décroissante. 

Pour tout entier n : 

\un+3 ~ un+2\ s% k.a„ et |w„+4 — un+^\ ^ k.an+\ ^ k.an. 

A i n s i , pour tout entier n : an+2 ^ kan. 

L a séparation des cas n pair et n impair se fait claire

ment d2n ̂  k"ao eta2«+i ^ k"a\. 

L a série de terme général a2n + d2n+\ converge car elle 

est majorée par une série géométr ique convergente de 

raison k < 1. Comme an tend vers 0 lorsque n tend vers 

l ' inf ini , on en déduit que la série de terme général a„ est 

convergente. 

b) Pour tout n G N : 0 ^ \un+\ — un\ < an. 

L a série de terme général w„ +i — un est absolument 

convergente. 

C'est une série té lescopique convergente. L a suite de 

terme général un est convergente. 

4 m Soit (m„) et ivn), les suites définies à la question 2), 

dont les premières valeurs sont respectivement (a, v) et 

iu',v'). 

Ces suites convergent. Notons A la limite de (a„)«eN et 

p la limite de (u„)„ e N • 

Pour tout entier n, appliquons la question 2) : 

\un+2 - vn+2\ < &.max( |w„ + i - vn+i\, \un - vn\). 

Par passage à la limite , quand n tend vers +oo : 

|A — fl\ ^ k.\\ — /x| 

Puis : |A — / a | = 0 car < 1, c'est à dire : A — fi. 

Les conditions initiales ne changent pas la valeur de la 

limite. 

4 ) Un laplacien nul 

1 - a) L a fonction ((x, y) 
cos 2x 

cosh 2y 
) est de classe 

G°° sur R . Donc la fonction z est de classe G sur ] 

E t : 

^ - ( x , y ) 
ox 

2 sin 2x cos 2x _ 

cosh 2y cosh 2y 

dz . cos2x , cos2x 
7 r - (x ,y ) = - 2 s i n h 2 y — i ^ — ^ (———). 
dy cosh 2 2y cosh 2y 

b) De m ê m e : 

dx2 ' cosh 2y 

4 ^ / ? / ( œ s 2 x ) 

cosh 2y 

s in2x 
+4( 

cosh 2y 

2 f „ cos2x 

cosh 2y 

4 0 2 
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15. CALCUL DIFFERENTIEL 

dh 
dy 2(x,y) -4 cos 2x 

1 — sinh 2y . cos2x 
F'(-

cosh 3 2y cosh 2y 
-) 

2 h Nous en déduisons : 

d2z d2z 4 
+ 

dx2 dy2 c o s h 4 2 j 

. • , ? „ c o s 2 2 x cos2x , 
+ 4 s inh 2 2y -,— F"( ). 

cosh 4 2y cosh 2y 

(sin 2 2x cosh 2 2y 

+sinh 2 2y cos 2 2x)F"( 

D ' o ù : 

A(x,y) = 

cos2x ^ 8cos2x ^ , cos2x 

cosh 2y cosh 3 2 y cosh 2y 

j — ( s i n 2 2x cosh 2 2y + s inh 2 2y cos 2 2x) 
cosh 2y 

A 2 2 
(sin 2x + sinh 2y). cosh 2y 

B(x,y) = -
8 cos 2x 

cosh 2y 

d2z d2z 
3 m a) L 'équat ion — - r + 7 — r = 0 équivaut donc à : 

dx1 dy1 

5 — ( s i n 2 2x cosh 2 2y+sinh 2 2y cos 2 2x)F"{ ) 
cosh 2y cosh2y 

8cos2x cos2x 

cosh 2y cosh 2y 
après multiplication par cosh 2 2y. 

cos 2x 
Donc, en posant u = : 

cosh 2y 

(1 - u2)F"(u) - 2uF'(u) = 0. 

b) L 'équat ion différentielle s 'écrit : [(1 — u2)F'(u)]' = 0. 

C u + 1 
Nous obtenons F(u) = — ln + K, en remarquant 

2 1 — M 
cos2x 

que — e s t toujours compris entre —1 et 1. 
Finalement, les solutions sont les fonctions : 

C , cos 2x + cosh 2y 
(x ,y ) i—> z ( x , y ) = - l n — — — + K, 

2 cosh 2y — cos 2x 

avec C, K deux constantes réelles et (x, y) dans 

R 2 - {(k~,0)}, pour k dans Z . 

( 5 ) Changement de variables 

1 m O n fixe u — À. Dans ce cas, C a est défini par : 

x = cosh(A) cos v ; y = sinh(À) sin 1». 

Nous reconnaissons l ' équat ion paramétr ique d'une 

demi-ellipse. Donc : 

<P(C A) 
x y 

+ 
cosh 2 (A) sinh 2(A) 

1 , >' > 0. 

E n fixant v = ¡x,T¡¿ = <p(yx) est défini par : 

x = cosh(w) eos ¡x et y = sinh(w) sin p . 

Suppposons : fx ^ —. 

M ( x , y) est un point de Y^ si, et seulement si : 

3u > 0 x = cosh m cos p ; y = sinh m sin p 

si, et seulement si : 

y > 0 e t 3 « e R x = cosh u cos p, ; y = sinh m sin / a 

si, et seulement si : 
v-2 „2 

y > 0 sgn(x) = sgn(cos(p)) et 
cos 2 (p) s in 2 (p) 

A i n s i est un quart d'hyperbole : 

r 2 v 2 

1 ; y > 0 ; x cos / a > 0. 
cos 2 ( / i ) s in 2 (p) 

TT 

S i p = — on a x = 0 et, pour tout y > 0, i l existe un 

unique u > 0 tel que y = sinh u. 

A i n s i r t t est la demi droite x = 0 , y > 0. 

2 

Remarque : Les arcs et F^^^ ont le même support 
hyperbole. 

Soit A un point commun à C\ et . 

L a tangente en A à C a est — ( À , u). 
dv 
dcp 

L a tangente en A à T„ est — (À, u). 
du 

L a matrice jacobienne de <p en (u, v) est : 

sinh u cos v — cosh u sin u 

cosh u sin i> sinh u cos u 
J(<p,u,v) = 

Les vecteurs colonnes de cette matrice sont orthogo

naux et ont m ê m e norme euclidienne. 

L a matrice est donc une matrice de similitude. Son dé

terminant est positif. 

Les angles orientés des tangentes sont conservés . 

L'application <p est dite conforme. 

2 m II est clair que <p(Q,) est inclus dans R x R + * = H. 

Réciproquement , soit MQ(XQ, yo) un point de H. Alors : 

3A e R M0 e C A 

<̂ => 3A > 0 s inh 2 A x 2 + cosh 2 A y 2 = s inh 2 A cosh 2 A 

- ^ = > 3 A > 0 s i n h 4 A + ( l - x 2 - y 2 ) s i n h 2 A - y ^ = 0 

Cette équation du second degré en T = s inh 2 A a deux 

racines, l 'une positive, l'autre négative. 

Il existe une unique racine en sinh A avec A > 0. 

Donc par tout point Mo de H passe une courbe C a 
unique. 
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L e m ê m e prob lème se pose pour les courbes T M : 

3fi G]0, t t [ s in 2 ( / i ix 2 )—c°s 2 ( / tyo) — s i n 2 / a 2 cos 2 p, 2 

3 / i G ]0 , t t [ c o s 4 p , - ( l + x 2 + y 2 ) c o s 2 / A + x 2 = 0. 

Cette équat ion du second degré en cos 2 p a deux ra

cines T\ et T2 telles que 0 < T\ < 1 < T2 puisque 

P(0) = x 2 > 0 et P ( l ) = - y 2 < 0 et P ( 7 ) ~ T2. 

Il existe donc deux racines opposées en cos p,, mais une 

seule telle que xo et cos p soient de m ê m e signe. 

Par tout point Mo de H, passe une seule courbe T M . 

E n résumé, pour tout point (x, y) de H, i l existe un 

couple unique ( À , p) de R + * x ]0, t t [ tel que : 

( x , y ) = <p(k,n). 

L'application <p est clairement de classe C 2 et de déter

minant jacobien Det J{q>) = cosh 2 u — cos 2 v > 0. 

C'est donc un C 2 difféomorphisme de H sur co. 

3 h On pose F = / o <p. L'application F est différen-

tiable sur O . Par le théorème de dérivation des fonctions 
composées : 

9F df , . df 
—— = sinh u cos v —— o (p + cosh m sin v -7— o <p ; 
du dx dy 

dF , . df . , 
—— = — cosh u sin v -r— o <p + sinh u cos u 7 — o q>. 
dv dx dy 

A i n s i , en calculant de m ê m e —-r- et — o n obtient : 
du1 du1 

AF = (cosh 2 u - cos 2 v)A f. 

Puisque la quanti té (ch2u — cos 2 v) est strictement posi

tive : 

V(jc, y) G w Af = 0 <(==> V(w, u) G w 

A F = 0. 

Des formes différentielles 

1 « Notons : w = P ( x , y ) d x + g ( x , y ) d y . 

L a forme différentielle co est de classe C°° sur M 2 . Et : 

dP 
—(x, y) = 2[x(x2 + y2) - 1] + 4 x y 2 ; 
dy 
dQ 

dx 
(x, y) = [x(x2 + y2) + 2]+ x[3x2 + y2]. 

L a forme différentielle <w n'est pas fermée, elle n'est pas 

exacte. 

Notons : a>y = P\{x,y)Ax + Q ] (x ,y )dy , avec : 

1 
P 1 ( x , y ) = 2 y [ x ( x 2 + y 2 ) - ! ] / ( 

x 2 + y 2 
); 

e , ( x , y ) = x [ x ( x 2 + y 2 ) + 2 ] / ( 
x2 + y2' 

R est un ouvert étoile. 

L a forme différentielle co\ est fermée si, et seulement si, 

elle est exacte. Cette condition équivaut à : 

/ ( ^ - ^ ) [ - 2 x 3 + 4 x y 2 - 4 ] 
X2 + y2 

( x 2 + y 2 ) 2 

Soit à : 

/ ' ( 

1 

1 

x 2 + y 2 
) (x 2 + y 2 ) [ 2 y 2 x - x 3 2] = 0 ; 

x 2 + y 2 

1 1 
r) = 0. 

( x 2 + y 2 ) x 2 + y 2 ' 

L a fonction / doit vérifier : 

V? > 0 f(t) - tf'it) = 0. 

Nous reconnaissons une équat ion différentielle l inéaire 

du premier ordre, résolue sur R + * . 

L a fonction / est donc de la forme : fit) = At. Puis : 

2y 
u>\ = A 2xy — 

x 2 + y 2 

Cherchons g tel que : 

dg, , o 2y 

9 2x 
dx+A x + - , 0 

x 2 + y 2 

dx 

De 

(x ,y ) = 2xy 

(x,y) 

x 2 + y 2 

c'y 
x 2 + 

2x 

x 2 + y 2 

oy 

, nous tirons 

x 2 + 

dy = A d g . 

2x 

x 2 + y 2 

g(x,y) = x2y + 2Arctan - + C ( x ) . Puis : C ' (x ) = 0. 
x 

Finalement : 
y gix, y) = x y + 2Arctan —h C. 
x 

2 - Notons : co = P ( x , y)dx + Qix, y)dy. 

L a forme différentielle co est de classe 6 ° ° sur 1 

K x , y ) = 3 x 2 . 

2 . E t : 

v n 2 9Q 2 

- (x ,y ) = 2x ; 
dP_ 

dy ''J' ' dx 
L a forme différentielle co n'est pas fermée, elle n'est pas 

exacte. 

Notons : co\ = P i ( x , y ) d x + Q i ( x , y ) d y , avec : 

P , (x , y) = (1 + 2 x 2 y ) / ( x 2 y ) ; Ql(x, y) = x 3 / ( x 2 y ) . 

R 2 est un ouvert étoile. 

L a forme différentielle co\ est fermée si, et seulement si, 

elle est exacte. Cette condition équivaut à : 

2 x 2 / ( x , y ) + ( l + 2 x 2 y ) x 2 / ' ( x 2 y ) - 3 x 2 / ( x 2 y ) + 2 x 4 y / ' ( x 2 y ) . 

S o i t à : x 2 ( / ( x 2 y ) - / ' ( x 2 y ) ) = 0. 

Puis à : / ( x 2 y ) — / ' ( x 2 y ) = 0, car les fonctions / et / ' 

sont continues en 0. Donc : / ' = / . Nous obtenons : 

fit) = Aexp(f ) . 

L a forme différentielle co\ est alors définie par : 

w, = A [ ( l + 2x 2 y)e* 2 > 'dx +x3ex2ydy] = dg. 

Cherchons la fonction g. E l l e vérifie : 

A x V \ 
dy 

ix,y) 
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15. CALCUL DIFFERENTIEL 

Nous en déduisons : 

g(x,y) = Axe*2y + B(x). 

Et : - ^ ( x , y) = A{\ + 2x2y) = A ( l + 2x 2 y) + B\x). 
ox 

2 

Finalement : gix, y) = Axe* y + B. 

3 -

Paramétrons [À, B ] de A vers B par : 

x{t) = t, vit) = t, t e [1,2]. 

Paramétrons [B,C]de B vers C par : 

y = 4 - i , i e [ 2 , l ] . 

Paramétrons [C, A ] de C vers A par : 

* = l , y = y , y € [ 3 , l ] . 
Alors : 

J<u = ^ 8 f 2 d / + ^ 4 ( x - 2 ) 2 d x + ^ ( 
68 

Y ' 

4 b T est l'intersection d'une sphère et d'un plan. 

C'est un cercle. L e centre / du cercle est le projeté or

thogonal de O sur le plan d 'équat ion x + y = 1. 

Les coordonnées de / sont ( - , - ) . 

2 2 

L e point A ( 1 , 0 , 0 ) appartient au cercle. L e rayon est 

V2 
donc IA = —. 

2 

Deux vecteurs directeurs orthogonaux du plan d 'équa

tion x + y = 1 sont —y=( i — j ) et k . 
v 2 

L e cercle peut être paramétré et orienté par : 

ÏMit) = —p c o s i ( 7 
v 2 

x(t) 

Donc : < y(t) 

zit)-

Nous en déduisons : 

dM 

~J) + —j= sin tic, t G [0,2ir]. 
V 2 

1 1 
- H = COS t 
2 ^2 
1 1 

= cos t . 
2 V2 
1 . 

—= sinf 
V2 

it) = (—\= sin t, —= sin t, —̂= cos r). 
d i V 2 \/2 \/2 

2ti _ ^ ^ 
: / V . d M 

/o 

1 2 1 
( — s i n t+—pr(sin t + cos t))ât 

2 2V2 

i r 

2' 

7 j Des intégrales doubles 

1 MM Nous savons que : / : 

x 

Or, en posant r = tan — : 

dx 

b />ir 

( 
dx 

Q y — cosx 
-)dy. 

o y — cos x 

2dr 

Jo 

(1 + i 2 ) j - (1 - t2) 

2dt 

( l + f 2 ) y - ( l - t 2 ) 

2dt 
2 (y + l ) + ( y - l ) y/f~\ 

D ' o ù : I = TT 
dy 

TT ln 
b + Vb2 - 1 

a + V a 2 — 1 

2 h Paramétrons le domaine D en coordonnées po

laires. 

i 

i 

W W 

Nous obtenons : 

x = p cos 0 ; y = p sin 0, avec les conditions : 

p(cos0 + sin 0) ^ 1 ; s in0 < c o s 0 ; p G [0,1]. 

t t ir v 2 
D o n c : 0 G [ 0 , - ] ; psin(0 + - ) ^ 

p varie de 
V2 

à l . 
2sin(0+ J ) 

L e domaine D dans lequel le point est repéré par x , y 

est t ransformé en un domaine A dans lequel le point est 

repéré par p et 0. 

E t : / T dpd0 
A JO Jo P 

)â9 

" [ ^ s i n ( 0 + ^ ) - l]d0 = 1 - ^ . 

3 - Posons : x = p cos 0 ; y = p sin 0. Alors : 

0 G [0, ^ ] ; 0 < p < 
cos 0 + sin 0 sin(0 + f ) ' 
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ANALYSE 

Et donc : / 
0 \ .70 

Vïsmmf) pdp 

- L 2 a 2 [ 

(p2+a2)2 

1 

2sin2(0+f) 
3n 

+ l]a2 

du 

dd 

)d6 

in 
-rr î n î 

4a2 ~ Ya2 J, i — + 1 
4 2sin/(«) 
3ir 9 

t t 1 f4 sin (m) 

4 a 2 a2 JJL 1 + 

dM. 
4 a 2 a2 J* l + 2 s i n 2 ( w ) " 

4 v ' 

L'application de la règle de Bioche conduit à poser : 

t = tan m. 

Mais ce n'est pas possible sur ce domaine d ' intégrat ion. 

Utilisons les propriétés de la fonction sin pour moditfier 

l ' in tégrale . 

t t 2 H sin 2(M) 

4 a 2 a2 . 

s in 2 (m) 

1 + 2 s in 2 ( m ) ' 

1 +2sin 2 (w) 
r+oo 

-du. 

-du 
r t 

/ (i+? 2)(i + 3t2) 
dt 

1 

2 7 i 1 + / 2 1 + 3 / 2 
dt 

= ^[Arctan t ^ A r c t a n (3011 e 

2 V 3 

8 1 2 v T 
TT 

ô v ^ a 2 ' 

4 h L e domaine D admet deux axes de symétrie : l 'axe 
, a 

(x x) et la droite d 'équat ion x — —. 

L e centre de gravité de la plaque appartient donc à ces 
a 

deux axes. Il a pour coordonnées C ^ ' ^ ) -

5 m Calcul direct : 

I = f ( f l n ( l + x + y)dy)dx 
Jo JO 

= f [ ( l + x + y ) l n ( l + x + y ) - y ] 0 - J ; d x 

(21n2 - 1 + x - (1 + x ) l n ( l +x))dx 

/ - 2 b . 2 - l + i - [ ^ h . ( l + J r ) - ^ U 

1 

~ 4 ' 

Changement de variables : 

Posons : u = x + y ; v = x — y . 

m et u vérifient les conditions : u e. [0,1], v G [—u, u]. 
L'application ( (x ,y) —* (u,v)) est un C 1 -

difféomorphisme de R 2 dans R 2 . 

1 1 

1 - 1 
Son jacobien est : 

»1 ru 
I 

I V 
JO J-u 

dv 
l n ( l + u)—)du 

[ - y - 1 - ln( l + u)]0 

u — 1 1 
—-—du = - . 

2 4 

x u 2 - l 1 

2 u + 1 

u l n ( l + u)du 

du 

6 m Pour des raisons de symétr ie évidentes : 

JJDt ( l + x 2 + 3 • y 2 ) 2\2 1 

Utilisons les coordonnées polaires. 

i k 

a 

D 

i 
-a 

k / 
> a 

—a 

L e domaine D\ est t ransformé en : 

U p , B ) - 0 G [ 0 , \ ] , 0 ^ p ^ — \ 
v 4 cos 0 J 

Jo Jo (1 + 

pdp 

•4 / (1 
lo coŝ  y 

)dd = 4a' 
de 

az + cos z 

L e changement de 9 en —9 laisse l ' é lément différentiel 

invariant dans l ' intégrale. 

Faisons le changement de variable : u = tan 9. 

/ = 4 a 2 [ -
J0 a 2 ( l + W 2 ) + ( l - u- ) 

4a' 
du 

JO u2(a2 - l ) + ( a 2 + 1) 

Nous cherchons la limite de Ia lorsque a tend vers +oo. 
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15. CALCUL DIFFERENTIEL 

Supposons a > 1. 

la2 - 1 
h = 4a1 

4aL 

I V a2 + 1 
Arctan m 

a 2 - 1 

a 2 + l 

1 

I V a 2 + 1 
Arctan 

a 2 + l 

Finalement : l i m Ia 

a >+oo 

7 m a) M 2 est un espace vectoriel de dimension finie. 

Les normes sont équivalentes. 

Munissons M 2 de la norme définie par : 

Vx = (x\,xi) g max(xi , xi). 

Alors D et A sont contenues dans la boule B(0,4). 

D et A sont bornées . 

De plus, D est l'intersection des ouverts : 

{(u,v) G E 2 ; 2 < u < 4 } ; {(u,v) G K 2 

u2 

{(u,v) G M 2 ; v < —}. 

1 < v}; 

D est donc un ouvert. 

De m ê m e , A est l'intersection des ouverts : 

{(x, y) G M 2 ; 2 < x + y < 4} ; {(x, y) G R 2 ; 1 < xy} ; 
{ (x ,y ) G K 2 ; x < y}. 

D est donc un ouvert. 

Enfin, soit (u,v) dans D. Cherchons ( x , y ) dans A tel 

que : 

(u,v) = <p(x,y). 

(w, v) = <p{x, y) <:==> u = x + y ; v = xy. 

x sty sont les racines éventuelles de l 'équat ion : 

t2 - ut + v = 0. 

Cette équat ion a pour discriminant : 8 = u2 — 4v > 0. 

El le fournit donc deux couples (x ,y ) de solutions dis

tinctes. 

L a condition x < y ne laisse qu'une solution dans A . 

L'application <p est une bijection de A sur D. 

Ses fonctions composantes sont des po lynômes en x et 

y. E l l e est de classe C ° ° . Son jacobien est : 

1 1 

b ) / 

y x 

.2 „2 

y t ^ o . 

(x — y )cos(xy)dxdy = -w cos(i))d«dt; 

,4 <-V r 4 

( / cos(t>)dt))Mdw = — 

2cos(4) + 6 s i n ( l ) - 2 c o s ( l ) . 

[sin( — )—sin( 1 )] u du 

c) Utilisons la formule de Green-Riemann. 

L e contour y de A est orienté dans le sens direct : 

P et Q doivent donc vérifier : 

dQ dP 
(x ,y ) = —y cos(xy) et (x,y) = —x cos(xy). 

ox Oy 

O n voit que P 
conviennent. 

On trouve : 

/ = 

-x sin(xy) et Q = — y sin(xy) 

-x sin(xy)dx — y sin(xy)dy. 

L'arc y se décompose en trois parties : 

• yi : le segment x = f, y = f avec t variant de 1 à 2 ; 

• 72 : le segment x = t,y = 4 — t avec t variant de 2 à 

a (a étant l'abscisse du point d'intersection de x y = 1 

avec x + y = 4) ; 

• 73 : la courbe x = t, y = - avec t variant de a à 1. 

Sur les trois arcs, on trouve : 

i: 

2t sin 12dt = — cos 1 + cos 4 

sin(r(4 - f)) ~ (4- t) sin(/(4 - t))dt 

(2t - 4) sin(f (4 - t))dt = - cos 1 + cos 4 

qui est de la forme u1 sin m, o ù a est l'abscisse du point 

d'intersection de l'hyperbole et de x + y = 4 : 

= — I t sin ld f + / 
J a J a 

t sin ld f + / - sin 1 -^dt. 
t t2 

On a ainsi h = — sin 1 \2 — a2 r-1 = +6 sin 1. 

2 1 a 2 i 

A u total / = Ii + I2 + h = 2 cos 4 - 2 cos 1 + 6 sin 1, 

qui est le résultat de la question précédente . 

( 8 ) Un extremum, des extrema 

L a fonction / est de classe C°° sur R + * x R qui est un 

ouvert. Les extrema sont à rechercher parmi les points 

critiques. L'application ln est strictement croissante et 

de classe C°° sur R + * . Nous allons étudier les extrema 

de F = ln / . 

U n point (x, y) est un point critique si, et seulement s ' i l 

annule les deux dérivées partielles. 

On trouve les deux conditions : 

, n ] n 

ï ^ + ^ E ^ - 3 ' ) 2 = 0 e t - ^ ( « ^ y ) = 0. 
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Notons 

¿2 aí e t T = 5 ^ al 

L e seul point critique est le point : 

(XQ, yo) 
1 1 

n n n 

E n utilisant les notations de Monge, on trouve en ce 

point : 
Ô2F, 

"dx2 
(xo, yo) 

2x2' 

d2F f d2F, ~n 
•K-¿-(xo, yo) = 0 et í = —-j(x 0,yo) = —• 
axoy ôyL XQ 

Puisque r < 0 et s2 — rt < 0 , le point critique corres

pond à un maximum local strict. 

Différentiabilité de l'application 
M i — • M " 1 définie sur S £ „ ( K ) 

f(a + h) = (a + h \ a + h) 

= \\a\\2 + 2(a | h)+ \\h\\2 

= f(a) + 2(a\h)+\\h\\e(h) 

L'application h i—> 2(a | h) est linéaire. 

Pour tout h, s(h) 

Ceci prouve que / est différentiable en a et que : 

d f(a)(h) = 2(a | h). 

Étude de g sur M p \ { ( 0 , . . . , 0)} . 

Pour tout point a de Rp\ { ( 0 , . . . , 0)} et tout vecteur non 

nul h de W : 

lAl le t l im s(/i) = 0. 
A - » 0 

g(a + A) = V ' | | f l | | 2 + 2(fl | / 0 + ¡ | f t | | 2 

avec r(h) 

= \\a\\y/l+r(h) 

2(a\h)+\\h\\2 

Puisque l i m r(h) = 0, on peut écrire : 
/î—>o 

g(a+h) = \\a\ 

avec l i m S (/ î ) = 0. 

h->0 
A i n s i : 

g(a + h) = g(a) + 

1 + -r(h) + r(h)8(h) 

h S + |M| r (A)f i (A) . 
2 k 

D 'ap rès l'inégalité de Cauchy-Schwarz : 

M í ) K ¡ I M , a i í i M . 

Donc : 

2| |a | 
+ | | a | | r ( /05(A)= | |A| |y(A) 

avec l i m y(/¡) = 0. 
h—*-0 

De plus, l 'application 

L'égali té : 

g(a + /z) = g(a) + 

est l inéaire. 

h ) + \\h\\y(h) 

prouve que g est différentiable en a et que sa différen

tielle en ce point est l 'application dg(a) définie par : 

d * ( « X * ) = ( ] j f j î l 

Par ailleurs la fonction g n'est pas différentiable en 

( 0 . . . . . 0 ) . 

1Q ) Application puissance 
de matrices 

L'application cp définie de (Dvt„(R)) p dans M „ ( M ) par : 

4>(Ai,Ap) = A\...AP est p- l inéai re , par conséquent 

elle est de classe C 1 et sa différentielle en ( A i , A p ) 
est : 

p 
( H U . . . , H P ) ^ J 2 A ^ - H ' - A P -

L'application ip définie de M „ ( R ) dans (Mn(R))p par 

i/f(A) = ( A , A ) est de classe C 1 , car chacune de ses 

composantes est de classe C 1 . 

Or / = <f> o ij/. Donc / est de classe C 1 et sa différen-

p 
1 A - " ' i „ 

tielle est : 

H J2A1...H...A!, 

i = l 

[ 11 ] Application Det 

L'application Det est une fonction polynomiale des co

ordonnées de la matrice. E l le est donc de classe C 1 . 

On peux alors trouver l'expression de sa différentielle 

en étudiant Det((A + xH)). On suppose tout d'abord A 

inversible, puis on étend le résultat par densi té . 

Det(A+xH) = x"DetA D e t ( - / „ + A " 1 / / ) . 

x 
Les termes de plus haut degré du po lynôme caractéris

tique de A~lH sont : 

(-l)nXn - (-lyTriA'1 H)X"~l. 

On en déduit que Det(A +xH) est une fonction polyno

miale de la variable x dont les termes de plus bas degré 

sont : 

DetA ( l + x T r i A ' 1 / / ) ) . 
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15. CALCUL DIFFERENTIEL 

O n en déduit que la différentielle en A est l 'application 

H i—y DetA T r ( A ~ x H). 

Or : DetA T r ( A _ 1 / f ) = Tr(DetA( A"1 H)) = Tv(ÂH) 
où Â est la t ransposée de la comatrice de A . 

Les applications Tr et A i—> Â sont continues et 

S £ „ ( R ) est dense dans M „ ( K ) . On en déduit que la dif

férentielle en tout point A de M „ ( R ) est : 

H i—> T r ( À H ) . 

( 12 ) Maximum de l'application Det 
sur la sphère unité 

L'application Det est continue et la sphère unité est 

compact. E l le est bornée et atteint ses bornes. Soit A 

une matrice de la sphère unité où Det atteint son maxi

mum. 

Alors : 

V X e M„(R) \ 0 Det(~) < Det(A). 

On en déduit : 

V X e M „ ( l ) Vt>0 Det (A+fX) < Det(A) ||A+tX||". 

Puis : 

Det(A + 1 X ) - Det(A) Det(A)(( | [A| | +1\\X\\) n - l ) 

t ^ 't ' 
L'application Det est différentiable. E n passant à la l i 

mite lorsque t tend ves 0 on obtient : 

VX G M„(E) D e t t A y r r C A - ' X ) < « D e t ( A ) | | X | j . 

Nécessai rement , par définition de A , on a Det(A) > 0. 

Donc : 

V X G S T r f A ^ X ) n, 

avec égali té pour X = A . 

t ^ ù t i t k m c s , 

1 J Méthode du gradient à plus 
profonde descente 

Partie mathémat ique 

I • a) Immédia t car : 

( A X | Y) =' X'AY =' XAY = (X \ AY). 

b) L a matrice A est symétr ique, définie, positive. 

E l l e est donc diagonalisable et toutes ses valeurs propres 

sont strictement positives. 

L a matrice A est régulière. 

L e sys tème linéaire A X = B est un système de Cramer. 

II admet une unique solution : R = A~lB. 

c) Choisissons une base or thonormée, (ui)je{M] de vec

teurs propres de A et notons A, la valeur propre associée 

à U{. 
n 

Soit X un vecteur de R " : X = 

i = \ 
n n n 

(AX | X ) = | X » , ) = J > ( * ; ) 2 . 1=1 

D ' o ù , en posant A = min A, > 0 et LI = max A, . 
ieli,n] ie[i,n] 

A | | X 2 | K { A X | X ) ^ p p 2 H -

d) Soit X ^ 0. 

D ' ap rès 1) a), un vecteur Y est conjugué de X par rap

port à A si, et seulement si, AY appartient à l 'orthogonal 

d e X . 

L'orthogonal de X est un sous-espace vectoriel F de R " , 

de dimension n — 1. 

A - 1 ( F ) est l ' image d'un sous-espace vectoriel de R " 

par l 'application linéaire A - 1 . 

C'est un sous-espace vectoriel de R " , de m ê m e dimen

sion n — 1. 

e) Notons X 

/ X i 

. Alors 

D ' o ù : ——(X) = 2a;,x,- + y^2a ,vX; — 2è,-. 
ox,- z —' 

m 
Par conséquent : 

G ( X ) = 2 ( A X - B ) . 

2 - a) Calculons F(X + / / ) . 

F ( X + / / ) = ' ( X + H)A(X + H) - 2(B \ X + H) 

=' XAX+'XAH+'HAX+'HAH-2(B \ X)-2{B | H) 

= F(X) + ( G ( X ) | H) +' H AH, 

cai'HAX =' XAH. 

b) E n particulier, puisque G(R) — 0 : 

F(R + H) = F(R) +' H AH ^ F(R). 

De plus : 

F(R + H) = F(R) 'HAH=0 

<^ H = 0, 

car la matrice A est symétrique, définie positive. 

L a fonction F présente donc un minimum unique pour 

X = R. 
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ANALYSE 

3 • a) Reprenons la question précédente : 

F(X - pG(X)) = F(X) - p\\G(X)\\2 

+ p2'G(X)AG(X). 

Nous obtenons une expression polynomiale en p, de de

gré 2, et le coefficient de p2 est strictement positif car 

X ^ R, donc G(X) + 0. 

Son minimum est atteint lorsque : 

l | G ( X ) | | 2 

"""" 2>G(X)AG(X) 

L a valeur de ce minimum est alors : 

F(X) 
\\G(XW 

4'G(X)AG(X) 

b)Y = X - PminG(X). D ' o ù : 

G(Y) = 2(AY - B) = 2(AX - B) - 2 p m i n A G ( X ) . 

Puis : 

(G(X) | G ( F ) ) = | | G ( X ) | | 2 

-2pmin'G(X)AG(X)^0. 

4 n a) S i G(Xk) 0, l a question précédente permet 

d'affirmer que F(Xk+1) < F(Xk). 

L a suite (F(Xk)) est donc décroissante. 

Minorée par F(R), elle converge en décroissant 

vers sa limite l. Nous en déduisons que la suite 

(F(Xk+i) - F(Xk)) tend vers 0. 

b) E n reprenant la question 3) a) : 

F(XM) - F(Xk) = - 4 J ° ( * M ( X k y 

Utilisons la majoration établie dans la question 1) c) : 

'G(Xk)AG(Xk)^p,\\G(Xk)\\2. 

Nous obtenons : 

>\G(xky2 

< \F(Xk+l) - F(Xk)\. 

L a suite (G(Xk)) converge donc vers 0. 

c) Notons : 

Yk = G(Xk) = 2(AXk - B). 

L a suite (Yk) tend vers 0. 

O r : 

Xk 

L a suite (Xk) converge vers A~lB — R. 

A-\B+l-Yk). 

5 m 

Partie informatique 

Avec la TI 

grad ien t (a ,b ,eps ) 
Prgm 
L o c a l n , x , y , i , g , r 
colDim(a) -> n 
newMat(n,l) -> x 
For i , l , n 
1 -> x [ n , l ] 
EndFor 

2*(a*x-b) -> g 
(norm(g ' t ) )"2/2*(g^t*a*g)[1,1] -> r 

x _ r * g _> y 

While norm((y-x)" t ) > eps 
y -> x 
2*(a*x-b) -> g 

(norm(g~t))~2/2*(g"t*a*g)[1,1] -> r 

x - r * g -> y 
EndWhile 
Disp y 
EndPrgm 

L3 - 1 2 . 
'14 -1 11' 

• c T • c + a -1 2 1 
11 1 14. 

T 
• 1 * b H 

.1. H 
pro 3ram2 Saradi e n t < a„b, .Gl> 

.321676 " 

.316241 
. - .244565. 

tâaiN FiftP flIITn FOI 

2 J La méthode de Newton pour une 
fonction de plusieurs variables 

Avec la TI 

newton(eps) 
Prgm 
L o c a l z , v , a , x , y , w 
newMat(2,l) -> z 
newMat(2,l) -> v 
newMat(2,2) -> a 
.6 -> x : -1 -> y 
[x,y] "t -> z 

x"4+2*x*y+l -> v [ l , l ] 
y"3+x"2-x*y -> v [ 2 , l ] 
[4*x'3+2*y,2*x ;2*x-y ,3*y"2-x] -> a 
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15. CALCUL DIFFERENTIEL 

z - a " - l * v -> w 
While norm((z-w)"t) > eps 
w-> z 
z [ l , l ] -> x : z [ 2 , l ] -> y 
x"4+2*x*y+l -> v [ l , l ] 
y"3+x"2-x*y -> v [ 2 , l ] 
[4*x"3+2*y,2*x;2*x-y,3*y"2-x] -> a 
z - a " - l * v -> w 
EndWhile 
Disp z 
EndPrgm 

3 ) Recherche des extrema 

Avec Maple 

> r e s t a r t : w i t h ( l i n a l g ) : 
Warning, the p ro tec ted names norm and t race 
have been redef ined and unprotected 
> ex t remal :=proc( f ,eps ,xO,yO,u ,N) 
l o c a l n , x , y , g r , G r , a , b ; 
G r : = g r a d ( f ( x , y ) , [ x , y ] ) ; 
n : =0 ;gr:=eval(Gr,x=xO,y=yO) ;a:=x0;b:=y0 ; 
whi le n<N and norm(evalf(gr) ,2)>eps do 
a:=a+u*gr[l] ;b:=b+u*gr [2] ;n:=n+l ; 
gr:=eval(Gr,x=a,y=b) ; 
od ; 

p r i n t ( n , [ a , b ] ) ; 
end : 

> f : = (x ,y ) ->cos (x)*s in (y) ; 
e x t r e m a l ( f , 1 0 " ( - 5 ) , 0 . , 0 , 1 0 " ( - 3 ) , 3 0 0 0 ) ; 
e x t r e m a l ( f , 1 0 " ( - 5 ) , 0 . , 0 , - 0 . 0 0 1 , 3 0 0 0 ) ; 

/ := (x,y) >-» cos (x) sin (y) 

3000, [0.0,1.471419037] 

3000, [0.0,-1.471419037] 

> extrema2Max:=proc(f,eps,xO,yO,u,N) 
l o c a l n , x , y , g r , G r , a , b , F l , F 2 ; 

G r : = g r a d ( f ( x , y ) , [ x , y ] ) ; 
gr:=eval(Gr,x=x0,y=y0) ;a:=x0;b:=y0 ; 
F l : = f ( a , b ) ;a:=a+u*gr[1] ;b:=b+u*gr[2] ; n : = l ; 
F2:=f(a,b) ; 

whi le n<N and norm(evalf(gr) ,2)>eps do 
whi le F2 > F l and n<N and norm(eva l f (g r ) ,2 ) 

>eps do 
a:=a+u*gr[l] ;b:=b+u*gr [2] ;n:=n+l ; 
F1:=F2 ;F2:=f (a,b) ; 

od ; 

gr:=eval(Gr,x=a,y=b) ;F1 :=F2 ;a:=a+u*gr[1] ; 
b:=b+u*gr[2] ;n:=n+1 ; 
F2:=f(a,b) ; 
od ; 

p r i n t ( n , [ a , b ] ) ; 
end : 
> ex t rema2Max(f ,10"( -5) ,0 . ,0 ,10"( -3) ,3000) ; 

3000, [0.0,1.570842536] 

> g: = (x,y)->x+2*y-x"3-y"3 ; 
e x t r e m a l ( g , 1 0 " ( - 1 ) , 0 . , 0 . , 1 0 " ( - 3 ) , 1 0 0 0 ) ; 
ex t r ema2Max(g ,10" ( - l ) , 0 . , 0 . , 10" ( -3 ) ,2000) ; 

g := (x, y) i—• x + 2 y — x3
 — y3 

1000, [0.5424297842,0.8045174955] 

948, [0.5735071048,0.8179919882] 
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E q u a t i o n s 

d i f f é r e n t i e l l e s 

l i n é a i r e s 

e t n o n l i n é a i r e s 

R A P P E L S D E C O U R S 

K désigne E ou C, / un intervalle de E et F est un espace vectoriel norme de dimension finie 

sur K, (e\,...,en) une base de F. 

Soit a une application continue de / dans £ ( F ) et b une application continue de / dans F. 

I ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE LINÉAIRE D'ORDRE I 

Les équat ions différentielles x' — a x = b (E) et x - a x = 0 (H) sont appelées équations 
différentielles linéaires. 

On les note également : x' - a(t)(x) = b{t) (E) et x' - a(t)(x) = 0 (H) pour rappeler que a et 

b sont des applications de la variable t de / . 

L 'équat ion (E) est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 avec second membre. 

L'équat ion (H) est une équation différentielle linéaire d'ordre 1 sans second membre ou homo
gène. 

Une I-solution de (E) (on dit aussi une solution sur I de (E)) est une application cp dérivable de 

/ dans F telle que : Vf e / <p' (t) = (a(t))(<p(t)) + b(t). 

L e prob lème de la recherche d'une solution vérifiant une condition initiale donnée est appelé 

problème de Cauchy associé à l 'équat ion et noté : j * ^ )*— x ^ o u fo est dans / et x0 dans F. 

L'ensemble S(H) des /-solutions de l 'équat ion différentielle l inéaire homogène x' — ax = 0 (H) 
est un sous-espace vectoriel de C 1 ( / , F). 

S i <p\ est une /-solution de x' — a x = b (E) alors toute solution de (E) est la somme de ç\ et 

d'une solution de l 'équat ion homogène associée. 

L'ensemble S(E) des /-solutions de E est le sous-espace affine de G1(I, F) de direction S(H) : 

S(E) = cpl + S(H). 
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16. É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET N O N LINÉAIRES 

• Théorème de Cauchy-Lipschitz 

Soit a une application continue de / dans H(F) et b une application continue de / dans F. 

Pour tout (fo , xo) dans / x F i l existe une et une seule /-solution <p de l ' équat ion différentielle 

x' — a x = b (E) telle que ç (to) = XQ . 

L'application de S(H) dans F définie par <p i — • <p(to) 

est un isomorphisme d'espace vectoriel et d im S(H) = d im F. 

L'ensemble S(E) est un espace affine de dimension égale à la dimension de F. 

I EXEMPLES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES D'ORDRE I 

• Cas F = K 

Soit a une application continue de / dans K et b une application continue de / dans K . L a droite 

des solutions de x' = a(t) x est {t \—• C e A ( ( ) ; C G K} où A désigne une primitive sur / de la 

fonction a. 

Pour obtenir une solution particulière de x' = a(t) x + b(t) on peut : 

• la rechercher sous la forme t i—> P(t)e ' avec P est une fonction polynomiale lorsque a 
une application constante et lorsque b est de la forme t i — • i 2 ( 0 e A f o u ô e s t u n e fonction 

polynomiale et A un complexe ; 

• faire varier la constante : c 'est-à-dire chercher une solution de la forme t i—> C ( r ) e A ( î ) où C 

est une application de classe C 1 sur / . 

• Cas dim F = n 

Soit a une application continue de / dans &(F) et b une application continue de / dans F. 

Notons X(t) la matrice colonne des coordonnées de X(t), B(t) la matrice colonne des coordon

nées de b(t) et A(t) la matrice de a(t) dans cette base. 

L 'équat ion différentielle x' — a x = b (E) s 'écrit matriciellement X' — A X = B. 

Cette écriture matricielle se traduit par un système d 'équat ions différentielles l inéaires scalaires 

d'ordre 1 : 

(S) 

' x[ = a\\X\ + • • • + ci\nxn + b{ 

• Équation différentielle linéaire scalaire d'ordre supérieur à 1 

Considérons n fonctions continues ai,... ,an-\,b de / dans K et l ' équat ion différentielle l i -

n-\ 
néaire : + ^ ^ « f c x(k) = b. On se ramène à une équation différentielle l inéaire d'ordre 1. 

k=0 

(x \ 

E n posant X on a : X' 

\ x { n - l ) ) 

(0 

1 0 ••• 0 
f°\ 

0 
0 0 1 ••• 

0 

X + 

0 o 1 

\-ao —ai • • • - a « -J W 
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ANALYSE 

» SYSTÈME FONDAMENTAL DE SOLUTIONS, LE WRONSKIEN 

Une base {<fn,..., cf>n) de S(H) est appelé un système fondamental de solutions de l ' équat ion 

différentielle l inéaire x' — ax (H). 

Notons X i , . . . , X„ les vecteurs colonnes des coordonnées des applications (f>\,..., cpn. 

/u>i/(0\ 
Pour tout 7 de |[1, nj, on note Xj(t) = '• . L a matrice W de terme général tuy est la 

matrice wronskienne de la famille ( X i , . . . , Xn). L e déterminant w = Det W est le wronskien de 

la famille ( X i , . . . , X „ ) . 

Les propositions suivantes sont équivalentes : 

(i) V i G / tu(f) ^ 0 ; 

(ii) 3 i 0 G / w(t0) ± 0 ; 

(iii) L a famille (X\,..., X„) est un système fondamental de solutions de (S) ; 

(iv) L a famille (<p\,..., ^>„) est un système fondamental de solutions de (H). 

• Méthode de variation des constantes 

A est une application continue de / dans M „ ( & ) et B une application continue de / dans K " . 

L a mé thode de variation des constantes permet de résoudre complè tement le sys tème différentiel 

avec second membre X' = AX+B (S) lorsqu' un système fondamental de solutions ( X i , . . . , X„) 

est connu. 
n 

On cherche les solutions sous la forme X : t \—> Y j Cj(t)Xj(t) où les applications C\,...,C„ 

sont de classe C 1 de / dans K . 

U n système de Cramer permet de déterminer les fonctions C[,...,C'n. 

I l reste à calculer n primitives pour déterminer les fonctions C\,..., C„. 

> ÉQUATIONS LINÉAIRES À COEFFICIENTS CONSTANTS 

L'équat ion différentielle linéaire x' - a(t) x = b(t) (E) est dite à coefficients constants lorsque 

l 'application a est constante. 

L'ensemble des solutions de l 'équat ion x' = a x est {t i—• e' "(C) ; C G F}. 

f je' CIX 
L'unique solution du problème de Cauchy < _ ^ est t i—• e' a(v). 

Les n applications <pt : 11—> e' "(e,) forment un système fondamental de solutions de l ' équat ion 

x' = a x. 

S i a est diagonalisable et (e\,S2, • •. ,s„) une base de vecteurs propres de a pour les valeurs 

propres A À „ . Les n applications t i—> e A | 'e, forment un système fondamental de solutions 

de l ' équat ion x' = a x. 

L'ensemble des solutions de l 'équat ion x' = a x + b{t) est : 

{ n — • e ' f l ( C ) + e ' a / e " M ( K j ) ) d s ; C G F } . 
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16. É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET N O N LINÉAIRES 

» CAS DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES SCALAIRES D'ORDRE 2 

Une équat ion linéaire scalaire d'ordre 2 est une équation différentielle de la forme : 

a(t)x" + B(t)x' + y(t)x = 8(t) 

où a, B, y, 8 sont quatre fonctions continues sur un intervalle / à valeurs dans K , et a différente 

de l 'application nulle. 

Sur tout intervalle J sur lequel la fonction a ne s'annule pas, la division par a est possible et 

permet de mettre l 'équat ion sous forme résolue en x" : 

x" = a(t)x' + b(t)x + c(t) 

les fonctions a, b et c étant continues sur J. 

Cette équat ion est équivalente à l 'équat ion différentielle du premier ordre : 

X' = [,, . ] . ) X + ( P. ] obtenue en notant X = \ 
\b(t) a(t) \c(t) \x 

Soit (to, XQ, Xq ) dans / x K x 

x a(t)x' +b(t)x + c(t) 
Le prob lème de Cauchy ^ x(t0) — XQ admet une unique solution sur / . 

^x'(fo) = x'o 

De plus cette solution est de classe C 2 sur / . 

L'ensemble S(H) des /-solutions de l 'équat ion homogène x" = a(t) x' + b(t) x (H) est un 

sous-espace vectoriel de dimension 2 de C 2 ( / , K) 

L'ensemble S(E) des /-solutions de l 'équat ion x " = ait) x'+b(t) x+c(t) (E) est un sous-espace 

affine de dimension 2 de C 2 ( / , K) de direction S(H). 

• Le wronskien 

Toute base de S(H) est appelé système fondamental de solution de (H), 

On appelle wronskien de deux solutions (g\, g2) de (H) la fonction W, définie sur / par : 

W(t) n(t) gi(t)\ 
fî(0 m 

Les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(i) Vf e / w(t) ^ 0 ; 

(ii) 3t0 e I w(to) ^ 0 ; 

(ii) (g], g2) est un système fondamental de solutions de (H). 

• Méthode de la variation de la constante 

On suppose qu ' i l existe une solution / de l 'équat ion homogène x" = a(t)x' + b(t)x(H) qui ne 

s'annule pas sur / . 

On peut chercher les solutions de x" = a(t)x' + b(t)x + c(t) (E) sous la forme t i—> C(t)f(t) 
avec C de classe C 2 . 

• Méthode de la variation des constantes 

On suppose qu ' i l existe un système fondamental de solutions (f\, fi) de l ' équat ion homogène 

x" = a(t)x' + b(t)x (H). 

Les solutions de (H) s 'écrivent t i—> Cif\(t) + C2fi{t) où C\ et C2 sont des constantes. 
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On peut chercher les solutions de x" = a{i)x + b(t)x + c{t) (E) sous la forme : 

f • — > C i ( 0 / i ( f ) + C 2 ( f ) / 2 ( 0 

où C\ et C2 sont des fonctions de classe C 2 vérifiant la condition supplémentaire : 

V r e / c[(t)Mt) + c2(t)f2(t) = 0. 

• Résolution d'une équation linéaire homogène scalaire d'ordre 2 

à coefficients constants : x" — ax' + bx(H) 

O n détermine les racines de l 'équat ion caractéristique associée r 2 — a r — b = 0 (C) . 

• a et b dans C 

Lorsque l 'équat ion (C) admet deux racines A et /1, toute solution complexe de (H) est de la 

forme : 

t 1—> a e A i + /3eM ' où a et /3 sont des constantes complexes. 

Lorsque l 'équat ion (C) admet une racine double A, toute solution complexe de (H) est de la 

forme : 

t 1—• (a + Bt)eXi où a et B sont des constantes complexes. 

» a et b dans R 

Lorsque l 'équat ion (C) admet deux racines réelles A et /M, toute solution réelle de (H) est de la 

forme 

t 1—> ae A r + /3eA ' où a et /3 sont des constantes réelles. 

Lorsque l 'équat ion (C) admet une racine double A, toute solution réelle de (H) est de la forme : 

t 1—> (a + B t)eA ' où a et /? sont des constantes réelles. 

Lorsque l 'équat ion (C) admet deux racines complexes conjuguées A+ i fi et A — i /¿ toute solution 

réelle de (H) est de la forme 

t 1—> eA '{acos(/ti f) + /? sin(/i r)) où a et /? sont des constantes réelles. 

• Résolution d'une équation linéaire d'ordre 2 à coefficients constants : 

x" = ax' + bx + c(t) (E) 

Toute solution de E est la somme d'une solution de (H) et d'une solution particulière de (E). 

On détermine une solution particulière de (H) : 

- en cherchant une solution évidente ; 

- si le second membre est de la forme c(t) = P(t) e"' ' où P est une fonction polynomiale, 

en cherchant une solution de la forme t 1—» f Q(t) é" 1 avec Q une fonction polynomiale de 

degré : Deg Q = Deg P et r la multiplicité de m dans l 'équat ion (C) ; 

- en décomposant le second membre en une somme de fonctions plus simples et en appliquant 

le principe de superposition des solutions ; 

- si l ' on connaît une solution de (H) qui ne s'annule pas, en utilisant la méthode de la variation 

de la constante ; 

- lorsque l ' on connaît un système fondamental de solutions de (H), on peut utiliser la méthode 

de la variation des constantes. 
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16. É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET N O N LINÉAIRES 

» ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES NON LINÉAIRES 

E désigne un espace vectoriel normé de dimension finie, U un ouvert de R x E et F une appli

cation de U dans E. 

On appelle solution de l 'équat ion différentielle d'ordre 1 : x' = F(t, x) (1) toute application <p 
définie sur un intervalle / de R d ' intér ieur non vide telle que : 

Vf e / (î, (p{t)) e u et <p'(t) = F(t, (p{t)). 

L'application <p est appelée /-solution de (1) et son graphe est appelé courbe intégrale. 

L a solution <p est dite maximale s ' i l n'existe pas d'intervalle J contenant strictement / et de 

/ -solut ion iff de (1) telle que ip\¡ = <p. 

Une équat ion différentielle d'ordre 1 est dite autonome si elle ne dépend pas de la variable t. 

Lorsque l 'application F est de classe Gk (k e N) alors toute solution est de classe Gk+l. 

» LE THÉORÈME D'EXISTENCE DE CAUCHY-LIPSCHITZ 
ET SES COROLLAIRES 

Si l 'application F est de classe G] sur U on peut affirmer : 

- pour tout (f0, XQ) de U i l existe un intervalle / voisinage de f0 et une /-solution <p de (1) unique 

telle que <p(to) = XQ. 

S i deux solutions de (1) définies sur un intervalle J coïncident en un point t\ de l ' intérieur de / 

alors elles coïncident sur tout / . 

S i <p est une /-solution de (1) et a une borne de / telle que : l i m , , _ a <p = l et (a, l) G U alors <p 
est prolongeable sur un intervalle ]a — s, a + e[ en une solution de (1) ; 

- pour tout (fo, XQ) de U i l existe une solution maximale cp de (1) telle que (p(to) = *o ; 

- les solutions maximales sont définies sur des intervalles ouverts ; 

- l 'ensemble des courbes intégrales maximales forment une partition de U ; 

- toute solution est restriction d'une et d'une seule solution maximale. 

• Cas des équations autonomes (invariance par translation) 

Soit V un ouvert de E et / une application de classe G1 de V dans E. 

Pour tout x de V on note <px la solution maximale de l 'équat ion différentielle : z = f(z) (2) qui 

prend la valeur x en 0 et Jx son intervalle de définition. 

S i s appartient à Jx et y = <px(s) alors : 

Vf G M t e Jy s + t G Jx 

Vf G Jy (Pyit) = <PX(S + t). 

• Cas d'une équation autonome d'ordre 1 sur R 
Soit V un ouvert de R , / une application de classe G1 de V dans E et l 'équat ion différentielle : 

x' = fix). 

Les solutions maximales sont définies sur des intervalles ouverts. 

Pour tout (f0, xo) de R x V, i l existe une solution maximale et une seule définie sur un intervalle 

/ ouvert contenant to et telle que cpito) = x0. 

On dit que par tout point de R x y , i l passe une courbe intégrale et une seule. 

Les courbes intégrales maximales forment une partition de R x V. 

Toute solution est restriction d'une et d'une seule solution maximale. 
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• Cas d'un système différentiel autonome d'ordre 1 surR2 

Soit V un ouvert de R 2 , / et g deux applications de V dans R de classe G1 sur V et le sys tème 

différentiel : 

x1 = f{x,y) 
y' = g(x,y)' 

Les solutions maximales sont définies sur des intervalles ouverts. 

Pour tout (to, Xo, yo) de R x V, i l existe une solution maximale et une seule définie sur un 

intervalle / ouvert contenant to et telle que <p(to) = (XQ, yo). 

Les graphes des solutions maximales forment une partition de R x V. 

Les courbes images des solutions maximales : {<p{t) ; t G / } appelées orbites forment une 

partition de V. L'ensemble de toutes les orbites est appelé le portrait de phase. 

Si on note F le champ de vecteurs : (x, y) G V >—• (f(x, y), g(x, y) , les orbites sont 

également appelées : courbes intégrales du champ de vecteur F ou lignes de champ de F. 

Toute solution est restriction d'une et d'une seule solution maximale. 

• Cas d'une équation différentielle autonome d'ordre 2 sur M. 

Soit V un ouvert de R 2 , g une application de V dans R 2 de classe C 1 sur V et l ' équat ion diffé

rentielle : x" = g(x, x'). 

On remarquera que cette équation est équivalente à un système différentiel du premier ordre sur 

W = y 
V en posant : < , 

{y =g(x,y) 
Les solutions maximales sont définies sur des intervalles ouverts. 

Pour tout (fo, xo , x'0) de R x V , i l existe une solution maximale et une seule définie sur un 

intervalle / ouvert contenant fo et telle que <p{to) = xo et (p'(to) = x'0-

Les graphes des solutions maximales forment une partition de R x V . 

Par un point (fo, XQ) i l passe une courbe intégrale et une seule admettant une tangente de pente 

x0. 

Les courbes images des solutions maximales : {(p(t) ; f G / } appelées orbites forment une 

partition de V. L'ensemble de toutes les orbites est appelé le portrait de phase. 

Toute solution est restriction d'une et d'une seule solution maximale. 

• Équations différentielles à variables séparables 

Ce sont des équat ions différentielles de la forme a(x) + b(y) y' = 0 où a et b sont deux applica

tions continues sur des intervalles I et J. 

Pour les résoudre on sépare les variables, puis on intègre de chaque côté : 

Ja(x)dx = - Jb(y)ày + C où C G R . 
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É n o n c É s 
S O B Pour s'entraîner.... 
1 h Résoudre l ' équat ion différentielle de Bernoull i (E) 
et étudier ses courbes intégrales. 

-y']nx + - -2xy2 = 0. (E) 
x 

2 m Résoudre l ' équat ion de Ricatti : 

y' = y2 + 2xy + 2. 

3 mm Déterminer les solutions de l ' équat ion d 'Euler : 

x2y" -3tx' +4x = ln ( f ) . 

4 — a) E n effectuant un parallèle avec une équation 

différentielle l inéaire, déterminer les suites complexes, 

(w„)„j>2, définies par V« ^ 2 nun+\ = (n — \)un—n + \. 

b) Déterminer de m ê m e les suites complexes vérifiant 

la relation : 

Vn ^ 1 (n + 2)un+\ = nun — n + 1. 

5 m On considère l ' équat ion différentielle : 

(1 +x2)2y" - 2 x ( l +x2)y' + 2(x2 - l)y = 0. 

Déterminer les solutions paires développables en série 

entière. E n déduire la solution générale. 

6 m Résoudre l ' équat ion différentielle : 

y"+2y' + y= - e* . 
x 

I mm Résoudre l ' équat ion différentielle : 

xy" + 2 / - co2xy = 0, 

en cherchant d'abord les solutions développables en sé

rie entière. 

8 mm Résoudre l ' équat ion différentielle : 

y»-y=*-> ( i n x ^ ) . 

9 mm Trouver les fonctions réelles d'une variable réelle, 

de classe C 1 sur R, vérifiant, pour tout x réel : 

f'{x) + f(-x) = x exp(x). 

10 mm Résoudre le système différentiel : 

x' = x — 5z 
y' = y + z 
z' = x + y+z 

II • Résoudre le système différentiel : 

J x" = -x - y + e' 

\ y" = x + 3y -t ' 

12 - D'après, ISFA. 

Trouver une condition nécessaire et suffisante portant 

sur les paramètres réels a et B pour que toutes les solu

tions du système différentiel : 

f x" = -(a + B)x + Ry 
{ y" =0x- By 

soient des fonctions (t i — • (x(t),y(t)) bornées de R 

dans R 2 . 

1 3 ™ Résoudre le système différentiel : 

u(x)v(x) = — 
x 

u'(x)v'{x) = 1 

fEM U n e équation différentielle 

Étant donné un réel /x, soit (E^) l ' équat ion différentielle 

suivante : 

1 6 ( x 2 - x ) y " + ( 1 6 x - 8 ) y ' - / j , y = 0 

• ^ C o n s e i l s 

1) Équation de Bernoulli. Poser z = —• 
y 

2) Chercher une solution évidente z, puis poser 

y = z + u. 
On est r amené à une équation de Bernoull i . Poser 

1 
v — —. 

, u 

3) Équation d'Euler. Procéder au changement de 

variable t = ln(x). 

4) a) Essayer d 'écr i re la relation indiquée comme 

somme d'une relation linéaire et d 'un second 

membre... 

Puis adapter les outils et méthodes de résolut ion 

d'une équation différentielle l inéaire. 

5) Méthode classique de recherche d'une solution 

développable en série entière. Puis non moins clas

sique, variation de la constante. 

6) Méthode de variation des constantes. 

7) Mé thode de variation de la constante. 

8) Mé thode de variation des constantes. 

10) Relire le cours si nécessaire. . 

13) L a matrice du système est-elle diagonalisable ? 
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1 MM Déterminer trois intervalles / , les plus grands pos

sible, deux à deux disjoints, pour lesquels la dimension 

de l'espace vectoriel E^ÇI) est égale à 2. 

2 - Soit y une fonction inconnue, égale à la somme 

d'une série entière de terme général anx", de rayon de 

convergence R, supposé strictement positif : 

y(x) = ^ a „ x " . 

a) Déterminer la relation nécessaire et suffisante entre 

les coefficients an et an+\, (n ^ 0), pour que la fonction 

y soit solution de l 'équat ion différentielle (E^). E n dé

duire une expression du coefficient an en fonction des 

réels ao, n et /x. 

b) L e réel ao étant différent de 0, déterminer suivant les 

valeurs du réel /x le rayon de convergence R. Expliciter 

le coefficient an lorsque R est infini. 

Dans les questions suivantes, les réels ao e l LI sont égaux 

à 1 : ao = 1, ix = 1. Soit (f> la fonction définie dans l ' i n 

tervalle ] — R,R[ par la relation : 

4>(x) = y ~ ^ a „ x " . 

n=0 

3 m a) Exprimer, pour tout entier « , le coefficient an à 

l 'aide du coefficient du b inôme (^) . 

Déterminer , en utilisant la formule de Stirling, deux 

réels a et k (k différent de 0), tels qu'un équivalent de 

* 
a„, lorsque 1 entier n croit vers +oo, soit — . 

na 

b) Démont re r que la fonction <fr est définie et continue 

sur l 'intervalle fermé [-R, R]. 
c) Démont re r que la fonction cf> est de classe C 1 sur 

l 'intervalle ouvert ] — R, R[, puisque sa dérivée <f>' ad

met une limite à droite en — R ; en déduire que <fi est de 

classe C 1 sur [-R, R[. 
4 MM a) U n résultat préparatoire : soit une suite réelle po

sitive (è„) n gN telle que la série entière de terme général 

bnxn, « G N ait un rayon de convergence égal à 1. Soit 

g(x) la somme de cette série : 

8(x) 
n=0 

b„x". 

Démont re r que, si la fonction est majorée sur l'intervalle 

[0,1 [, la série de terme général bn, est convergente. 

b) Préciser la nature de la série de terme général nan, 
n G N . E n déduire le comportement de <fi'(x) lorsque x 
tend vers 1 par valeurs inférieures. 

• ^ - C o n s e i l s 
1) Préciser le théorème utilisé. 

2) b) Regarder si a„ s'annule... 

3) b) Montrer la convergence uniforme de la série 

entière sur [—1,1]. 

c) Préciser soigneusement le théorème utilisé. 

Pour l 'é tude en - 1 , montrer que la série 

na„x" 1 vérifie le critère spécial des séries al

ternées sur [— 1,0[. 

4) a) Traduire l 'hypothèse de majoration sur [0, I [ 

pour #, puis pour des sommes finies. 

É f c H Un système différentiel 
à coefficients non constants 

Pour t > 0, on considère le système différentiel : 

y' 

i 
—x + -y 

t 
: (1 - t)x + y 

est solution de ce sys-1 MM Montrer que 4>{t) = 

tème différentiel. 

2 MM Déterminer toutes les solutions de ce système. 

3 MM E n déduire toutes les solutions de : 

I x = -x + -y + l n f + -
< t t 
[y' = (1 - t)x + y + (t - 1) ln t 

• ^ - C o n s e i l s 
2) Exprimer y avec la première équation, puis re

porter dans la deuxième. . . 

3) Méthode de variation des constantes dès que 

l 'on a un système fondamental de solutions. 

Un arc paramétré 
Déterminer les arcs plans biréguliers tels que, en tout 

point, la courbure c soit telle que : 

1 
Vs c(s) 

M Inégalité et équation 
différentielle 

1 - Soit / un intervalle ouvert de R, k un réel et / une 

application de / dans R telle que : 

Vf G / f'(t) ^ kf(t). 

Montrer que : 

Vï 0 G / Vf G / t è k = * fit) ^ f(to)ek{'-'o)-

2 MM Soit l 'équat ion différentielle : 

x" = —x + Xx'(l - x 2 ) , avec A > 0. 

4 2 0 
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16. É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET NON LINÉAIRES 

On suppose que x est une solution maximale sur / , non 

prolongeable par continuité. Montrer que / est de la 

forme ]a,+oc[. 

• ^ - C o n s e i l s 
1) On pourra étudier les propriétés de la fonction g 
définie parg(f) = f(t)e~kl. 
2) On pourra poser / ( / ) = x2(t) + x'2(t). et utiliser 

les résultats de la question 1). 

K ^ M Un changement 
de fonction inconnue 

On considère l 'équat ion différentielle : 

/ = (x + y)2. 

Déterminer l'ensemble de ses solutions. 

i ^ - C o n s e i l s 
Etudier une nouvelle fonction z — x + y . 

Polynômes positifs 
Soit P un po lynôme de R [ X ] tel que : 

V i ë I P(x) s? 0. 

Montrer que le po lynôme Q défini par Q = Pin) a 
n 

la m ê m e propriété. 

• ^ C o n s e i l s 
Montrer que, P étant un po lynôme donné, Q est 

solution d'une équation différentielle linéaire. 

Exprimer les solutions de cette équation différen

tielle sous forme d'une intégrale. 

M-iM Du premier ordre, 
mais non linéaire 

L'objet de l 'exercice est l ' é tude de l 'équat ion différen

tielle : 
xy'-2\y\=x (E) 

1 m Résoudre les équations différentielles : 

xy' - 2y 

xy' + 2y 
• x 

X 

{Ex) 
(E2) 

2 mm a) Montrer que l 'équat ion différentielle (E) n 'a pas 

de solution sur R. 

b) Trouver ses solutions sur R + *. 

Donner la forme de leurs graphes. 

c) Trouver ses solutions sur R~*. 

Donner la forme de leurs graphes. 

d) Déterminer les solutions maximales. 

• ^ - C o n s e i l s 
1) Classique... 

2) a) Supposer l'existence d'une solution y. 

Quelles informations apporte l 'équat ion différen

tielle sur y en 0, pour x > 0 ? 

b) Commencer par faire les tableaux de variation 

des différentes solutions trouvées dans le a). 
Quel est, sur R + *, le signe de y ' ? celui de y ? 

Lorsque y s'annule et change de signe, recoller des 

solutions... 

c) Ici également , réfléchir en regardant le signe 

de y. 

Chercher les solutions de signe constant, celles qui 

changent de signe. 

Que se passe-t-il en un point qui annule y ? Que 

dire de y ' ? 

d) Reprendre les différentes solutions trouvées. 

D e l ' u n e à l'autre 
Soit / un intervalle ouvert de R et soit q une fonction 

définie sur / , à valeurs réelles et indéfiniment derivable. 

Une solution de l ' équat ion différentielle y" +qy = 0 est 

une fonction u de classe C 2 sur / , telle que : 

Vr e / u"(t) + q(t)u(t) = 0. 

U n zéro de u est un t de / tel que : u(t) = 0. 

Dans l ' énoncé , JJL désigne un nombre réel. 

1 - On suppose que / = R. 

Résoudre l 'équat ion différentielle : 

4 . 
y +1/1 y = 0. 

2 mm On suppose que / = R + *. 

Résoudre l ' équat ion différentielle : 

0. y ^ t1 

3 - On suppose que / = {t G R ; t > 1}. 

Résoudre l ' équat ion différentielle : 

1 + ^ 
4 ( l n r ) 2 

y = 0. 

(On pourra introduire la fonction z définie par : 

z(s) = y(e s)e~5.) 

4 mm Montrer que, dans les cas ci-dessus : 

a) si /JL ^ - , toute solution non nulle admet au plus un 

zéro ; 
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b) si /x > ~, toute solution admet une suite de zéros qui 

tend vers + 0 0 . 

5 m On suppose que / = R + *. 

Tracer le graphe de la solution u de l 'équat ion différen

tielle y" + —- y = 0 qui est telle que : 
2tl" 

«(1) = 1; u'(l) = ~. 

• ^ - C o n s e i l s 

2) Équation d'Eu 1er 
Noter y(t) = y(e*) = z(x) et justifier que z est de 

classe C 2 sur un domaine à préciser. 

Puis calculer >•'(/), y"(t) en fonction de 

t,z(x),z'(xlz"(x)... 
Ensuite, as usual, y est solution de l 'équation dif

férentielle si 

3) Procéder exactement de même avec la fonction 

z indiquée par l ' énoncé. 

4) Cette question se simplifie sérieusement si on 

justifie proprement qu ' i l suffit d 'établir le résultat 

demandé dans la première question ! 

5) Pour obtenir un graphe « parlant », le mieux est 

de chercher les zéros de u, et de tracer l'allure du 

graphe sans respecter l 'échelle. . . 

C l » H Une équation fonctionnelle 
Trouver les applications / continues de R dans K telles 

que : 

Vx G fix) = 1 (t + x)f(x -t)àt. 

• ^ - C o n s e i l s 

Ce type d'exercice est assez classique. L a dé

marche est presque toujours : 

- une recherche « libre » : valeurs particulières, 

classe des fonctions solutions, solutions immé

diates... ; 

- après, éventuel lement quelques calculs modifiant 

l'expression donnée, dérivation de cette expression 

pour obtenir une équation différentielle vérifiée par 

toute solution ; 

- résolution de cette équation différentielle et dé

termination des solutions ; 

- vérifier que les solutions obtenues conviennent. 

g y j | Deux équations d'Euler 
D'après Ensam. 

O n note £ le M espace vectoriel des fonctions réelles 

continues et bornées sur ]0, +oo[. 

Pour / dans E, on considère les équat ions différen

tielles : 

(D) : x2y" + 2xy' - 2y = f(x), x > 0 ; 

(H) : x2y" + 2xy' -2y = 0 , x > 0. 

1 mm Préciser les réels r\ et ri, avec r\ < r2, tels que xn 

et x n soient solutions de (H). 

2 mm Établir que 

tion de (D). 

2/(f)di + 3t2 
f{t)ât est solu-

3 mm On appelle T l 'application qui, à / dans E, associe 

g. S'agit-il d 'un isomorphisme de £ ? 

4 mm Pour ç dans E, soit || q> sup|<p(x)| • 
x>0 

Déterminer une constante C > 0 telle que : 

lkll<c||/||. 
5 mm On suppose l'existence de À = l i m f(x). 

x >0 
Montrer l'existence de /x = l i m g(x), et fournir sa va¬

x >0 
leur. 

^•Conse i l s 

1) Ne pas oublier de rappeler le type de l ' équat ion 

différentielle. 

2) Justifier d'abord que les deux intégrales ont un 

sens. 

3) Quelles propriétés possède g ? 
5) Montrer que la fonction F définie par : 

F(x) tf(t)dt admet un développement l i 

mité en 0 à l 'ordre 2 en utilisant sa dérivée. 

Puis écrire l'autre intégrale sous la forme : 

mrm Comportement à l'infini 
des solutions d'une équation 
différentielle 

D'après ENGEES, Strasbourg. 

Soit g une fonction continue de R + dans C et a un com

plexe, on note Ta(g) l 'application de R + dans C, qui à x 

associe Ta(g)(x) = / g(t)ea'dt. 

1 mm Soit g une fonction continue de R + dans C et a un 

complexe, résoudre l ' équat ion : 

(Ea) : y' + ay = g(x). 

(On note Sa l'ensemble des solutions de (Ea) et on ex

primera les solutions de (Ea) en fonction de Ta(g). ) 
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16. É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET NON LINÉAIRES 

2 m O n suppose l i m g(x) = 0 et Re (a) > 0. 
x >+oc 

Montrer Va G Sa l i m h(x) = 0. 
>+oo 

O n pourra admettre ce résultat. 

3 - S o i t / dans e ' ( R + , C ) telle que : 

3 a G C Re (a) > 0 et l i m ( / ' ( x ) + af(x)) = 0. 
JE > + O0 

Montrer que l i m / ( x ) = 0. 
X >+OG 

4 - Soit g dans C°(M + , C) et (a, ß) dans C 2 , r, et r 2 les 

solutions de z2 + az + ß = 0. 

On note (Ea,ß) l ' équat ion y" + ay' + ßy = g(x). 

On note Saß l'ensemble des solutions de [ßa,ß) • 

a) On suppose l i m g(x) = 0 et Re (ri) < 0. 
x >+oc 

Montrer VA G Sa « l i m (A ' (x) - r 2 A(x)) = 0. 
x—n-oo v ' 

b) O n suppose l i m g(x) = 0 et Re (r\) < 0 et 
x >+oo 

Re (r 2 ) < 0 . 

Montrer VA G Saa Hm A(x) = 0. 
x—>+oo 

5 - Soit / dans C 2 ( R + , C) telle que : 

3(a,ß) G i l i m (f"(x) + af'(x) + ßf(x))=0. 

Et les solutions r\ et r2 de l 'équat ion z + az + (3 = 0 

vérifient Re (n ) < 0 et Re (r 2 ) < 0 . 

Montrer que l im f(x) = 0. 
x >+oo 

• ^ - C o n s e i l s 
2) Écrire, pour x > A, 

" / g(t)ealdt = I g(l)c-
•la .lo 

a(x—t) dt 

h / g(i)c-"u-']di. 
'A 

Choisir A pour faire tendre chacune des intégrales 

vers 0 lorsque x tend vers +oo . 

Nombre de zéros 
d'une équation différentielle 

D'après Mines-Ponts, PC. 

On désigne par T un réel strictement positif, / l'inter

valle fermé [0, T], q une fonction réelle définie et conti

nue sur / et enfin E(I,q) l ' équat ion différentielle : 

y" + q(t)y = 0. 

S i une fonction complexe u, définie sur l'intervalle / , 

prend la valeur 0 en un point c de l'intervalle / , le point 

c est dit être un zéro de u ; i l est admis que, puisque 

l'intervalle / est un compact, le nombre des zéros d'une 

solution u de l ' équat ion différentielle E(I,q) autre que 

la solution nulle, est fini. 

On appelle solution de E(I,q) une fonction réelle u, 
définie et de classe C 2 sur / , solution de E(I,q). L 'ob 

jet de cet exercice est de trouver un encadrement du 

nombre de zéros d'une solution de E(I, q). 

On admettra que, si g est une fonction de classe C 1 sur 

/ , à valeurs dans l'ensemble U des complexes de mo

dule 1, i l existe une fonction 0, de classe C 1 sur / telle 

que g — &e et que 6 est défini à 2kix près . 

1 - Soit u une solution de E(I, q) autre que la solution 

nulle. 

a) Soit / la fonction complexe définie sur / par : 

fit) = u'(t) + iu(t). 

Existe-t-il un réel c tel que f(c) = 0 ? 

b) Montrer qu ' i l existe deux fonctions 6, g, définies sur 

/ , de classe C 1 , vérifiant les trois conditions suivantes : 

(i) pour tout réel t de / , u'(t) = g(t) cos(0(r)) ; 

(ii) pour tout réel t de I, u(t) = g(t) sin((9(f)) ; 

(iii) le réel 8(0) appartient à l 'intervalle [0, ir[. 

c) Exemple : Soit to une constante positive telle qu ' i l 

existe un entier p ^ 2 pour lequel : 

P TT ^ CO < 
1 

P + 2 
TT. 

De plus : / = [0, l j et q(t) = w1. 

Déterminer les deux fonctions d et g pour une solution 

u de l 'équat ion différentielle vérifiant les conditions : 

u(0) = 0 et u'(0) = co. 

Préciser l'expression de 0(t) sur les intervalles suivants : 

0. 
2co 

k-
1\ Tf 

k + 
kellp 

17 

2) co' \ 2Ja> 

Déterminer les valeurs prises par la fonction 9 aux 

points en lesquels la fonction u est nulle. 

d) Démont re r que les dérivées 0' et g' des deux fonc

tions 0 et g, définies dans 1) b), vérifient les relations 

suivantes : 

d'it) = cos2(<?(f)) + q(t) sm2(0(t)) ; 

g'(t) = (1 - q(t))g(t)sm(9(t))cos(0(t)). 

2 mm Suite des zéros d'une solution u 

L a solution u considérée est supposée posséder exacte

ment n zéros sur l'intervalle ]0, T] ; ces zéros sont notés 

t\, t2, • • • ,tn et vérifient 0 < t\ < t2 < • • • tn < T. 

a) Déterminer pour chaque réel f*, 1 ^ k ^ n, une va

leur possible du réel Bitt) et en déduire la valeur du réel 

0'(tk). 
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b) Démont re r que la fonction 9 est strictement positive 

sur l'intervalle ouvert ]0, t\[. 

E n déduire la valeur du réel 9(t\) en utilisant par 

exemple la valeur du réel 9'{t\). 

c) Démont re r que la fonction 6 est, pour tout entier k 
compris entre 1 et n — 1, strictement supérieure à 6(tk) 
sur l 'intervalle ouvert Jk =]tk,tk+i[ en considérant par 

exemple la fonction tf/k définie sur l'intervalle fermé 

[tk,tM] par la relation : if/k(t) = 9(t) - 9{tk). 

E n déduire, pour tout entier k compris entre 1 et n — 1,1a 

valeur du réel 9(tk). 

d) Démont re r les inégalités suivantes : 

nu ^ 9(T) <(n + 1)tt. 

3 MM Une évaluation du nombre de zéros. 

Soit n le nombre de zéros d'une solution u dans l'inter

valle ]0, T]. 

a) Démont re r que le réel 9{T) — T s'exprime au moyen 

de 9(0) et de l ' intégrale : 

(q(t) - l ) s in 2 (6»( î ) )df . 

E n déduire que le nombre n de zéros de la solution u 
vérifie l ' inégal i té suivante : 

|irn - T\ < t t + f ¡1 -q(t)\àt. 
Jo 

b) Exemple : Dans cette question la fonction q est défi

nie sur l'intervalle [0, T] par la relation : 

1 + V ? 

Donner un équivalent de l'entier n lorsque le réel T croît 

vers l ' inf ini . 

"Conseils 
/ 1) b) Utiliser, avec — , le résultat admis par 

l ' énoncé . 

C) Regarder la courbe décrite par le point M(f(t)). 
Faire un graphe. 

d) Décrire les relations données dans 1) b) et util i

ser l 'équat ion différentielle. 

On obtient un système en g'(t), 9'(l)... 
2) b) Étudier 9 sur ]0,t\\ en distinguant les cas : 

9(0) - 0 ; 6>(0) > 0. 

Montrer que, sur JO, t\(. 9(t) appartient à |0, n j . 

c) L a fonction \jtk permet de revenir à la question 

2) b). L'intervalle change, mais le raisonnement et 

les arguments sont les mêmes . 

d) Toujours le même raisonnement... 

3) a) On connaît 9'(t).. 

b) Chercher un équivalent de 
1 

i + v T 

Puis un équivalent de l ' intégrale en écrivant : 

dt - I —p ^dt. 
t Jo Vt(i + Vt) 

T 1 ". fT 1 
/ — ' - ^ á t -

Jo 1 + V ? Jo 

IESI Equation autonome 
Soit iì un ouvert de E espace vectoriel norme de dimen

sion finie et / une application de classe C 1 de f i dans 

E. On considère l ' équat ion différentielle x' = f(x) et 

(to,xo) un élément d e i x £ . 

Soit <p une solution maximale , application de / inter

valle de E dans E , solution de x' = f(x) telle que 

cp(to) = XQ. 

1 mm Montrer que si ç' s'annule, alors ç est constante. 

2 - S i E = R, montrer que toute solution <p de 

x' = f(x) est, soit constante, soit strictement mono

tone. 

3 m S i (p est non constante et non injective, montrer que 

x est une solution pér iodique. 

4 _ On considère l 'équat ion différentielle : 

x1 = x s in 2 (x) (E) 

Montrer que toute solution maximale est bornée, définie 

ttkM Une équation à variables 
separables 

On considère l 'équat ion différentielle : y' = y a +1 (1) 
où a > 0. 

1 - Exprimer la solution générale de (1) à l 'aide de la 
r dt 

fonction G : y i—> / . 

2 mm Déterminer le comportement de G sur [ 0,+oo[ 

dans les cas 0 < a < l e t a > l . 

E n déduire dans chaque cas l 'allure des solutions maxi

males. 

3 mm Traiter complè tement et explicitement les cas 

a = 1 et a = 2. 

• • ^ C o n s e i l s 

1) C'est une équation autonome à variables sepa

rables. 

2) Montrer que G est bijective de [ 0,+oc[ sur un 

intervalle que l 'on précisera. 

4 2 4 
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16. É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET NON LINÉAIRES 

Propriétés des solutions 
d'une équation autonome 
du premier ordre 

Soit V un ouvert de E, f une application de classe 

C 1 de V dans E et l 'équat ion différentielle autonome 

x' = / ( x ) . 

Pour tout (to, xo) de R x V , i l existe une solution maxi

male cp et une seule définie sur un intervalle / ouvert 

contenant to et telle que <p(to) — Xo-

1 MM Montrer que si cp' s'annule en un point de / alors <p 
est constante sur / . 

2 - Montrer que si E 
ment monotone. 

<p est constante ou stricte-

3 » Montrer que lorsque E ^ R , si cp est non constante 

et non injective, alors elle est pér iodique. 

4 _ Résoudre y' = s in 2 y. 

• ^ - C o n s e i l s 
1) Unicité de la solution sur / . 

2) Discuter suivant l 'injectivité de (p. 
3) Comparer (p avec une solution <// périodique bien 

choisie. 

( 9 Étude en coordonnées polaires 
de lignes de champ 

On considère le champ de vecteurs défini pour 

(x, y) ? ( 0, 0) par : 

TT 
V(x, y) -y + x sin 

x 2 + y 2 

x 2 + y 2 

exp 

exp 

1 

x 2 + y 2 

x 2 + y 2 
x + y sin 

et par V (0, 0) = (0, 0). 

1 MM Montrer que le champ V est de classe Q°° sur ] 

d M 
2 mm Montrer que le sys tème différentiel -~- = V (M) 

d r 
se r amène à une équat ion de la forme — = f(r). 

On ne cherchera pas à résoudre explicitement cette 

équation. E n déduire qu ' i l y a une infinité de cercles 

concentriques Ck de rayon Rk décroissant vers 0 qui 

sont des lignes de champ. 

3 — Montrer que les lignes de champs passant par un 

point (r 0 , 9o) tel que Rk+] < r0 < Rk est une spirale 

admettant les cercles Ck et Ck+\ comme asymptotes. 

4 MM Étudier également le comportement à l ' infini des 

lignes de champs. 

^•Conse i l s 
1) Introduire la fonction : 

sin ) i 

définie pour / > 0 et montrer qu'elle se prolonge 

en une fonction de classe 6 ° ° sur R + . 

2) On rappelle que l'application (r, 9) est un 6 e* 5-

difféomorphismc de R* x ] - t t . t t | dans le do

maine U = R 2 \ { ( x . 0) ; x < 0} et que : 

r d r = x dx+v d y et r d 0 = - sin 9dx+cos 6d y. 

i 

3) Étudier l ' intégrabilité de la fonction r 

sur \Rk+] , Rk\. 

4) Étudier l ' intégrabili té de la fonction r 

sur | l ,+oo[ . 

f(r) 

1 

W) 

Systèmes dynamiques 

Soit E un espace euclidien, U un ouvert de E et cp une 

application de classe C 1 de R x U dans U. Pour tout t 
de R , on note tpt l 'application de U dans U définie par : 

Vx G U cpt(x) = cp(t, x). 

On dit que <p est un système dynamique sur U si, et 

seulement si, les propriétés suivantes sont vérifiées : 

(i) <po est l ' identi té sur U ; 

(ii) V(.ç, t) G R 2 cp, o<ps = <ps+t. 

1 - Montrer que si cp est un système dynamique alors, 

pour tout x de U, l 'application / i — • <p(t, x ) est so

lution de l 'équat ion autonome z = F(z) (1) où F est 

définie par : 

Vx E U F(x) 
âcp 

d T 
(0, x ) . 

Étudier la réciproque lorsque F est supposé de classe 

C 1 sur U. 

Dans ce cas, montrer que {t i — • <p(t, x) ; x G U} est 

l'ensemble des solutions de (1). 

2 m Étudier l 'application cp de R x E dans E définie par 

cp(t, x) = e' "x où a est un endomorphisme de E. 

• ^ - C o n s e i l 
1) Pour trouver F procéder par analyse et synthèse. 
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Résolution approchée 
d'un système différentiel 

Partie mathémat ique 

L a méthode d 'Euler permet de déterminer des solutions 

approchées d'un système différentiel d'ordre 1. 

Considérons le système différentiel X1 = A(t)X, où 

A désigne une application continue de / dans M „ ( K ) . 

Soit (to, Xo) fixé dans / X K". Nous savons qu ' i l existe 

une unique solution du système, définie sur / , vérifiant : 

X(t0) = X0. 

L a méthode d 'Euler consiste à approcher cette solution 

sur l 'intervalle / contenant to en posant, pour h fixé, po

sitif puis négatif : 

tM =U+h ; X , + 1 = Xi+h A(tt) X , . 

L a méthode de Runge-Kutta permet d 'amél iorer l 'ap

proximation faite dans le calcul de Xi+l. 

On pose : 

h 
tM = tj + h ; X , - + ] = Xi + -(ki + 2k2 + 2k3 + k4) 

avec : 

ki = A(ti)Xi ;k2 = A (ti + (^d + ^ 

h = A (ti + (Xi + ^k2^j ; k4 = A(ti + A)(X; + hk3) 

1 m. Indiquer comment utiliser ces méthodes pour déter

miner une solution approchée d'une équation différen

tielle d'ordre 2 de la forme : y" = f(t, y, y'), où / est 

une fonction continue sur / x U, U étant un ouvert de 

K2. 
Partie informatique 

2 _ Écrire un programme de résolution approchée d'un 

système linéaire avec la méthode d'Euler, puis un algo

rithme avec la méthode de Runge-Kutta. 

L e tester avec le système de l'exercice 4. 

Comparer avec la solution exacte. 

3 • Écrire un programme de résolution approchée 

d'une équation différentielle d'ordre 2 de la forme : 

y" = f(t,y,y'), où / est une fonction continue sur 

/ x U,U étant un ouvert de K 2 . 
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C O R R I G E S 
( 1 ) Pour s'entraîner.... 
1 mm Nous reconnaissons une équation de Bernoull i . 

Résolvons sur R + *. 

L a fonction nulle est solution de l 'équat ion. 

Comme l ' indique l ' énoncé , posons z — - sur tout in-
y 

tervalle sur lequel y ne s'annule pas. 

L 'équat ion devient z ' l n x + 
1 

2x. 

Il s'agit d'une équat ion différentielle linéaire, du pre

mier ordre, avec second membre. El le peut s 'écrire sous 

forme résolue sur ]0,1[ ou ]l,+oo[. 

D é p l u s : z ' i n x + - z — - ^ - ( z l n x ) . 
x dx 

Donc : z ' i n x + -z = 2x zlnx~x2 + k. 
x 

D, ' ] n X 

L'é tude des courbes intégrales impose de considérer 

deux cas. 

S i k > 0, la fonction y est définie sur ]0, +oo[. 

S i k < 0, la fonction y est définie sur : 

]0, V ^ i f c t l J l V ^ . + o o r . 

fix) = 
1 

(x2 + k)2 
- 2 l n x + 1 + — 

Notons g(x) -2ÍTÍX + 1 + 
-2 ' 

L a fonction g est derivable sur le domaine de définition 

de / et : 

Ak + xl). 

2 m Soit l 'équat ion différentielle de Ricatti : 

y' = y2 + 2xy + 2. E l le a une solution évidente : 

1 
Vx e z(*) = -

On considère u, la nouvelle fonction inconnue définie 

par y = z + u. 

O n a ainsi : 
y = z + u 

z' + u' = y' = (z + m ) 2 + 2x (z + m) + 2 

= Z2 + 2zu + u2 + 2xz + 2xa + 2. 

L a fonction u est solution sur R* de l ' équat ion différen

tielle u' = ^2x — M + M 2 . 

L a fonction (x, m) — > ^2x - m + m 2 est de classe 

e1 sur R* x R. L 'équat ion différentielle admet une 

solution maximale unique avec la condition initiale 

U(XQ) — wo ( xo G R* et «o G R). 
Deux cas peuvent se produire. S i u s'annule, c'est la 

solution nulle sur R*, sinon elle ne s'annule pas. 

• Si u est nulle. 

0 y = — , x € R \ { 0 } 

• S i u ne s'annule pas, donc a ^ 0 : , on peut diviser 

2 1 
par u . On pose v = —, et v ^ 0. 

u 
v' = x - - 1 

X 

C'est une équation différentielle l inéaire du premier 

ordre sur R*. 

I l convient donc de rechercher les solutions sur deux i n 

tervalles ¡2 =] - oo, 0[ et / | =]0, +oo[. 

L a solution générale sur I\ de l 'équat ion : 

1 
Vx G h v' — -2 I, 

x 
1 

est donc v = C\x2e x + x - 2 x 2 e J e' d f . 

L a solution générale de l ' équat ion de Ricatti sur I\ est 

donc : 

Vx > 0 y = --+ 1  

C i x 2 e " 2 + x — 2x 2e~ e r d i 
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avec .vu > 0. 

Sur l'intervalle / 2 , on a le même type de solution : 

1 1 

C , . r 2 e - * 2 + x - 2x2e-x2 / e'2 d t 

Vx < 0 y 

avec xo < 0. 

3 m On considère l 'équation d'Kuler : 

x 2 y " - 3 x y ' + 4 v = ln(x). 

Elle est délinic sur |0. +oo[. 

On effectue le changement de variable t = ln(x). 

On note Y(i) - K(ln(x)) = y(x) . Donc on a : 

y'(x) = F ' ( l n x ) - et \"(x) - Y"(\x\x)—,-Y'(\nx)~ 
X XL X 

L"équation d 'Euler se transforme en : 

V/ G K Y"-AY'+AY = t. 

Cette équation différentielle linéaire du second ordre à 

coeficients constants a pour solutions : 

• l a fonct ion; —> - ( / +1 ) comme solution particulière : 

• la fonction t —* A e 2 ' + Btc2'. 

L'équation de départ a pour solutions : 

y = Ax2 + B l n (x )x : + |(1 + Inx). 

4 . a) Considérons d'abord les suites vérifiant la rela

tion : 

Vw Jî 2 null+\ — (n — l)w„. 

Montrer que ces suites forment un espace vectoriel com

plexe E. de dimension I. 

Préciser cet espace vectoriel : 

E — { u ; VVi > 2 u„ 
n - 1 

Chercher ensuite une suite r vérifiant la relation indi

quée et s 'écrivant sous la forme : 

vn = P{n). où P est un polynôme. 

La suite définie par v„ — — —n + 1 convient. 

Prouver ensuite qu'une suite u vérifie la relation indi

quée si . et seulement si, la suite (un - v„)„^>2 est dans 

E. 

Les suites cherchées sont les suites de la forme : 

k 1 
u„ = - -n+ I. pour tout n ^ 2. 

n - I 2 

b) La partie linéaire de la relation est la suivante : 

(n + 2)m,, + i = nun. 

Les suites vérifiant cette relation, à partir du rang 1, 

forment l'espace vectoriel : 

u ; V« > 1 Un = 
n(n + 1) 

L a suite v définie par : v„ — \—- vérifie la relation 
6 

donnée. 

Finalement, montrer qu'une suite vérifie cette relation 

si, et seulement si, elle est de la forme : 

k ~2n + 5 
Vfl > 1 U„ - — — + • 

n(n+\) 6 

5 m On considère la fonction S(x) = '^2a2nX2n, 

somme d'une série entière de rayon de convergence 

R > 0. 

L a fonction S est de classe 6 ° ° sur ] — R, R[. 

Elle est solution de l 'équat ion différentielle sur cet in

tervalle si, et seulement si : 

(1 + 2 x 2 + x 4 ) ^ ( 2 n ) ( 2 n - \)a2n> 
n = l 

2n-2 

- ( 2 x + 2 x 3 ) ^ ( 2 n ) a 2 „ x 2 ' , " 1 + (2x 2 - 2 ) ^ a 2 „ * 2 " = 0 

n—l «—0 

D'après l 'unici té du développement en série entière, en 

regardant d'abord les termes de degré 0 et 2 : 

2 a 2 — 2CIQ = 0 ; 

4.3(24 + 4 a 2 — 4 a 2 + 2ao — 2a2 = 0 ; 

et, pour tout n ^ 1 : 

(2n + 2){2n + Y)a2n+2 + 2(4n 2 - An - \ ) a 2 n 

+ 2(2n2 ~ln + 6) a2n = 0. 

Nous obtenons : 

0-2 = û o ; ^ 4 = 0 ; 6.5fl6 + 2.7a4 + 2.0a 2 = 0. 

D ' o ù = 0. 

Ensuite, par récurrence, pour tout n ^ 2 : a2n — 0. 

Donc : S(x) = ao(l + x 2 ) . 

Pour résoudre l ' équat ion différentielle, posons : 

y = (1 + x 2 ) z . 

L a fonction y est solution de l 'équat ion différentielle si, 

et seulement si : 

( l + x 2 ) 3 z " + 2 x ( l + x 2 ) V = 0. 

(1 + x V ' + 2xz ' = 0. 

Nous reconnaissons la dérivée de (1 + x 2 ) z ' . 

D ' o ù ( l + x V = C. 

Puis z(x) = CArc tan (x) + K. 

Enfin y(x) = C ( l + x 2 )Arc tan (x) + K(l + x2). 

4 2 8 
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16. É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET N O N LINÉAIRES 

6 - Nous reconnaissons une équation différentielle l i 

néaire, du second ordre, à coefficients constants. 

Elle se résout sur | - oc, (.)[ ou |0. +oo[. 

Résolvons d'abord l 'équation homogène : 

y " + 2y ' + y = 0. 

Son équation caractérist ique est : 

r + 2r + I — 0, et elle admet la racine double - 1 . 

Les solutions de l 'équation homogène sont les fonctions 

de la forme y = (ax + b)c ~x. 

Utilisons la méthode de variation des constantes pour 

résoudre l 'équation avec second membre. 

Considérons une fonction de la forme y =a(x)xe~x+ b(x)e~ 
avec a, b tels que a'(x)xe ' 1 + b'(x)e 1 — 0. 

Alors : 

y'(x) = a(x){-xe~x + e " r ) - /?(.v)e 1 ; 

y " (x ) = a'(x)(-xe~x + e v ) b'(x)e x 

+ a(x)(xe x - 2e x) + b(x)6~x. 

L a fonction y est solution de l 'équat ion différentielle si, 

et seulement si : 

1 -
a\x)(-xe~-x +e~ A ) - iV(x)e~ -e . 

Soit 

2x 

C a'(x)x+b'(x) = 0 

I a'(x)(-x + 1) - b'(x) = -
v x 

Nous en déduisons : 

a'(x) = — ; b'{x) = - e 2 \ 

Finalement : 

y(x) e x + Ce 1 + xe dt + Axe 
2 A t 

en prenant A , C réels et e = — 1 sur ] — oo, 0[, et s — 1 

sur ]0, +oc[. 

7 - Notons Six) E -
n=0 

a„x" la fonction somme d'une 

série entière de rayon de convergence R > 0. 

E l le est de classe C 0 0 sur ] - R,R[. 

L a fonction 5 est solution de l 'équat ion différentielle si, 

et seulement si : 

l— a>2x ^ a „ i " = 0. i ^ / î ( / i - l ) û „ i " 2+2 nanx" 

L'unici té du développement en série entière permet 

d'identifier les coefficients : 

«i = 0 ; V« ^ 1 (n + l)(/t + 2)a„+i = w a , - ) , 

E n déduire par récurrence que : 

V« G N Cl2n+\ = 0 : fl2„ 
(2n+ 1)! 

flo-

D ' o ù : Six) 

Pour x ^ 0 : 

n=0 
(2n + 1) 

(<wx) 2n 

Six) = CIQ-
1 

E 
i , x2n+i sin lijcox) 

——— (ax) =a0 . 
(2« + 1): cox 

Et : 5(0) = a 0 -

Nous avons déterminé une droite vectorielle de solu

tions sur E . 

Mais nous savons que, sur E + * ou R~*, l ' équat ion peut 

être mise sous forme résolue, et nous savons que l'es

pace vectoriel des solutions de l ' équat ion différentielle 

est alors de dimension 2. Il en manque ! 

Utilisons la méthode de variation de la constante pour 

terminer la résolution en posant : 

sinh(<wx) 
y = &(x)w(x), avec w(x) 

ù)X 
si x ^ 0 ;m(0) = 1. 

L a fonction u ne s'annule pas sur E . 

L a fonction y est solution de l 'équat ion différentielle si, 

et seulement si : 

xuix)k"{x) + k'ix)\2xu'(x) + 2u(x)\ = 0. 

sinh(&»x)rt"(x) + 2uk\x) c o s h ( « x ) = 0. 

D ' o ù : — [ ( s i n h ( o ) x ) r r ( x ) ] 
d x 

0. 

Sur ] - oo, 0[ ou ]0, +oc[ : k'ix) = 
C 

(sinh(wx)) 2 ' 

Puis : k(x) = C coth(wx) + K. 

Enfin : 

y(x) 
C K 

— cosh(wx) + — sinh(ù;x). 
(ox ax 

8 MM Nous reconnaissons une équation différentielle l i 

néaire du second ordre, à coefficients constants, sur E + * . 

L 'équation caractérist ique de l 'équat ion homogène est : 

r2 - 1 = 0. 

Les solutions de cette équation sont les fonctions de la 

forme y = aex + be~x. 

Utilisons la méthode de variation des constantes pour 

résoudre l 'équat ion avec second membre. 

Considérons une fonction de la forme y = aix)ex+b(x)e~ 
avec a,b tels que a'(x)ex + b'(x)e~x = 0. 

Alors : 

y'ix) = a(x)iex) - Z?(x)e~A ; 

y" (x ) = a ' (x)(e l ) - b\x)e~x + a(x)(e x ) + bix)e~x. 
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ANALYSE 

Nous en déduisons 

e 
a'(x) -

Puis : 

l n x — 
2x 

e l 

2 
ln/ 

1 

2t 

b'(x) = 

d / + « c 1 

1 

2x 
lnx 

+ ( ì l n x - j ( x l n x - x ) ^ e 1 + /?e Â . 

9 - Soit f une fonction solution de l 'équation donnée, 

qui n'est pas une équation différentielle. Nous avons : 

Vx G R f'(x) = xe* - / ( - x ) . 

L a fonction / ' apparaît composée de fonctions de classe 

e 1 sur R, elle est de classe 6 ' sur R. 

L a fonction / est donc de classe C 2 sur R. 

Dérivons la relation donnée : 

/ " ( x ) - / ' ( - x ) = ( x + l ) e \ 

Él iminons / ' (—x) : 

/ " ( x ) + / ( x ) = ( x + l)e A -xe~x. 

Nous devons résoudre l 'équation différentielle linéaire : 

y" + y = (x + Uè" - xe~x. 

Les solutions de cette équation différentielle s'ob

tiennent en ajoutant une solution particulière à la 

solution générale de l 'équat ion homogène qui est : 

y = a c o s x +/?s inx. 

D ' o ù : 
1 v 1, n ¬y = - x e A - - ( x + De + a c o s x + b s i n x . 

À ce stade, nous savons que toute fonction solution de 

l 'équat ion fonctionnelle donnée est de la forme indiquée 

ci-dessus. 

Une telle fonction vérifie-t-elle l 'équation fonction

nelle ? 

La fonc t iony : (x<—> ~ x e ï - ~ - ( x + l ) e ~ ~ ï + « c o s x + / ? s i n x ) 

vérifie l 'équat ion si, et seulement si : a + h = 0. 

Les fonctions cherchées sont les fonctions de la forme : 
1 1 

f(x) = -xex - - ( x + l)e * + « ( c o s x - s inx) . 

10 - Matriciellement, le système s'écrit : X' ----- AX. 

avec : 

Montrer que les valeurs propres sont \ \ = 1, A 2 — l + 2 i 

et A 3 = I - 2 i . 

L a matrice A est diagonalisable dans C. 

Une base de vecteurs propres est : 

iii = (1, - 1 . 0 ) ; «2 = ( - 5 , L 2 i ) ; « 3 = ( - 5 , 1 , - 2 i ) . 

Première méthode 

Notons P la matrice de passage de la base canonique de 

C 3 à la base (u\,u2, «3), X une fonction à valeurs dans 

/ l 0 0 

C 3 et D la matrice diagonale : 0 1 +2i 0 
\ 0 0 1 - 2 i , 

X est solution du système différentiel si, et seulement 

si : X' = AX = POP 

Ceci équivaut à ( P - 1 X)' = D(P'lX). 

Notons Y = P~{X -

DY ( 1 + 2 i )y 2 . 

(1 - 2i)y 3 

»(l+2i)î 
y 3 ( 0 

„ J\-2i)t 
c 3 e Intégrons y i ( 0 = C\C ; y 2 ( 0 = C2e 

L a relation X = PY donne : 

x(t) = y i ( f ) -5 (y 2 ( r )+y 3 ( r ) ) ; y ( 0 = -yi(r)+(y 2(r)+.v 3(D) ; 

2(0 - 2 i ( y 2 ( 0 - y 3 ( f ))• 

Soit, en prenant c\ réel, c 2 et c 3 conjugués, c2 = A+\B : 

x(t) = f ,e ' - 5e'(A cos(20 + S sin(20) 

y ( 0 - - f i e ' + e'(A cos(2f) + fi sin(2r)) 

z ( r ) = e ' ( - 2 A sin(20 + 2B cos(20) 

avec c i , A , B réels. 

Deuxième méthode 

Notons : 

X i ( / ) = e ' ( l , - l , 0 ) ; X 2 ( 0 = e , 1 + 2 i , ' ( - 5 , l , 2 i ) ; 

X 3 ( f ) - e (l-2i)( ( - 5 , 1 , - 2 1 ) . 

Nous savons que la famille de fonctions (X,),ç:[i . 3 j est 

un système fondamental de solutions à valeurs com

plexes du système différentiel. 

Ces solutions sont donc de la forme : 

X(t) c , c ' ( l , - ] , 0 ) + c 2 e n + 2 i " ( - 5 , l , 2 i ) 

+ c 3 c ( | - 2 , , ' ( - 5 , l , - 2 i ) . 

Soit, en prenant c\ rée l ,c 2 et c 3 conjugués, c2 = A + iB 

x ( 0 = d e ' - 5e f (A cos(2r) + B sin(20) 

y(f) = - d e ' +e ' (Acos(2f) + Bsin(2/ ) ) 

z(t) = e ' ( - 2 A sin(20 + 2B cos(20) 

avec c i , A , B réels. 

11 _ L a matrice A du système différentiel est : 

- 1 - L 

1 3 
A = 

4 3 0 
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16, É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET N O N LINÉAIRES 

Le système différentiel s 'écrit, en notant X 

X" = AX + fi. 

Le polynôme caractérist ique de cette matrice est : 

P.t(A) = A 2 - 2A - 2. 

Les valeurs propres sont Ai = l + v3 ; A 2 -- 1 - v3. 

Soit : P 

le système 

- 2 - a / 3 - 2 + V3 

Alors , en posant : X — PY = P 

équivaut à : 
PY" — APY + B. 

Pui s : Y" = P-1APY + P lB AY + P lB, 

avec : A 

Soit : 

1 + s/3 

0 

0 

u" = (]+V3)u + 

V" -rr. ( 1 y/3 V + 

2s/3 
1 

2\ /3 

s/3 J ' 

-2 + Vf] e' +t 

2 + V 3 1 < 

X" = AX, avec A 

Notons a - y 1 + \ /3 ; ¡3 = y - l + V3. 

Alors , en résolvant séparément chaque équation : 

il = A e " + fie + e' 1 
12 6 

5 v / 3 + 9 , v 3 
v = Ccos(yS/)+ D s i n ( f i / ) + e' + —t 

12 6 

12 « Le système différentiel donné s 'écrit matricielle-

ment : 

(a + B) B 

(i P 

Le po lynôme caractérist ique de la matrice A est : 

PA(x) - x2 + (a + 2B)x + a/3. 

Son discriminant est : 

A = a2 + 4 f i 2 > 0 si (ft-.fi) f 0. 

Si a = B = 0, les solutions ne sont pas toutes bornées. 

Sinon, la matrice A admet deux valeurs propres dis

tinctes. Elle est diagonalisable. 

Notons A et / i les deux valeurs propres. 

Il existe une matrice inversible P telle que : 

A 0 
A = P { 0 /x ] P ' 

Par conséquent : 

X" - AX < 

Notons Y = P~[X. 

P~lX" = D{P~lX). 

L a fonction vectorielle X est solution du système diffé

rentiel si, et seulement si Y" — DY. 

De plus, X est bornée si, et seulement si, Y l'est. 

E n notant Y = (u, v), le système devient : 

u — Au : v = /xv. 

L e cours sur les équat ions différentielles l inéaires 

d'ordre 2 à coefficients constants permet de conclure 

que, les solutions Y sont bornées si, et seulement si, 

A < 0 et fi < 0. 

Or A et /x sont les solutions de l 'équation : 

x2 + [a + 2B)x + aB = 0. 

Les solutions de cette équation sont strictement néga

tives si, et seulement si : 

a + 2/3 > 0 et aB > 0. 

13 — Les solutions sont de classe C 1 sur R + * o u R~* et 

elles ne s'annulent pas car leur produit ne s'annule pas. 

Notons U = ln \u\ et V = ln\v\. 

Cherchons les fonctions U et V de classe C ' sur R + * o u 

R - et : 

V = - . 
, u 

U - — 
u 

Le système donné équivaut à : 

f t / ' + V ' = - -

{ U'V'=x 

Les fonctions U et V sont les solutions de l 'équation : 

t + -t +x 
x 

Or : A = X 

0. 

4x. 

A > 0 4xs < 1. 

Les solutions U, V sont définies sur I\ 
1 

h = 0, 
41/3 

U et V jouent le m ê m e rôle. On peut choisir : 

1 r r. — .1 ... J _ 

2x 
Vl - 4 x 3 + l j 

Puis, sur Ii ou ¡2 : 

1 
U(x) 

2x 
y/l - 4 x 3 - 1 dx = 

- 2 x 2 

\ / l - 4 x 3 + 1 
d x . 

Posons z — \l 1 — 4 x 3 . 

z d z 
l7(x) 

V ( x ) 

1 
3 ( z + D 

\ / T - 4 x 3 - ln f l + y / l - 4 x 

z d z 

3(z - 1) 

\ / l - 4 x 3 + ln ( 1 + v/ï - 4x 

+ C 

+ D . 
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A N A L Y S E 

D ' o ù , sur I\ ou h : 

u(x) = K-
[1 + - 4 x 3 ] ! / 3 

i>(x) = L e - ^ ^ f l + \ / l - 4 x 3 ] 1 / 3 . 

Une équation différentielle 

1 m. L 'équat ion (E^) est une équation différentielle l i 

néaire homogène . Sur chacun des intervalles ] — oo, 0[, 

]0,1[, ]1, +00 [, elle peut être mise sous forme résolue. 

Les fonctions x 
I6x - 8 

et x ~P 
16(x2~x)J " \ ~ 16(x 2 - x ) 

sont continues sur chacun de ces intervalles. 

D ' a p r è s le théorème de Cauchy-Lipschitz, l'ensemble 

de ses solutions sur l 'un de ces intervalles est un espace 

vectoriel de dimension 2. 

2 m, a) On suppose qu ' i l existe une série entière 

y j anx" de rayon de convergence R > 0, telle la fonc¬

tion y définie sur ] - # , / ? [ par y(x) = V ] anxn vérifie 

n=0 
l ' équat ion différentielle. 

L a fonction y somme d'une série entière est de classe 

G 0 0 sur] - R,R[et: 

n-2 y ' (x) = *Y^nanxn ' , y" (x) = ] P « ( « - l ) a „ x 

« = 1 H=2 

L a fonction y vérifie si, et seulement si : 

+oo 

X [(16m 2 - Li)a„ - 8(n + 1)(2« + ï)an+1] x" = 0. 

L 'unici té du développement en série entière permet de 

conclure. 

L a fonction y est solution de (E^) si, et seulement si, 

son terme général vérifie an+\ 
16n — /x 

8(« + l)(2n + 1)' 

O n en déduit par récurrence : 

Vw G N * an 

k=0 
-a 0 . 4"(2n)! 

b) Supposons «o 0. 

S ' i l existe p entier tel que p = 16p2, pour tout 

n ^ p + 1, on a an = 0. 

L a fonction y est une fonction po lynôme. 

L e rayon de convergence est +oo. 

S i , pour tout entier p, on a /x ^ 16p2, alors an ne s'an

nule pas. L a règle de d'Alembert montre que : 

R = l. 

3 mm a) Remarquons que : 

n-l 
~^(4k - l)(4/t+ 1) = - 1 . 3 . 5 . . . ( 4 « - 5)(4« - 3). 

k=0 
D ' o ù : Vn G N 

<2„ = 
(4«)! 

4"(2n)!2 2"(2n)!(4n - 1) 

Utilisons la formule de Stirling : n ! 

(4m - 1)4 2 " ' 

-An 
Nous en déduisons an 

1 
Puis a„ 

(An) An , 

(4„)42«e~ 4"(2n)4«(4TTM) 

4 V 2 t t « 3 / 2 

b) Pour tout x de [ - 1 , 1 ] , nous avons \anxn | < | a „ | . 

D 'après la question précédente, nous écrivons : 

1 

1 

4 v 2 t o î 3 / 2 

converge. L a série > 
^ 4 v

/ 2 t t « 3 ' / 2 

L a série anxn est normalement convergente sur l ' i n 

tervalle [ - 1 , 1 ] . 

De plus, les fonctions (x i-> anxn) sont continues sur 

[—1,1]. L a fonction somme <f> est continue sur [—1,1]. 

c) L a fonction <p est la somme d'une série entière de 

rayon de convergence 1. E l le est donc de classe C°° sur 

] - l , l [ e t : 

Vx € ] - ! , ! [ <p'(x) 
+oo 
\ ^ na„x"~l . 

Pour montrer que la fonction </)' admet une limite à 

droite en —1, étudions sur l'intervalle [—1,0[ la série 

na„xn~l. 

Nous savons que an est négatif à partir du rang 1. 

L a série ^ « a „ x " est alternée sur [—1,0[. 

Montrons qu'elle vérifie, pour tout x de [—1,0[, le cr i 

tère spécial des séries alternées. 

(« + l)an 

na„ 

De plus, l i m nanx" 
n—>+oc 

16n2 1 

8«(n + 1) 
< 1. 

0. 

L a série converge pour tout x de [—1,0[ et, pour tout 

entier N, nous avons : 

\RN\^(N + l)aN+]xN+] ^(N + l)aN+l. 
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16. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET NON LINÉAIRES 

L'équivalent établi dans la question 3) a) permet d'af

firmer que la convergence de la série ^ n a „ x " ~ 1 

sur l 'intervalle [—1,0[ est uniforme. Les fonctions 

(x h-> nanx"~l) sont continues sur l 'intervalle [—1,0[. 

est continue L a fonction somme ( x \ ~ \ i « „ x " ~ 

V h= i / 
sur [ -1 ,0 ] . 

Donc <f>' admet une limite à droite en — 1. 

L a fonction qb est de classe C 1 sur [ -1 ,1[ . 

4 mm a) Notons M un majorant sur l 'intervalle [0,1[ de 

la fonction g. 
+oo 

V j t e i o . i t g(x) = Y,b"x" ^ M -
n=0 

E n particulier, puisque tous les termes intervenant dans 

la somme sont positifs : 

N 

Vx e [0,1 [ V N e N Ylb"x" ^ M -

Faisons tendre x vers 1. 

N 

Les sommes partielles de la série de terme général posi

t if b„ sont bornées . L a série ^ b„ converge. 

b) Pour n ^ 1, nan est négatif. Et : 

1 
nan ~ -, 

4 v 2 i t « 

Donc la série ^ nan diverge. 

Nous en déduisons que l 'application : 

x i-+ n \an \ x"~ 

n'est pas majorée sur [0,1[. Or, elle est croissante sur 

[ 0 , l [ . 

Donc l i m tp'(x) = —oc. 
I** l ' 

Un système différentiel 
à coefficients non constants 

1 - Si on pose Y le système différentiel se met 

sous la forme Y' — AY , avec 

- 1 

On sait que <ï>'(f) . E n reportant dans l ' équat ion 

différentielle, on obtient : 

/ 1 

A * ( f ) <*>'(0-

L'application <I> est une solution de l ' équat ion différen

tielle. 

2 - L a première équation du sys tème permet d 'écr i re 

que y = tx + tx . 

En remplaçant dans la seconde équation, on obtient : 

Vf > 0 tx" + x ' = 0. 

C'est une équation du premier ordre en x ' . 

, 1 

On obtient par une première intégration x = a.-, puis 

x = a\nt + b. 
Ceci permet de trouver y puisque y = tx + tx'. O n a 

alors y = t(a ln t + b) + a. 
Les vecteurs solutions sont donc (a ln t+b, t(a ln t+b)+a). 

Ceci permet de déterminer une base de solutions du sys

tème différentiel : 

$ ( f ) = ( l , f ) ; ^ ( 0 = ( l n f , f l n f + l ) . 

1 Inf 

t t ln t + 1 

la famille (<ï>, ty) est une base de solutions du système. 

Le déterminant 1 est non nul, donc 

1 
-x + - y 

t 

3 • On connaît la solution générale de l 'équat ion ho

mogène : 

(H)\ X' = 

{ y' = (l-t)x + y 

Il reste à déterminer une solution particulière de l ' équa

tion totale. Utilisons la méthode de variation des 

constantes. 

Les fonctions ^P) forment une base de l'espace des 

solutions de l 'équat ion (H). 

Pour cela, cherchons une solution de la forme : 

Y(t) = u(t)$>(t) + v(t)V(t). 

Pour que Y soit solution, i l faut et i l suffit que : 

V f > 0 u'UYmXt) + v\t)V(t) = ( l n t + l y 

\ ( t - \ ) \ n t j 
Matriciellement cette équat ion se présente sous la 

forme : 

V r > 0 f 1 , l n f 

\t tlnt + 

L a matrice est inversible. 

u'(t) 
v'(t) 
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ANALYSE 

Les applications u et i ' sont solutions de : 

V f > ( ) u'(t) = (lntf+2lnt + - , v'(t) = - l n f - 1 

On obtient par intégration : 

Vf > 0 u(t) = l n f + f ( ln f ) 2 +a v(t) = -t ln t + b. 

L a solution générale cherchée est alors : 

Vf > 0 

Y{t)=u(t)$(t) + v(t)V(t) 
In t + a + b ln t 

f ( ln f ) 3 +( l - f 2 ) ( l n f ) 2 - f \nt+at+b(tlnf + 1) 

( 4 ) U n arc paramétré 

On sait que la courbure en un point d'un arc birégulier 

est c(s) = — . 
ds 

L a condition imposée se traduit donc par : 

Vcp ^ = 1 + , 2 . 
d(p 

O n obtient ainsi une équat ion différentielle à variables 

separables. 

L a fonction ((s, <p) —> 1 + s2) est de classe C 1 . D ' ap rès 

le théorème de Cauchy Lipschitz, cette équation diffé

rentielle admet une solution unique si on impose une 

condition initiale. 

O n peut diviser par 1 + s . A i n s i : 

V<p 
d i 

d (p 
1 + s \/<p 

âs 

d ç 
î. 

On obtient donc comme solution Arctan s = (p — cpQ. 

L e p rob lème est métr ique. On ne nuit pas à la généralité 

en choisissant ço = 0, puisque cela revient à faire une 

rotation d'axes. 

O n obtient donc Vç G R s — tan(<p). 

On sait que le vecteur de Frenet est : 

dOM 
T 

ds 
(cos(ip), sin(<p)). 

On a ainsi 

âx 

~d~s = 
cos(Arctan s), 

Puisque 1 + tanx 

âx 

d~s~ 

1 

vT + sz 

dy 

ds 

dy 

ds 

sin(Arctan s). 

+ sz 

On obtient alors : 

.v - ln (s + v T + s2 ) + XQ + s- + yt). 

Quitte à changer d'origine, on obtient : 

{ x = \n(s + vT + s2) 

y = Vl + s2 

Puis on él imine s. O n trouve la courbe d 'équa t ion 

y = chx (chaînette) à une isométrie affine près. 

5 ) inégalité et équation 
différentielle 

1 m Posons g(t) = f(t)e~kt. L a fonction g définie sur 

/ est derivable. De plus : 

Vf €1 g,(t) = e-kt[f'(t)-kf(t)}. 

D'après la condition Vf G / f'(t) ^ kf(t) : 

Vf G / g'(t) < 0. 

L'application g est décroissante sur / . 

S i t0 est un élément de / , pour tout t de I tel que t > f0 : 

g(t) ^ g(to)-

Donc pour f dans / et t > f0 : f(t) < f (t0)ekit~'a). 

2 mm O n pose fit) — x2(t) + x'2{t). L'application / est 

derivable car x est de classe 6 . O n a donc : 

Vf G / f'{t) = 2x'(t) [x(t) + x"(t)}. 

L'application x est solution de l ' équat ion différentielle 

x" = -x + Xx'(\ - x2) : 

Vf G / f'(t) = 2xl2(t)\[\ ~x2(t)]. 

Puisque A est positif : 2x'2(t)A [ l - x 2 (f)] < 2 A / ( f ) . 

A i n s i pour tout réel de / : f'(t) < 2 A / ( f ) . 

E n utilisant le résultat d la question 1) : 

Vf 0 G / , Vf G / , [jc 2(f)+x , 2(f)] < [x 2 ( f 0 )+x ' 2 ( f 0 ) ]e A ( ' - ( " ) . 

L a solution x est maximale, l 'intervalle / est un inter

valle ouvert. 

Supposons que / =]a,B[ avec B G R . 

Sur l 'intervalle [f0, B[ : 

Vf G \t0,B[ [x 2(f)+x' 2(f)] < [ x 2 ( f 0 ) + x ' 2 ( f 0 ) ] e A ( / 3 - ' ° ) . 

L'application x ' est bornée sur [t0,B[, d ' où x est l ip-

schitzienne sur cet intervalle : 

3K>0 V(«, v) G [t0,B[ \x(u)-x(v)\ <: K\u - v\. 

Soit (M„) H gN une suite de [f0, B[, de limite B. 

On a donc : 

V ( m , / ? ) g N \x(un) — x(up)\ ^ K\un — up\. 

L a suite ( m „ ) „ € n est de Cauchy, i l en est de m ê m e de la 

suite ( x ( m „ ) ) „ g N . 

L a suite ( x ( m „ ) ) „ 6 n converge vers une limite L. 

A i n s i , pour toute suite («„ )„ e N de [f0, B[ de limite B, la 

suite (x(w„))„ e N converge. 

Montrer que la limite ne dépend pas de la suite choisie. 
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16. É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET N O N LINÉAIRES 

L a fonction x est donc prolongeable par continuité en 

¡3. Cec i contredit le fait que la solution x était prise non 

prolongeable. 

E n conclusion, l 'intervalle / est }a, +oc[. 

6 ] Un changement 
de fonction inconnue 

Posons z = x + y . Nous obtenons : 

z' = 1 + y' = 1 + (x + y)2 = 1 + z2 

qui est une équat ion à variables separables. 

L a fonction : 

~ x l —> R 

K(x,z) —*l+z2 

est de classe G1 sur R x R . 

Donc, pour tout couple ( x q , z o ) de R x R , i l existe une 

solution unique de l ' équat ion différentielle z' = 1 + z 2 , 

telle que z(x0) = zo-

1 

Posons g(t) 

Alors : 
F(x) = 

G(z) 

1 +t2' 

ldt = x — XQ, 

d t = Arctan z — Arctan zo • 
1 

L a solution de l 'équat ion vérifie donc : 

x — XQ = Arctan z(x) — Arctan zo-

L'application G est strictement croissante sur R , donc 

réalise une bijection de R sur G ( R ) . 

A i n s i : 

Vx z(x) = G~\x) = tan(x — xo + Arctan zo). 

L a solution maximale est définie sur un inter

valle ouvert contenant x q . Ici , on doit avoir : 

— 2" + x o — Arctan zo < x < — + x 0 — Arctan zo. 

L a solution maximale est ainsi définie sur : 

+ x 0 
Arctan zo, — + x q — Arctan zo |, par : 

z(x) = tan(x — xo + Arctan zo¬

Pour l ' équat ion de dépar t , ) ' ' = (x + y)2, le changement 

de fonction donne : 

y(x) = z(x) — x = tan(x — xo + Arctan z 0 ) — x 

l 'unique solution telle que yo = Zo — *o-

7 ) Polynômes positifs 
Le po lynôme Q est solution de l 'équat ion différentielle 

y - y ' = P(x). 

L'équat ion différentielle y — y ' = P (x ) est une équa

tion différentielle l inéaire du premier ordre, sous forme 

résolue. 

Ses solutions sur R sont : 

y Kex P(t)t-'ât. 

Q est un po lynôme. Cherchons les solutions polyno-

miales de cette équation. 

Soit g la fonction définie sur R par : g(t) = P(t)e~'. 

Elle est continue sur R + et g(t) =+QO 

L'expression K — P ( f ) e ~ ' d f a une limite finie À 

lorsque x tend vers +00. 

Pour que la fonction solution soit un po lynôme, on doit 

avoir A = 0. Donc : 

K = I P(t)e~' dt. 

Puisqu ' i l existe une solution polynomiale, cette solution 

s'obtient avec la valeur de K ainsi déterminée. D ' o ù : 

<2(x) = e A ( j f P ( f ) e ~ ' d r 

Nous pouvons en déduire que Q(x) est positif pour 

toutx . 

8 j Du premier ordre, 
mais non linéaire 

1 MM Les équations différentielles (E\) et (E2) sont l i 

néaires, du premier ordre. 

Elles sont sous forme résolue sur R ~ * ou R + * . 

Sur chacun de ces intervalles, l 'ensemble des solutions 

a la structure d'espace affine de dimension 1, dont la 

direction est l'ensemble des solutions de l ' équat ion dif

férentielle homogène associée. 

Montrer que les solutions de l 'équat ion différentielle 

(Ei) sont les fonctions de la forme : 

y = Cx2 — x. 

De même , montrer que les solutions de l ' équat ion diffé

rentielle (£2) sont les fonctions de la forme : 

y 
K x 
—T + 
x - 3 

Complé ter la résolution en prouvant que les solutions 

sur R de l ' équat ion différentielle (Ei) sont les fonctions 

de la forme : 

y = C i x 2 — x si x ^ 0 

y = C 2 x 2 — x si x ^ 0 

avec C i , C 2 quelconques. 

2 m, a) Supposons qu ' i l existe une solution y de (E) sur 

M . 

L 'équat ion montre que y(0) = 0 et que : 

Vx > 0 y ' (x) > 0. 
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L a fonction y doit être strictement croissante, donc po

sitive, sur R + . 

Il existe C tel que : Vx ^ 0 y(x) = Cx2 — x. 

C doit être strictement positif pour que y soit positive 

lorsque x tend vers +00. 

Mais alors y est négatif entre 0 et —. 

Cette contradiction permet d'affirmer qu ' i l n'existe pas 

de solution à (E) sur M , ni m ê m e sur un intervalle conte

nant R + . 

b) Pour faciliter l ' é tude demandée , écrivons les tableaux 

de variation sur R des différentes solutions ci-dessus. 

y = Cx2 -- x 

C < 0 x —oc 0 
1 

2C 

1 

c 
+00 

y - 0 + 
+OC +OC 

y 

C> 0 X — 00 
1 

~C 

1 

2C 
0 +00 

/ + 0 

y 
— 00 — 'OC' 

C = 0 x — 00 0 +OC 

y 

+OC 

y 
* — 00 

K x 

K > 0 x -oc ( -3AT)ï 0 (6Kp +00 

y' + 0 + 

+OO +0C 

y 
— •00 + 

X -00 (6AT)ï 0 (--3^ )5 +'0C 
/ 

y + 0 + +00 

y s " X 
— OO —OC' — OC' 

+00 

Soit y une solution de (E) sur R + * . 

Vx > 0 y ' (x) > 0. 

L a fonction y est donc strictement croissante sur R + * . 

Nous venons d 'é tabl i r qu'elle ne peut être positive sur 

R + * . 

U n coup d 'œi l perspicace sur les tableaux de variation 
K x 

des fonctions (x 1—• — + —) nous convaincra que la 

fonction y ne peut être négative sur R + * . 

El le change donc de signe. 

Or, elle est strictement croissante. 

El le est donc d'abord négative, puis positive. 

Nous devons recoller une solution négative et une solu

tion positive. 

Il existe trois réels XQ, C, K tels que : 

1 
Xo 

C 
( - 3 i T ) 1 / 3 > 0. 

Puis 

K x 

Cx — x 

si 

si 

0 < x < xo 

x > Xq 

Avec Maple 

> with(plots) : 

> Ll :=plot(.5*x~2-x,x=0..2) : 

> L2 :=plot(-8/(3*x"2)+x/3,x=2. 

> display(LI,L2) ; 

10) 

c) Soit y une solution de (E) sur R ^ * 

S i , pour tout x < 0, y(x) est positive : 

x . 3C > 0 Vx ^ 0 y(x) = Cx2 

S i , pour tout x < 0, y(x) est négative : 

3K ^0 Vx ^ 0 y(x) 
K x 
—? + - • 

Si y s'annule sur R ~ * en a : ay'(a) = a. 

Donc : y'(a) = 1. 

Il existe un voisinage de a, ]a — a, a + a[, avec a > 0 

sur lequel : 

\fx e]a—a,a[ y(x) < 0 ; Vx £]a,a+a[ y(x) > 0. 
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L a fonction y ne s'annule alors qu'une seule fois sur 

Elle est d'abord négative, puis positive. 

11 existe trois réels C , K tels que : 

*o = ç = ( - 3 ^ ) ' 0. 

Puis : 

K x 
y = — + - si X < X0 

y = Cx2 - x si XQ < X ^ 0 

Avec Maple 

> restart :with(plots) 

=plot(5*x~2-x,x=-10..0) : 

=plot(-3/(x~2)+x/3,x=-10..0,y=-5..5) : 

=plot(-.5*x
A

-x,x=-10..-2) : 

=plot(8/(3*x~2)+x/3,x=-2..0) : 

> Ll 

> L2 

> L3 

> L4 

> display(Ll,L2,L3,L4) ; 

d) Les solutions maximales de l 'équation différentielle 

sont les solutions obtenues sur R+*, les solutions obte-
X 

nues sur R~'*, et les fonctions y = -x sur R + , y = -

surIR". 

( 9 ] De l'une à l'autre 

1 _ Nous reconnaissons une équation différentielle l i 

néaire du second ordre, à coefficients constants. 

L 'équation caractérist ique est r2 + ^/x - i j = 0. 

I 1 2 
Si a < - . o n pose : a = - — o) . 

4 4 
Les solutions de l 'équation différentielle sont les fonc

tions de la forme : 

>2 Aeat + fie- , (A , B) e 
1 

Si p. — - , les solutions de l 'équation différentielle sont 

les fonctions de la forme : 

y -= Al + B, (A , B) e R2. 
1 1 2 

Si i l > - , on pose : u = - + a> . 
4 4 

Les solutions de l 'équation différentielle sont les fonc

tions de la forme : 

y = A cos(cot) + B sin(wf), (A , B) e R2. 

2 - Nous reconnaissons une équation d'Euler. 

Posons : t = e* et y(t) = y (e r ) = z(x). 

Alors : z(x) = y(ex). 

L a fonction y est de classe G2 sur R+*, donc la fonction 

z est de classe G2 sur R. Et : 

ty'(t) = z'(x) ; t2y"(t) = -z'(x) + z"(x). 

L a fonction y est solution de l 'équat ion différentielle si, 

et seulement si : 

-z + z" + /JLZ = Q. 

Nous reconnaissons une équation différentielle l inéaire 

du second ordre, à coefficients constants, dont l ' équa

tion caractérist ique est : 

r2 - r + p = 0. 

.2 1 1 

Si a < - , on pose -
4 4 

fJL = ù) 

Les solutions de l 'équat ion différentielle sont les fonc

tions de la forme : 

z(x) = A e ( 3 - w U + j 5 e ( ! + ^ . 

D ' o ù : y ( / ) = A f ^ ^ v + 

Si LL = ~ , les solutions de l 'équat ion différentielle sont 

les fonctions de la forme : 

z(x) = Aeï + Bxeî. 

D ' o ù : y(t) = A\ft + B\ft ln f . 

1 1 2 
Si ix > - , on pose a — - — or. 

4 4 
Les solutions de l 'équat ion différentielle sont les fonc

tions de la forme : 

z(x) = A e ^ cos(feix) + Beï sin(wx). 

D ' o ù : y(t) = A i / f cos(wlnf) + s in(wlnf) . 

3 m Introduisons, comme l ' indique l ' énoncé , l a fonc

tion z définie sur M par z(s) = y ^ e ^ e " . 

Composée de fonctions de classe G2 , la fonction z est 

d é c l a s s e G2 s u r M + * . 

E ty ( f ) = ziMtVVt ; t > 1. 

y'(f) = z ' ( l n ( f ) ) - ^ + z ( l n ( f ) ) ^ = ; 

y"(f) - z"(Ht))~K ~ z( ln(0)-4. 

f V f 4f 2 

L a fonction y est solution de l 'équation différentielle si, 

et seulement si : 
Vs > 0 z"(s) + ~z(s) 

s1 
0. 
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Nous sommes, ô bonheur, surtout un jour d 'épreuve , ra

menés à la question précédente. 

Si tx < - . on pose ix = u>~. 
4 4 

Les solutions de l 'équat ion différentielle sont les fonc

tions de la forme : 

(?) = As/t(lnty-- " + BVt(\nt)i y 

Si /x — - , les solutions de l 'équation différentielle sont 

les fonctions de la forme : 

>•(/) = A\/t\nt + B\Jt l n / ln( ln/) . 

1 1 

Si a > - , on pose ix = co . 
4 4 

Les solutions de l 'équation différentielle sont les fonc

tions de la forme : 
y(t) = A\Jt l n / cos(wln(ln/)) + i 5 v / / r l n / s in(wln(ln/)) . 

4 — Il suffit de prouver les résultats demandés dans le 

cas 1. 

En effet, dans le cas I ), la bijection définie par / = e" 
envoie les zéros de z sur ceux de y. 

Il en est de même dans le cas 3). 

a) Si /x < - , le résultat est vérifié. 

b) Supposons ft > - , Soit y une solution non nulle. 

A B 
cos(fe>/)+ , _ z sin(w/) y(t) = s/A1 + B2 

V A 2 + B2 ' VÂ2 + B1 

V A2 + B2 (sin((p) cos(w/) + cos(<p) sin(a>/)) 

= VA2 + 52(sin(a>/ + f )) 

en posant sin(ip) ; cos(<p) 
B 

VA2 + B2 ' ~""K'r' y/A2 + B2' 
Alors y(t) = 0 <=ï 6t + ç = kir, k e Z . 

L a solution y admet une suite de zéros qui tend vers 

4 -00 . 

5 m Nous sommes renvoyés à la question 2), avec 
1 1 

p. = - et co - - . 

D ' o ù z ( x ) = e ^ t c o s | + B s i n | ) ; z(0) = l ; z ' ( 0 ) = ^ . 

Effectuons un développement limité en 0 à l'ordre 1 : 

z(x) 1 + X- + o(jc)) ( a + b | + o ( x ) 

= A + — - — x + o(x). 

Soit A = 1 et B — 0. Finalement : 

y(?) = v7cos( ln V f ) . 

zéros : /^c
12

*'
11

" 

1 

/ / 
/ / 

' / 1 
\ A, /e"

11

 1 

s 

\ 
•— 

( 1Q ) Une équation fonctionnelle 
Soit / une solution du problème posé . 

Nous remarquons que / ( 0 ) = l . 

Posons v = x — t. L'expression devient : 

f(x)= l - 2 x / / ( » ) d « + / vf(v)dv. 
Jo Jo 

Nous en déduisons que la fonction / est de classe C 1 , 

puis, par récurrence C°° , sur R . 

Dérivons alors cette expression : 

Notons F la fonction (x 

2 / f(v)dv-xf(x). 
0 

f(v)dv). 

L a fonction F est solution sur R du prob lème de Cau-

chy : 

' y " + x y ' + 2 y = 0 

F'(0) = 1 

F(0) = 0 

L 'équat ion différentielle y " + x y ' + 2y = Oest une équa

tion différentielle l inéaire du second ordre homogène , 

sous forme résolue. L e prob lème de Cauchy défini c i -

dessus admet une solution unique. 

Cherchons cette solution sous la forme de la somme 

d'une série entière ^ anx" , de rayon de convergence 

R strictement positif. 

Sur ] — R, R[, la fonction somme y de la série entière 

est de classe C ° ° . 

L a fonction y est solution de l ' équat ion si, et seulement 

si : 

Vxe]-R,R[ 
+oo 

E 
n=2 

+oo 

n(n — l)anx"~2 + x V J na 
«=i n=0 
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L'unicité du développement en série entière permet 

d'identifier les coefficients. Nous obtenons : 

2a->, = ~a\ 
Vn ^ 2 (n — \)a„ = —a„ _2-

Vérifier, par récurrence, que : 

( - 1 ) " 
«0 et fl2n + l 

( - 1 ) " 

2.4..(2n) 
<7| . 

1.3..(2n - 1) 

Les conditions initiales imposent : 

F(0) = 0 = œ ; f " ( 0 ) = l = a , . 

L a série entière obtenue est la série entière 

E ( ~ l ) " 2n+l 
?" n ' 

Ecrivons x = x 
2"n\ 

Nous reconnaissons le développement en série entière 

de la fonction ^ x i—> x exp ( — — 

Le rayon de convergence de cette série entière est +oc . 

puis Donc : F(x) — x exp -

f(x) = F'(x) = (\ -x2)eKpl~— 

Vérifions que la fonction / obtenue convient. 

Puisque F est L A solution du problème de Cauchy 

énoncé ci-dessus, il vient : 

/ ' ( j e ) = - 2 / f(v)dv - 2xf(x) + xf(x) 
Jo 

= -2 I f(v)dv - xf(x). 
Jo 

Il existe donc une constante K telle que : 

f(x)=-2x f(v)dv+ vf(v)dv + K. 
Jo Jo 

Or, /(()) = 0 , ce qui donne K = 1 . 

Posons v — x — t dans les deux intégrales, nous retrou

vons la condition imposée pour / . 

( 11 ) Deux équations d'Euler 

1 _ Les équat ions différentielles (H) et (D) sont des 

équat ions différentielles linéaires du second ordre. 

L'équation (H) est l 'équat ion homogène associée à (D). 

L a fonction définie par y = xr est de classe C°° sur 

R + * . Elle est solution de (D) si, et seulement si : 

r + r - 2 = 0. 

On obtient r\ = -2 < ri = \. 

2 mm Montrons d'abord que les intégrales qui définissent 

g ont un sens. 

L a fonction / est continue et bornée sur R + * , elle est 

donc integrable sur tout intervalle ]0,a] , avec a > 0. 

Notons M un majorant sur R + * de | / | . Alors : 

/ ( ' ) M 
a-

i 
La fonction -* j est integrable sur tout intervalle 

[a,+oo[, avec a > 0. 

Donc, la fonction —> ~2~^J est aussi integrable sur 

tout intervalle [a, +oo[, avec a > 0. 

Écrivons g sous la forme : 

1 

'3x2 
/ tf(t)dt+ I tf(t)dt 

, Jo J1 

3/2 

f(t)dt + 
. r ¿ / ( ° d ? ) -

Les fonctions (/ - » tj'(t)) et t 
fit) 

t2 
sont conti

nues sur tout intervalle [a, +oo[, avec a > 0. 

Donc g est de classe C 1 sur R + * . Et : 

Cette fonction g' est de classe e1 sur R + * . Et : 

2 

fit) 
3t2 

dt. 

fix) 
f(x) 

tf(t)dt + ± y . 

U n calcul simple vous convaincra que g est solution de 

l 'équat ion différentielle (D) sur R + * . 

3 _ L a linéarité de l ' intégrale entraîne celle de T. 

De plus, pour tout / dans E, la fonction g est définie et 

continue sur R + *et : 

Vx > 0 |g(x)| < M—= + 
Mx dt 

< M. 

L a fonction g est dans E. 

Mais l 'application g est deux fois derivable sur R + * . 

L'endomorphisme T n'est pas surjectif. 

4 _ D ' ap rè s le calcul de la question précédente , l a 

constante C = 1 convient. 

5 _ Nous étudions d'abord F(x) 
Jo 

tf(t)dt 

Prolongeons / par continuité en 0 en posant f(0) = A. 

L a fonction F est de classe C sur R + et : 

F'(x) = xf(x) et F'(0) = 0. 
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n . .. F'(x) - F'(0) 
De plus l im = A. 

x —>o a 

L a dérivabilité de F' en 0 se traduit par le développe

ment limité : 

F'(x) =o Aa + o(x). 

F admet donc en 0 le développement limité obtenu en 

intégrant : 
x2 

F(x) =o A — +o{x2). 

0 
Nous en déduisons l im 

x >() 
En ce qui concerne l'autre intégrale, écrivons : 

" " / « - A A . 

3r 2 f(t)àt-
tL t1 

Fixons 8 > 0. Il existe a > 0 tel que, pour tout t dans 

[0,a[ , on a : - A| < s. 

Alors , pour tout x < a : 

s : 

x , n J

 x { f {/(') " A A . 

L a limite de 
/ ( 0 j - _ A + A 

x tend vers 0 est 0. De plus : 

+ - j ) d f j lorsque 

a A 
d / 

Sa limite lorsque x tend vers 0 est 

XÀ/Ì 1 

3 V « A" 

A 

Et enfin : 

I ; 

a x j 3 

En définitive : 

A A 

6 ~ 3 

A 

2 ' 

( 12 ) Comportement en l'infini 
des solutions d'une équation 
différentielle 

1 m L 'équation (EA) est une équation différentielle l i 

néaire du premier ordre sous forme résolue. 

L'ensemble de ses solutions est un sous-espace affine de 

dimension l de e ' (IR + ,C). 

Montrer que l'ensemble de ses solutions est : 

| (x >—» e~" 1 ( ^ g(t)ea' dt + ; C G R\ . 

2 mm II suffit d 'é tabl i r que la fonction : 

x>—> e -"-' y g ( f ) e a ' d / ^ tend vers 6> lorsque a 

tend vers +oo . 

Utilisons l 'hypothèse sur la limite en H-oo de g et fixons 

e > 0 . 

3A > 0 V a > A \g(x)\ < e. 

Supposons x > A . 

e~ax f g{t)ett'dt < fA \g(t)\c-Rt(")(xndt 
Jo Jo 

+ f | i ? ( 0 | e ' R c ( " ) U - " d ? . 
J A 

O r : 

/ | g ( f ) | e - R e ^ - ' > d ? ^ e / V ^ ^ d f < e — — 
J a J a Re (a) 

M 
Montrons que / \g(t)\c a ( x 0 d t tend vers 0 lorsque 

Jo 
x tend vers +oo . 

L a fonction g est continue sur K + et tend vers 0 en +oo. 

Nous pouvons en déduire qu'elle est bornée sur R + . E n 

effet : 

3B > 0 V a > B \g(x)\ < 1. 

De plus, sur le compact [0, B], la fonction continue g 
est bornée. 

Soit M un majorant de |g | sur R + . 

/ | g ( 0 h 
./o 

-a(x-t) dt < M f -a(x-l) 
Jo 

dt 

< M-
e - R e (a)(x-A) 

Re (a) 

L e majorant obtenu tend vers 0 lorsque a tend vers +co. 

D ' o ù le résultat. 

3 • L a fonction / est solution de l 'équat ion différen

tielle y' + ay = f'(x) + af(x). 

En posant g = f' + af , nous constatons que les hypo

thèses de la question 1) sont vérifiées. 

D 'où : l im f(x) = 0 . 
X—>+oc 

4 mm a) Soit /) une solution de Sa,p . 

Nous savons que : 

V a G R+ h"(x) + ah'(x) + Bh(x) = g(x). 

Soit : 

V a G R + (h\x)-r2h(x))'-rx(h'(x)-r2h(x)) = g(x). 

La question 2) permet alors d'affirmer que : 

l im (h'(x) - r2h(x)) = 0. 

4 4 0 
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16, É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET N O N LINÉAIRES 

b) Puisque l im (h'(x) - r2h(x)) = 0 et Re (r 2 ) < 0, 
x—»+oc 

la question 3) permet de conclure que : 

l im (h(x)) = 0. 
x —*+oo 

5 m Utiliser pour cette question une démarche analogue 

à celle de la question 3). 

13 Nombre de zéros 
d'une équation différentielle 

1 - a) S i f(c) = 0, alors u(c) = u'(c) = 0. 

L e théorème de Cauchy-Lipschitz s'applique car la 

fonction ((t, y) -q(t)y) est continue sur [0, T] x E . 

u est la solution nulle, ce qui est exclu par l ' énoncé . 

b) L a fonction / est de classe C 1 sur / et ne s'annule 

pas sur / . 

Considérons la fonction t1 = jyy . Elle est de classe C 

sur / , à valeurs dans l'ensemble U des complexes de 

module 1. Il existe une fonction 8, de classe C 1 sur / 

telle que 
J__ 

l / l 
Nous savons aussi que 8 est défini à 2A-rr près. 

S i 8(0) est dans [2fcir, i t + 2kit[, avec k dans Z , nous 

prendrons : 8\ = 8 — 2kir et g = |/|. 

S i 8(0) est dans [n+2kTt, 2(k+l)ir[, avec k dans Z , nous 

prendrons : 6\ = 8 - (2k + 1)tt et g = - |/|. 

Puisque / ne s'annule pas et est de classe G 1 sur / , il en 

est de même de g. 

Et 8\ est de classe G1 sur / comme 8. 

c) L a solution u de l 'équat ion différentielle y"+<w2y = 0 

vérifiant les deux conditions imposées est la fonction 

u(t) = sin(wf). 

Nous en déduisons : 

f(t) = to cos(w/) + i sh\((ot ). 

Avec Maple 

> plot({[(3*Pi/2)*cos(3*Pi*t/2),sin(3*Pi*t/2), 

t=0..1],[cos(3*Pi*t/2),sin(3*Pi*t/2),t=0..1]}, 

scaling=constrained) ; 

L e point de coordonnées x = tocos(tût), y = sin(wf) 

décrit un arc d'ellipse et nous devons trouver une déter

mination de classe C 1 de l'angle (Ox, OM(t)). 

Lorsque x n'est pas nul : 
y i 

tm(cot). 

77 
Arctan (— lan(tot)) Pour / dans |0, —-[, le choix de 8(t) 

2to w 
s'impose. 

t TT \ Tf 

Il entraîne, pour la continuité â& 8 : 8 y—J = "^"-En 

ce point, la courbe traverse l 'axe (y 'y) . Puis : 

8(t) = Arctan ( — tan(«f ) ) + t t , pour t dans 

TT 3ir 

2 w ' 2(0 

Pour tout k dans [l,p 

k + 

l 

11, et / dans : 
TT 

(O 

8(t) -• Arctan I — tan(wf)J + kir. 

L a courbe traverse l 'axe (y 'y) en les points 

tk = | k 

0(h) 

— , avec k dans [1 , et en ces points : 
2J(i) 

+ (k — 1)tt. 

El le traverse l 'axe (x'x) lorsque u s'annule, en les points 
TT 

•sv = i--
(O 

En ces points 8(.Sj) = ju. 

d) Dérivons les relations : 

u'(t) - g(t)coM8(t))\ u(t) - g(t)sin(Ô(t)). 

Nous obtenons : 

u"(t) = g'(t)cas(8(t)) ~ g(t)6'(t)mnmt)) 

= -q(t)u(t) = -q(t)g(t)sm(8(t)); 

u'(t) -- g'(t)sm(8(t)) + g(t)8'(t)comO) 

= g(t)cos(6(t)). 

Puis le système : 

'g'(t)cos(9(t)) - 6'(t)g(t)sm(e(t)) = -qU)u(t) 
= -q(t)g(t)sin(8(t)). 

_ g'(t) sm(8(t)) + 8'(t)g(t) cos(8(t)) = g(t) cos(0(f )) 

L a fonction g ne s'annule pas. La résolution de ce sys

tème donne : 
8'(t) = cos2(f/(f )) + q(t) s\x\2(8(t)) ; 
g'(t) = (1 -q(t))g(t)Mn(8(t))œs(8(D)-

2 m a) Puisque tk est un zéro de u et que g ne s'annule 

pas : 

u(tk) = g(tk)sm(8(tk)) = 0 9(tk) €TtZ. 

D ' o ù : = c o s 2 ( ^ ) ) + o(f K )sin 2 (6»(fi)) = 1. 

b) L a fonction « ne s'annule pas sur ]0,f i[ , donc 8 ne 

s'annule pas sur ]0, t\[. 

Le théorème des valeurs intermédiaires permer d'affir

mer que 8 est de signe constant sur ]0, t\ [. 

Si 8(0) > 0, alors 8 est strictement positive sur ]0, t\ [. 

Regardons le cas où 8(0) = 0. 

0'(O) = l . d ' o ù : 8(t) ~() t. 
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L a fonction 0 est strictement positive sur un intervalle 

]0, a\, a > 0. donc sur |0, t\[. 

Or 0(0) est dans |0, TT[ et 0 ne peut prendre la valeur -rr 

sur ]0,?i[. 

Nous en déduisons que, pour tout / dans |(), t\\,B(i) ap

partient à |0, -rr[. 

Par continuité, 0(i\ ) ne peut prendre que les valeurs 0 ou 

7T. 

Si 0(r,) = 0, alors 0(t) ~„ (t - r,). 

L a fonction 0 prend alors des valeurs négatives sur 

]0. t\|. C'est impossible. Donc 0(t\) = t t . 

c) L a fonction ipt définie par l ' énoncé possède sur 

Ut.fii+i] ' e s propriétés dont nous avons eu besoin pour 

la fonction 0 dans la question précédente. Elle est conti

nue sur \tkJk+\ ] ; s"annule en f*, est de classe C 1 et de 

dérivée B1 (t). Le même raisonnement permet d'affirmer 

que. pour tout r de (/^(r) appartient à |0.Tr[, puis 

>Pk(tk+\) = t t . 

Soi t0( |* + , ) - 8(tk) + tt. 

Par récurrence 0(tk) = kir. 

d) S i t„ = T, alors : 0(r„) — n-rr. 

Si t„ < T, le raisonnement des questions 2)b) et 2)c) 
permet de montrer que 0(T) e |0, i r | . 

Donc nu < 0(7) < (n + lyn. 

3 m a) Nous savons que : 

0'(r) -• cos2(0(r)) + <y(r)sin2(0(,-)). 

Par conséquent : 

0(7) 7 f ( 0 / ( f ) - l ) d r = / U / ( / ) - l ) s i n 2 ( 0 ( / ) ) d r . 
Jo .Ai 

Nous en déduisons : 

|»Tt - T i ^ I ' î t t - 0(7~)| + \0(T) - T\ 

f 
JO 

(q(t)- l ) s i n 2 ( 0 ( O ) d / 

D 'où : \nTT 

b) Dans ce cas : 

1 ~q(t) 

T\^TT+ I \q(t) 
0 

I 

11 dr. 

I 

L a fonction (t ) n'est pas intégrable sur [1, +co[. 

Plus précisément , pour T > 1 : 

1 + \fï ~ Jo \ft Jo \ft{ î + a/7) 
dr. 

O r : 

0 < 
1 

dr < 
/0 y/Ì(l+y/Ì) 

/•' 1 
D ' o ù / = dr ~ + o c 2 V T . 

.Zo I + V r 

Puis HTT — r — + D C 0(T). 
T 

o Vt Ji t 
2 + l n ( D . 

Finalement n 
7T 

' 14 ] Équation autonome 

1 mm On suppose que s'annule en t\. 

On pose X] = tp(t\). 

Soit ip l 'application définie sur K par : 

Vr c 1 î (0 == 
L'application i/f est solution de l 'équat ion différentielle 

car f(x\) = 0. Mai s tf>(t\) = x\. \p est donc une solu

tion maximale de x ' = / ( x ) telle que ip(t\) = x\. L e 

théorème de Cauchy-Lipschitz permet de conclure que : 

<P = 4>-

2 mm Les applications continues injectives de / dans R 

sont les applications continues strictement monotones. 

S i cp n'est pas injective , i l existe a et b deux éléments de 

l (a < b) tels que <p(a) = ç(b). Le théorème de Rolle 
donne l'existence d'un réel c de ]a, b[ tel que ç'(c) = 0. 

L'application <p est donc constante. 

3 mm S i <p n'est pas constante et non injective on a : 

(i) Vr e / cp'(t) j- 0, 

(ii) 3(a,b)£l2 a<b et <p(a) = <p(b). 

Cette situation ne peut se produire dans le cas E — R. 

E n effet, cp(a) = ç(b) entraîne, d ' après le théorème 

de Rol le , l'existence d'un point c entre a et b tel que 

cp'(c) = 0. 

O n a <p'(a) = f(<p(a)) = f(<p(b)) = cp'(b). 

Soit ifr la fonction définie sur R par \p(t) = <p(t) pour r 

situé entre a et />, et pér iodique de pér iode T = b — a. 

L a fonction tp est de classe C 1 sur R, solution de l ' équa

tion x ' = / ( x ) . D ' ap rès l 'unici té de la solution maxi

male, <p est définie sur R et <p = {p. 

L a solution cp est définie sur R et pér iodique. 

4 mm On considère l ' équat ion différentielle 

x ' = x s in 2 (x) . (E) 

L'application ((r, x ) —> x sin (x)) est de classe C . Les 

solutions de cette équation sont donc soit constantes, 

soit strictement monotones. 

4 4 2 
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16. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET NON LINÉAIRES 

C sont telles que Les solutions constantes x 
0 = C sin 2(C)«. Ainsi on a : 

3k G Z C = kir. 

Les solutions constantes sont donc de la forme x 
k élément de Z . 

Soit g est une solution maximale, non constante de 
l'équation, définie sur un intervalle / contenant fo-

D'après le théorème de Cauchy-Lipschitz, l'application 
g ne peut pas prendre de valeur de la forme kn. 

On pose g(to) = XQ, XQ £ {kir ; k G Z}. 

Soit p l'entier relatif tel que p~n < XQ < (p + 1)tt, on a : 

Vf G / p-rr < g(t) <(p+ 1)tt. 

La solution g est bornée. 

Le signe de g'(t) est celui de g(t). On a donc : 

XQ $L {kit ; k G Z}, XQ > 0 => Vf G / g'(f) > 0 

xo ^ {A i t ; G Z}, x 0 < 0 Vf G / g'(f) < 0 

La solution g est bornée et strictement monotone. La 

fonction g a donc une limite finie aux bornes de l'inter

valle / . On sait que dans ce cas, l'intervalle est R. 

' 1 5 ) U n e é q u a t i o n à v a r i a b l e s 
s e p a r a b l e s 

1 MM L'application y i—> ya + 1 est de classe G1 sur 
R* et l'équation (1) est autonome. Le théorème de 
Cauchy-Lipschitz assure que, pour tout to de R et yo de 
R*, i l existe une unique solution maximale y telle que 

yOo) = yo-

Pour certaines valeurs de a l'application est également 
de classe G 1 sur R*_ , ou R . 

Il s'agit d'une équation à variables separables. 

On obtient G(y) = t - C. 

2 MM L'application G est continue strictement croissante 
P dt 

sur [0, +oo[ à valeur dans [0, \im,y^+00 / [. 
Jo ta + \ 

Pour a > 1, la fonction f 

[0, +oo[. Donc lim^.-^+oo 

ta + 1 
df 

est integrable sur 

df 

ta + 1 ta + 1 

L'application G est bijective de [ 0,+oo[ sur [0, /[ . 
La bijection réciproque G~l est continue, strictement 
croissante de [0, /[ sur [0, +oo[. 

De plus G est de classe G1 sur ]0, +oo[ et sa dérivée : 

t i—» ne s'annule pas. Donc G " 1 est également 
f a + l 

de classe G1 et sa dérivée est u i—> G~l(u)a + 1 

La solution générale est t 
]C, / + C[. 

G (t - C) définie sur 

ta +1 
y dt 

n'est pas 

= +oo. 

Pour 0 < a ^ 1, la fonction t » 

integrable sur [0, +oo[. Donc lim 
y^+ca J0 ta + 1 

L'application G est bijective de [0,+oo[ sur [0,+oo[. 
La bijection réciproque G 1 est continue, strictement 
croissante de [0, +oo[ sur [0, +oo[. 

De plus, G est de classe G1 sur ]0, +oo[ et sa dérivée : 

ne s'annule pas. Donc G - 1 est également 
1 

ta + 1 
de classe C 1 . 

La solution générale est f 
]C , +oo[. 

G~\t - C) définie sur 

3 MM Pour a = 1, l'application y i—• y + 1 est continue 
sur R et l'équation (1) est linéaire. 

On obtient : t \—> Ce' - 1. 

y i K 1 

'c-1 

w 
0 W 

t 
- 1 

Pour a = 2, l'application y i—> y + 1 est de classe G 
sur R. 
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On obtient G(y) = Arctan y. 

Les solutions générales vérifient : Arctan y = t — C 

pourf e ] C - | , C + | [ . 

IT TT 

Puis : y = tan(í - C) pour • dans \C - —, C + —[. 

>' 1 

L 2 L 2 

16 ) Propriétés des solutions d'une 
équation autonome du premier 
ordre 

1 m On suppose qu'il existe t\ dans / tel que <p'(t\) — 0. 

Comme cp est une /-solution, on en déduit que <p(t\) 
est dans V. La solution tp constante définie sur / par 
t i — • <p(ti) est une solution sur / . D'après le théorème 
de Cauchy-Lipschitz, la solution prenant la valeur cp(t\) 
en t\ est unique. Donc <p — ip. 

2 mm Lorsque q> est injective sur / , comme elle est égale

ment continue on en déduit qu'elle est strictement mo

notone. 

Lorsque <p n'est pas injective, comme elle est G1 sur / 
on peut appliquer le théorème de Rolle. Il existe alors 
un point de / où cp1 s'annule. D'après la question 1), la 
fonction <p est constante. 

3 — D'après la question 2), la condition E ^ R est in

dispensable. 

Supposons qu'il existe t\ et t2 dans / avec t2 > h tels 
que cp(t\) = cp(t2). On introduit la fonction </> de période 
t2 — t\ égale à tp sur [t\, t2]. 

L'application ip est C 1 sur [t\, t2] et : 

<//,(?,) = cp'ih) = f(cp(t{)) = f(<p(t2)) = <p'(t2) = <p'g{t2). 

On en déduit que ip est de classe C 1 sur M et est une 

R-solution. 

D'après le théorème de Cauchy-Lipschitz, les solutions 

ç et \p coïncident. 

La solution cp est donc définie sur R et périodique ou 
constante. 

4 — D'après la question 2), les solutions sont constantes 

ou strictement monotones. 

Les solutions constantes sont les fonctions t 
k décrit Z . 

kjs où 

Les courbes intégrales ne se coupent pas. Par consé
quent, elles ne rencontrent pas les droites y = kn. 

Étudions les solutions cp telles que : 

Vf € / feu < cp(t) <(k+ l.)ir. 

Dans ce cas, la fonction sin 2 y ne s'annule pas. 

On obtient l'équation à variables separables : 

y 
sin 2 y 

= 1. 

On intègre de chaque côté. 

Il existe une constante C dans R telle que : 

cotany = C — t. 

Ceci s'écrit : tan (y — — — ki^j = t — C. 

TT Tf 
L'application tan est bijective de ] — —, — [ sur I 

Tf 
en déduit : y = Arctan (i — C) + — + kir. 
Les solutions sont les applications définies sur 

Tf 
t i—• y = Arctan (f - C) + — + kir. Où C décrit 

décrit Z ou bien les applications constantes / i—> 

On 

VL par 

Ret A: 

kir. 

17 J Etude en coordonnées polaires 
de lignes de champ 

1 - La fonction cp est la partie imaginaire de la fonction 

ip : 11—> exp I 7 7 ~ 1 | . Elle est 6°° sur : 

Pour tout t de R* et tout n de N , on a : 

¿TT — 1 \ f ITT — 1 

et 

*w(0 = 

\4>{n\t)\ 

t exp 

|tt 2 + î p f - ' e x p 

On vérifie que, pour tout n de N , lim ip '(t) = 0. 
t—>o 

i+ et On en déduit que ip et cp sont de classe G°° sur 

que pour tout « de N cp(n)(0) = 0. 

D'autre part, la fonction (x, y) i — • x2 + y2 est G°° sur 

R 2 à valeurs dans R + . 

On en déduit que V est de classe 6°° sur R 2 comme 
composée de deux fonctions de classe 6°° . 

2 - L'application (r, 0) est un G°°-difféomorphisme 

de R*x | - TT, TT[ dans le domaine : 

U = R 2 \{(.r , 0) ; x < 0}. 

On rappelle que : 

rdr — xûx+yd y et rd0 — — sin#dx+cos0dy. 

444 
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On obtient 

d r r sir n (Tj exp 

Le système différentiel 

1 

r 

dM 

~dt~ 

dt et dé> = d i . 

'équation 
d r 

dd r sin 
TT 

exp 

V(M) se ramène à 

r 

1 

. r i ' \ r 

Cherchons les solutions constantes. On trouve le point 

(0, 0) ainsi que les cercles de centre O et de rayon r tel 

que r sin ^ —j exp [ — ] 

Notons / l 'application r i—> r sin 
( 7 

Les solutions non nulles de cette équation sont Rk = -

où k appartient à N * . 

Il y a une infinité de cercles concentriques Q de rayon 

Rk décroissant vers 0 de centre O qui sont des lignes de 

champ. 

-• d r ( ir 
3 m L equation -7-7 = r sin exp est a va-

dO \r 
riable separable et autonome. 

L a fonction / est de classe C 1 sur R*. Le théorème de 
Cauchy-Lipschitz assure que par tout point (r(>, 60) de 
K* x IR i l passe une ligne de champ et une seule. On 

en déduit que les lignes de champ ne se coupent pas. Si 

Rk+\ < n; < Rk, la ligne de champ passant par ce point 

reste entre C* et Ck+\. L a fonction for ne s'annule pas. 

On peut diviser l'équation différentielle par / ( r ) . 

On obtient 

On obtient 0(R) = OO + 

L a fonction r 

dr = dd. 

dr 

W ï 

est continue sur 1 
k + 1 

car sin 
TT 

ne s'annule pas sur cet intervalle. E l le 

garde un signe constant. 

TT 
r sin 

en posant r = 

On en déduit 

r sin(— kir) 
r 

I 

(-1)* (k + u)-
sin TTÍÍ 

k + u 
i 

e" 
TT ~ (-])**e* lorsque r 

r sin t t ( - - k) 

tend vers 
I 

L a fonction n'est pas integrable sur |ro, - [ . On en dé-
k 

r" dr 
duit l i m / -jT-r = +00 si k est pair et —00 si k est 

impair. 

Cec i prouve que l i m 6(R) = +00 si k est pair et —00 

si k est impair et que la ligne de champ est une spirale 

d'asymptote Ck lorsque R croît. 

De même - (-l)*
+1

(fc+l)e' Tf 
r sin — 

r 

Jt+i 1 

I k - 1 

lorsque r tend vers 
jfc + l 

1 
L a fonction n'est pas intégrable sur ] - — - , r 0 ] . O n en 

k + 1 

déduit l i m / — — = +00 si k est pair et —00 si k 

est impair. 

Cec i prouve que l i m 6(R) = —00 si A: est pair et +00 

si est impair et que la ligne de champ est une spirale 

d'asymptote Ck+\ lorsque R décroît. 

Les lignes de champ passant par un point (/o, do) tel que 

Rk+\ < ro < Rk sont des spirales admettant les cercles 

Ck et C/fc+i comme asymptotes. 

4 - Lorsque 1 < ro, on retrouve de la même manière 

l i m 6(R) = +00. L a ligne de champ est une spirale 
R—»-1 
d'asymptote C i lorsque R décroît vers 1. 

L a fonction r 
r sin 

est continue sur ] 1 , +00 [ car 

sin j ne s'annule pas sur cet intervalle et est stricte

ment positive. 

El le est équivalent à r 
1 

lorsque r tend vers +00. 

O n en déduit qu'elle n'est pas intégrable et que 

l i m 0(R) = +00. L a ligne de champ est encore une 
R—M-00 
spirale lorsque R tend vers +oc. 

Avec Maple 

> restart : 

> with(plots) : 

fieldplot([-y+x*sin(Pi/(x~2+y~2)) 

*exp(-l/(x"2 +y"2)), 

x+y*sin(Pi/(x~2+y"2))*exp(-l/(x~2+y~2))] 

x=-2..2,y=-2..2,arrows=SLIM, color=x) ; 
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18 ) Systèmes dynamiques 

1 » Soit est un système dynamique sur U. Alors <p est 

de classe C 1 . Supposons qu ' i l existe F telle que : pour 

tout x de U, l 'application / i—> <p(t, x) soit solution de 

l 'équat ion autonome z = F(z) (1). 
d«p 

On a V f G 
df 

(0, x ) = F(<p(0, x)). 

Or î o est l ' identi té sur U. Donc ç(0, x ) = x . 

On en déduit : 

Vx G U F ( x ) = ^ ( 0 , x ) . 
d f 

Montrons que F ainsi déterminé convient. 

Soit f dans R et x dans E. Notons y = ip(r, x). 

d tp F(<p(f, x)) = F ( y ) 
d f 

(0, y) . 

Pour tout .r de R on a : ip(s, y) = ç(s, cp(t, x)) 

O r : V(.y. f ) G R 2 <pt°9t = <Ps+t-

Par conséquent : >̂(.v, y) — ip(s + /, x) . 

On dérive par rapport à s : 

die dip 
~ ( 0 , y) - -£(t, x ) . 
d f d f 

D ' o ù F(ip(t, x)) = ^ ( f , x) . 
d f 

Réciproquement , on suppose qu ' i l existe F de classe C 1 

telle que : pour tout x de U, l 'application / i—> <p(t, x ) 

soit solution de l 'équation autonome z' — F(z) (1). 
Montrons que ip est un système dynamique. 

L'équation (1) vérifie les hypothèses du théorème de 
Cauchy-Lipschitz. Pour tout x de U i l existe une unique 

solution ipx de (1) définie sur un intervalle ouvert Ix, 
voisinage de 0 dans R , telle que i/ix(Q) = x. 

On définit <p : (f, x ) i—> 4>x(t) sur M x ¿7 lorsque la 

solution lx = R . 

L a propriété (i) est vérifiée car ipx(0) = x . 

De plus \\ix est de classe G . Pour i- et t dans R , pour x 

dans U on a : 

<ps O ip,(x) = (p(s,<p(t, X ) ) = 41^(1, x)(s). 

Or l 'équat ion (1) est autonome. L'invariance par trans

lation permet d'affirmer que la solution de (1) qui prend 

la valeur t//x(t) en 0 est la fonction s i—> (/^(.y + f). 

A i n s i i / . ^ , , ,>(_•) = (/>*(.? + f). 

On en déduit :cps o cp, = <ps+t. L a propriété (ii) est véri

fiée. 

L a réciproque est vraie lorsque F est de classe C 1 et 

lorsque les solutions de (1) sont globales. 

Alors , le théorème de Cauchy-Lipschitz assure que 

{if/x ; x G U} est l'ensemble des solutions de (1). 

2 - Soit <p l 'application de R x E dans F définie par 

<p(t, x ) = e ' a x où a est un endomorphisme de F . 

i d <p 
L'application <p est de classe G sur R x C/ et — : 

(f, x ) i — • ae'"x. 

On a, pour tout x de E : <p((),x) = x . 

Soit s et t dans R , pour tout x de F : 

<p(s. (fit, x)) - e v " ( e ' " x ) - e ( v + " " x . 

On en déduit que (i) et (ii) sont vérifiées et que la fonc

tion F associée est x i—» ax. L 'équation (1) est l 'équa

tion linéaire z' — az. 

Résolution approchée 
d'un système différentiel 

Partie mathémat ique 

1 mm L 'équat ion différentielle y " = f(t,y,y') équivaut 

au système différentiel : 

y = v 
v' = f(t,y,v) 

Ce système différentiel n'est pas linéaire. 

Toutefois, la méthode d'Euler s'applique avec : 

f,+i =tj+h ; ;y,+i = yi+hvj ;vi+i = t>,- +/i/(f,-,y,-,u,-) 

L a méthode de Runge-Kutta s'applique de manière ana

logue. 

Partie informatique 
2 -

Avec Maple 

> restart :with(plots)rwith(linalg): 

> Euler:=proc(A,X0,h,t0,tl,t2) 

local t,X,s,B,sl ; 

X:=X0 ;s:=NULL ; 
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16. É Q U A T I O N S DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES ET N O N LINÉAIRES 

for t from to to t l by -h do 
s:=s, [X[l,l] ,X[2,1]] ;B:=eval(A,u=t) : 

X:=evalm(X-h*evalm(B&*X)) ; 

od ; 

X:=X0 ; si:-NULL ; 

for t from tO to t2 by h do 

s l : - s l , [X[l,l] ,X[2,1]] ;B:=eval(A,u=t) : 

X:=evalm(X+h*evalm(B&*X)) ; 

od ; 

plot ([s] , [si]) ; 

end : 

> RungeKutta:=proc(A,XO,h,tO,tl,t2) 

local t,X,s,sl,kO,kl,k2,k3,k4,B ; 

s :=NULL ; 

X:=X0 ; 

for t from tO to t l by -h do 

s:=s, [X[l,l] ,X[2,1]] ;B:=eval(A,u=t) : 

kl:=evalm(B&*X) ; 

k2:=evalm(eval(A,u=t-h/2)&* (X-(h/2)*kl)) ; 

k3:=evalm(eval(A,u=t-h/2)&*(X-(h/2)*k2)) ; 

k4:=evalm(eval(A,u=t-h)&*(X-h*k3)) ; 

kO:=evalm((-h/6)*(kl+2*k2+2*k3+k4)) ; 

X:=evalm(X+kO) ; 

od ; 

X:=X0 ;sl:=NULL ; 

for t from tO to t2 by h do 

sl:=sl,[X[l,l],X[2,1]] ;B:=eval(A,u=t): 

kl:=evalm(B&*X) ; 

k2:=evalm(eval(A,u=t+h/2)&*(X+(h/2)*kl)) ; 

k3:=evalm(eval(A,u=t+h/2)k*(X+(h/2)*k2) ) ; 
k4:=evalm(eval(A,u=t+h)k*(X+h*k3)) ; 
kO:=evalm((h/6)*(kl+2*k2+2*k3+k4)) ; 

X:=evalm(X+kO) ; 

od ; 

plot([s] , [si]) ; 

end : 

> Gl:=Euler(matrix(2,2,[-1,1/u,1-u,1]), 

matrix(2,l,[l.,2]),.l,l,.5,10): 

G2:=RungeKutta(matrix(2,2,[-1,1/u,1-u,1] ) , 

matrix(2,l,[1.,2]),.1,1,.5,10): 

G3:=plot([l+ln(t),t*ln(t)+l+t,t=.5..10] ): 

display(G1,G2,G3) ; 

3 . 

Avec Maple 

i,5 

> restart:with(plots): 

Warning, the name changecoords has been 

redefined 

> Euler2:=proc(f,t0,y0,v0,h,tl,t2) 

local t,v,y,s,sl ; 

s:=NULL ; 

t:=t0 ;y:=y0 ;v:=vO ; 

for t from tO to t l by -h do 

s:=s, [t,y] ; 

y:=y-h*v ; v:=v-h*f(t,y,v) ; 

od ; 

sl:=NULL:t:=t0 ;y:=y0 ;v:=v0 ; 

for t from tO to t2 by h do 

sl:=sl, [t,y] ; 

y: =y+h*v ; v: =v+h*f (t, y, v) ; 

od ; 

plot([s] , [si]) ; 

end: 

> g:=(u,v,w)->v: 

G:=plot(exp(t)+exp(-t),t=-2..2): 

display(Euler2(g,0,2,0,.1,-2,2),G) ; 

> f:=(u,v,w)->u*v*w: 

Euler2(f,0.5,.5,.4,.1,-2,2) 

1.5-

1 -
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