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Avant propos

Les pages 1 qui suivent sont le développement d’un cours de DEA enseigné pen-
dant les années universitaires 1987–1988 et 1991–1992 à l’Université de Nancy I.

Il nous a semblé utile de regrouper dans un premier chapitre intitulé Quelques
outlis de base divers résultats qu’il est bon de connâıtre lorsque l’on aborde
l’étude des problèmes semilinéaires soit par les méthodes variationnelles, soit
par d’autres méthodes. Nous n’avons pas hésité, au risque de parâıtre trop
élémentaire, à rappeler des résultats qui sont peut-être du niveau d’une troisième
ou quatrième année d’études universitaires. Cependant le lecteur intéressé par les
méthodes variationnelles peut survoler les deux premiers chapitres et commencer
son étude par le chapitre 3.

Nous devrions également insister sur le fait que ces notes sont destinées avant
tout aux étudiants et chercheurs de différents niveaux qui commencent l’étude
des techniques de points critiques. Par conséquent sur bon nombre de points
il n’y a pas de référence aux derniers résultats connus et nous ne dressons
pas l’état de l’art . C’est aussi la raison qui nous a poussé à inclure un grand
nombre d’Exercices comme des compléments de cours ou des prétextes à un
entrâınement. Malheureusement, faute d’espace et contrairement à notre inten-
tion de départ, nous n’avons pas pu inclure un chapitre d’Indications pour la
résolution des exercices ni un chapitre de Solutions.

Les différents lemmes, propositions, théorèmes, corollaires, exemples et re-
marques d’une part, et les formules d’autre part, sont numérotés dans chaque
chapitre, par paragraphe, de manière séquentielle. Par ailleurs une référence du
type “lemme 1.4.8” ou bien “l’équation 3.(9.4)” se reporte au lemme 4.8 du
chapitre 1 ou à l’équation (9.4) du chapitre 3.

Je dois remercier mes amis Philippe Bougerol, Thierry Cazenave, Gérard
Kerk Yacharian, Claude Morlet, Bernard Roynette avec qui j’ai eu des discus-
sions plus ou moins nombreuses et toujours fort utiles lorsqu’ils m’ont fait part de
leur sentiment de non-spécialistes des méthodes variationnelles, ainsi que Bopeng
Rao qui m’a fait l’amitié de lire une grande partie de la première version. Elisa-
beth Rouy, avec une patience et une efficacité sans pareilles, a entièrement relu
le texte et m’a suggéré de nombreuses améliorations de style ; je suis néanmoins
le seul responsable des erreurs et imperfections que l’on rencontrera par la suite.

1 Cet ouvrage a été rédigé avec l’aide du Ministère de l’Enseignement Supérieur et de
la Recherche, Délégation à l’Information Scientifique et Technique (DIST ).
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Jean Michel Coron m’a sans cesse encouragé de terminer la rédaction de ces
notes, et a toujours fait semblant de me croire lorsque je lui disais qu’il aurait
les notes définitives dans deux ou trois mois, promesses qui ont été répétées une
dizaine de fois. . . Je lui exprime ici toute mon amitié, et je le remercie pour les
remarques qu’il a faites sur divers points du texte qui suit. Enfin je remercie
Henri Berestycki et Thierry Gallouët qui ont soutenu le projet de parution de
ces notes dans la collection de la SMAI.

Je ne pourrais pas finir cet Avant Propos, sans exprimer toute ma tendresse
pour Elisabeth, Azadeh et Niloufar qui ont notamment toléré que le petit bureau
familial soit envahi par une multitude d’articles, de notes et de brouillons :
Niloufar a toujours pensé que le bureau était suffisamment ordonné, Azadeh a
rangé régulièrement, souvent trop bien, et enfin Elisabeth s’y est résignée avec
philosophie.

O.K.
Nancy, le 20 Juillet 1993
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1 Quelques outils de base

1. Motivations

La résolution de l’équation Ax − b = 0 où A, une matrice symétrique d’ordre
n ≥ 1, et b ∈ Rn sont donnés, revient à chercher un point x0 ∈ Rn tel que la
dérivée de la fonction

x $→ 1
2
(Ax|x) − (b|x)

s’annule en x0 (où par (·|·) on désigne le produit scalaire de Rn). Ce point de
vue, qui en apparence semble plus laborieux (du moins dans le cas où n = 1), a
l’avantage de se généraliser à un grand nombre de problèmes linéaires ou non-
linéaires dans un cadre abstrait ; d’autre part (considérer le cas où n ≥ 2 sur cet
exemple), au lieu d’étudier l’opérateur x $→ Ax − b de Rn dans Rn on étudiera
une fonction de Rn à valeurs dans R, ce qui pourrait être plus simple. Par ailleurs
un grand nombre d’équations aux dérivées partielles décrivant des modèles de la
physique, de la chimie ou de la mécanique peuvent être étudiées avec ce point de
vue : par exemple une solution qui correspond à un état d’équilibre est obtenue
comme un point de minimum d’une fonctionnelle d’énergie.

Cette approche variationnelle a été notamment employée pour la résolution
de l’équation de Laplace qui intervient en particulier en électro-statique et, en
fait, sur cet exemple on voit précisément le type de difficultés que l’on rencontre
dans le calcul des variations (voir R. Courant [49] où on trouvera également les
problèmes liés aux applications conformes et aux surfaces minimales). Soit Ω un
domaine borné de R3 de frontière ∂Ω. Si ϕ est une fonction continue définie sur
∂Ω, il s’agit de résoudre :

(1.1)
{
−∆u = 0 dans Ω

u = ϕ sur ∂Ω.

Comme on l’a remarqué depuis Gauss, lord Kelvin et Dirichlet, en posant :

J(v) :=
∫

Ω
|∇v(x)|2dx, K0 :=

{
v ∈ C2(Ω) ; v = ϕ sur ∂Ω

}
,

si l’on parvient à trouver une fonction u ∈ K0 telle que J(u) ≤ J(v) lors-
que v parcourt K0, alors u est solution de (1.1). En effet, pour toute fonction
w ∈ C2

c (Ω) et tout t > 0 on a u ± tw ∈ K0 et :
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J(u) ≤ J(u ± tw) = J(u) ± 2t

∫

Ω
∇u(x) ·∇w(x)dx + t2J(w),

ce qui entrâıne que tJ(w) ± 2
∫

Ω ∇u(x) ·∇w(x)dx ≥ 0. En faisant tendre t vers
zéro et finalement par intégration par parties on voit que :

0 =
∫

Ω
∇u(x) ·∇w(x)dx = −

∫

Ω
∆u(x) · w(x)dx.

Comme cela est vrai pour tout w ∈ C2
c (Ω), on en conclut, en fin de compte, que

∆u = 0 dans Ω ; par ailleurs puisque u ∈ K0, on a aussi u = ϕ sur le bord ∂Ω,
et par conséquent u est solution de (1.1).

Le fait que l’on puisse trouver la solution de (1.1) par ce procédé a été utilisé
par Riemann, qui l’a appelé principe de Dirichlet, alors que la fonction J porte
le nom de l’intégrale de Dirichlet. Cependant Weierstrass a objecté en 1869 qu’il
y avait une faille dans le principe de Dirichlet. En effet, s’il est vrai que la borne
inférieure

α := inf
v∈K0

J(v),

est un réel positif ou nul, il n’est pas du tout clair pourquoi elle serait atteinte.
Autrement dit, il n’est pas évident qu’une suite minimisante (un)n de K0, i.e.
telle que un ∈ K0 et J(un) → α, converge dans l’ensemble K0, ni même qu’elle
soit bornée dans l’espace C2(Ω). En fait, dans certains cas, on sait montrer
que (1.1) admet une solution qui n’appartient pas à K0 ce qui, compte tenu de
l’unicité de la solution, montre que la borne inférieure α n’est pas atteinte.

En vérité, si le principe de Dirichlet donne un moyen élégant pour résoudre
l’équation de Laplace (1.1), une première difficulté est de choisir l’ensemble K0

où on va minimiser la fonction J , et la difficulté essentielle est de montrer que la
borne inférieure est atteinte, i.e. que α est un minimum. Pour montrer qu’une
borne inférieure est atteinte, on doit disposer de critères de compacité assur-
ant que les suites minimisantes sont relativement compactes pour une certaine
topologie, suffisamment riche et maniable pour être exploitée dans le cadre de
la fonctionnelle à minimiser. Par exemple, dans le cas ci-dessus, il faudra rem-
placer dans la définition de K0, l’espace C2(Ω) par l’espace de Hilbert obtenu
en complétant C2(Ω) pour la norme :

‖v‖1,2,Ω :=
(∫

Ω

(
|∇v(x)|2 + |v(x)|2

))1/2

.

Aux chapitres 3, 4 et 6 nous étudierons la minimisation de fonctionnelles, sous
diverses hypothèses concernant la fonctionnelle ou l’ensemble où on cherche le
minimum.

Un autre exemple où les méthodes variationnelles constituent un bon cadre,
c’est lorsque l’on souhaite montrer la multiplicité de solutions, par exemple
l’existence d’une infinité de solutions, comme dans le problème suivant. Sup-
posons que Ω est un ouvert régulier de R3 et que l’on s’intéresse à la question
de savoir si l’équation :
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(1.2)

{
−∆u = u3

u = 0
dans Ω

sur ∂Ω.

admet des solutions non-triviales (ou non-banales), i.e. des solutions différentes
de la solution nulle. Un moyen simple pour voir l’existence d’au moins une solu-
tion, est de considérer l’intégrale de Dirichlet J , définie plus haut, sur l’ensemble :

S :=
{

v ∈ H1
0 (Ω) ;

∫

Ω
v4(x)dx = 1

}
.

Ici l’espace H1
0 (Ω) est l’espace de Hilbert de fonctions où l’intégrale de Dirichlet

peut être considérée comme le carré d’une norme, plus précisément le complété
de C1

c (Ω) pour la norme ‖ · ‖1,2,Ω. Alors, en montrant que la borne inférieure :

λ := inf
v∈S

J(v)

est atteinte en un point v0 ∈ S, on peut montrer qu’il existe un multiplicateur
de Lagrange µ ∈ R tel que :

−∆v0 = µv3
0 .

En multipliant (au sens du produit scalaire de L2(Ω)) les deux membres de cette
égalité par v0 et en effectuant une intégration par parties, on voit que :

λ = J(v0) =
∫

Ω
|∇v0(x)|2dx = −

∫

Ω
∆v0(x) · v0(x)dx

= µ

∫

Ω
v4
0(x)dx = µ.

Cela implique que µ = λ > 0, et en posant u0 := µ1/2v0, on peut vérifier que
u0 )≡ 0 est solution de (1.2). Noter qu’ici la construction de u0 par homothétie à
partir de v0 est rendue possible parce que la non-linéarité u $→ u3 est homogène.

Expliquons pourquoi on s’attend à ce que (1.2) admette une infinité de
solutions. Sur l’espace '2 := '2(N) des suites de carré sommable, considérons
l’opérateur :

Au := ((n + 1)2un)n≥0

défini sur le domaine D(A) :=
{
u ∈ '2 ; Au ∈ '2

}
. Pour u ∈ '2, désignons par

u3 la suite définie par : u3 := (u3
n)n≥0. Alors l’équation (1.2) ressemble d’une

certaine manière à :

(1.3)
{

Au = u3

u ∈ D(A).

On voit tout de suite que si ek := (δk
n)n≥0, alors pour tout k ≥ 0 la suite

u := (k + 1)ek est solution de . On peut considérer que ek minimise la fonction
v $→ (Av|v) sur l’ensemble

Mk :=

{
v ∈ '2 ; vi = 0 pour 0 ≤ i ≤ k − 1, et

∞∑

i=k

|vi|4 = 1

}
,
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et que la valeur de ce minimum est précisément (k + 1)2 ; ensuite par le procédé
d’homothétie que nous venons de signaler on vérifie que (k + 1)ek est solution
de (1.3).

Naturellement l’équation (1.2) ne se prête pas aussi simplement à l’étude,
mais cependant l’idée de trouver des solutions en construisant des valeurs cri-
tiques pour l’intégrale de Dirichlet J(v) sur des ensembles topologiquement
différents peut être conservée. Pour l’équation (1.3) les ensembles Mk sont
toplogiquement différents en ce sens que l’espace vectoriel engendré par Mk

est de codimension k. Nous verrons que pour (1.2) la notion adéquate pour dis-
tinguer topologiquement les ensembles n’est plus celle d’être de codimension k,
mais plutôt celle d’être de genre k.

Dans le cours qui suit, nous ne traitons systématiquement que des problèmes
semilinéaires faisant intervenir le laplacien ou un opérateur auto-adjoint d’ordre
deux (et le plus souvent avec la condition de Dirichlet) ; mais un examen
rapide des méthodes employées permet de voir que beaucoup d’autres problèmes,
où l’opérateur sous-jacent est auto-adjoint, peuvent être traités par les mêmes
procédés (en particulier les problèmes faisant intervenir le bilaplacien ∆2 pour
les problèmes de plaques, le p-laplacien div(|∇u|p−2∇u), un grand nombre de
problèmes vectoriels, etc.).

Dans la suite de ce chapitre nous regroupons quelques résultats de base qui
seront utilisés dans les chapitres suivants, ou qu’il nous semble utile de connâıtre
pour étudier les problèmes non-linéaires. Par commodité nous avons inclus des
résultats qui sont en règle générale supposés acquis ou du domaine du grand
public, mais dont il n’est pas facile de trouver dans les manuels les plus courants
une démonstration accessible. Certains résultats énoncés mais non démontrés
dans le texte sont traités sous forme d’Exercices à la fin du chapitre.

Au chapitre 2 nous introduirons la notion de degré topologique qui permet
de montrer entre autres choses le théorème de Borsuk-Ulam qui conduit à la
définition du genre. Nous donnerons également dans la liste des Exercices un
certain nombre de cas où on peut utiliser la notion du degré topologique pour
résoudre des équations semilinéaires.

Le chapitre 3 est consacré aux problèmes de minimisation sans contrainte (ou
avec une contrainte convexe), et plus généralement on y aborde les techniques
de recherche de points critiques pour des fonctionnelles définies sur un espace
de Banach, sans imposer de contrainte. Comme exemple d’application de ces
techniques nous résoudrons quelques problèmes semilinéaires du type −∆u =
g(x, u). Au chapitre 4 nous aborderons une étude analogue mais sur différents
types de contrainte.

Au chapitre 5 nous étudierons quelques problèmes sans symétrie, où on peut
montrer néanmoins l’existence de solutions multiples. Enfin au chapitre 6 nous
aborderons les problèmes de minimisation sans compacité.



§ 2. Espaces réflexifs, espaces de Hilbert 5

2. Espaces réflexifs, espaces de Hilbert

Dans la suite on ne considère que des espaces de Banach réels, même si certaines
notions se généralisent sans peine au cas complexe. Lorsque X est un espace de
Banach, nous désignerons par X ′ son dual topologique ; si x ∈ X et ' ∈ X ′, la
valeur de ' en x, ou l’action de ' sur x, sera notée 〈', x〉 ou encore '(x). Si (xn)n

est une suite d’éléments de X on dira que (xn)n (ou xn) converge faiblement
vers x∗ si pour toute f ∈ X ′ on a

〈f, xn〉 = f(xn) → f(x∗) = 〈f, x∗〉.

On écrira alors xn ⇀ x∗ ou bien xn → x∗ dans Xw. Lorsqu’on dit que (xn)n ou
xn converge (ou converge fortement) vers x∗, on entend par-là que la convergence
a lieu au sens de la norme de X , i.e. ‖x∗ − xn‖ → 0 lorsque n → ∞.

Si X est un espace de Banach et X ′ son dual, on dit qu’une suite (fn)n de X ′

tend vers f dans X ′-faible∗ (et on écrit fn ⇀∗ f dans X ′
w∗), si pour tout x ∈ X

on a 〈fn, x〉 → 〈f, x〉. On notera que (fn)n étant une suite de X ′ et (xn)n une
suite de X , alors si fn → f dans X ′ et xn ⇀ x dans Xw, on a 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.
Le même résultat subsiste si fn ⇀∗ f dans X ′

w∗ et xn → x dans X . Il est
également utile de savoir que si xn ⇀ x, alors on a :

(2.1) ‖x‖ ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖.

Soit X un espace de Banach ; comme X ′ est à son tour un espace de Banach,
on peut considérer son dual X ′′ := (X ′)′ (on dit que X ′′ est le bidual de X).
On voit alors facilement qu’il existe une injection canonique de X dans X ′′. On
dit que X est un espace réflexif si cette injection est une bijection : on identifie
alors X et X ′′. Par exemple un espace de Hilbert est réflexif et en fait, dans ce
cas, si on est dans une situation abstraite où il n’y a qu’un seul espace de Hilbert
qui intervient, on identifie non seulement l’espace de Hilbert et son bidual, mais
aussi l’espace de Hilbert et son dual (grâce au théorème de Riesz). Cependant il
faut prendre garde de ne pas identifier simultanément les espaces duals de deux
espaces de Hilbert dont l’un est contenu dans l’autre. Plus précisément soient
H0 et H1 deux espaces de Hilbert distincts dont les normes sont désignées par
‖ · ‖0 et ‖ · ‖1. On suppose que pour une constante positive c :

H1 ⊂ H0, et ∀u ∈ H1, ‖u‖0 ≤ c ‖u‖1,

et que de plus H1 est dense dans H0. On peut donc identifier H ′
0, dual de H0, à

une partie de H ′
1, dual de H1, et écrire H ′

0 ⊂ H ′
1 avec injection continue. Il est

clair que si, par exemple, on décide d’identifier par le théorème de Riesz H0 et
H ′

0, alors on ne peut plus à la fois considérer H1 comme un sous-espace de H0

et identifier H1 et H ′
1. Souvent, lorsque H0 est l’espace de Lebesgue L2(Ω), on

décide d’identifier H0 et H ′
0, et de ce fait on s’interdit d’identifier un espace de

Hilbert plus petit (c’est à dire contenu dans L2(Ω)) à son dual.
Les espaces réflexifs jouent un rôle important dans les méthodes variationnel-

les à cause de la propriété suivante (voir par exemple K. Yosida [165, Appendix
to chapter V, § 4] ou H. Brezis [28, théorèmes III.27 et III.28]) :
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2.1 Théorème (Eberlein-Shmulyan). Un espace de Banach X est réflexif
si, et seulement si, toute suite bornée (xn)n de X contient une sous-suite (xni)i

qui converge faiblement dans X .

Dans la pratique on utilise ce résultat lorsqu’on sait que l’espace dans lequel
on travaille est réflexif et que l’on souhaite montrer qu’une certaine suite est
relativement compacte (au moins pour une topologie raisonnablement maniable).
On commence alors par remarquer que, grâce à ce théorème, cette suite est
relativement compacte pour la topologie faible de X . Ensuite, il reste à montrer,
mais évidemment cela n’est pas vrai en général, que cette sous-suite faiblement
convergente est en réalité fortement convergente dans X (ou dans un espace
de Banach plus grand). En général l’une des grandes difficultés des problèmes
semilinéaires (ou non-linéaires) réside dans ce passage de la convergence faible à
la convergence forte.

2.2 Remarque. Lorsque X est un espace de Banach quelconque, toute suite
(fn)n bornée dans X ′ contient une sous-suite (fni)i qui converge dans X ′-faible∗.
Cela est particulièrement utilisé dans le cas où X est l’espace L1(Ω) et par
conséquent X ′ est l’espace L∞(Ω). De manière générale la seule convergence
faible maniable dans L∞(Ω) est la convergence faible∗ des suites. !

Si H est un espace de Hilbert, on note par ‖ · ‖ sa norme et par (·|·) son
produit scalaire. Soit a(·, ·) une forme bilinéaire définie sur H × H à valeurs
réelles. Dire que a(·, ·) est continue, signifie que :

(2.2) M := sup { a(u, v) ; u, v ∈ H, ‖u‖ = ‖v‖ = 1} < ∞.

En particulier pour tous u, v ∈ H on a la majoration :

|a(u, v)| ≤ M ‖u‖ · ‖v‖.

On dit que a(·, ·) est coercive ou uniformément elliptique sur H s’il existe α > 0
tel que :

(2.3) ∀u ∈ H, a(u, u) ≥ α‖u‖2.

Rappelons le lemme de Lax-Milgram, qui est fondamental pour la résolution de
problèmes du type de celui de l’équation de Laplace (P.D. Lax & A.N. Milgram
[94], pour la démonstration voir le livre de H. Brezis [28] ou Exercices).

2.3 Lemme de Lax-Milgram. Soient H un espace de Hilbert et a(·, ·) une
forme bilinéaire continue et coercive sur H . Alors pour tout f ∈ H ′, il existe un
unique u ∈ H tel que :

(2.4) ∀v ∈ H, a(u, v) = 〈f, v〉.

De plus l’application f $→ u est continue de H ′ dans H et les constantes α, M
étant données par (2.2), (2.3) on a :

‖u‖ ≤ M

α
‖f‖.



§ 3. Espaces de fonctions continues 7

De plus si a(·, ·) est symétrique (i.e. a(ϕ, ψ) = a(ψ, ϕ) pour tous ϕ, ψ ∈ H), et
si J(v) := 1

2a(v, v)− 〈f, v〉, alors la solution de (2.4) est donnée par le problème
de minimisation :

trouver u ∈ H, ∀v ∈ H, J(u) ≤ J(v).

3. Espaces de fonctions continues

Nous donnons ici les notations et conventions utilisées dans la suite en ce qui
concerne les espaces de fonctions continues ou k fois dérivables. Soit Ω un ouvert
(ou un fermé) de RN . On notera C(Ω) (ou parfois C0(Ω)) l’espace des fonctions
continues de Ω à valeurs dans R. L’ensemble des fonctions continues de Ω dans
Rm sera noté C(Ω, Rm) ou (C(Ω))m. Rappelons d’abord un lemme topologique
classique (c’est le théorème de prolongement de Tietze-Urysohn, voir par exemple
J. Dieudonné [57, théorème 4.5.1] ou Exercices).

3.1 Lemme (Tietze-Urysohn). Soient A un ensemble fermé de RN et f :
A −→ Rm une application continue et bornée. Il existe alors un prolongement
continu f̃ de f défini sur RN à valeurs dans Rm (i.e. tel que f̃ = f sur A et

f̃(RN ) ⊂ Rm). De plus pour 1 ≤ j ≤ m on a :

sup
x∈RN

f̃j(x) = sup
x∈A

fj(x), inf
x∈RN

f̃j(x) = inf
x∈A

fj(x).

Ce lemme permet de voir que si Ω est un ouvert borné et f : Ω −→ Rm

une application continue, alors il existe une suite de fonctions régulières (i.e. de
classe C∞) (fi)i telle que

sup
x∈Ω

|f(x) − fi(x)| → 0,

lorsque i → +∞. En effet il suffit de régulariser par convolution le prolongement
f̃ et de la tronquer.

On désigne par Cb(Ω) l’ensemble des fonctions continues et bornées sur Ω
(on notera que cet espace est distinct de C(Ω) lorsque Ω est non borné) ; Cb(Ω)
est muni de la norme ‖ · ‖∞ i.e.

‖u‖∞ := ‖u‖∞,Ω := sup
x∈Ω

|u(x)|.

On désigne enfin par C0(Ω) l’ensemble des fonctions continues sur Ω et qui sont
nulles sur la frontière ∂Ω de Ω (si Ω est non borné, cela signifie que ces fonctions
tendent vers zéro à l’infini).

Si 0 < α ≤ 1 et Ω est un ouvert (ou un fermé) de RN , C0,α(Ω) est l’ensemble
des fonctions höldériennes d’exposant α en tout point x0 de Ω :

∃δ, M > 0 ∀x ∈ Ω ∩ B(x0, δ), |u(x) − u(x0)| ≤ M |x − x0|α.
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Si α = 1 on dit aussi que u est lipschitzienne en x0. On dit que u est uniformément
höldérienne d’exposant α sur Ω, s’il existe une constante M > 0 telle que pour
tous x, y ∈ Ω on ait |u(x) − u(y)| ≤ M |x − y|α.

On note C0,α
b (Ω) l’ensemble des fonctions uniformément höldériennes et

bornées sur Ω. Cet espace est muni de la norme :

‖u‖C0,α
b (Ω) := ‖u‖∞ + sup

x,y∈Ω
x (=y

|u(x) − u(y)|
|x − y|α .

Pour k ≥ 1 entier et un ensemble ouvert Ω ⊂ RN , Ck(Ω) est l’espace des
fonctions u qui sont k fois dérivables et dont la dérivée d’ordre k, notée Dku, est
continue sur Ω. Ck

c (Ω) est l’ensemble des fonctions de Ck(Ω) dont le support est
compact et contenu dans Ω. Pour α ∈ ]0, 1] on désigne par Ck,α(Ω) les fonctions
de Ck(Ω) telles que les dérivées d’ordre k sont höldériennes d’exposant α au
voisinage de tout point x0 ∈ Ω.

Pour k ≥ 0 entier et Ω ouvert de RN , nous définissons Ck(Ω) comme
l’ensemble des restrictions à Ω des éléments de Ck(RN ). On notera ici qu’il
y a une différence fondamentale entre la définition de Ck(Ω) et celle de Ck(Ω).
Parfois, dans certains ouvrages, Ck(Ω) est défini comme étant l’ensemble des
u ∈ Ck(Ω) telles que pour tout j ≥

≤
0
k , et tout x0 ∈ ∂Ω la limite limx→x0 Dju(x)

existe et dépend continûment de x0. Bien que d’une certaine manière ce point de
vue soit plus naturel, dans la plupart des cas concrets que nous rencontrerons par
la suite, la définition que nous avons adoptée est plus utile et, comme on pourra
le voir dans les Exercices, lorsque Ω est régulier les deux définitions cöıncident.
On désignera par ∂iu la dérivée ∂u/∂xi, et pour un multi-indice β ∈ NN de
longueur |β| := β1 + β2 + · · · + βN ≤ k, on pose : ∂βu := ∂β1

1 ∂β2
2 · · · ∂βN

N u.
L’espace Ck

b (Ω) (des éléments u ∈ Ck(Ω) tels que Dju ∈ Cb(Ω) pour 0 ≤ j ≤ k)
est muni de la norme :

‖u‖Ck
b (Ω) :=

k∑

j=0

‖Dju‖∞,

où de façon générale, si ‖ · ‖X est une norme, on adopte la convention :

‖Dju‖X := max
β∈NN

|β|=j

‖∂βu‖X .

Pour α ∈ ]0, 1], l’espace Ck,α
b (Ω) est l’ensemble des fonctions u ∈ Ck,α(Ω)

telles que les dérivées d’ordre k sont höldériennes d’exposant α dans Ω, et la
fonction u ainsi que ses dérivées d’ordre inférieur ou égal à k sont dans Cb(Ω).
La norme de Ck,α

b (Ω) est définie par :

‖u‖Ck,α
b (Ω) :=

∑

0≤j≤k

‖Dju‖∞ + ‖Dku‖C0,α
b (Ω).
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Il faut savoir que si Ω est suffisamment régulier (au sens défini plus loin au
paragraphe § 6) et si k+α < k′ +α′, alors on a l’inclusion Ck,α(Ω) ⊂ Ck′,α′

(Ω).
Mais pour un ouvert quelconque Ω cela est faux comme on peut le voir sur
l’exemple de l’Exercice 2 .

De façon générale, en ce qui concerne les inclusions entre espaces de fonc-
tions définies sur un ouvert Ω de RN , il faut toujours avoir à l’esprit qu’il est
nécessaire de faire des hypothèses adéquates sur la régularité de Ω. Dans toute
la suite, dans la mesure où nous nous intéresserons uniquement à la résolution
des équations aux dérivées partielles par des méthodes variationnelles sans nous
préoccuper des conditions de régularité optimales, nous supposerons que l’ouvert
Ω est suffisamment régulier pour que les situations pathologiques soient évitées.

Par le théorème d’Ascoli, lorsque Ω est un ouvert connexe, borné et de classe
Ck (au sens défini au paragraphe § 7), l’injection de Ck(Ω) dans Ck−1(Ω) est
compacte (rappelons aussi que Ck(Ω) est dense dans Ck−1(Ω)).

Par ailleurs comme on peut le voir à l’Exercice 3 , si 0 < α ≤ 1, les espaces
Ck,α(Ω) ne sont pas séparables. Cela empêche en particulier, lorsqu’on travaille
dans les espaces de fonctions höldériennes, de faire des raisonnements utilisant
la densité des fonctions régulières. De plus, pour k+α > j +β, l’espace Ck,α(Ω)
n’est pas dense dans Cj,β(Ω). Enfin si Ω est un ouvert connexe, borné et de
classe Ck,α, l’injection de Ck,α(Ω) dans Cj,β(Ω) est compacte si k + α > j + β.

4. Quelques critères de convergence

Nous regroupons ici les résultats qui permettront de manipuler les différentes
notions de convergence de suites dans les espaces Lp(Ω). Les démonstrations de
ces résultats peuvent être trouvées en règle générale dans les livres sur la théorie
de la mesure et l’intégration. On pourra notamment consulter W. Rudin [145] et
E. Hewitt & K. Stromberg [82]. Nous énonçons systématiquement ce qui suit en
considérant un borélien Ω de RN et la mesure de Lebesgue notée dx. Cependant
la plupart de ces résultats sont vrais pour des espaces mesurés et des mesures
σ-finies plus générales. Pour 1 ≤ p ≤ ∞, la norme de Lp(Ω) sera notée ‖ · ‖p.

4.1 Théorème de la convergence monotone. Soit (fn)n≥1 une suite crois-
sante de fonctions mesurables positives. En notant f(x) := limn→∞ fn(x) =
supn≥1 fn(x), on a : ∫

Ω
f(x)dx = lim

n→∞

∫

Ω
fn(x)dx.

4.2 Lemme de Fatou. Soit (fn)n une suite de fonctions mesurables positives.
Alors : ∫

Ω
lim inf
n→∞

fn(x)dx ≤ lim inf
n→∞

∫

Ω
fn(x)dx.

4.3 Théorème de la convergence dominée de Lebesgue. Soit (fn)n une
suite de fonctions de L1(Ω) convergeant presque partout vers une fonction
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mesurable f . On suppose qu’il existe g ∈ L1(Ω) telle que pour tout n ≥ 1,
on ait |fn| ≤ g p.p. sur Ω. Alors f ∈ L1(Ω) et :

lim
n→∞

‖f − fn‖1 = 0,

∫

Ω
f(x)dx = lim

n→∞

∫

Ω
fn(x)dx.

Le théorème d’Egorov, que nous rappelons maintenant, établit une relation
entre la convergence presque partout et la convergence uniforme.

4.4 Théorème d’Egorov. On suppose que Ω est de mesure finie et que (fn)n

est une suite de fonctions mesurables convergeant presque partout vers f . Alors
pour tout δ > 0 il existe A ⊂ Ω mesurable tel que :

mes (Ac) < δ, lim
n→∞

sup
x∈A

|f(x) − fn(x)| = 0.

De même il est intéressant de savoir qu’il existe une certaine relation entre
la notion de mesurabilité et celle de continuité. On dispose en effet du théorème
de Lusin que voici (voir par exemple W. Rudin [145]) :

4.5 Théorème de Lusin. Soient f une fonction mesurable définie sur Ω et
A ⊂ Ω un ensemble mesurable et de mesure finie tel que f(x) = 0 si x ∈ Ac.

Alors pour tout ε > 0 il existe une fonction f̃ ∈ Cc(Ω) telle que :

mes
{
x ∈ Ω ; f(x) )= f̃(x)

}
< ε, sup

x∈Ω
|f̃(x)| ≤ sup

x∈Ω
|f(x)|.

En particulier si |f | ≤ M p.p. sur Ω, il existe une suite (fn)n, telle que fn ∈
Cc(Ω), |fn| ≤ M et fn → f p.p. sur Ω.

Soient 1 ≤ p < ∞ et (fn)n une suite bornée de Lp(Ω) convergeant p.p. vers
une fonction f . Comme d’après le lemme de Fatou on a :

∫

Ω
|f(x)|pdx =

∫

Ω
lim inf
n→∞

|fn(x)|pdx ≤ lim inf
n→∞

∫

Ω
|fn(x)|pdx

≤ sup
n≥1

‖fn‖p
p ,

on voit que f ∈ Lp(Ω). La question que l’on peut se poser est de savoir s’il est
possible d’avoir une précision supplémentaire sur la norme de f dans Lp(Ω). A
ce propos on dispose d’un raffinement du lemme de Fatou, dû à H. Brezis &
E. H. Lieb [33].

4.6 Lemme (Brezis-Lieb). Soient 1 ≤ p < ∞ et (fn)n une suite bornée de
fonctions de Lp(Ω) convergeant p.p. vers f . Alors f ∈ Lp(Ω) et :

‖f‖p
p = lim

n→∞

(
‖fn‖p

p − ‖f − fn‖p
p

)
.

Démonstration. Soit M := supn≥1 ‖fn‖p. Remarquons en premier lieu que
pour tout ε > 0 il existe une constante Cε dépendant de p et de ε telle que pour
tout s ∈ R on ait :
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(4.1)
∣∣|s + 1|p − |s|p − 1

∣∣ ≤ ε|s|p + Cε.

En effet pour voir que cette inégalité est vraie, il suffit de remarquer que :

lim
|s|→∞

|s + 1|p − |s|p − 1
|s|p = 0.

On déduit de (4.1) que pour a, b ∈ R on a :

(4.2)
∣∣|a + b|p − |a|p − |b|p

∣∣ ≤ ε|a|p + Cε |b|p.

Pour un ε > 0 fixé, posons :

un :=
∣∣|fn|p − |fn − f |p − |f |p

∣∣, Zn := (un − ε|fn − f |p)+ .

On sait que Zn tend vers zéro p.p. et que, grâce à (4.2), 0 ≤ Zn ≤ Cε|f |p.
Par conséquent, d’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue,
‖Zn‖1 → 0 lorsque n → ∞. De plus on a presque partout : 0 ≤ un ≤ ε|fn −
f |p + Zn, ce qui donne

‖un‖1 ≤ ε‖fn − f‖p
p + ‖Zn‖1 ≤ ε2p Mp + ‖Zn‖1.

On en déduit finalement que ‖un‖1 tend vers zéro, ce qui établit le résultat
annoncé. !

Un corollaire immédiat de ce résultat est le suivant :

4.7 Corollaire. Soient 1 ≤ p < ∞, f ∈ Lp(Ω) et (fn)n une suite de Lp(Ω). On
suppose que :

fn → f p.p. et lim
n→∞

‖fn‖p = ‖f‖p.

Alors on a : limn→∞ ‖f − fn‖p = 0.

Voici maintenant un lien entre la convergence presque partout et la conver-
gence faible dans les espaces Lp(Ω). Remarquons que pour 1 < p < ∞, les
espaces Lp(Ω) étant réflexifs, si la suite (fn)n est bornée dans Lp(Ω), on peut
en extraire une sous-suite (fni)i convergeant dans Lp(Ω)-faible vers une certaine
fonction g ∈ Lp(Ω). Comme le montre le lemme suivant, si on sait que fn → f
p.p. on a nécessairement g = f .

4.8 Lemme. Soient 1 < p < ∞ et (fn)n une suite bornée de Lp(Ω) convergeant
p.p. vers f . Alors fn ⇀ f dans Lp(Ω)-faible.

Démonstration. En effet, d’après ce que nous venons de dire plus haut il existe
une sous-suite (fni)i convergeant vers g ∈ Lp(Ω). Soit alors :

Ωn := {x ∈ Ω ; ∀k ≥ n, |fk(x) − f(x)| ≤ 1} .

Si n ≥ 1 est fixé et ϕ ∈ Lp′
(Ω) est à support compact et telle que supp (ϕ) ⊂ Ωn,

en utilisant le théorème de la convergence dominée on voit que :
∫

Ω
g(x)ϕ(x)dx = lim

i→∞

∫

Ω
fni(x)ϕ(x)dx =

∫

Ω
f(x)ϕ(x)dx.
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En faisant tendre n vers l’infini, on déduit que
∫

Ω
g(x)ϕ(x)dx =

∫

Ω
f(x)ϕ(x)dx

pour toute fonction ϕ à support compact dans Ω. On en conclut que g = f , et
par conséquent c’est toute la suite (fn)n qui converge faiblement vers f . !

4.9 Remarque. Le résultat précédent ne subsiste pas si p = 1. Par exemple sur
Ω :=]0, 1[, la suite :

fn(x) := ne−nx,

tend vers zéro presque partout, est bornée dans L1(0, 1) et
∫ 1
0 fn(x)dx converge

vers 1 ; par conséquent (fn)n ne contient aucune sous-suite convergeant dans L1-
faible. Notons aussi que pour 1 < p < ∞, les espaces Lp(Ω) étant uniformément
convexes et réflexifs, si fn ⇀ f dans Lp(Ω) faible et ‖fn‖p → ‖f‖p, alors on a
fn → f dans Lp(Ω) fort : en utilisant le lemme 4.8, on retrouve ainsi le résultat
du corollaire 4.7. !

4.10 Remarque. Naturellement si une suite (un)n converge faiblement dans
Lp(Ω), en général on ne peut rien dire de sa convergence presque partout. Par
exemple la suite un(x) := einx converge faiblement vers zéro dans L2(0, 1), alors
que |un(x)| = 1. !

Il est souvent utile de connâıtre une réciproque partielle du théorème de la
convergence dominée (voir Exercices pour la démonstration).

4.11 Proposition. Soient 1 ≤ p < ∞, f ∈ Lp(Ω) et (fn)n une suite de fonc-
tions de Lp(Ω) telles que limn→∞ ‖f − fn‖p = 0. Alors il existe une fonction
g ∈ Lp(Ω) et une sous-suite (fni)i telles que :

|fni | ≤ g p.p., fni → f p.p.

Il faut bien noter que dans ce résultat on affirme uniquement l’existence d’une
sous-suite convergeant presque partout, et on peut donner des exemples de suites
convergentes dans Lp(Ω) qui ne convergent pas presque partout.

Une notion importante concernant une suite de fonctions intégrables est celle
d’équi-intégrabilité que nous introduisons ici (cette notion est à comparer avec
celle d’une famille équi-continue de fonctions).

4.12 Définition. On dit que (fn)n, une suite de fonctions de L1(Ω), est équi-
intégrable si la condition suivante est satisfaite : pour tout ε > 0 il existe un
ensemble mesurable A, de mesure finie et δ > 0 tels que

(4.3)






∀n ≥ 1, on a

∫

Ac

|fn(x)|dx < ε ;

∀E ⊂ Ω, mesurable avec mes(E) < δ,

∫

E
|fn(x)|dx < ε.
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On remarquera que dans le cas particulier où Ω est de mesure finie, l’équi-
intégrabilité se réduit à la deuxième condition.

Intuitivement, par exemple lorsque Ω = RN , la première condition exprime le
fait que la suite (fn)n est équi-négligeable à l’infini, alors que la seconde condition
exprime le fait que la famille de mesures E $→

∫
E |fn(x)|dx est équi-continue.

Par exemple une famille finie (fi)1≤i≤n est équi-intégrable. On vérifiera aussi
que si (fn)n≥1 et (gn)n≥1 sont deux suites équi-intégrables, alors la réunion de
ces deux suites (i.e. (hn)n≥1, avec h2k = fk et h2k+1 = gk) est équi-intégrable.

Le théorème de Vitali que nous allons rappeler maintenant est partic-
ulièrement utile pour les situations où on dispose d’une suite de fonctions con-
vergeant presque partout et dont on souhaite montrer la convergence dans L1(Ω).

4.13 Théorème de Vitali. Soit (fn)n une suite de fonctions de L1(Ω) con-
vergeant presque partout vers une fonction mesurable f . Alors (fn)n tend vers
f dans L1(Ω) si et seulement si la suite (fn)n est équi-intégrable.

Démonstration. Notons avant tout que si (fn)n est équi-intégrable, alors elle
est bornée dans L1(Ω). En effet si ε > 0 est fixé, et l’ensemble A et le nombre
δ > 0 sont donnés par (4.3), on peut recouvrir A par un nombre fini m ≥ 1
d’ensembles mesurables de mesure δ. On a ainsi :

∫

Ω
|fn(x)|dx ≤

∫

A
|fn(x)|dx +

∫

Ac

|fn(x)|dx ≤ mε + ε.

Par ailleurs grâce au théorème d’Egorov 4.4, il existe un ensemble mesurable
E ⊂ A, avec mes(Ec) < δ, tel que fn tend uniformément vers f sur E. On peut
donc écrire :

∫

Ω
|f(x) − fn(x)|dx ≤

∫

E
|f(x) − fn(x)|dx +

∫

Ec

|f(x) − fn(x)|dx

+
∫

Ac

|f(x) − fn(x)|dx

≤ mes(E) sup
x∈E

|f(x) − fn(x)| + 4ε,

ce qui permet de conclure que ‖f − fn‖1 tend vers zéro lorsque n → ∞.
Réciproquement, soit une suite (fn)n convergeant p.p. et dans L1(Ω) vers

f . Alors pour ε > 0 donné, il existe n0 ≥ 1 tel que pour tout n ≥ n0 on ait
‖f − fn‖1 ≤ ε/2. De même il existe un ensemble mesurable A de mesure finie
tel que

∫
Ac |f(x)|dx < ε/2. On sait également qu’il existe δ > 0 tel que pour

tout ensemble mesurable E tel que mes(E) < δ, on ait
∫

E |f(x)|dx < ε/2. Par
conséquent on voit que pour n ≥ n0 et de tels ensembles E, on a :

∫

Ac

|fn(x)|dx ≤ ‖f − fn‖1 +
∫

Ac

|f(x)|dx < ε,
∫

E
|fn(x)|dx ≤ ‖f − fn‖1 +

∫

E
|f(x)|dx < ε.
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On voit donc que (fn)n≥n0 est équi-intégrable et on déduit qu’il en est de même
de la suite (fn)n≥1. !

Comme exemple d’application du théorème de Vitali 4.13, on peut mon-
trer (voir Exercices) cette variante du théorème de la convergence dominée de
Lebesgue, qui est parfois utile.

4.14 Corollaire. Soient (fn)n≥1 et (gn)n≥1 deux suites de fonctions de L1(Ω)
telles que fn → f et gn → g p.p. On suppose de plus que :

|fn| ≤ |gn| p.p., lim
n→∞

‖gn − g‖1 = 0.

Alors limn→∞ ‖fn − f‖1 = 0 et |f | ≤ |g| presque partout.

Pour finir ce paragraphe, nous rappelons le critère de compacité de Kolmo-
gorov qui permet de démontrer en particulier des résultats du type du théorème
de Rellich-Kondrachov (voir par exemple H. Brezis [28, théorème IV.25]). Ici et
dans la suite on notera :

τh(u) := u(· + h) ,

et la notation Ω0 ⊂⊂ Ω signifie que Ω0 est relativement compact dans Ω.

4.15 Théorème de Kolmogorov. Soient 1 ≤ p < ∞, Ω un ouvert de RN et
Ω0 un ouvert tel que Ω0 ⊂⊂ Ω. On suppose qu’une famille bornée (fi)i∈I de
Lp(Ω) est telle que pour tout ε > 0 il existe δ > 0 vérifiant δ < dist (Ω0, Ωc)
et :

∀h ∈ RN , |h| < δ, ∀i ∈ I, on a ‖τh(fi) − fi‖ ≤ ε.

Alors la famille (1Ω0fi)i∈I est relativement compacte dans Lp(Ω0).

5. Théorème de changement de variable

Nous montrons ici le théorème de changement de variable dans l’intégrale
de Lebesgue. Dans ce paragraphe m désigne la mesure de Lebesgue sur RN .
Nous commencerons par un résultat algébrique de décomposition des matrices
(décomposition de Cartan). Rappelons qu’une matrice orthogonale est une ma-
trice R telle que

R∗R = RR∗ = I,

où I est la matrice identité.

5.1 Lemme. Si T est une matrice inversible, il existe deux matrices orthogo-
nales R1 et R2 et une matrice diagonale inversible D telles que T = R1DR2.

Démonstration. La matrice T ∗T , étant auto-adjointe et définie positive, est
diagonalisable et peut s’écrire sous la forme T ∗T = U∗∆U où U est une matrice
orthogonale et ∆ une matrice diagonale à coefficients diagonaux strictement
positifs. En posant
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D := ∆1/2, R2 := U, R1 := TR∗
2D

−1,

on vérifie sans peine que R∗
1R1 = I et T = R1DR2. !

Dans un premier temps nous considérons des changements de variables
linéaires.

5.2 Lemme. Soit T une matrice carrée d’ordre N inversible. Si ϕ(x) := Tx et
Ω ⊂ RN est un borélien, alors on a

m(ϕ(Ω)) = | det(T )|m(Ω).

Démonstration. Posons m1(Ω) := m(ϕ(Ω)). On vérifie que m1 est une mesure
invariante par translation, et par conséquent m1 est un multiple de m i.e.

(5.1) ∃ c(T ) > 0, ∀Ω mesurable, m1(Ω) = c(T )m(Ω).

On peut voir facilement que c(T1T2) = c(T1)c(T2), pour deux matrices inversibles
T1 et T2. Si R est une matrice orthogonale, la boule unité de RN est inchangée
sous l’action de R, et par conséquent

c(R) = 1.

En prenant pour Ω le pavé ]0, 1[N et pour D la matrice diagonale telle que
Dii = λi, on vérifie que

c(D) =
N∏

i=1

|λi| = | det(D)|.

Or, d’après le lemme 5.1, toute matrice inversible T a une décomposition sous
la forme T = R1DR2, où R1 et R2 sont des matrices orthogonales et D est une
matrice diagonale. Dans (5.1) on a donc c(T ) = c(D) = | det(D)| = | det(T )| et
le lemme est démontré. !

Nous montrons ensuite le théorème de changement de variable dans le cas
régulier où la fonction de changement de variable est de classe C2. Rappelons
que lorsque ω et Ω sont des ouverts de RN et si ϕ de ω dans Ω est une fonction
de classe C1, une matrice représentant ϕ′(x) est appelée matrice jacobienne de
ϕ au point x, et on note Jϕ(x) le jacobien de ϕ, c’est à dire le déterminant de
ϕ′(x). On a donc :

Jϕ(x) := detϕ′(x) = det

[(
∂ϕi

∂xj

)

1≤i,j≤N

]
.

Lorsque ω, Ω sont deux ouverts, on écrira ω ⊂⊂ Ω pour signifier que ω est
compact et ω ⊂ Ω.
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5.3 Proposition. Soient Ω et ω deux ouverts de RN et ϕ : ω −→ Ω un
difféomorphisme de classe C2. Alors en posant Jϕ(x) := det(ϕ′(x)), pour toute
fonction mesurable positive f : Ω −→ R on a :

(5.2)
∫

Ω
f(y)dy =

∫

ω
f(ϕ(x))|Jϕ(x)|dx.

Démonstration. Il suffit de montrer (5.2) pour des fonctions étagées, ou encore
pour des fonctions f := 1A où A est un borélien de Ω. Plus précisément, comme
la tribu borélienne de ω est engendrée par les pavés P ⊂⊂ ω et que ϕ est un
difféomorphisme de ω sur Ω, on voit que la tribu borélienne de Ω est engendrée
par les ensembles ϕ(P ), lorsque P parcourt l’ensemble des pavés compacts de ω.
En fin de compte, il suffit de montrer (5.2) lorsque la fonction f est la fonction
indicatrice d’un ensemble ϕ(P ), où P ⊂⊂ ω est un pavé du type :

P :=
N∏

i=1

[ai, bi[.

Soit n ≥ 1 un entier et h := 1/n. En décomposant chaque intervalle [ai, bi[ en n
intervalles disjoints de longueur (bi − ai)h, on obtient une décomposition de P
en une réunion disjointe de pavés Pj :

P =
⋃

1≤j≤M

Pj , Pi ∩ Pj = ∅ si j )= i, M := nN .

Comme ϕ est bijective, on a

(5.3) m(ϕ(P )) =
M∑

j=1

m(ϕ(Pj)).

Soient xj le centre du pavé Pj et Tj := ϕ′(xj). Pour x ∈ Pj , il existe un ξ ∈ Pj

tel que :

(5.4) ϕ(x) = ϕ(xj) + Tj(x − xj) +
1
2

ϕ′′(ξ)(x − xj , x − xj).

Introduisons les notations suivantes : si δ > 0 et Q est une partie de RN , on
notera

(5.5)






Q+
δ =

{
x ∈ RN ; dist(x,Q) ≤ δ

}
,

Q−
δ =

{
x ∈ RN ; dist(x,Qc) ≥ δ

}
.

Posons ensuite λ := supξ∈P ‖ϕ′′(ξ)‖, et

δ :=
λ

2

[
max

1≤j≤M
diam (Pj)

]2

, Qj := ϕ(xj) + Tj(Pj − xj).

On voit alors que pour h assez petit (ou encore pour n assez grand) on a
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(Qj)−δ ⊂ ϕ(Pj) ⊂ (Qj)+δ ,

et comme il existe une constante C dépendant uniquement de P telle que δ ≤
C h2, cela implique, puisque m(Qj) = m(TjPj) :

|m(ϕ(Pj)) − m(TjPj)| ≤ m
(
(Qj)+δ

)
− m

(
(Qj)−δ

)

≤ C · hN−1 · δ ≤ C hN+1.

(Ici et dans la suite C désigne une constante dont on précise la dépendance
ou l’indépendance par rapport à divers paramètres). En posant Jϕ(xj) :=
detϕ′(xj) = detTj , et en utilisant le lemme (5.2) on obtient, pour une con-
stante C indépendante de h :

−C hN+1 + |Jϕ(xj)|m(Pj) ≤ m(ϕ(Pj)) ≤ |Jϕ(xj)|m(Pj) + C hN+1.

On a donc, en faisant la somme sur j :

(5.6) −MChN+1 ≤ m(ϕ(P )) −
M∑

j=1

|Jϕ(xj)|m(Pj) ≤ MChN+1.

D’autre part, en utilisant le théorème de la convergence dominée on obtient, en
faisant tendre h vers zéro, ou n vers l’infini :

lim
n→+∞

M∑

j=1

|Jϕ(xj)|m(Pj) = lim
n→+∞

∫

ω

M∑

j=1

1Pj
(x)|Jϕ(xj)|dx

=
∫

ω
1P (x)|Jϕ(x)|dx,

Finalement, puisque M hN+1 = h, on déduit de (5.6) que

m(ϕ(P )) =
∫

ω
1P (x)|Jϕ(x)|dx ,

et le théorème de changement de variable est montré lorsque ϕ est de classe
C2. !

Pour le cas général, si la fonction ϕ est de classe C1, on l’approche par une
suite de fonctions régulières pour obtenir le résultat suivant :

5.4 Théorème. Soient Ω et ω deux ouverts de RN et ϕ : ω −→ Ω un difféo-
morphisme de classe C1. Alors en définissant le jacobien de ϕ par Jϕ(x) :=
det(ϕ′(x)), on a pour toute fonction mesurable positive f : Ω −→ R+,

∫

Ω
f(y)dy =

∫

ω
f(ϕ(x)) |Jϕ(x)|dx.

Démonstration. Il est clair qu’il suffit de montrer le théorème pour le cas où
la fonction f est la fonction indicatrice d’un ensemble ϕ(P ) où P ⊂⊂ ω est un
pavé. Si ε > 0 est fixé et Q := P +

ε au sens de la notation (5.5), pour ε > 0 assez
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petit on a Q ⊂ ω et il existe une suite (ϕn)n de difféomorphismes de classe C2

telle que :
ϕn → ϕ dans C1(Q).

On a donc, d’après la proposition 5.3,

m(ϕn(P )) =
∫

ω
1P (x) |Jϕn(x)|dx.

Or il est clair que m(ϕn(P )) → m(ϕ(P )) lorsque n → ∞ et que (en utilisant le
théorème de la convergence dominée)

∫

ω
1P (x) |Jϕn(x)|dx →

∫

ω
1P (x) |Jϕ(x)|dx.

Par conséquent on a m(ϕ(P )) =
∫

ω 1P (x) |Jϕ(x)|dx et le théorème est démon-
tré. !

6. La mesure superficielle

Soient ω un ouvert de RN−1 et F de ω dans RN une fonction de classe C1. On dit
que F est un plongement si F et F ′ sont injectives (dire que F ′(x) est injective
signifie que pour tout x ∈ ω la matrice F ′(x) est de rang N − 1). Remarquons
que si F est un plongement, alors F ′(x)∗F ′(x) est une matrice carrée d’ordre
N −1, définie positive et d’éléments génériques (∂iF (x)|∂jF (x)), où (·|·) désigne
le produit scalaire de RN . La mesure superficielle est définie comme suit.

6.1 Définition. Soient ω ⊂ RN−1 un ouvert, F une fonction de classe C1 de ω
dans RN . On suppose que F est un plongement et on note S := {F (x) ; x ∈ ω}.
Si u est une fonction continue de S dans R et à support compact, on pose

(6.1)
∫

S
u(σ)dσ :=

∫

ω
u(F (x)) (det(F ′(x)∗F ′(x)))1/2

dx

La mesure dσ est appelée la mesure superficielle sur S.

Pour que cette définition ait un intérêt, il faut naturellement qu’elle dépende
uniquement de S et non pas du plongement F . Autrement dit il faut vérifier que
si Ω ⊂ RN−1 est un ouvert et G de Ω dans RN est un plongement tel que

S = {F (x) ; x ∈ ω} = {G(x) ; x ∈ Ω} ,

alors les deux mesures superficielles définies à partir de F et de G cöıncident.
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6.2 Proposition. La mesure superficielle donnée par la définition 6.1 sur S est
indépendante du plongement F .

Démonstration. En effet soient Ω un ouvert de RN−1 et G de Ω dans RN un
plongement tel que S = G(Ω). Alors h := F−1 ◦ G est un difféomorphisme de
Ω sur ω. Soit maintenant u une fonction continue à support compact de S dans
R ; en désignant par d∗σ la mesure superficielle définie à l’aide de G on a

∫

S
u(σ)d∗σ =

∫

Ω
u(G(y)) [detG′(y)∗G′(y)]1/2

dy.

Mais G = F ◦ h, et G′(y) = F ′(h(y))h′(y) ; par conséquent en utilisant le théo-
rème de changement de variable on peut écrire successivement

∫

S
u(σ)d∗σ =

∫

Ω
u(F ◦ h(y)) [detF ′(h(y))∗F ′(h(y))]1/2 | deth′(y)|dy

=
∫

ω
u(F (x)) [det F ′(x)∗F ′(x)]1/2

dx

=
∫

S
u(σ)dσ,

où on a utilisé de façon naturelle le changement de variable

x := h(y), dy = | deth′(y)|−1dx. !
Très souvent on est amené à intégrer une fonction sur le bord d’un ouvert de

RN . Dans ce cas le bord sera en général défini localement par un plongement et
par conséquent la mesure superficielle aura une définition locale. Au paragraphe
suivant, lors de la démonstration de la formule d’intégration par parties nous
précisons ce que nous entendons par ouvert régulier et nous serons également
amenés à utiliser la définition locale de la mesure superficielle.

7. La formule d’intégration par parties

Ici, et dans la suite, lorsque Ω est un ouvert de RN on désignera par ∂Ω son
bord ou sa frontière. Si x ∈ RN , on écrira x = (x′, xN ) avec x′ ∈ RN−1.

L’ouvert Ω est dit de classe Ck pour k ≥ 1, si pour tout point σ0 ∈ ∂Ω on
peut trouver un voisinage ouvert ω0 de σ0, une boule B(0, r) ⊂ RN , une bijection
Φ : B(0, r) −→ ω0 et une application continue ϕ de B(0, r)∩

(
RN−1 × {0}

)
dans

R tels que :

Φ(0) = σ0, Φ, ϕ et Φ−1 sont de classe Ck ;(7.1)

{
Ω ∩ ω0 = Φ

(
B(0, r) ∩

(
RN−1 × [0, +∞[

))
,

∂Ω ∩ ω0 = Φ
(
B(0, r) ∩

(
RN−1 × {0})

))
;

(7.2)






∃R0 matrice de rotation et b0 ∈ RN tels que :
Ω ∩ ω0 ⊂ R0

({
(y′, yN ) ∈ RN ; yN ≥ ϕ(y′)

})
+ b0 ,

∂Ω ∩ ω0 ⊂ R0

({
(y′, yN ) ∈ RN ; yN = ϕ(y′)

})
+ b0.

(7.3)
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Si la première condition de régularité (7.1) est remplacée par : Φ, ϕ et Φ−1 sont
lipschitziennes (ou de classe Ck,α), alors on dit que Ω est lipschitzien (ou de
classe Ck,α). Si Φ, ϕ et Φ−1 sont uniformément lipschitziennes on dira que Ω est
uniformément lipschitzien. Cela est en particulier le cas si l’ouvert Ω est borné
et lipschitzien, car dans ce cas sa frontière ∂Ω est compacte. Il faut aussi retenir
que si Ω est un ouvert lipschitzien alors, localement, Ω est situé d’un seul côté
de sa frontière. Parfois, par un abus de langage, au lieu de parler d’un ouvert de
classe Ck (ou Ck,α, ou lipschitzien) on parle d’un ouvert à frontière Ck. Mais il
faut savoir qu’un même ensemble Γ := ∂Ω pouvant être la frontière de plusieurs
ouverts, certains étant de part et d’autre de Γ , il faut éviter cet abus de langage
qui peut engendrer des confusions.

7.1 Remarque. Pour les besoins qui vont apparâıtre plus bas, nous ferons
également remarquer que si Ω est de classe C1 au voisinage de σ0 = Φ(0), alors
l’application F (y′) := R0(y′, ϕ(y′)) + b0, définie sur B(0, r) ∩

(
RN−1 × {0}

)
, est

un plongement. !
Avec les notations ci-dessus, lorsque Ω est de classe Ck, la normale extérieure

à ∂Ω en un point σ := R0(y, ϕ(y)) + b0 de ∂Ω ∩ ω0 est donnée par

(7.4) n(σ) := R0
(∇ϕ(y),−1)√
1 + |∇ϕ(y)|2

.

Pour 1 ≤ i ≤ N , on désigne par ni(σ) la i-ème composante de n(σ), et on
l’appelle parfois le i-ème cosinus directeur de ∂Ω en σ. On vérifiera que n(σ)
dépend uniquement de ∂Ω et non pas du choix particulier de Φ et ϕ.

Enfin si u est une fonction de classe C1 au voisinage de ∂Ω, la dérivée normale
de u en σ ∈ ∂Ω est définie par

(7.5)
∂u

∂n
(σ) := ∇u(σ) · n(σ) := (∇u(σ)|n(σ)).

Nous sommes maintenant en mesure de montrer la formule d’intégration par
parties (ou formule de Stokes, ou encore formule de Green).

7.2 Théorème. Soit Ω un ouvert de classe C1. Si u ∈ C1
c (RN ; R), pour 1 ≤

i ≤ N on a la formule d’intégration par parties :

(7.6)
∫

Ω
∂iu(x)dx =

∫

∂Ω
u(σ)ni(σ)dσ.

De façon équivalente, si u ∈ C1
c (RN ; RN ) et divu :=

∑N
i=1 ∂iui, on a

(7.7)
∫

Ω
div(u(x))dx =

∫

∂Ω
u(σ) · n(σ)dσ.

Démonstration. Nous allons procéder en trois étapes.
1) Dans un premier temps, nous supposons que l’ouvert Ω et son bord sont
définis par :
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(7.8) Ω := {(x′, xN ) ; xN > ϕ(x′)} , ∂Ω := {(x′, xN ) ; xN = ϕ(x′)} ,

où ϕ : RN−1 −→ R est une fonction de classe C1. Supposons que 1 ≤ i ≤ N −1,
et soient :

g(x′, xN ) :=
∫ xN

−∞
∂iu(x′, s)ds, f(x′, xN ) :=

∫ xN

−∞
u(x′, s)ds.

On notera que u étant à support compact, il existe λ > 0 tel que pour tout
x ∈ RN vérifiant |x′| ≥ λ, on ait : g(x) = f(x) = 0. On peut donc écrire :

(7.9)

∫

Ω
∂iu(x)dx =

∫

RN−1

∫ +∞

ϕ(x′)
∂iu(x′, xN )dxN dx′

= −
∫

RN−1
g(x′, ϕ(x′))dx′.

Par ailleurs, si h(x′) := f(x′, ϕ(x′)), puisque 1 ≤ i ≤ N − 1, on a :

∂ih(x′) = g(x′, ϕ(x′)) + u(x′, ϕ(x′))∂iϕ(x′),

et, comme h est à support compact, on en conclut que
∫

RN−1
∂ih(x′)dx′ = 0,

de sorte que finalement :

−
∫

RN−1
g(x′, ϕ(x′))dx′ =

∫

RN−1
u(x′, ϕ(x′))∂iϕ(x′)dx′

=
∫

RN−1
u(x′, ϕ(x′))ni(x′, ϕ(x′))

√
1 + |∇ϕ(x′)|2dx′

=
∫

∂Ω
u(σ)ni(σ)dσ.(7.10)

Ici, outre la définition de n(σ) au moyen de ϕ, pour représenter ∂Ω, nous avons
utilisé le plongement défini par F (x′) := (x′, ϕ(x′)), et le fait que (voir Exer-
cices) detF ′(x′)∗F ′(x′) = 1 + |∇ϕ(x′)|2. En comparant (7.9) et (7.10), on voit
que la formule d’intégration par parties est prouvée dans le cas où Ω est donné
par (7.8) et 1 ≤ i ≤ N − 1.

En supposant toujours que Ω est donné par (7.8), mais que i = N , on voit, de
façon un peu plus simple, du fait que le N -ème cosinus directeur de la normale
est donnée par nN (x′, ϕ(x′)) = −(1 + |∇ϕ(x′)|2)−1/2,

∫

Ω
∂N u(x)dx =

∫

RN−1

∫ +∞

ϕ(x′)
∂N u(x′, xN )dxN dx′

= −
∫

RN−1
u(x′, ϕ(x′))dx′

=
∫

∂Ω
u(σ)nN (σ)dσ.



22 Chapitre 1. Quelques outils de base

Cela montre la formule d’intégration par parties (7.6), et de manière équivalente
la relation (7.7), lorsque Ω est donné par (7.8).

2) Maintenant nous supposons que l’ouvert Ω est du type de celui donné
par (7.8), mais que cet ouvert a subi une rotation et une translation. Plus
précisément soient R une matrice de rotation et b ∈ RN fixés et, la fonction
ϕ et Ω étant comme plus haut dans (7.8), posons :

(7.11) Ω0 := RΩ + b, ∂Ω0 = R∂Ω + b.

Ici, en désignant par dσ0 la mesure superficielle de ∂Ω0 et par n0 sa normale
extérieure, il s’agit de voir que si u ∈ C1

c (RN , RN ), alors on a :

(7.12)
∫

Ω0

div (u(x))dx =
∫

∂Ω0

u(σ0) · n0(σ0)dσ0.

En posant y := R∗(x − b) ∈ Ω et v(y) := u(Ry + b), on a Du(x) = Dv(y)R∗.
Mais puisque

divu(x) = tr(Du(x)) = tr(Dv(y)R∗) = tr(R∗Dv(y)),

(où on note tr(A) la trace d’une matrice A), on conclut que :
∫

Ω0

div(u(x))dx =
∫

Ω
tr(Dv(y)R∗)dy =

∫

Ω
tr (D[R∗v(y)]) dy.

Or, d’après la première partie de la démonstration :
∫

Ω
tr(D[R∗v(y)])dy =

∫

∂Ω
[R∗v(σ)] · n(σ)dσ

=
∫

∂Ω
[u(Rσ + b)] · Rn(σ)dσ

=
∫

∂Ω0

u(σ0) · n0(σ0)dσ0,

où on utilise le fait que la normale à ∂Ω0 est obtenue par rotation de la normale
à ∂Ω.

3) Pour montrer le théorème dans le cas général, en chaque point σ de ∂Ω on peut
trouver un ouvert ω0,σ et des fonctions Φσ et ϕσ remplissant les conditions (7.1)–
(7.3). On peut alors recouvrir ∂Ω ∩ supp(u) par un nombre fini d’ouverts ωk :=
ωσk pour 1 ≤ k ≤ n. On considère ensuite une partition de l’unité (ψk)0≤k≤n

telle que l’on ait supp(ψk) ⊂ ωk et :

si k ≥ 1, supp(ψk) est compact,
n∑

k=0

ψk(x) ≡ 1.

ω0 ⊂ Ω ; Ω ⊂
⋃

0≤k≤n

ωk ; ∀x ∈
⋃

0≤k≤n

ωk.

On peut donc écrire :
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∫

Ω
∂iu(x)dx =

n∑

k=0

∫

Ω
∂i(u(x)ψk(x))dx.

Or pour 1 ≤ k ≤ n, la fonction uψk a son support dans ωk et d’après la deuxième
étape de la démonstration on a :

∫

Ω
∂i(u(x)ψk(x))dx =

∫

∂Ω
u(σ)ψk(σ)ni(σ)dσ.

Par ailleurs comme le support de uψ0 est compact et contenu dans Ω, on a :
∫

Ω
∂i(u(x)ψ0(x))dx =

∫

RN

∂i(u(x)ψ0(x))dx = 0.

Finalement puisque pour σ ∈ ∂Ω on a ψ0(σ) = 0, on conclut la démonstration
en faisant la somme de ces égalités pour k variant de zéro à n. !

7.3 Corollaire (formule de Green). Soient Ω un ouvert de classe C1 et u, v
deux fonctions de classe C2

c (RN ). Alors on a :
∫

Ω
[v(x)∆u(x) − u(x)∆v(x)] dx =

∫

∂Ω

[
∂u

∂n
(σ)v(σ) − ∂v

∂n
(σ)u(σ)

]
dσ ,

−
∫

Ω
v(x)∆u(x)dx =

∫

Ω
∇u(x) ·∇v(x)dx −

∫

∂Ω

∂u

∂n
(σ)v(σ)dσ .

Dans le paragraphe suivant nous allons introduire les espaces de Sobolev et
généraliser la formule d’intégration par parties pour les fonctions qui admet-
tent des dérivées dans un sens plus faible. L’intégration par parties est un outil
fondamental pour l’étude des équations aux dérivées partielles, ainsi que pour
prouver la quasi-totalité des inégalités utilisées dans les méthodes variationnelles
(inégalités de Sobolev, Gagliardo-Nirenberg, Poincaré, Hardy, Korn, etc.). No-
tons aussi que la formule d’intégration par parties peut s’étendre à des ouverts
qui sont seulement lipschitziens, sachant qu’une fonction lipschitzienne ϕ de RN

dans R est dérivable presque partout et sa dérivée est dans L∞ (voir par exemple
E. Stein [153, chapter V, § 6.2]).

8. Espaces de Sobolev

Dans ce paragraphe nous regroupons, pour faciliter la tâche du lecteur, un certain
nombre de résultats concernant les espaces de Sobolev qui nous seront utiles dans
la suite. Pour une présentation plus complète des espaces de Sobolev, ou pour
la démonstration des résultats que nous annonçons ici, on pourra consulter par
exemple H. Brezis [28, chapitres 8 et 9], R.A. Adams [2], J.L. Lions & E. Magenes
[102], V.G. Maz’ja [115] et E. Stein [153, chapter V]. En particulier les livres de
R.A. Adams et de V.G. Maz’ja sont des références générales pour toutes les
questions concernant les espaces de Sobolev.
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Soient Ω un ouvert de RN et 1 ≤ i ≤ N . Une fonction u ∈ L1
loc(Ω) a une

i-ème dérivée faible dans L1
loc(Ω) s’il existe fi ∈ L1

loc(Ω) telle que pour tout
ϕ ∈ C∞

c (Ω) on ait
∫

Ω
u(x)∂iϕ(x)dx = −

∫

Ω
fi(x)ϕ(x)dx.

Cela revient à dire que la i-ème dérivée au sens des distributions de u appartient
à L1

loc(Ω). Si fi est donnée par la relation ci-dessus, on posera

∂iu :=
∂u

∂xi
:= fi.

Lorsque α ∈ NN , on note |α| := α1 + α2 + · · ·+ αN la longueur de α et on note
∂αu := ∂α1

1 · · · ∂α
N

N u. Dans la suite ∂αu désigne la dérivée faible d’une fonction
u ∈ L1

loc(Ω). Pour 1 ≤ p ≤ ∞, l’espace de Sobolev W m,p(Ω) est défini par :

(8.1) W m,p(Ω) :=
{
u ∈ Lp(Ω) ; ∀α ∈ NN , |α| ≤ m, ∂αu ∈ Lp(Ω)

}
.

L’espace Lp(Ω) étant muni de la norme ‖u‖
Lp(Ω) := ‖u‖p (où pour 1 ≤ p < ∞ on

note ‖u‖p
p :=

∫
Ω |u(x)|pdx), on munit l’espace de Sobolev W m,p(Ω) de la norme

(8.2) ‖u‖m,p := ‖u‖
Wm,p(Ω) := ‖u‖m,p,Ω :=




∑

|α|≤m

‖∂αu‖p
p




1/p

.

On montre alors que W m,p(Ω) est un espace de Banach, et on voit que si 0 ≤
m ≤ n l’injection W n,p(Ω) ⊂ W m,p(Ω) est continue. En posant :

‖Dmu‖p :=




∑

|α|=m

‖∂αu‖p
p




1/p

,

on obtient une semi-norme sur W m,p(Ω) et on peut montrer que u $→ ‖u‖p +
‖Dmu‖p définit une norme, équivalente à celle que l’on vient de définir en (8.2),
lorsque Ω est suffisamment régulier.

Dans le cas particulier où p = 2, traditionnellement les espaces de Sobolev
Wm,2(Ω) sont notés Hm(Ω) et on les appelle parfois “espaces d’énergie”. Dans
le cas particulier où l’ouvert Ω est l’espace tout entier RN , en utilisant la trans-
formation de Fourier on peut voir aisément que :

(8.3) Hm(RN ) =
{
u ∈ L2(RN ) ; (1 + | · |2)m/2û ∈ L2(RN )

}
,

où û est la transformée de Fourier de u et | · | désigne la fonction ξ $→ |ξ|. On
montre aussi que la norme ‖(1+ | · |2)m/2û‖2 est équivalente à ‖u‖W m,2(RN ) (pour
cette approche voir J.L. Lions & E. Magenes [102] et Exercices).

De même on peut montrer (voir E. Stein [153, chapter V, § 6.2] et Exercices)
que les fonctions de W 1,∞(RN ) sont précisément les fonctions bornées et lips-
chitziennes sur RN . En particulier une fonction lipchitzienne sur RN est presque
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partout dérivable et sa dérivée est dans L∞(RN ). Ces résultats sont valides pour
W 1,∞(Ω), où Ω est un ouvert borné et de classe C1 ou lipchitzien.

Les fonctions de W m,p(Ω) peuvent être caractérisées de la façon suivante.
Tout d’abord si u est un élément de Lp(Ω), notons par ũ le prolongement par
zéro de u, c’est à dire :

(8.4) ũ(x) :=

{
u(x)

0
si x ∈ Ω,

si x )∈ Ω,

puis, pour h ∈ RN , posons :

τh(u)(x) := ũ(x + h).

On peut alors énoncer le résultat suivant, pour la caractérisation des éléments de
W 1,p(Ω) (voir par exemple H. Brezis [28, théorème IX.3]). Précisons que pour
1 ≤ p ≤ ∞ on désigne par p′ son conjugué de Hölder i.e. p′ := p

p−1 .

8.1 Proposition. Soient 1 < p ≤ ∞ et u ∈ Lp(Ω). Alors les trois propriétés
suivantes sont équivalentes :
(i) u ∈ W 1,p(Ω).
(ii) Il existe C > 0 telle que pour tout i≥≤

1
N et tout ϕ ∈ C1

c (Ω) on ait :

∣∣∣∣
∫

Ω
u(x)∂iϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ C ‖ϕ‖p′ .

(iii) Il existe une constante C > 0 telle que pour tout ω ouvert relativement
compact dans Ω et tout h ∈ RN vérifiant |h| < dist(ω, Ωc), on ait :

‖τh(u) − u‖Lp(ω) ≤ C |h|.

Par ailleurs, si p = 1 les propriétés (ii) et (iii) sont équivalentes, et (i) implique
(ii).

On notera que si u ∈ W 1,p(Ω), la meilleure (i.e. la plus petite) constante C
dans (ii) est précisément ‖∂iu‖p, alors que la meilleure constante dans (iii) est
‖∇u‖p.

L’espace C∞
c (Ω) (ou D(Ω)) désignant l’ensemble des fonctions de classe C∞

à support compact contenu dans Ω, on note, pour p ≥ 1 et p < ∞ :

(8.5) W m,p
0 (Ω) := C∞

c (Ω)
W m,p(Ω)

.

(Naturellement Hm
0 (Ω) n’est autre que W m,2

0 (Ω)). En ce qui concerne la car-
actérisation des fonctions de W 1,p

0 (Ω), on dispose du résultat suivant.
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8.2 Proposition. Soient Ω un ouvert de classe C1 et u ∈ Lp(Ω) avec 1 < p <
∞. Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) u ∈ W 1,p

0 (Ω).
(ii) Il existe C > 0 telle que pour tout i≥≤

1
N et tout ϕ ∈ C1

c (RN ) on ait :

∣∣∣∣
∫

Ω
u(x)∂iϕ(x)dx

∣∣∣∣ ≤ C ‖ϕ‖p′ .

(iii) ũ ∈ W 1,p(RN ) (rappelons que ũ est défini en (8.4)).

Par ailleurs, si u ∈ W 1,p
0 (Ω), on a ∂iũ = ∂̃iu.

8.3 Remarque. Il faut retenir que W m,p(RN ) = Wm,p
0 (RN ). Dans le cas général

où m ≥ 2, pour caractériser l’espace W m,p(Ω) ou W m,p
0 (Ω), on peut obtenir un

résultat semblable en appliquant les propositions 8.1 et 8.2 aux dérivées d’ordre
k ≤ m − 1. Il est important de noter que la définition des espaces W m,p

0 (Ω)
comme l’adhérence de C∞

c (Ω) dans W m,p(Ω) nécessite que p < ∞. !
Comme, pour 1 ≤ p < ∞, l’espace D(Ω) est par définition dense dans

Wm,p
0 (Ω), on peut identifier le dual de W m,p

0 (Ω) à un sous-espace de l’espace
des distributions D ′(Ω) (le dual de Lp(Ω) étant identifié à Lp′

(Ω)). On note :

W−m,p′
(Ω) := (W m,p

0 (Ω))′ .

(On notera H−m(Ω) le dual de Hm
0 (Ω)). Les éléments de W−m,p′

(Ω) sont car-
actérisés par la proposition suivante (voir par exemple H. Brezis [28, proposition
VIII.13] pour adapter la démonstration) :

8.4 Proposition. Dire qu’une distribution T ∈ D ′(Ω) est un élément de
W−m,p′

(Ω) équivaut à dire qu’il existe, pour des multi-indices α ∈ NN avec
|α| ≤ m, des fonctions fα ∈ Lp′

(Ω) telles que pour tout ϕ ∈ D(Ω) :

〈T, ϕ〉 =
∑

|α|≤m

∫

Ω
fα(x)∂αϕ(x)dx,

et ‖T ‖W−m,p′(Ω) = max|α|≤m ‖fα‖p′ . De plus si Ω est borné on peut prendre
f0 = 0.

Si cela avait un sens, “intuitivement”, W m,p
0 (Ω) serait l’ensemble des fonc-

tions de W m,p(Ω) qui, d’une certaine manière, s’annulent sur le bord ∂Ω. En
effet de façon plus précise on a la propriété suivante (voir par exemple H. Brezis
[28, théorème IX.17]) :

8.5 Proposition. Soient Ω un ouvert de classe C1 et 1 ≤ p < ∞. On considère
une fonction u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω). Alors :

u = 0 sur ∂Ω ⇐⇒ u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Par exemple si N := 1 et Ω :=]0, 1[, on peut voir que si u ∈ W 1,p(0, 1), alors
u est continue sur [0, 1] et on a u ∈ W 1,p

0 (0, 1) si et seulement si u(0) = u(1) = 0.
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Cependant si l’ouvert Ω n’est pas régulier, on ne peut pas parler de la restriction
de u au bord, et dire que u est nulle sur le bord n’a pas de sens. En réalité, lors-
que l’ouvert Ω est de classe C1, on peut donner un sens à la notion de restriction
sur le bord d’une fonction de W 1,p(Ω) : c’est la notion de trace que nous allons
voir dans un instant, après avoir vu que si on fait des hypothèses adéquates sur
la régularité de l’ouvert, les fonctions régulières sont denses dans W 1,p(Ω) (le
cas m ≥ 2 peut se traiter par applications successives de ce résultat).

En tenant compte de la mise en garde précédente, on utilise souvent une ver-
sion faible de la notion de restriction sur le bord ∂Ω d’une fonction de W 1,p(Ω),
en utilisant la définition suivante.

8.6 Définition. Soient Ω un ouvert de RN et u, ϕ ∈ W 1,p(Ω). On dit que u = ϕ
sur ∂Ω au sens de W 1,p(Ω), si on a u − ϕ ∈ W 1,p

0 (Ω).

De manière générale, pour étudier les propriétés des espaces de Sobolev
Wm,p(Ω) il est important de faire des hypothèses convenables sur la régularité
de l’ouvert Ω, au sens du paragraphe § 7. D’ailleurs, comme nous l’avons vu
au paragraphe § 3, cela est le cas même lorsqu’on est en présence des fonctions
continues höldériennes. Pour des contre-exemples concernant les résultats qui
suivent, lorsque Ω n’est pas suffisamment régulier, voir le livre de R.A. Adams
[2] (et aussi les Exercices).

On montre la plupart des résultats de régularité concernant les espaces de
Sobolev en supposant d’abord que Ω := RN . Puis, pour le cas général, on
construit un opérateur de prolongement qui à une fonction u ∈ W m,p(Ω) fait
correspondre un prolongement ũ ∈ W m,p(RN ) tel que, pour une constante C
dépendant uniquement de Ω, m, p, on ait ũ|Ω = u et

‖ũ‖0,p,RN ≤ C‖u‖0,p,Ω, et ‖ũ‖m,p,RN ≤ C‖u‖m,p,Ω.

Comme nous l’avons signalé à la proposition 8.2, c’est le prolongement par zéro
qui est l’opérateur de prolongement adéquat dans le cas des fonctions W 1,p

0 (Ω).
L’ouvert le plus simple permettant de construire assez facilement un opérateur
de prolongement est le demi-espace Ω := RN

+ := RN−1× ]0,∞[ (cf. Exercices).
Dans un cadre plus général, pour construire cet opérateur, du moins lorsque ∂Ω
est borné, on peut par exemple supposer que l’ouvert Ω est de classe Cm (mais
ce n’est pas la régularité minimale que l’on puisse exiger).

Comme on peut le voir assez facilement (voir Exercices), les techniques clas-
siques de troncature et de régularisation permettent de montrer que l’espace
C∞

c (RN ) est dense dans W m,p(RN ), pour m ≥ 1 et p < ∞. Lorsque Ω est suff-
isamment régulier pour que l’on puisse construire un opérateur de prolongement,
on en déduit le résultat de densité (ii) de la proposition suivante :

8.7 Proposition. (i) Soient Ω un ouvert de RN et 1 ≤ p < ∞. On note
Xm,p(Ω) := {ϕ ∈ C∞(Ω) ; ‖ϕ‖m,p,Ω < ∞}. Alors Xm,p(Ω) est dense dans
Wm,p(Ω).
(ii) Soient Ω un ouvert de classe Cm à frontière bornée et 1 ≤ p < ∞. Alors
pour toute fonction u ∈ W m,p(Ω) il existe une suite ϕn de C∞

c (RN ) telle que si
un est la restriction de ϕn sur Ω, on ait :
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lim
n→+∞

‖u − un‖m,p,Ω = 0 et, si |α| ≤ m, ∂αun → ∂αu p.p. sur Ω.

La propriété de densité (i) du théorème est dûe à N. Meyers & J. Serrin [116]
(voir aussi R.A. Adams [2, theorem 3.16]). Il faut noter que cette proprité n’est
pas vraie pour p = ∞ : par exemple si Ω :=]−1, +1[ et u(x) := |x|, évidemment
u ∈ W 1,∞(−1, +1) mais si ϕ ∈ C1(−1, +1) on a ‖u′ − ϕ′‖∞ ≥ 1/2.

Grâce au résultat de densité (ii) de la propostion 8.7, on peut voir que si Ω
est de classe C1, alors les fonctions de W 1,p(Ω) admettent une trace sur ∂Ω. De
façon plus précise, l’application

(8.6) γ0(u) := u|∂Ω
,

définie sur C1(Ω), vérifie une inégalité du type :

‖γ0(u)‖
Lp(∂Ω) ≤ C‖u‖1,p,Ω

et par conséquent se prolonge, par densité, en une application continue de
W 1,p(Ω) dans Lp(∂Ω) (cf. Exercices). Il faut aussi savoir que cette applica-
tion n’est ni surjective, ni injective et que W 1,p

0 (Ω) est précisément le noyau de
γ0 :

W 1,p
0 (Ω) = ker (γ0).

L’image de γ0 est également un espace de Sobolev (voir R.A. Adams [2, chapter
7]) et on note :

Wm− 1
p ,p(∂Ω) := γ0 (Wm,p(Ω)) .

De même, en remarquant que si u ∈ W 2,p(Ω), les dérivées de u sont dans
W 1,p(Ω), on peut définir la dérivée normale de u :

(8.7) γ1(u) := γ0 (∇u) · n =:
∂u

∂n
,

où n désigne la normale extérieure à ∂Ω et γ0(∇u) est le vecteur de composantes
γ0(∂iu) pour 1 ≤ i ≤ N . On a alors le résultat suivant qu’il est utile de connâıtre
(voir R.A. Adams [2, theorem 7.53]) :

8.8 Proposition. Soient Ω un ouvert de classe C2 à frontière bornée et 1 <
p < ∞. Les opérateurs de trace γ0 et γ1 étant définis en (8.6) et (8.7), pour
u ∈ W 2,p(Ω) on pose γ(u) := (γ0(u), γ1(u)). Alors :

γ : W 2,p(Ω)/ker (γ) −→ W 2− 1
p ,p(∂Ω) × W 1− 1

p ,p(∂Ω)

est un isomorphisme d’espaces de Banach.

Une fois que l’on sait que les fonctions de W 1,p(Ω) admettent une trace sur
∂Ω, en utilisant la formule d’intégration par parties que nous avons établie au
paragraphe § 7, on peut montrer la formule d’intégration par parties pour des
fonctions de W 1,p(Ω).
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8.9 Proposition. Soit Ω un ouvert de classe C1 à frontière bornée. Alors pour
toute fonction u ∈ W 1,1(Ω) on a :

∫

Ω
∂iu(x)dx =

∫

∂Ω
u(σ)ni(σ)dσ.

Il faut remarquer qu’ici, dans un but de simplification, nous avons supposé
que l’ouvert Ω est à frontière bornée et de classe C1 ; cependant pour des ouverts
plus généraux le même résultat subsiste pourvu que l’on dispose d’un théorème
de densité de C1

c (Ω) dans W 1,1(Ω).
La proposition 8.8 et la formule d’intégration par parties permettent de don-

ner un sens à certains problèmes aux limites non homogènes, sans que l’on ait à
faire des hypothèses de régularité parfois trop contraignantes. Par exemple si Ω
est un ouvert borné de classe C1 et si u ∈ L2(Ω) est tel que ∆u ∈ L2(Ω), alors
on peut donner un sens à γ0(u) et γ1(u). Plus précisément (voir par exemple
J.L. Lions [100, pages 168–171]) en désignant par

H(∆; Ω) :=
{
u ∈ L2(Ω) ; ∆u ∈ L2(Ω)

}

l’espace de Hilbert muni de la norme u $→
(
‖u‖2

2 + ‖∆u‖2
2

)1/2, on peut montrer
que l’application γ de la proposition 8.8 (lorsque p = 2) se prolonge en une appli-
cation linéaire continue de H(∆; Ω) dans H−1/2(∂Ω)×H−3/2(∂Ω) où H−σ(∂Ω)
désigne le dual de Hσ(∂Ω) (comme toujours on identifie L2(∂Ω) et son dual).
On peut même donner un sens à γ0(u), comme élément de H−1/2(∂Ω), pourvu
que u ∈ L2(Ω) et ∆u ∈ H−1(Ω).

Un résultat fondamental concernant les espaces de Sobolev est l’inégalité, ou
le théorème d’injection, de Sobolev que nous allons voir maintenant.

8.10 Proposition. Soient m ≥ 1 un entier et 1 ≤ p < ∞.
(i) Si mp < N , on pose p∗m := pN

N−mp . Alors on a W m,p(RN ) ⊂ Lp∗m
(RN ).

Plus précisément il existe une constante C(m, p, N) > 0 telle que pour tout
u ∈ C∞

c (RN ) on ait l’inégalité de Sobolev :

(8.8) ‖u‖p∗m ≤ C(m, p, N) ‖Dmu‖p.

(ii) Si mp = N , pour tout q ≥ p il existe une constante C(m, q, N) telle que
pour tout u ∈ W m,p(RN ) on ait :

‖u‖q ≤ C(m, q, N) ‖u‖m,p.

(iii) Si mp > N , en posant α := 1− N
mp , on a W m,p(RN ) ⊂ C0,α

0 (RN ) et il existe

une constante C(m, p, N) telle que pour tout u ∈ W m,p(RN ) on ait l’inégalité
de Morrey-Sobolev :

∀x, y ∈ RN , |u(x) − u(y)| ≤ C(m, p, N) ‖u‖m,p |x − y|α.
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(iv) Si Ω est un ouvert de classe Cm à frontière bornée, les propriétés (ii)
et (iii) sont vraies en remplaçant RN par Ω et la constante C par une constante
C(m, p, Ω), alors que si mp < N , il existe une constante C(m, p, Ω) telle que :

‖u‖p∗m ≤ C(m, p, Ω) ‖u‖m,p,Ω .

8.11 Remarque. Les inégalités de Sobolev sont fortement liées aux proprié-
tés régularisantes du semi-groupe de la chaleur. Rappelons (voir par exemple
K. Yosida [165, chapter IX] ou Th. Cazenave & A. Haraux [40]) que l’équation
de la chaleur 





∂u

∂t
− ∆u = 0

u(x, 0) = u0(x)

sur RN×]0, +∞[,

sur RN ,

admet une solution unique pour tout u0 ∈ Lp(RN ) donnée (ici 1 ≤ p ≤ ∞), et
on a ‖u(·, t)‖p ≤ ‖u0‖p. En réalité on peut voir facilement que si u0 ∈ L1(RN ),
alors u(x, t) := G(·, t) ∗u0 où G(x, t) := (4πt)−N/2 exp(−|x|2/4t) est le noyau de
la chaleur sur RN , ce qui implique

(8.9) ‖u(·, t)‖∞ ≤ (4πt)−N/2‖u0‖1.

En notant S(t)u0 := u(·, t), on a ainsi un semi-groupe (S(t))t≥0 qui envoie
L1(RN ) dans L∞(RN ) à t > 0 (on dit que S(t) est un semi-groupe ultracontrac-
tif ). Or on peut montrer (voir M. Fukushima [68] et N.Th. Varopoulos [162])
que si N > 2 l’inégalité (8.9) est équivalente à l’inégalité de Sobolev

‖ϕ‖2
2N/(N−2) ≤ C(N)‖∇ϕ‖2

2,

pour ϕ ∈ C∞
c (RN ). De même l’inégalité de Nash, i.e.

‖ϕ‖(2N+4)/N
2 ≤ C2(N)‖ϕ‖4/N

1 ‖∇ϕ‖2
2,

est équivalente à l’inégalité (8.9) (et peut être déduite de façon évidente de
l’inégalité de Sobolev). De manière générale soit (A,D(A)) un opérateur non
borné et auto-adjoint sur L2(Ω) au sens du paragraphe § 9, qui engendre un
semi-groupe S(t) (voir le livre de Th. Cazenave & A. Haraux [40] pour plus
de précision). Supposons que pour 1 ≤ p ≤ ∞ le semi-groupe S(t) soit un
semi-groupe de contractions dans les espaces Lp(Ω) (en fait Ω pourrait être
n’importe quel espace mesuré), et que les fonctions positives soient préservées
par S(t). Alors si, pour un réel µ > 0, on considère les trois propriétés suivantes
(où (·|·) désigne le produit scalaire L2) :

∀t > 0, ∀f ∈ L1(Ω), ‖S(t)f‖∞ ≤ c1t
−µ/2‖f‖1,(8.10)

∀ϕ ∈ D(A) ∩ L1(Ω), ‖ϕ‖(2µ+4)/µ
2 ≤ c2‖ϕ‖4/µ

1 (Aϕ|ϕ),(8.11)
∀ϕ ∈ D(A), ‖ϕ‖2

2µ/(µ−2) ≤ c3(Aϕ|ϕ),(8.12)

on peut montrer que (8.10) est équivalente à (8.11) (voir J. Nash [122] et
E.B. Fabes & D.W. Strook [63]), et que ces deux inégalités sont équivalentes
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à (8.12) lorsque µ > 2 (voir M. Fukushima [68] et N.Th. Varopoulos [162]).
Cela est surtout intéressant dans les situations où on ne peut pas montrer les
inégalités de Sobolev par un calcul direct (ou bien lorsque l’on ne peut pas mon-
trer la propriété d’ultracontractivité (8.10) par un calcul explicite, comme on
peut le faire pour l’équation de la chaleur dans RN ). Pour plus de précisions sur
toutes ces questions, voir le livre de E.B. Davies [55, chapter 2] où les inégalités
de Sobolev logarithmiques sont également traitées. !

Les inégalités de la proposition 8.10 impliquent l’existence d’injections con-
tinues des espaces de Sobolev W m,p(Ω) dans des espaces Lq(Ω) ou C0,α(Ω),
suivant les valeurs respectives de m, p et N . En utilisant l’inégalité de Sobolev
et l’inégalité de Hölder, on obtient les inégalités de Gagliardo-Nirenberg (en
réalité la formulation d’origine de ces dernières est plus précise que celle que
nous donnons ici. Voir Gagliardo [69], L. Nirenberg [123], et Exercices).

8.12 Proposition. Soient Ω un ouvert de RN , 1 ≤ p ≤ N et 1 ≤ r ≤ ∞. Il
existe une constante C(p, θ, N) telle que pour tout u ∈ W 1,p

0 (Ω)∩Lr(Ω) on ait :

‖u‖q ≤ C ‖u‖1−θ
r ‖∇u‖θ

p ,

où 0 ≤ θ ≤ 1, avec θ > 0 si p = N ≥ 2, et :

1
q

:= θ

(
1
p
− 1

N

)
+

1 − θ

r
.

Pour se souvenir de la relation qui existe entre les divers exposants de cette
inégalité, on pourra procéder comme suit. Si u ∈ W 1,p(RN ) et λ > 0, on pose :

uλ(x) := u(λx),

et on écrit l’inégalité pour la fonction uλ. Ensuite on calcule les différentes normes
qui interviennent dans l’inégalité en fonction de celles de u et de λ :

‖uλ‖q = λ
−N

q ‖u‖q, ‖uλ‖r = λ
−N

r ‖u‖r, ‖∇uλ‖p = λ1−N
p ‖∇u‖p.

Si l’inégalité est vraie pour tout u ∈ W 1,p(RN ) et tout λ > 0, on doit nécessaire-
ment avoir :

N

q
= θ

(
N

p
− 1

)
+

(1 − θ)N
r

.

Le même argument montre que si mp < N , alors p∗m := pN
N−mp est le

seul exposant q tel que pour tout u ∈ Cm
c (RN ), on puisse avoir ‖u‖q,RN ≤

C ‖Dmu‖p,RN .

8.13 Remarque. Lorsque p < N , on pose p∗ := p∗1 := pN
N−p . L’inégalité de

Sobolev montre que si par exemple Ω est de classe C1 à frontière bornée, l’espace
W 1,p(Ω) est contenu dans Lp∗

(Ω) avec injection continue. Toujours en supposant
que p < N , mais sans aucune hypothèse de régularité sur l’ouvert Ω, la définition
même de W 1,p

0 (Ω), comme adhérence de C∞
c (Ω) pour la norme de W 1,p(Ω),

montre que si C est la constante intervenant dans la proposition 8.10 (i), on a :
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(8.13) ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω), ‖u‖p∗ ≤ C ‖∇u‖p .

En effet il suffit de passer à la limite dans (8.8) en se restreignant aux fonctions
de C∞

c (Ω). Toutefois, comme nous le verrons par la suite, la meilleure constante
dans cette inégalité est indépendante de l’ouvert Ω et dépend uniquement de p
et de N . Naturellement cette remarque est également valable pour m ≥ 2.

Cependant il faut bien noter que les injections de Sobolev pour les espaces
Wm,p(Ω) dépendent, à travers un résultat de prolongement, de la régularité de
l’ouvert Ω. De fait, on peut donner des exemples d’ouverts Ω non réguliers en
un seul point tels que W m,p(Ω) ne soit contenu dans aucun espace Lq(Ω) pour
q > p (voir R.A. Adams [2, theorem 5.32]). De même si Ω est un ouvert non
borné de mesure finie, alors W m,p(Ω) n’est contenu dans aucun Lq(Ω) avec q > p
(voir [2, theorem 5.30]). !

Quand Ω est un ouvert borné, on voit facilement que l’inégalité de Gagliardo-
Nirenberg ne peut pas être vraie pour les fonctions u ∈ W 1,p(Ω) (car les con-
stantes sont dans cet espace). Cependant en utilisant un théorème de prolonge-
ment on peut montrer le résultat suivant (voir Exercices pour la démonstration).

8.14 Proposition. Soient Ω un ouvert borné connexe de classe C1, 1 ≤ p ≤ N
et 1 ≤ r ≤ ∞. Il existe une constante C dépendant de p, θ, Ω telle que pour tout
u ∈ W 1,p(Ω) ∩ Lr(Ω) on ait :

‖u‖q ≤ C ‖u‖1−θ
r ‖u‖θ

W 1,p(Ω) ,

où 0 ≤ θ ≤ 1, avec θ > 0 si p = N ≥ 2, et :

1
q

:= θ

(
1
p
− 1

N

)
+

1 − θ

r
.

Par ailleurs si m(u) := mes(ω)−1
∫

ω u(x)dx est la moyenne de u sur ω ⊂ Ω et
mes(ω) > 0, avec les notations ci-dessus, pour une constante C dépendant de
p, θ, ω, Ω, on a pour tout u ∈ W 1,p(Ω) :

‖u − m(u)‖q ≤ C ‖u‖1−θ
r ‖∇u‖θ

p .

On retiendra aussi que dans le cas limite où p = N , on a p∗ = ∞, mais dès
que N ≥ 2, l’espace W 1,N

0 (Ω) n’est pas contenu dans L∞(Ω), même si l’inclusion
W 1,N

0 (Ω) ⊂ Lq(Ω) est vraie pour tout q ≥ p (voir Exercices). En fait, lorsque
Ω est borné, on peut montrer que (voir R.A. Adams [2, theorem 8.25]) :

‖u‖Lq ≤ C(N) mes(Ω) q1− 1
N ‖u‖1,N,Ω.

En utilisant le développement en série de s $→ exp(s
N

N−1 ), et cette dernière
estimation, on peut établir l’inégalité de Trudinger-Moser :
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8.15 Proposition (Trudinger-Moser). Soit Ω un ouvert borné de classe C1.
Il existe une constante β dépendant de N et de mes (Ω) telle que pour tout
u ∈ W 1,N (Ω) on ait :

(8.14)
∫

Ω
exp

[(
|u(x)|

β‖u‖1,N,Ω

) N
N−1

]
dx ≤ 1.

De même en posant

Φ(s) := exp(s
N

N−1 ) −
N−2∑

j=0

1
j!

s
jN

N−1 ,

il existe une constante β dépendant uniquement de N telle que pour tout u ∈
W 1,N (RN ) on ait :

(8.15)
∫

RN

Φ

(
|u(x)|

β‖∇u‖N

)
dx ≤ 1.

Un autre résultat particulièrement important dans l’étude des méthodes vari-
ationnelles est le théorème de Rellich-Kondrachov qui concerne la compacité de
l’injection des espaces de Sobolev W m,p

0 (Ω) et W m,p(Ω) dans certains espaces
Lq(Ω). Nous énonçons ce résultat pour le cas m = 1, mais comme nous l’avons
signalé plus haut le cas général s’en déduit facilement. Pour la démonstration
voir H. Brezis [28, théorème IX.16], D. Gilbarg & N.S. Trudinger [74 § 7.10], ou
Exercices. Rappelons que si p < N on a défini l’exposant de Sobolev p∗ par :

p∗ :=
pN

N − p
.

8.16 Théorème (Rellich-Kondrachov). Soit Ω un ouvert borné de RN et
p ≥ 1.
(i) Si p < N , alors pour tout q ≥ 1 tel que q < p∗, l’injection de W 1,p

0 (Ω) dans
Lq(Ω) est compacte.
(ii) Si p = N , alors pour tout q < ∞, l’injection de W 1,N

0 (Ω) dans Lq(Ω) est
compacte.
(iii) Si p > N et 0 < α < 1 − p

N , alors l’injection de W 1,p
0 (Ω) dans C0,α(Ω) est

compacte.
(iv) Lorsque Ω est un ouvert borné de classe C1, les résultats ci-dessus sont
vrais en remplaçant W 1,p

0 (Ω) par W 1,p(Ω).
(v) Lorsque N = 1, l’injection de W 1,1(Ω) dans C(Ω) est continue et non
compacte, mais toute suite bornée (un)n contient une sous-suite (unj )j telle que
pour tout x ∈ Ω, la suite

(
unj (x)

)
j

est convergente.

8.17 Remarque. Les résultats de compacité que nous venons de donner sont
optimaux dans le sens où, bien que l’injection continue de W 1,p

0 (Ω) dans Lp∗
(Ω)

(ou dans C0,1−N
p (Ω) lorsque p > N) existe, cette injection n’est pas compacte.

En effet, dans le cas où p < N , en supposant que Ω est un ouvert borné et 0 ∈ Ω,
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considérons une boule B(0, R) ⊂⊂ Ω, une fonction ϕ ∈ C∞
c (B(0, R)) et, pour

λ > 0 destiné à tendre vers l’infini, définissons la famille de fonctions ϕλ par :

ϕλ(x) := λ
N
p −1ϕ(λx).

On vérifie que la famille (ϕλ)λ est bornée dans W 1,p(Ω) et que :

‖ϕλ‖Lq(Ω) ≤ ‖ϕλ‖Lq(RN ) = λθ‖ϕ‖Lq(Ω) avec θ :=
N

p
− N

q
− 1.

Par conséquent si q < p∗, on a θ < 0 et ϕλ tend vers zéro dans Lq(Ω) lorsque
λ → +∞. Si (ϕλ)λ avait une valeur d’adhérence dans Lp∗

(Ω), elle ne pourrait
être que la fonction nulle. Or si ϕ )≡ 0, pour tout λ > 1 on a supp(ϕλ) ⊂
B(0, R

λ ) ⊂ Ω et : ‖ϕλ‖Lp∗(Ω) = ‖ϕ‖Lp∗(Ω) > 0.

De même, lorsque Ω est non borné, en général l’injection de W 1,p
0 (Ω) dans

Lp(Ω) n’est pas compacte. Par exemple si Ω := RN (ou un ouvert invariant par
translation dans une direction) et si ϕ ∈ C∞

c (RN ), pour toute suite (xn)n telle
que |xn| → +∞, la suite :

un(x) := ϕ(x + xn)

vérifie ‖un‖1,p = ‖ϕ‖1,p, alors que un ⇀ 0 dans Lq(RN )-faible et ‖un‖q =
‖ϕ‖q > 0. Par conséquent (un)n ne peut être relativement compacte dans Lq,
pour aucun q.

Il faut cependant remarquer que la perte de compacité dans le cas de
l’injection de W 1,p

0 (Ω) dans Lp∗
(Ω) est de nature locale, alors que dans le cas où

l’ouvert Ω est non-borné (par exemple l’espace tout entier) la perte de compacité
provient de l’invariance du domaine par translation, et de fait si Ω est un ouvert
quelconque et p < N alors pour tout q < p∗ et tout ouvert borné ω l’injection :

W 1,p
0 (Ω) ⊂ Lq(ω)

est compacte. On exprime ce fait en disant que l’injection W 1,p
0 (Ω) dans Lq

loc(Ω)
est compacte pour q < p∗, alors qu’elle ne l’est pas si q = p∗. !

Dans certains cas, la norme de W 1,p
0 (Ω) peut être simplifiée grâce à l’inégalité

de Poincaré. On dira qu’un ouvert Ω est borné dans une direction s’il existe un
vecteur e ∈ RN , avec (e|e) = 1 et a, b ∈ R tels que pour tout x ∈ Ω on a
(x|e) ∈ ]a, b[.

8.18 Proposition (inégalité de Poincaré). On suppose que Ω est un ouvert
borné dans une direction. Alors il existe une constante C telle que pour tout
u ∈ W 1,p

0 (Ω) :

(8.16) ‖u‖p ≤ C ‖∇u‖p.

L’inégalité (8.16) est vraie si on suppose seulement que Ω est de mesure finie.

Démonstration. Si Ω est borné dans une direction, on peut supposer sans perte
de généralité qu’il est contenu dans RN−1× ]0, a[. Ainsi, en notant (x′, xN ) :=
x ∈ RN , pour u ∈ C1

c (Ω) on peut écrire :
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|u(x′, xN )|p = p

∫ xN

0
|u(x′, t)|p−2u(x′, t)∂N u(x′, t)dt

≤ p

∫ a

0
|u(x′, t)|p−1|∂N u(x′, t)|dt.

En intégrant d’abord en xN sur ]0, a[ puis en x′ ∈ RN−1, et utilisant le fait que
le support de u est contenu dans Ω, on obtient :

∫

Ω
|u(x)|pdx ≤ pa

∫

Ω
|u(x)|p−1|∂N u(x)|dx ≤ pa‖u‖p−1

p ‖∂N u‖p,

où, pour la dernière estimation, on a utilisé l’inégalité de Hölder.
Lorsque Ω est de mesure finie, pour ϕ ∈ C1

c (Ω) on part de l’inégalité de
Sobolev dans RN (où 1∗ := N

N−1 ) :

‖ϕ‖L1∗ ≤ C(N) ‖∇ϕ‖L1 .

Si maintenant u ∈ C1
c (Ω) est donnée, en appliquant cette inégalité à ϕ :=

|u|p−1u, on obtient ‖u‖p
p = ‖ϕ‖L1 ≤ mes(Ω) 1

N ‖ϕ‖L1∗ et finalement :

‖u‖p
p ≤ (mes (Ω))1/N ‖ϕ‖1∗ ≤ C(p, Ω)‖ |u|p−1∇u‖1

≤ C(p, Ω) ‖u‖p−1
p ‖∇u‖p ,

ce qui, joint à l’argument classique de densité, établit l’inégalité de Poincaré. !

8.19 Remarque. Si Ω est borné dans une direction ou est de mesure finie, on
posera :

λ1 := λ1(Ω) := inf
{∫

Ω
|∇u(x)|2dx ; u ∈ H1

0 (Ω),
∫

Ω
|u(x)|2dx = 1

}
.

Lorsque l’injection de H1
0 (Ω) dans L2(Ω) est compacte on peut montrer (et nous

le verrons par la suite) que λ1 est atteint, c’est à dire qu’il existe ϕ1 ∈ H1
0 (Ω)

telle que ‖ϕ1‖2 = 1, et ‖∇ϕ1‖2 = λ1. On peut déjà vérifier que si λ1 est atteint
pour une certaine fonction ϕ1, alors on doit avoir :

−∆ϕ1 = λ1ϕ1,

au moins au sens des distributions. En effet pour t > 0 et v ∈ C∞
c (Ω), on a :

λ1(1 + 2t(ϕ1|v) + t2‖v‖2) = λ1‖ϕ1 + tv‖2

≤ ‖∇ϕ1 + t∇v‖2

≤ λ1 + 2t(∇ϕ1|∇v) + t2‖∇v‖2 ,

d’où, en simplifiant et faisant tendre t vers zéro, on déduit que (∇ϕ1|∇v) =
λ1(ϕ1|v) et finalement que ϕ1 vérifie l’équation −∆ϕ1 = λ1ϕ1 au sens des dis-
tributions.

De même si on définit λ1,p par :
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λ1,p := inf
{∫

Ω
|∇u(x)|pdx ; u ∈ W 1,p

0 (Ω),
∫

Ω
|u(x)|pdx = 1

}
,

on sait que si Ω est tel que l’inégalité de Poincaré est vraie pour W 1,p
0 (Ω), alors

λ1,p > 0. Dans le cas où l’injection de W 1,p
0 (Ω) dans Lp(Ω) est compacte, on

peut montrer que λ1,p est atteint pour une certaine fonction ϕ1,p ∈ W 1,p
0 (Ω)

vérifiant ‖ϕ1,p‖p = 1 et :

−div
(
|∇ϕ1,p|p−2∇ϕ1,p

)
= λ1,p|ϕ1,p|p−2ϕ1,p au sens de D ′(Ω).

Nous reviendrons sur ces questions plus loin, lors de l’étude des multiplicateurs
de Lagrange et des méthodes variationnelles. !

En utilisant la proposition 8.18, on obtient l’important résultat suivant :

8.20 Corollaire. Si Ω est borné dans une direction ou s’il est de mesure finie
alors, sur l’espace W 1,p

0 (Ω), u $→ ‖∇u‖p est une norme équivalente à celle induite
par W 1,p(Ω).

Lorsque cela n’est pas précisé, la norme canonique de W 1,p
0 (Ω) est supposée

être ‖∇u‖p.
Dans le cas de l’espace W 1,p(Ω) on dispose de l’inégalité de Poincaré-

Wirtinger, dont on pourra voir la démonstration dans les Exercices.

8.21 Proposition (inégalité de Poincaré-Wirtinger). Soient Ω un ouvert
borné et connexe de classe C1 et 1 < p < ∞. Alors si ω ⊂ Ω est mesurable
avec mes(ω) > 0 et m(u) := mes(ω)−1

∫
ω u(x)dx, il existe une constante C > 0

dépendant uniquement de ω, Ω et p telle que pour tout u ∈ W 1,p(Ω) on ait :

(8.17) ‖u − m(u)‖p ≤ C ‖∇u‖p.

En particulier sur l’espace V0 :=
{
v ∈ W 1,p(Ω) ; m(u) = 0

}
, u $→ ‖∇u‖p est une

norme équivalente à celle induite par la norme de W 1,p(Ω).

En réalité, avec les notations ci-dessus, l’inégalité de Poincaré-Wirtinger pro-
prement dite correspond au cas où p = 2 et ω = Ω.

Une propriété importante des fonctions de W 1,p(Ω) est le fait qu’elles peu-
vent s’écrire comme la différence de deux fonctions positives de W 1,p(Ω). Plus
précisément on a (voir par exemple G. Stampacchia [152, lemme I.1] et Exer-
cices) :

8.22 Proposition. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et Ω un ouvert de RN . Alors pour
u ∈ W 1,p(Ω), on a |u| ∈ W 1,p(Ω) et :

∇|u| = 1[u>0]∇u − 1[u<0]∇u.

En particulier u+ := max(u, 0) et u− := max(−u, 0) sont des éléments de
W 1,p(Ω).

Grâce à cette propriété on voit que :
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∇u+ = 1[u>0]∇u, ∇u− = −1[u<0]∇u.

Cependant il faut savoir que la propriété est spécifique aux espaces W 1,p(Ω) et
ne se généralise pas aux espaces W m,p(Ω) avec m ≥ 2. A ce sujet voir L. Hedberg
[78, theorem 3.1 et la remarque added in proof , page 238] où le résultat suivant
est prouvé.

8.23 Proposition. Soient Ω un ouvert de RN , m ≥ 1 un entier, p > 1 un réel et
u ∈ Wm,p(RN ) telle que Dαu = 0 sur Ωc pour tout α ∈ NN tel que |α| ≤ m− 1.
Alors pour tout ε > 0 il existe une fonction ϕ vérifiant 0 ≤ ϕ ≤ 1 sur RN et
ϕ(x) = 1 sur un voisinage de Ωc ∪ {∞}, telle que

‖ϕu‖W m,p(RN ) < ε.

De plus on peut choisir ϕ ∈ C∞(RN ) ou bien telle que (1 − ϕ)u ∈ L∞(RN ).
En particulier, si u ∈ W m,p

0 (Ω) et u ≥ 0 presque partout, il existe une suite
de fonctions un ∈ C∞

c (Ω) telles que un ≥ 0 et ‖u − un‖W m,p
0 (Ω) tend vers zéro

lorsque n → ∞.

Le résultat suivant (inégalité de Kato) est très utile pour obtenir des esti-
mations a priori. On pourra en voir la démonstration dans les Exercices. On
rappelle que si T1, T2 ∈ D ′(Ω), on écrit T1 ≥ T2 si pour toute fonction positive
ϕ ∈ D(Ω) on a 〈T1, ϕ〉 ≥ 〈T2, ϕ〉. On note enfin sgn(t) la fonction signe qui vaut
+1 pour t > 0, zéro pour t = 0 et −1 pour t < 0.

8.24 Lemme (inégalité de Kato). Soit u ∈ L1
loc(Ω) telle que ∆u ∈ L1

loc(Ω).
Alors on a :

∆|u| ≥ sgn(u)∆u au sens de D ′(Ω).

En utilisant la proposition 8.22 et la définition 8.6, pour u ∈ W 1,p(Ω) on
peut définir une notion de maximum de u sur ∂Ω au sens W 1,p(Ω) de la façon
suivante.

8.25 Définition. Soient Ω un ouvert de RN , λ ∈ R et u ∈ W 1,p(Ω). On
dit que u ≤ λ sur ∂Ω au sens de W 1,p(Ω) si (u − λ)+ ∈ W 1,p

0 (Ω). Pour tout
u ∈ W 1,p(Ω), on pose alors :

sup
∂Ω

u := inf
{
λ ∈ R, ; u ≤ λ sur ∂Ω au sens de W 1,p(Ω)

}
,

(où par convention inf ∅ := +∞) et de même

inf
∂Ω

u := − sup
∂Ω

(−u).
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9. Opérateurs elliptiques du second ordre

Soient E, F deux espaces de Banach. Un opérateur linéaire sur E (à valeurs)
dans F est un couple (A,D(A)) où D(A) ⊂ E est un sous-espace vectoriel de E
et A est une application linéaire de D(A) dans F . On dit alors que D(A) est le
domaine de l’opérateur. Le graphe de A est défini par :

G(A) := {(u, Au) ; u ∈ D(A)} ⊂ E × F.

Si (A,D(A)) et (B, D(B)) sont deux opérateurs de E dans F , on écrit A ⊂ B
lorsque D(A) ⊂ D(B) et, pour tout u ∈ D(A), on a Au = Bu. Lorsqu’on dit
que A = B, cela signifie que A ⊂ B et B ⊂ A.

On dit que l’opérateur (A,D(A)) est fermé si G(A) est fermé dans E × F .
Cela revient à dire que si (un)n est une suite de D(A) telle que un → u dans
E et Aun → f dans F , alors u ∈ D(A) et f = Au. Par exemple si A est une
application linéaire continue de E dans F , alors (A,E) est un opérateur fermé
au sens que nous venons d’introduire. De même si (A,D(A)) est un opérateur
fermé de E dans F et B est une application linéaire continue de E dans F ,
alors (A + B, D(A)) est fermé (voir Exercices). Un autre cas particulièrement
intéressant pour la suite est le suivant. Si B est une application linéaire continue
et injective de F dans E, alors en posant D(A) := R(B) := Im(B) (i.e. image
de B), et A := B−1, on obtient un opérateur fermé (A,D(A)) de E dans F .
En effet on voit que G(A) est fermé dans E × F , puisque G(A) n’est autre que
l’image de G(B) dans l’isométrie canonique entre E × F et F × E.

Lorsque (A,D(A)) est fermé, on munit D(A) de la norme du graphe :

‖u‖
D(A) := ‖u‖A := ‖u‖E + ‖Au‖F .

On peut vérifier qu’alors D(A) muni de cette norme est un espace de Banach
dont l’injection dans E est continue ; de plus A est continu de D(A) (muni de
cette norme) dans F .

On dit que (A,D(A)) est fermable si l’adhérence G(A) de G(A) dans E × F
est le graphe d’un opérateur linéaire, i.e. si (u, f) ∈ G(A) et (u, g) ∈ G(A) alors
on a f = g. Cela revient à dire que si une suite (un)n de D(A) est telle que
un → 0, et Aun → f alors f = 0.

Voici un exemple typique d’un opérateur fermé sur L2(Ω) que nous utiliserons
par la suite. Soient Ω un ouvert de RN et a := (aij)1≤i,j≤N , une matrice définie
presque partout sur Ω vérifiant la condition de coercivité :

(9.1)






∃α > 0, tel que ∀ξ ∈ RN , p.p. sur Ω,

(a(x)ξ|ξ) =
N∑

i,j=1

aij(x)ξjξi ≥ α|ξ|2.

On suppose de plus que aij ∈ L∞(Ω) pour 1 ≤ i, j ≤ N . Si u ∈ H1
0 (Ω),

alors aij∂ju est un élément de L2(Ω) ; lorsque
∑N

i,j=1 ∂i(aij∂ju), qui n’est défini
que comme distribution, est un élément de L2(Ω), on peut définir un opérateur
(A,D(A)) par :
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(9.2)

D(A) :=




u ∈ H1
0 (Ω) ;

N∑

i,j=1

∂i (aij∂ju) ∈ L2(Ω)






Au := −
N∑

i,j=1

∂i (aij∂ju) = −div (a(·)∇u) ,

et vérifier qu’il est fermé. On dit que A est un opérateur elliptique du second
ordre sous forme divergentielle. On remarquera que dans la définition de D(A)
on demande que la somme des ∂i (aij∂ju), et non pas chacun de ces termes, soit
dans L2(Ω). Dans la suite ‖ · ‖ et (·|·) désignent la norme et le produit scalaire
de L2(Ω).

9.1 Lemme. Soient Ω un ouvert de RN , a une matrice à coefficients dans
L∞(Ω) vérifiant (9.1) et (A,D(A)) l’opérateur défini par (9.2). Alors :
(i) pour tout f ∈ L2(Ω) il existe un unique u ∈ D(A) tel que : u + Au = f . De
plus (I + A)−1 est continue de L2(Ω) dans lui-même et on a ‖u‖ ≤ ‖f‖, et si Ω
est borné (I + A)−1 est un opérateur compact de L2(Ω) dans lui-même.
(ii) L’opérateur (A,D(A)) est fermé sur L2(Ω).
(iii) D(A) est dense dans L2(Ω).

Démonstration. Pour u, v ∈ H1
0 (Ω), posons

a0(u, v) := (u|v) +
N∑

i,j=1

∫

Ω
aij(x)∂ju(x)∂iv(x)dx.

On vérifie sans peine que a0(·, ·) est une forme bilinéaire continue sur H1
0 (Ω)

et qu’elle est coercive puisque a0(u, u) ≥ min(1, α) ‖u‖2
H1(Ω) : par conséquent,

d’après le lemme de Lax-Milgram (lemme 2.3), pour tout f ∈ L2(Ω) le problème :

trouver u ∈ H1
0 (Ω), tel que ∀v ∈ H1

0 (Ω), a0(u, v) = (f |v),

admet une solution unique qui vérifie ‖u‖ ≤ ‖f‖. Or pour ϕ ∈ D(Ω) on a, en
désignant par 〈·, ·〉 le crochet de dualité entre D ′(Ω) et D(Ω) :

〈u + Au,ϕ〉 = a0(u, ϕ) =
∫

Ω
f(x)ϕ(x)dx,

et par conséquent |〈u + Au,ϕ〉| ≤ ‖f‖ · ‖ϕ‖, ce qui implique, en utilisant la
densité de D(Ω) dans L2(Ω) et le théorème de Riesz, que u + Au est dans
L2(Ω), c’est-à-dire que u ∈ D(A) et u + Au = f .

On voit ainsi que (I+A)−1 est une injection continue de L2(Ω) dans lui-même
et que son image est précisément D(A). Comme nous l’avons signalé plus haut
(voir aussi Exercices), (I + A,D(A)) est un opérateur fermé et on en déduit que
(A,D(A)) est fermé. Par ailleurs si Ω est borné, l’injection de H1

0 (Ω) dans L2(Ω)
est compacte (théorème de Rellich-Kondrachov 8.16) ; comme par définition on
a D(A) ⊂ H1

0 (Ω), on en conclut que (I + A)−1 est compact de L2(Ω) dans
lui-même.
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Pour voir que D(A) est dense dans L2(Ω), il suffit de montrer que D(A)⊥ =
{0} ; soit donc f ∈ L2(Ω) tel que pour tout v ∈ D(A) on ait (f |v) = 0. En
prenant u ∈ D(A) tel que u + Au = f , alors :

0 = (f |u) = (u + Au|u) ≥ ‖u‖2,

c’est à dire que u = 0 et f = 0. Ce qui montre que D(A) = L2(Ω). !

9.2 Remarque. Nous devons faire remarquer qu’en général, si on suppose
seulement que les coefficients aij sont dans L∞(Ω) sans aucune hypothèse de
régularité supplémentaire, même en dimension N = 1, les fonctions régulières
C∞

c ne sont pas nécessairement contenues dans D(A) (voir Exercices). !
Considérons maintenant un opérateur linéaire (A,D(A)) tel que D(A) soit

dense dans E ; on définit l’adjoint de A (noté (A∗, D(A∗))) de la façon suivante.
On pose :

D(A∗) := {ϕ ∈ F ′ ; ∃C ≥ 0 t.q. ∀u ∈ D(A), 〈ϕ, Au〉 ≤ C‖u‖} .

Cela signifie que D(A∗) est précisément l’ensemble des éléments ϕ ∈ F ′ tels que
l’application u $→ 〈ϕ, Au〉 peut se prolonger, par densité, en une forme linéaire f
continue sur E. Pour un tel ϕ on posera : A∗ϕ := f . On peut montrer facilement
que (A∗, D(A∗)) est un opérateur fermé sur F ′ mais, en général, D(A∗) n’est
pas dense dans F ′ (cependant si F est réflexif, alors D(A∗) est dense dans F ′).
Lorsque E est un espace réflexif et F := E ′, un opérateur (A,D(A)) de E dans
E′ est dit auto-adjoint si A = A∗.

Nous allons montrer que l’opérateur (A,D(A)) défini ci-dessus par (9.2) est
auto-adjoint, lorsque la matrice a est symétrique.

9.3 Proposition. Soient Ω un ouvert de RN et a une matrice à coefficients
dans L∞(Ω) vérifiant (9.1) telle que pour 1 ≤ i, j ≤ N on ait : aij = aji p.p. sur
Ω. Alors l’opérateur (A,D(A)) défini par (9.2) est auto-adjoint sur L2(Ω).

Démonstration. Nous savons que D(A) est dense dans L2(Ω) et ainsi on peut
définir l’opérateur (A∗, D(A∗)). Montrons d’abord l’inclusion A ⊂ A∗. Si u ∈
D(A), alors pour ϕ ∈ D(A), par une intégration par parties et en utilisant le
fait que a∗ = a, on a :

(u|Aϕ) = −
∫

Ω
u(x) div (a(x)∇ϕ(x)) dx

=
∫

Ω
a(x)∇ϕ(x) ·∇u(x)dx

=
∫

Ω
a(x)∇u(x) ·∇ϕ(x)dx = (Au|ϕ).(9.3)

Cela implique que pour ϕ ∈ D(A), on a |(u|Aϕ)| ≤ ‖Au‖ ·‖ϕ‖, c’est à dire que u
est dans le domaine de A∗. Par ailleurs la relation (9.3) montre que (A∗u|ϕ) =
(Au|ϕ) pour tout ϕ dans D(A), et par densité de D(A) dans L2(Ω) on conclut
que A∗u = Au.
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Soit maintenant v ∈ D(A∗) et posons f := v + A∗v ∈ L2(Ω). D’après le
lemme 9.1, on sait qu’il existe u ∈ D(A) tel que u+Au = f . Or puisque A ⊂ A∗,
on a :

f = v + A∗v = u + Au = u + A∗u,

c’est à dire que (u− v) + A∗(u− v) = 0. Soit ϕ ∈ D(A) tel que ϕ + Aϕ = u− v.
On a :

0 = (u − v + A∗(u − v)|ϕ) = (u − v|ϕ + Aϕ) = ‖u − v‖2,

et donc v = u, c’est à dire que v est dans D(A), ce qui montre que A = A∗. !
Pour d’autres exemples d’opérateurs non bornés construits avec des opéra-

teurs différentiels, voir Exercices.

9.4 Remarque. Soient H et H0 deux espaces de Hilbert, tels que H ⊂ H0 avec
injection continue et dense, le dual H ′

0 étant identifié à H0, et a(·, ·) une forme
bilinéaire continue et coercive sur H . D’après le lemme de Lax-Milgram, on sait
que pour tout f ∈ H ′, il existe un unique u ∈ H tel que pour tout v ∈ H on
ait a(u, v) = 〈f, v〉. On sait qu’il existe une application linéaire continue Ã de
H dans H ′ telle que a(u, v) = 〈Ãu, v〉 et que l’application f $→ u = Ã−1f est
linéaire continue de H ′ dans H . En particulier si ϕ ∈ H0, on conclut qu’il existe
uϕ tel que pour tout v ∈ H on ait a(uϕ, v) = (ϕ|v), où (·, ·) est le produit scalaire
de H0. Si on pose Bϕ := uϕ, on a ainsi un opérateur linéaire continu et injectif
de H0 dans H , et en posant D(A) := B(H0) et Au := B−1(u) pour u ∈ D(A), on
obtient un opérateur A non borné et fermé sur H0. En particulier on peut voir
facilement que si u ∈ H est tel que Ãu ∈ H0, alors u ∈ D(A) et Au = Ãu. On
dit parfois que Ã est une extension de A à H . Dans ces conditions, très souvent,
pour u ∈ H on écrit, par un abus de notation, (Au|u) = 〈Ãu, u〉 = a(u, u). Dans
certains cas (quand il n’y a pas risque de confusion) même pour u ∈ H on écrit
Au au lieu de Ãu. Lorsque la forme bilinéaire a(·, ·) est symétrique, alors on peut
vérifier que A et Ã sont auto-adjoints et positifs.

Un exemple typique est le suivant. Sur H := H1
0 (Ω), où Ω est un ouvert

borné, on considère la forme bilinéaire :

a(u, v) :=
∫

Ω

N∑

i,j=1

aij(x)∂ju(x)∂iv(x)dx,

en supposant que les coefficients aij sont dans L∞(Ω) et que pour un α > 0 on a∑N
i,j=1 aij(x)ξjξi ≥ α|ξ|2. Alors en posant H0 := L2(Ω), l’opérateur A est celui

que nous avons défini en (9.2), alors que Ã est l’application qui à u ∈ H1
0 (Ω)

fait correspondre la distribution Ãu := −
∑N

i,j=1 ∂i (aij∂ju) élément de H−1(Ω).
Sur cet exemple on voit que pour u ∈ H1

0 (Ω), il n’est pas très gênant d’écrire
Au au lieu de Ãu, du moment que l’on sait que ce dernier doit être interprété
au sens des distributions. !
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10. Principes du maximum

Un très grand nombre de résultats de régularité, d’unicité ou d’existence de
solutions dans les problèmes elliptiques du second ordre peuvent être établis
en utilisant (on pourrait dire uniquement) le principe du maximum, dont nous
donnons les énoncés ci-dessous (pour illustrer cette approche dans l’établissement
des résultats de régularité voir A. Brandt [25] ainsi que les références données
plus loin). Par ailleurs les différents type de principes du maximum (très souvent
on dit le principe du maximum) sont très utiles pour établir des estimations a
priori sur d’éventuelles solutions.

Soient Ω un ouvert de RN , a(·) := (aij(·))1≤i,j≤N une matrice, b(·) :=
(bi(·))1≤i≤N et β(·) := (βi(·))1≤i≤N deux vecteurs, et c une fonction. On con-
sidère A et L deux opérateurs du second ordre définis par :

Au := −
N∑

i,j=1

∂i (aij∂ju) +
N∑

j=1

∂j (βju) + b ·∇u + cu,(10.1)

Lu := −
N∑

i,j=1

aij∂iju + b ·∇u + cu ,(10.2)

et avec des hypothèses sur les coefficients on précisera les domaines de ces
opérateurs. On dit que A est un opérateur du second ordre à partie principale
divergentielle. Remarquons en premier lieu que si par exemple les coefficients aij

et βi sont dans W 1,∞(Ω), l’opérateur A est du même type que L. Il est également
à noter que dans l’opérateur L on peut supposer sans perte de généralité que
aij = aji, car ∂jiu = ∂iju et :

N∑

i,j=1

aij∂iju =
N∑

i,j=1

aji∂iju =
N∑

i,j=1

aij + aji

2
∂iju.

En revanche, il faut bien noter qu’en général les deux opérateurs A et L sont de
natures différentes, et qu’en particulier les propriétés (surtout celles qui concer-
nent le spectre) de l’opérateur A dépendent de manière essentielle de la symétrie
ou non de la matrice a(·). En règle générale on supposera que la matrice a(·)
vérifie la condition de coercivité (ou d’ellipticité) :

(10.3)






∃α > 0, ∀ξ ∈ RN , p.p. sur Ω,

a(x)ξ · ξ =
N∑

i,j=1

aij(x)ξjξi ≥ α|ξ|2.

Rappelons aussi que sup∂Ω u a été défini pour u ∈ H1(Ω) à la définition 8.25,
et que supΩ u désigne la borne supérieure essentielle de u sur Ω, i.e.

sup
Ω

u := inf {λ ∈ R ; u ≤ λ p.p. sur Ω} .
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10.1 Théorème (principe du maximum faible). Soient Ω un ouvert borné
connexe et aij , βi, bi, c dans L∞(Ω). On suppose que la condition (10.3) est
satisfaite et que

c + ∇ · β = c +
N∑

i=1

∂iβi ≥ 0 dans D ′(Ω).

Si u ∈ H1(Ω) vérifie Au ≤ 0 au sens de D ′(Ω) alors :

sup
Ω

u ≤ sup
∂Ω

u+.

Voir D. Gilbarg & N.S. Trudinger [74, theorem 8.1] ou Exercices pour la
démonstration (cf. également G. Stampacchia [152, théorème 3.7] pour le cas
où les coefficients bi, βi sont dans LN (Ω) et c ∈ LN/2(Ω)). On notera que le
principe du maximum faible implique que si Au = f ≥ 0 au sens de D ′(Ω) et
u ∈ H1

0 (Ω), alors u ≥ 0, et qu’en particulier on obtient un résultat d’unicité pour
des équations du type Au = f et u ∈ H1

0 (Ω) : en effet si Au = 0 et u ∈ H1
0 (Ω),

en appliquant le principe du maximum faible à u et à −u, on obtient supΩ u ≤ 0
et supΩ(−u) ≤ 0, i.e. u ≡ 0. La version forte du principe du maximum (voir
D. Gilbarg & N.S. Trudinger [74, theorem 8.19]) est donnée par :

10.2 Théorème (principe du maximum fort). Soient Ω un ouvert borné
connexe et a(·) une matrice vérifiant la condition de coercivité (10.3). On suppose
que les coefficients aij , βi, bi et c sont dans L∞(Ω) et que c − ∇ · β ≥ 0 dans
D ′(Ω). Si u ∈ H1(Ω) vérifie Au ≤ 0 au sens de D ′(Ω), et si pour une boule
B ⊂⊂ Ω on a :

sup
B

u = sup
Ω

u ≥ 0,

alors u est constante sur Ω et on a ∇ · β = div β = c.

En ce qui concerne les opérateurs comme L donné par (10.2) on a le résultat
suivant (voir D. Gilbarg & N.S. Trudinger [74, § 3.1 et § 3.2], M.H. Protter &
H.F. Weinberger [133]) :

10.3 Théorème (principe du maximum classique). Soient Ω un ouvert
borné connexe et L comme dans (10.2). On suppose que c ≥ 0, que (10.3) est
satisfaite et que aij , bi, c ∈ C(Ω). Si u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) vérifie Lu ≤ 0 alors on
a :

max
x∈Ω

u(x) ≤ max
σ∈∂Ω

u+(σ).

Comme nous l’avons signalé plus haut, ce théorème permet de montrer que pour
f ∈ C(Ω) et ϕ ∈ C(Ω) la solution du problème de Dirichlet

{
Lu = f

u = ϕ

dans Ω ,

sur ∂Ω ,

est unique dans C(Ω) ∩ C2(Ω). !
Voici une version plus précise du principe du maximum (cette version est dûe

à E. Hopf [83] ; cf. D. Gilbarg & N.S. Trudinger [74, theorem 3.5]) :
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10.4 Théorème (principe du maximum de Hopf). Soient Ω un ouvert
borné connexe et L comme dans (10.2). On suppose que c ≥ 0, que (10.3) est
satisfaite et que aij , bi, c ∈ C(Ω). Si u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) vérifie Lu ≤ 0 et si u
atteint un maximum ≥ 0 à l’intérieur de Ω, alors u est constante sur Ω.

Finalement nous donnerons une version du principe du maximum pour
l’opérateur L, en affaiblissant les hypothèses de régularité (cf. D. Gilbarg &
N.S. Trudinger [74, theorem 9.1]) :

10.5 Théorème (principe du maximum d’Aleksandrov). On considère
un ouvert borné connexe Ω et L un opérateur elliptique comme dans (10.2). On
suppose que c ≥ 0, que (10.3) est satisfaite et que aij , bi, c sont dans C(Ω) et
f ∈ LN (Ω). Il existe une constante C > 0 dépendant uniquement de N, ‖b‖LN(Ω)

et du diamètre de Ω telle que si u ∈ W 2,N
loc (Ω) ∩ C(Ω) vérifie Lu ≤ f on a :

sup
x∈Ω

u(x) ≤ sup
σ∈∂Ω

u(σ) + C ‖f‖LN(Ω).

10.6 Remarque. Ici nous n’avons pas traité le cas où l’ouvert Ω est non borné.
Cependant en imposant un certain comportement à l’infini, et en utilisant les
techniques utilisées pour établir les résultats précédents on peut énoncer des
principes du maximum pour les ouverts non bornés. Un exemple typique et
intéressant est le suivant (voir Exercices) :

10.7 Proposition. On suppose que pour 1 ≤ i, j ≤ N les coefficients aij sont
dans L∞(RN ) et vérifient la condition (10.3), c(x) > 0 p.p. Si u ∈ H1(RN )
vérifie

−
N∑

i,j=1

∂i (aij∂ju) + cu ≤ 0,

alors u ≤ 0 presque partout.

11. Théorèmes de régularité

Lorsqu’on aborde la résolution d’une équation aux dérivées partielles par une
méthode variationnelle, en règle générale on le fait en changeant peu ou prou la
notion de solution : alors que très souvent dans les applications on a besoin de
trouver des solutions régulières (ou classiques) des équations que l’on rencontre,
les méthodes variationnelles, et c’est là l’une de leurs limitations, ne permettent
de trouver que des solutions faibles.

Typiquement si l’on considère l’équation de Laplace (1.1), ou encore l’exemple
du problème de Dirichlet −∆u = f dans un ouvert borné et régulier Ω et u = 0
sur le bord ∂Ω, même si f ∈ C∞(Ω), l’application du lemme de Lax-Milgram à ce
problème ne donne qu’une solution u dans H1

0 (Ω) : on dit qu’au lieu de chercher
une solution au sens classique, on cherche d’abord une solution faible, alors que
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d’autres techniques, plus fines ou plus laborieuses, permettent de montrer l’exis-
tence d’une solution u ∈ C∞(Ω).

On voit donc qu’il est indispensable de boucler la boucle en se demandant dans
quelles circonstances la solution faible ainsi trouvée est solution classique. Na-
turellement cela n’est pas toujours vrai, car il existe des problèmes pour lesquels
il n’y a pas de solution classique, mais qui possèdent tout de même une solu-
tion faible. A l’inverse, il existe aussi des équations qui admettent une solution
classique, mais qui ne peuvent pas être traitées directement par une méthode
variationnelle, en cherchant d’abord une solution faible. Il faut donc disposer
en plus des méthodes variationnelles, que nous étudierons plus loin, de résultats
permettant de prouver que les solutions variationnelles sont (du moins dans cer-
tains cas) solutions régulières du problème étudié. Par ailleurs il faut savoir qu’il
y a plusieurs notions de régularité, même si elles se recouvrent en partie.

Il y a d’une part la régularité au sens classique des espaces Ck ou Ck,θ

pour 0 < θ < 1, et d’autre part la régularité au sens des espaces de Sobolev
Wm,p. Pour passer de cette dernière notion à la première, comme nous le ferons
un peu plus loin sur un exemple, on essaie de prouver que la solution u du
problème est dans un espace W m,p(Ω) pour un couple de réels m, p tels que
mp > N , puis on utilise le fait que (pour un ouvert Ω suffisamment régulier)
on a W m,p(Ω) ⊂ C0,θ(Ω), d’après le théorème d’inclusion de Morrey-Sobolev
(proposition 8.10, (iii)).

En général les théorèmes de régularité sont prouvés en distinguant la régu-
larité à l’intérieur de celle au bord de l’ouvert. Pour la régularité à l’intérieur,
après localisation (qui consiste essentiellement à considérer la fonction ζu où ζ
est une fonction de troncature régulière), on se ramène à un problème dans RN

et on se base sur un théorème disant que si Au = f ou Lu = f , si les coefficients
aij , βi, b, c et la donnée f sont suffisamment réguliers sur RN , et si on sait que
u est dans un espace de fonctions de régularité minimale et bien adaptée au
problème, alors u est plus régulière que ce que l’on savait.

Ensuite, pour montrer la régularité jusqu’au bord, on établit le même genre
de résultats en remplaçant RN par le demi-espace

RN
+ := RN−1×]0,∞[,

et on utilise des cartes locales pour transformer le problème au voisinage du
bord en un problème sur le demi-espace RN

+ . Le théorème suivant peut être
utilisé comme point de départ (voir par exemple E. Stein [153, Chapter V, § 3.3,
theorem 3]) :

11.1 Théorème. Soient 1 < p < ∞ et f ∈ Lp(RN ). Alors si u ∈ L1
loc(RN )

vérifie
−∆u + u = f dans D ′(RN ),

alors pour une constante indépendante de f on a

‖u‖W 2,p(RN ) ≤ C ‖f‖Lp(RN ).
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Notons enfin que les résultats de régularité, joints à des résultats d’unicité,
permettent aussi de montrer l’existence de solutions pour un grand nombre de
problèmes elliptiques du second ordre. Dans ce paragraphe, nous réunissons
quelques résultats concernant la régularité des solutions des équations aux
dérivées partielles elliptiques du second ordre qui seront utiles par la suite. Nous
commençons par énoncer le théorème de régularité de Schauder (voir par exemple
D. Gilbarg & N.S. Trudinger [74, theorem 6.6], E. Giusti [75], O.A. Ladyženskaja
& N.N. Ural’ceva [92] ou A. Brandt [25]).

11.2 Théorème de Schauder. L’opérateur L étant défini par la relation (10.2),
on suppose que les coefficients aij , b et c sont dans Ck,θ(Ω) pour un θ ∈ ]0, 1[ et
un entier k ≥ 0, que c ≥ 0 et que la condition de coercivité (10.3) est satisfaite.
Alors si l’ouvert Ω est borné et de classe Ck+2,θ et ϕ ∈ Ck+2,θ(Ω) ainsi que
f ∈ Ck,θ(Ω) sont données, il existe une unique fonction u ∈ Ck+2,θ(Ω) telle que

{
Lu = f

u = ϕ

dans Ω ,

sur ∂Ω ,

et de plus, pour une constante C dépendant seulement de Ω, θ, α ainsi que des
normes des coefficients aij , bi, c dans Ck,θ(Ω), on a

‖u‖Ck+1(Ω) ≤ C
(
‖f‖Ck(Ω) + ‖ϕ‖Ck(Ω)

)
,

‖D2u‖Ck,θ(Ω) ≤ C
(
‖f‖Ck,θ(Ω) + ‖ϕ‖Ck+2,θ(Ω)

)
.

(On notera que ce théorème n’est pas valable pour θ = 0 ni pour θ = 1 ; voir
Exercices).

Toujours pour des opérateurs comme L donné par (10.2), mais opérant dans
les espaces Lp(Ω), on a le résultat suivant (voir par exemple le livre de D. Gilbarg
& N.S. Trudinger [74, theorem 9.15 & lemma 9.17], ou O.A. Ladyženskaja &
N.N. Ural’ceva [92]).

11.3 Théorème. L’opérateur L étant donné par (10.2), on suppose que les
coefficients aij sont dans C(Ω), b et c dans L∞(Ω), que c ≥ 0 et que la condition
de coercivité (10.3) est satisfaite. Alors si l’ouvert Ω est borné et de classe
C1,1 et f ∈ Lp(Ω) est donnée pour 1 < p < ∞, il existe une unique fonction
u ∈ W 2,p(Ω) ∩ W 1,p

0 (Ω) telle que
{

Lu = f

u = 0
dans Ω ,

sur ∂Ω ,

et de plus, pour une constante C indépendante de f, u on a

‖u‖W 2,p(Ω) ≤ C ‖f‖Lp(Ω).

En particulier si p > N
2 et ϕ ∈ C(Ω) il existe une unique solution u ∈ C(Ω) ∩

W 2,p
loc (Ω) du problème de Dirichlet Lu = f dans Ω et u = ϕ sur ∂Ω.

Considérons maintenant l’opérateur A défini en (10.1) ; en règle générale,
lorsque l’on résout une équation du type Au = f dans Ω et u = ϕ sur ∂Ω,
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l’équation Au = f est entendue au sens de D ′(Ω) et la condition au bord est
interprétée au sens u − ϕ ∈ H1

0 (Ω). De plus, contrairement à ce qui se passe
pour les opérateurs comme L défini en (10.2), la condition c ≥ 0 ne suffit pas
à montrer l’existence d’une solution. C’est pourquoi nous énonçons le théorème
qui suit sans aborder la question de l’existence de solution (voir D. Gilbarg &
N.S. Trudinger [74, theorems 8.12 & 8.13]).

11.4 Théorème. Soit A comme en (10.1), la condition de coercivité (10.3)
étant satisfaite. On suppose que, pour un entier k ≥ 0, Ω est de classe Ck+2,
que les coefficients aij , βj sont dans Ck,1(Ω), bi, c sont dans L∞(Ω) si k = 0 et
dans Ck−1,1(Ω) si k ≥ 1. Si f ∈ Hk(Ω), ϕ ∈ Hk+2(Ω) et u ∈ H1(Ω) sont telles
que Au = f et u − ϕ ∈ H1

0 (Ω), alors u ∈ Hk+2(Ω), et pour une constante C
dépendant uniquement de Ω, k, α et des normes de aij , βj , bi, c on a :

‖u‖Hk+2(Ω) ≤ C
(
‖u‖L2(Ω) + ‖f‖Hk(Ω) + ‖ϕ‖Hk+2(Ω)

)
.

De plus si Ω est de classe C∞ et f, ϕ, aij , βj, bi, c sont dans C∞(Ω), alors u ∈
C∞(Ω).

11.5 Remarque. Comme nous l’avons signalé au début de ce paragraphe, on
peut donner des versions locales des théorèmes de régularité que nous venons
de voir. Nous renvoyons aux ouvrages cités en référence pour ces aspects ; en
particulier pour des domaines polygônaux (ou ayant des coins) il faut savoir
qu’en général les estimations intérieures sont vraies mais que les solutions peu-
vent présenter des singularités au voisinage des coins. Pour une analyse de ces
questions voir P. Grisvard [76]. !

11.6 Exemple. Voici un exemple typique de l’utilisation des théorèmes de
régularité que nous venons de voir. Supposons que Ω est un ouvert de classe
C2,θ pour un θ ∈]0, 1[, et que u ∈ H1

0 (Ω) vérifie l’équation semilinéaire :

−∆u = a(x)|u|q−1u

où a ∈ L∞(Ω) et q ≥ 1 est un réel tel que (N − 2)q ≤ N + 2.
Si N = 1, comme H1

0 (Ω) ⊂ C0,1/2(Ω), on conclut que ∆u ∈ L∞(Ω), et par
conséquent u ∈ W 2,∞(Ω) et en particulier u ∈ C1,1(Ω) ; si a ∈ C(Ω) on déduit
que u est de classe C2.

Si N = 2, alors, d’après les injections de Sobolev, pour tout p < ∞ on a
u ∈ Lp(Ω) et a(·)|u|q−1u ∈ Lp(Ω). Dans ce cas le théorème 11.3 implique que
u ∈ W 2,p(Ω) pour tout p < ∞, et d’après l’inégalité de Morrey-Sobolev on
conclut que u ∈ C1,1(Ω). De plus si a ∈ C0,θ(Ω) pour un θ ∈ ]0, 1[, le théorè-
me 11.2 permet de conclure que u ∈ C2,θ(Ω).

Si N ≥ 3, alors H1
0 (Ω) ⊂ L2∗

(Ω) avec 2∗ = 2N/(N − 2). Par conséquent
en posant p0 := 2∗/q et f := a(·)|u|q−1u, on a f ∈ Lp0(Ω) et le théorème 11.3
permet de conclure que u ∈ W 2,p0(Ω) (on remarquera que p0 > 1). Si 2p0 > N ,
alors d’après l’inégalité de Morrey-Sobolev u ∈ C0,θ(Ω) avec θ := 1 − N

2p0
.
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Si 2p0 = N , alors pour tout p < ∞ on a u ∈ Lp(Ω) et d’après le théorè-
me 11.3, comme ∆u ∈ Lp(Ω) on a u ∈ W 2,p(Ω) pour tout p fini, donc u ∈ C0,θ

pour tout θ < 1. Finalement si 2p0 ≥ N , on sait que u est höldérienne et de
nouveau en utilisant le fait que u satisfait l’équation, on conclut que u ∈ W 2,p(Ω)
pour tout p et qu’en particulier u ∈ C1,1.

Si 2p0 < N , sachant que d’après les inégalités de Sobolev on a u ∈ Lr1(Ω)
avec r1 > 2∗ donné par

1
r1

=
1
p0

− 2
N

,

on peut affirmer que −∆u = f = a|u|q−1u ∈ Lp1(Ω) avec p1 := r1/q > p0 et
par conséquent u ∈ W 2,p1(Ω). Ainsi en répétant cette procédure un nombre fini
de fois (par exemple k fois), on construit une suite p0 < p1 < · · · < pk telle que
−∆u ∈ Lpk(Ω) avec 2pk > N et on arrive à voir que u ∈ W 2,pk(Ω) ; finalement,
comme ci-dessus, on conclut que u ∈ W 2,p(Ω) pour tout p fini et u ∈ C1,1.
De plus si a ∈ C0,θ(Ω), le théorème 11.2 permet de conclure que u ∈ C2,θ(Ω).
Ce procédé, appelé argument de bootstrap1, est constamment utilisé pour passer
d’une solution faible (obtenue par exemple par une méthode variationnelle) à
une solution classique. !

Un autre résultat très utile pour établir la régularité des solutions est le
lemme suivant dû à H. Brezis & T. Kato [32] (voir aussi Exercices).

11.7 Théorème (Brezis-Kato). Soient Ω un ouvert de RN , avec N ≥ 3 et
V ∈ L1

loc(Ω). On suppose que V + ∈ L
N
2 (Ω) + L∞(Ω). Il existe alors λ1 ∈ R, tel

que si λ > λ1 et g ∈ L2(Ω) ∩ L∞(Ω), l’équation

u ∈ H1
0 (Ω), −∆u + λu = V u + g dans D ′(Ω),

admet une solution unique telle que V −u ∈ L1
loc(Ω). De plus si g ≥ 0 on a u ≥ 0,

et u ∈ Lp(Ω) pour 2 ≤ p < ∞.
En particulier si u ∈ H1

0 (Ω) vérifie V −u ∈ L1
loc(Ω) et −∆u = V u dans D ′(Ω),

alors pour tout p < ∞ et p ≥ 2, on a u ∈ Lp(Ω).

12. Valeurs propres

Si E est un espace de Banach complexe et (A,D(A)) est un opérateur linéaire de
E dans lui-même, on appelle ensemble résolvant de A et on note ρ(A), l’ensemble
des λ ∈ C tels que l’image de l’opérateur (λI −A,D(A)) est dense dans E et de
plus l’opérateur (λI−A)−1 peut être prolongé (par densité) en un opérateur con-
tinu de E dans lui-même. On notera qu’en particulier si (A,D(A)) est fermé, et
λ ∈ ρ(A), alors (λI −A)−1 est un opérateur linéaire continu de E dans lui-même
dont l’image est précisément D(A). Si λ ∈ ρ(A), l’opérateur (λI−A)−1 est appelé

1 Bootstrap en anglais désigne une lanière ou languette de cuir sur une botte permettant
de tirer dessus pour la chausser ; bootstrapping veut dire, familìerement, réussir une
action sans l’aide d’autrui.
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la résolvante de A (pour toutes ces questions voir par exemple K. Yosida [165,
chapter VIII]). Le complémentaire de l’ensemble résolvant, σ(A) := C \ ρ(A)
est appelé le spectre de A (parfois noté Sp(A)). Si λ ∈ σ(A) est tel qu’il existe
u ∈ D(A), u )= 0 vérifiant Au = λu, on dit que λ est une valeur propre de A ;
l’ensemble des valeurs propres est appelé le spectre ponctuel de A. Rappelons
aussi que r(A) := sup{|λ| ; λ ∈ σ(A)} est le rayon spectral de A, et que dans le
cas particulier où A est un opérateur continu, ρ(A) est un ouvert non borné et
on a :

r(A) = lim
n→∞

‖An‖1/n .

La résolvante de A est souvent notée

R(λ) := R(λ, A) := (λI − A)−1 ,

et λ $→ R(λ) est une fonction holomorphe définie sur ρ(A) à valeurs dans L (E),
i.e. l’ensemble des opérateurs linéaires continus de E dans lui-même. On peut
vérifier facilement que si λ, µ ∈ ρ(A), on a l’identité :

(12.1) R(λ) − R(µ) = −(λ − µ)R(λ)R(µ).

En utilisant cette relation on montre le résultat suivant (voir Exercices) :

12.1 Lemme. Soient E un espace de Banach complexe et A ∈ L (E). Si (λn)n

est une suite de ρ(A) convergeant vers λ ∈ C, alors

λ ∈ σ(A) ⇐⇒ lim
n→∞

‖R(λn)‖ = +∞.

Notons enfin que si |λ| > r(A), alors R(λ) =
∑∞

n=0 λ−(n+1)An, et que si λ0 ∈ C
est un pôle d’ordre m ≥ 1 de R(λ), alors λ0 est une valeur propre de A.

12.2 Remarque. Lorsque l’espace de Banach E est réel, pour étudier le spectre
d’un opérateur A agissant dans E, comme on le fait lors de l’étude du spectre
d’une matrice carrée réelle, il est plus commode de considérer le complexifié
de E, i.e. l’espace Ẽ := E ⊕ iE, et l’opérateur Ã défini de façon naturelle par
Ã(u + iv) := Au + iAv agissant sur Ẽ. Nous procéderons toujours de cette
manière pour étudier le spectre d’un opérateur réel agissant sur un espace de
Banach réel. !

L’étude du spectre est particulièrement simplifiée lorsque l’opérateur est com-
pact, ou bien lorsqu’il est à résolvante compacte, i.e. pour un λ0 ∈ ρ(A), la
résolvante R(λ0) est compacte (voir Exercices). Rappelons que si E est un espace
de Banach complexe de dimension infinie et T est un opérateur linéaire de E dans
E, on dit que T est compact si l’image de la boule unité B(0, 1) ⊂ E par T est
relativement compacte dans E. En effet dans ce cas le théorème (ou l’alternative)
de Fredholm implique que si T est un opérateur compact, alors 0 ∈ σ(T ), tous les
éléments non nuls de σ(T ) sont des valeurs propres de T , et chaque valeur pro-
pre a un sous-espace propre de dimension finie ; plus précisément σ(T ) \ {0} est
soit vide, soit un ensemble fini, soit une suite infinie d’éléments λn convergeant
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vers zéro (voir par exemple H. Brezis [28, théorème VI.8], K. Yosida [165, chap-
ter VIII] ou F. Riesz & B. Sz.-Nagy [142, chapitre VI]).

En ce qui concerne les opérateurs elliptiques du second ordre que nous avons
considérés plus haut en (10.1) et (10.2), bien que ces opérateurs soient non
bornés, dans un grand nombre de cas on peut étudier leur spectre en se ramenant
à l’étude du spectre d’un opérateur compact.

Par exemple considérons l’opérateur A donné par (10.1), où on suppose que
les coefficients aij , βi, bi, c sont dans L∞(Ω) et que pour un α > 0 on a, pour
tout ξ ∈ RN et p.p. sur Ω,

∑
i,j aij(x)ξiξj ≥ α|ξ|2. En supposant que Ω est

borné et que le domaine de A est donné par

D(A) :=
{
u ∈ H1

0 (Ω) ; Au ∈ L2(Ω)
}

,

on peut voir facilement qu’il existe λ0 ∈ R tel que pour tout λ ≥ λ0 et tout
u ∈ H1

0 (Ω) on ait 〈Au + λu, u〉 ≥ α
2 ‖∇u‖2 (c’est un cas particulier de l’inégalité

de G̊arding ; voir par exemple K. Yosida [165, § VI.8] et aussi Exercices). On en
déduit tout de suite que (A + λ0I)−1 est un opérateur continu de L2(Ω) dans
lui-même et que son image est précisément D(A). Comme d’après le théorème
de Rellich-Kondrachov 8.16 l’injection de H1

0 (Ω) dans L2(Ω) est compacte, on
conclut que (A + λ0I)−1 est compact de L2(Ω) dans lui-même : on voit que A
est à résolvante compacte. Par conséquent, puisque zéro n’est pas valeur propre
de (A + λ0I)−1, il existe une suite (µn)n≥1 d’éléments non nuls de C telle que
µn → 0, chaque µn étant une valeur propre de multiplicité finie, et le spectre
de (A + λ0I)−1 est donné par {0}∪ {µn ; n ≥ 1}. Finalement on conclut que le
spectre de A est donné par

σ(A) = {λn ; n ≥ 1} , avec λn :=
1
µn

− λ0.

On remarquera que |λn| → +∞ ; en fait on peut donner une estimation sur la
façon dont |λn| tend vers l’infini (voir chapitre 5).

On peut montrer, en procédant de manière analogue mais en utilisant le
théorème de Schauder 11.2, que l’opérateur L donné par (10.2) agissant dans
l’espace C0,θ(Ω), avec le domaine

D(L) :=
{
u ∈ C2,θ(Ω) ; u = 0 sur ∂Ω

}
,

possède un spectre discret : σ(L) := {λn ; n ≥ 1} et |λn| → +∞ lorsque n → ∞
(voir Exercices).

Dans le cas des opérateurs elliptiques que nous considérons ici, la première
valeur propre joue un rôle particulier. En effet sous les hypothèses habituelles
que nous avons faites jusqu’ici, on peut montrer que si de plus l’ouvert Ω est
connexe, alors la première valeur propre est simple et possède une fonction propre
positive. Ce résultat est basé sur le théorème de Krein-Rutman que nous allons
énoncer dans un instant dans le cadre particulier des espaces C(Ω) et Lp(Ω) (voir
M.G. Krein & M.A. Rutman [89], et pour le cas général voir H.H. Schaefer [147,
Appendix, § 2] ou E. Zeidler [166, § 7.8]) ; pour faciliter la tâche du lecteur, dans
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ce qui suit nous donnons, en le résumant, l’exposé que donne H.H. Schaefer.
Dans la suite de ce paragraphe nous supposons que

(12.2)






Ω est un ouvert borné connexe,
E = C(Ω) et Ω de classe C2,
ou bien E = Lp(Ω), et 1 < p < ∞.

La norme de E sera désignée par ‖ · ‖ (noter qu’ici E est un espace de Banach
réel ; cf. remarque 12.2). Rappelons que si B ∈ L (E) est un opérateur linéaire
et continu de E dans lui-même, on dit que B est positif si pour toute fonction
f ∈ E telle que f ≥ 0, on a Bf ≥ 0 ; dans ce cas on écrit B ≥ 0. Comme tout
élément f ∈ E peut s’écrire f = f+ − f− et que ‖f‖ = ‖ |f | ‖, on peut vérifier
facilement que si B ∈ L (E) est positif, alors on a :

‖B‖ = sup
f∈E
‖f‖=1

‖Bf‖ = sup
f∈E, f≥0
‖f‖=1

‖Bf‖.

On en conclut en particulier que le cône des opérateurs positifs dans L (E) est
normal c’est à dire que si B1, B2 ∈ L (E) sont deux opérateurs positifs alors
‖B1‖ ≤ ‖B1 +B2‖. Rappelons enfin que si X est un espace de Banach complexe
et z $→ f(z) est une fonction holomorphe (sur un ouvert ω du plan complexe C)
à valeurs dans X , un point z0 ∈ ω est un point régulier de f s’il existe un disque
D(z0, R) et une fonction f̃ holomorphe sur ω ∪ D(z0, R) telle que f = f̃ sur ω.
Un point qui n’est pas régulier est dit un point singulier. On peut alors montrer
facilement le lemme suivant (voir H.H. Schaefer [147, Appendix, Theorem 2.1]
et Exercices).

12.3 Lemme. Soient Bn ∈ L (E) une famille d’opérateurs positifs telle que la
série entière f(z) =

∑∞
n=0 Bnzn ait un rayon de convergence r0 > 0 dans L (E).

Alors r0 est un point singulier de f ; de plus si ce point singulier est un pôle, il
est d’ordre maximal sur le cercle {z ∈ C ; |z| = r0}.

Si B ∈ L (E) est un opérateur positif, avec r(B) > 0, en appliquant ce lemme à
la fonction

f(z) := R(r(B)/z, B) =
∞∑

n=0

(
z

r(B)

)n+1

Bn,

(définie sur le disque |z| < 1) on conclut que r(B) est un point singulier de la
résolvante λ $→ R(λ, B), et que par conséquent r(B) ∈ σ(B). (On notera que
si r(B) = 0, alors σ(B) = {0} ; on dit que B est topologiquement nilpotent).
De plus si on suppose que B est positif et compact, avec r(B) > 0, le rayon
spectral r(B) est nécessairement une valeur propre de B : c’est le théorème de
Krein-Rutman que nous énonçons maintenant.

12.4 Théorème de Krein-Rutman. Soient E l’un des espaces de Banach
donnés dans (12.2) et B un opérateur compact et positif de E dans lui-même de
rayon spectral r(B) > 0. Alors r(B) est un pôle de la résolvante R(λ, B) (donc
valeur propre de B), d’ordre maximal sur le cercle
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{z ∈ C ; |z| = r(B)} ,

et il existe u ∈ E \ {0} avec u ≥ 0 telle que Bu = r(B)u. De plus le même
résultat est vrai dans E′ pour l’adjoint B∗, i.e. r(B) est valeur propre de B∗ et
il existe v ∈ E′ \ {0} avec v ≥ 0 tel que B∗v = r(B)v.

Pour illustrer l’utilisation du théorème de Krein-Rutman dans le cas des
opérateurs elliptiques, considérons par exemple l’opérateur L donné par (10.2),
en supposant que les coefficients aij , bi, c sont dans C(Ω) et que c ≥ 0 (on suppose
ici que Ω est connexe, borné et régulier) et que p ≥ N . Comme les hypothèses du
théorème 11.3 sont satisfaites, d’après ce dernier théorème pour tout f ∈ Lp(Ω)
il existe un unique u ∈ W 2,p(Ω)∩W 1,p

0 (Ω) telle que Lu = f . De plus le principe
du maximum d’Aleksandrov 10.5 implique que si f ≤ 0 alors u ≤ 0 : autrement
dit l’opérateur B := L−1 défini par Bf := u est un opérateur positif et compact
de Lp(Ω) dans lui-même puisque son image est contenue dans W 1,p

0 (Ω) (dont
l’injection en particulier dans Lp(Ω) est compacte d’après le théorème 8.16). Par
conséquent d’après le théorème de Krein-Rutman 12.4, le rayon spectral r(B) est
valeur propre de B pour une fonction propre ϕ ≥ 0. En posant λ1 := 1/r(B), on
voit que ϕ est fonction propre de L et satisfait Lϕ = λ1ϕ. En fait cette relation,
en utilisant le théorème 11.3 et les injections de Morrey-Sobolev, implique que
si les coefficients sont de classe C∞, alors ϕ ∈ C∞(Ω). Pour montrer ce résultat
dans le cas N ≥ 3, on peut se baser sur le lemme de Brezis-Kato 11.7 (on notera
que pour N ≤ 2, on a H1

0 (Ω) ⊂ Lp(Ω) pour 2 ≤ p < ∞).
De même en utilisant le principe du maximum de Hopf 10.4, on déduit que

ϕ > 0 et on peut également montrer que λ1, qui est la plus petite valeur propre
de L, est simple (voir Exercices).

La caractérisation suivante de la première valeur propre d’un opérateur
comme L donné par (10.2) est intéressante, car dans ce cas il n’y a pas de car-
actérisation variationnelle des valeurs propres (voir par exemple M.H. Protter
& H.F. Weinberger [133, Chapter 2, § 8], et Exercices).

12.5 Théorème. Soient Ω un ouvert borné connexe de RN , et L un opérateur
du second ordre comme dans (10.2). On suppose que les coefficients aij , bi et c
sont dans C(Ω). Soit ϕ )≡ 0, une fonction de C2(Ω)∩C(Ω) qui vérifie ϕ = 0 sur
∂Ω et Lu = λϕ. Alors pour toute fonction v ∈ C2(Ω)∩C(Ω) telle que v(x) > 0
dans Ω on a :

λ ≥ inf
x∈Ω

Lv(x)
v(x)

.

En particulier si λ = λ1, la première valeur propre de L, alors

λ1 = sup
{
λ ∈ R ; ∃v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), v > 0 dans Ω, Lv ≥ λv

}
.

13. Dérivées et points critiques

Il existe plusieurs notions de dérivées pour des fonctions définies sur des espaces
de Banach. Nous commençons par celle de la dérivée directionnelle.
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13.1 Définition. Soient ω une partie d’un espace de Banach X et F : ω −→ R
une fonction à valeurs réelles. Si u ∈ ω et z ∈ X sont tels que pour t > 0 assez
petit on a u + tz ∈ ω, on dit que F admet (au point u) une dérivée dans la
direction z si la limite

lim
t→0+

F (u + tz) − F (u)
t

existe. On notera cette limite F ′
z(u).

On notera qu’une fonction F peut avoir une dérivée directionnelle dans toute
direction z ∈ X , sans pour autant être continue. Lorsque la dérivée directionnelle
de F existe pour certains z ∈ X on introduit la notion de dérivée au sens de
Gâteaux.

13.2 Définition. Soient ω une partie d’un espace de Banach X et F : ω −→ R.
Si u ∈ ω, on dit que F est dérivable au sens de Gâteaux (ou G-dérivable ou
encore G-différentiable) en u, s’il existe ' ∈ X ′ tel que dans chaque direction
z ∈ X où F (u + tz) existe pour t > 0 assez petit, la dérivée directionnelle F ′

z(u)
existe et on a :

lim
t→0+

F (u + tz) − F (u)
t

= 〈', z〉.

On posera F ′(u) := '.

On remarquera de nouveau qu’une fonction G-dérivable n’est pas nécessaire-
ment continue. On introduit enfin la dérivée classique (ou la dérivée au sens de
Fréchet). (On utilise la notation de Landau o(x) pour désigner une fonction de
x telle que lim

‖x‖→0
o(x)/‖x‖ = 0).

13.3 Définition. Soient X un espace de Banach, ω un ouvert de X et F : ω → R
une fonction. Si u ∈ ω, on dit que F est différentiable (ou dérivable) en u (au
sens de Fréchet) s’il existe ' ∈ X ′, tel que :

∀v ∈ ω F (v) − F (u) = 〈', v − u〉 + o(v − u).

Si F est différentiable, ' est unique et on note F ′(u) := '. L’ensemble des fonc-
tions différentiables de ω → R sera noté C1(ω, R).

On notera que si F est différentiable au sens de Fréchet, alors F est continue.
En général il est plus commode de travailler avec la notion de G-dérivée, car on
n’a qu’à considérer l’application t $→ F (u+tw) (pour w fixé dans X) définie dans
un intervalle [0, ε[. C’est pour ne pas alourdir ce qui suit que l’on n’introduira pas
des notations différentes pour distinguer la G-dérivée et la dérivée de Fréchet.
S’il y a risque de confusion, on précisera dans quel sens la notation F ′(u) doit
être comprise. Une autre raison de ne pas introduire des notations différentes,
c’est qu’il y a de façon naturelle un lien entre ces deux notions de dérivée. En
effet on a le résultat suivant :
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13.4 Proposition. Soit F une fonction continue de ω dans R et G-dérivable
dans un voisinage de u ∈ ω. On désigne par F ′(v) la G-dérivée de F en v et on
suppose que l’application v $→ F ′(v) est continue au voisinage de u. Alors

F (v) = F (u) + 〈F ′(u), v − u〉 + o(v − u),

c’est à dire que F est différentiable au sens de Fréchet et sa dérivée (classique)
cöıncide avec F ′(u).

Démonstration. En considérant, pour u ∈ ω fixé et v assez voisin de u,
l’application t $→ F (u + t(v − u)) définie sur l’intervalle [0, 1], on peut écrire :

F (v) = F (u) + 〈F ′(u), v − u〉 + h(u, v − u),

où, par commodité, on a posé :

h(u, v − u) :=
∫ 1

0
〈F ′(u + t(v − u)) − F ′(u), v − u〉dt.

Il s’agit donc de voir que h(u, v−u) est un o(v−u). Or w $→ F ′(w) étant continue
au voisinage de u, pour tout ε > 0 donné, il existe δ > 0 tel que :

‖w − u‖ < δ =⇒ ‖F ′(w) − F ′(u)‖ < ε.

Par conséquent si ‖v − u‖ < δ, on a pour tout t ∈ [0, 1],

|〈F ′(u + t(v − u)) − F ′(u), v − u〉| ≤ ‖F ′(u + t(v − u)) − F ′(u)‖×
× ‖v − u‖

≤ ε‖v − u‖,
ce qui, en intégrant sur [0, 1], donne |h(u, v−u)| ≤ ε‖v−u‖, pourvu que ‖v−u‖ <
δ. !

Voici enfin les notions de point critique et de valeur critique qui nous occu-
peront dans la suite de ce cours :

13.5 Définition. Soient X un espace de Banach, ω ⊂ X un ouvert et J ∈
C1(ω, R). On dit que u ∈ ω est un point critique de J , si J ′(u) = 0. Si u n’est
pas un point critique, on dit que u est un point régulier de J .
Si c ∈ R, on dit que c est une valeur critique de J , s’il existe u ∈ ω tel que
J(u) = c et J ′(u) = 0. Si c n’est pas une valeur critique, on dit que c est une
valeur régulière de F .

Souvent, lorsque X est un espace fonctionnel et l’équation J ′(u) = 0 corre-
spond à une équation aux dérivées partielles, on dit que J ′(u) = 0 est l’équation
d’Euler satisfaite par le point critique u.

L’exemple le plus simple de point critique d’une fonction J ∈ C1(ω, R) est un
point extrémal , c’est à dire un point où F atteint un minimum ou un maximum,
local ou global. Une classe importante de fonctions atteignant leur minimum
est constituée par (certaines) fonctions convexes que nous étudierons un peu
plus loin, après avoir vu ce que signifient une valeur critique ou un point cri-
tique pour une fonctionnelle définie sur une variété, en introduisant la notion de
multiplicateurs de Lagrange.
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14. Multiplicateurs de Lagrange

Très souvent, trouver la solution d’une équation aux dérivées partielles revient à
minimiser une fonctionnelle sur un ensemble de contraintes ou sur une variété.
C’est pourquoi on doit préciser le sens qu’on donne à un point critique ou à une
valeur critique sur un ensemble de contraintes.

14.1 Définition. Soient X un espace de Banach, F ∈ C1(X, R) et un ensemble
de contraintes :

S := {v ∈ X ; F (v) = 0} .

On suppose que pour tout u ∈ S, on a F ′(u) )= 0. Si J ∈ C1(X, R) (ou bien
de classe C1 sur un voisinage de S ou encore C1 sur S) on dit que c ∈ R est
valeur critique de J sur S s’il existe u ∈ S, et λ ∈ R tels que J(u) = c
et J ′(u) = λF ′(u). Le point u est un point critique de J sur S et le réel λ
est appelé multiplicateur de Lagrange pour la valeur critique c (ou le point
critique u).

Lorsque X est un espace fonctionnel et l’équation J ′(u) = λF ′(u) correspond
à une équation aux dérivées partielles, on dit que J ′(u) = λF ′(u) est l’équation
d’Euler-Lagrange (ou l’équation d’Euler) satisfaite par le point critique u sur la
contrainte S.

Cette définition est justifiée par le résultat suivant qui établit l’existence de
multiplicateurs de Lagrange. Rappelons auparavant le théorème des fonctions
implicites (voir par exemple J. Dieudonné [57, théorème 10.2.1]) :

14.2 Théorème. Soient X, Y, Z trois espaces de Banach, Ω un ouvert de X×Y
et f ∈ C1(Ω, Z). On suppose que (x0, y0) ∈ Ω est tel que f(x0, y0) = 0 et
que ∂yf(x0, y0) est un homéomorphisme (linéaire) de Y sur Z. Il existe alors
ω ⊂ X voisinage connexe de x0 et une unique application ϕ ∈ C1(ω, Y ) telle
que ϕ(x0) = y0 et pour tout x ∈ ω on ait f(x,ϕ(x)) = 0. De plus si x ∈ ω et
f(x, y∗) = 0 alors y∗ = ϕ(x). La dérivée ϕ′ est donnée par :

ϕ′(x) = − (∂yf(x,ϕ(x)))−1 ◦ (∂xf(x,ϕ(x))) .

14.3 Proposition. Sous les hypothèses et notations de la définition 14.1, on
suppose que u0 ∈ S est tel que J(u0) = infv∈S J(v). Alors il existe λ ∈ R tel
que :

J ′(u0) = λF ′(u0).

Démonstration. Comme F ′(u0) )= 0, il existe w ∈ X tel que

〈F ′(u0), w〉 = 1.

Si X0 := kerF ′(u0), on a X = X0 ⊕Rw. Soit alors la fonction Φ de X0 ×R dans
R, définie par :

Φ(v, t) := F (u0 + v + tw).

On a Φ(0, 0) = 0 et
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∂tΦ(0, 0) = 〈F ′(u0), w〉 = 1, ∂vΦ(0, 0) = F ′(u0)|X0
= 0.

Le théorème des fonctions implicites 14.2 appliqué à Φ et au point (0, 0) de
X0 ×R, permet de voir que dans un voisinage ω de 0 ∈ X0, il existe T : ω −→ R
telle que Φ(v, T (v)) = 0 pour tout v ∈ ω et on a : T (0) = 0, T ′(0) = 0. Donc il
existe un voisinage Ω ⊂ X de u0, tel que

u ∈ Ω et F (u) = 0 ⇐⇒ u = u0 + v + T (v)w avec v ∈ ω.

Si J̃ : ω −→ R, est définie par J̃(v) = J(u0 + v + T (v)w), on voit que J̃ atteint
son minimum en 0 ∈ ω. Par conséquent 〈J̃ ′(0), v〉 = 0 pour tout v ∈ X0. Or
d’après la définition de J̃ et la propriété de T , on sait que si v ∈ X0 on a
〈J̃ ′(0), v〉 = 〈J ′(u0), v〉. On en conclut que 〈J ′(u0), v〉 = 0 pour tout v ∈ X0 et
que kerJ ′(u0) ⊃ kerF ′(u0) : par conséquent il existe λ ∈ R tel que J ′(u0) =
λF ′(u0). !

14.4 Remarque. En fait, comme on peut le voir au cours de la démonstration,
il suffit que u0 soit un extrémum local pour que le résultat soit encore vrai. !

Pour montrer l’existence de multiplicateurs de Lagrange dans le cas où
l’ensemble S est défini par un nombre fini de contraintes, on aura besoin du
lemme algébrique suivant (voir Exercices pour la démonstration).

14.5 Lemme. Soient X un espace vectoriel et des formes linéaires f0, f1, . . . , fm

sur X . On suppose que :
⋂

1≤j≤m

ker(fj) ⊂ ker(f0).

Alors il existe des réels (λj)1≤j≤m tels que : f0 =
∑m

j=1 λjfj .

En utilisant ce lemme et en procédant comme dans la démonstration ci-
dessus, on peut montrer la généralisation suivante de l’existence d’un multipli-
cateur de Lagrange.

14.6 Lemme. Soient F1, . . . , Fm ∈ C1(X, R) et :

S := {u ∈ X ; 1 ≤ j ≤ m Fj(u) = 0} .

Soit J une fonction de classe C1 dans un voisinage de S à valeurs dans R. On
suppose que u0 ∈ S est tel que J(u0) = minv∈S J(v) et que les formes linéaires
F ′

1(u0), F ′
2(u0), . . . , F ′

m(u0) sont linéairement indépendantes. Alors il existe des
réels λ1, . . . , λm tels que

J ′(u0) =
m∑

j=1

λjF
′
j(u0).

14.7 Remarque. Sous les hypothèses de la proposition 14.3, supposons que S
soit défini par une contrainte d’inégalité :
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S := {v ∈ X ; F (v) ≥ 0} .

Si u0 ∈ S est un point critique de J sur S (par exemple un point de minimum
de J sur S) et si on a F (u0) > 0, on dit que la contrainte F n’est pas saturée.
Dans ce cas on peut montrer que le multiplicateur de Lagrange λ est nul. !

14.8 Exemple. Soient H un espace de Hilbert et B = B∗ un opérateur auto-
adjoint compact sur H tel que (Bv0|v0) > 0 pour un v0 ∈ H . Soient F (u) :=
(u|u)−1 et J(u) := (Bu|u). Alors S := {u ; F (u) = 0} est précisément la sphère
unité de H , et on peut montrer qu’il existe u0 ∈ S tel que

J(u0) = µ1 := max
v∈S

J(v).

En effet, si (un)n est une suite de S telle que J(un) → µ1, on peut supposer
(en extrayant au besoin une sous-suite notée encore (un)n) que un ⇀ u0 dans
H-faible et B étant compact on a Bun → Bu0 dans H . Par conséquent J(un) →
J(u0), ce qui signifie que J(u0) = µ1 > 0 et que u0 )= 0. Par ailleurs d’après
(2.1), si θ := ‖u0‖, on a 0 < θ ≤ lim infn→∞ ‖un‖ = 1. On ne peut pas avoir
θ < 1, car sinon en posant ũ := u0/θ, on aurait ũ ∈ S et J(ũ) = θ−2µ1 > µ1,
contrairement à la définition de µ1. On en conclut que u0 ∈ S et que µ1 est
atteint par u0.

Par conséquent, d’après la proposition 14.3, il existe λ ∈ R tel que J ′(u0) =
2λu0 ou encore Bu0 = λu0 et ‖u0‖ = 1. En multipliant (au sens du produit
scalaire de H) cette dernière égalité par u0 on en déduit :

µ1 := (Bu0|u0) = λ(u0|u0) = λ

ce qui signifie que λ = µ1 est une valeur propre de B (d’ailleurs c’est la plus
grande). En fait, comme on le verra au chapitre 4, on peut montrer que toutes
les valeurs propres de B peuvent être obtenues comme valeurs critiques de J sur
S, par un procédé de minmax. !

14.9 Exemple. Soient Ω un ouvert borné régulier de RN et p > 1 tel que
(N − 2)p < N + 2. On considère, sur l’espace H1

0 (Ω) :

S :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) ; F (v) = 0
}

, avec F (v) :=
∫

Ω
|v(x)|p+1dx − 1 ,

J(v) :=
∫

Ω
|∇v(x)|2dx.

Montrons d’abord qu’il existe u0 ∈ S tel que

J(u0) = µ := min
v∈S

J(v).

En effet en considérant une suite minimisante (vn)n, d’après l’inégalité de Poin-
caré 8.18 on sait que cette suite est bornée dans H1

0 (Ω) et on peut supposer que
vn ⇀ v0 dans H1

0 (Ω)-faible. On a donc d’après (2.1)
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(14.1) J(v0) ≤ lim inf
n→∞

J(vn) = µ.

Par ailleurs, puisque (N − 2)(p + 1) < 2N , d’après le théorème de Rellich-
Kondrachov 8.16, l’injection de H1

0 (Ω) dans Lp+1(Ω) est compacte et on en
déduit que vn → v0 dans Lp+1(Ω). En particulier F (v0) = 0, v0 ∈ S et par
définition de µ on a J(v0) ≥ µ : ce qui joint à (14.1) montre que µ est atteint
sur S.

Alors d’après la proposition 14.3 on sait qu’il existe λ ∈ R tel que J ′(v0) =
λ(p + 1)|v0|p−1v0, ou encore :

−2∆v0 = λ(p + 1)|v0|p−1v0.

En multipliant par v0, en intégrant et en effectuant une intégration par parties
sur le terme de gauche, on obtient :

2J(v0) = λ(p + 1) = 2µ.

On en tire λ = 2µ
p+1 , c’est à dire −∆v0 = µ|v0|p−1v0 au sens de D ′(Ω). Comme

µ > 0, en posant u := µ
1

p−1 v0 on obtient une solution non nulle de l’équation :
{

−∆u = |u|p−1u

u = 0
dans Ω ,

sur ∂Ω.

D’ailleurs, on peut montrer que l’on peut choisir la suite minimisante (vn)n telle
que vn ≥ 0 et on obtient ainsi une solution u ≥ 0 et de classe C∞ dans Ω (voir
Exercices).

On notera que la première partie de l’argument ci-dessus fonctionne lorsque
p = 1, mais dans ce cas on obtient µ = λ1 la première valeur propre et ϕ1 = v0

une première fonction propre du laplacien avec condition de Dirichlet sur Ω. !

15. Fonctions convexes

On rappelle ci-dessous quelques propriétés bien connues des ensembles et des
fonctions convexes.

15.1 Définition. Soit X un espace vectoriel. On dit qu’une partie K de X est
convexe si :

∀x, y ∈ K, ∀θ ∈ [0, 1], θx + (1 − θ)y ∈ K.

Lorsque K est convexe et J : K → R est une fonction, on dit que J est convexe
si :

∀x, y ∈ K, ∀θ ∈ [0, 1], J(θx + (1 − θ)y) ≤ θJ(x) + (1 − θ)J(y).

On dit que J est strictement convexe si pour tous x, y ∈ K avec x )= y et θ ∈ ]0, 1[
on a :

J(θx + (1 − θ)y) < θJ(x) + (1 − θ)J(y).

En utilisant le théorème de Hahn-Banach (cf. par exemple H. Brezis [28, théo-
rème III.7]) on montre le résultat suivant :
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15.2 Proposition. Soient X un espace de Banach et K ⊂ X un convexe. Alors
K est fermé si, et seulement si, K est faiblement fermé.

Pour λ ∈ R, on note :

(15.1) [J ≤ λ] := {x ∈ K ; J(x) ≤ λ} .

On dit que J est semi-continue inférieurement (en abrégé s.c.i.) lorsque pour
tout λ ∈ R, les ensembles [J ≤ λ] sont fermés dans X . Il est facile de vérifier
que si J est convexe, alors pour tout λ ∈ R les ensembles [J ≤ λ] sont convexes,
mais la réciproque est fausse.

Rappelons qu’une fonction ϕ : [0, 1] → R est convexe si pour 0 < τ1 < τ2 < 1
on a :

ϕ(τ1) − ϕ(0)
τ1

≤ ϕ(τ2) − ϕ(0)
τ2

.

Noter aussi que si J est convexe, alors la fonction

τ $→ J((1 − τ)x + τy)

définie sur [0, 1] (pour x, y ∈ K fixés), est convexe. On en déduit que pour
0 < τ1 < τ2 on a

(15.2)
J(x + τ1(y − x)) − J(x)

τ1
≤ J(x + τ2(y − x)) − J(x)

τ2
.

On peut également montrer qu’une fonction convexe semi-continue inférieure-
ment définie sur un ensemble convexe d’intérieur non vide est continue, et même
localemment lipschitzienne. Pour toutes ces propriétés voir Exercices. La car-
actérisation suivante de certaines fonctions convexes est utile.

15.3 Lemme. Soient K un convexe et J : K −→ R une fonction G-dérivable.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) J est convexe.
(ii) Pour tous x, y ∈ K on a J(y) ≥ J(x) + 〈J ′(x), y − x〉.
(iii) J ′ est monotone c’est à dire que :

∀x, y ∈ K, 〈J ′(y) − J ′(x), y − x〉 ≥ 0.

Démonstration. (i) =⇒ (ii) : En effet si τ ∈ ]0, 1[, alors l’inégalité de convexité
s’écrit

J(x + τ(y − x)) − J(x) ≤ τ(J(y) − J(x))

d’où l’on déduit (ii) en divisant par τ et en le faisant tendre vers 0.
(ii) =⇒ (iii) : En échangeant le rôle de x et de y dans (ii) on a :

〈J ′(x), y − x〉 ≤ J(y) − J(x)
〈J ′(y), x − y〉 ≤ J(x) − J(y)

ce qui, en additionnant, donne (iii).
(iii) =⇒ (i) : Pour τ ∈ [0, 1], soit ϕ(τ) := J(x + τ(y − x)). Comme
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ϕ′(τ) = 〈J ′(x + τ(y − x)), y − x〉,

la propriété (iii) exprime le fait que ϕ′ est croissante : en particulier ϕ′(τs) ≤
ϕ′(s) pour 0 ≤ τ, s ≤ 1. Par conséquent on a

ϕ(τ) − ϕ(0) =
∫ τ

0
ϕ′(σ)dσ = τ

∫ 1

0
ϕ′(τs) ds ≤ τ(ϕ(1) − ϕ(0)),

ce qui signifie que J est convexe. !
Pour les fonctions strictement convexes on a la caractérisation suivante (voir
Exercices).

15.4 Lemme. Soient K un convexe et J : K −→ R une fonction G-dérivable.
Alors les propriétés suivantes sont équivalentes :
(i) J est strictement convexe.
(ii) Pour tous x, y ∈ K, avec x )= y, on a J(y) > J(x) + 〈J ′(x), y − x〉.
(iii) J ′ est strictement monotone i.e.

∀x, y ∈ K, x )= y 〈J ′(y) − J ′(x), y − x〉 > 0.

16. Quelques opérateurs continus

Dans l’étude de nombreuses équations aux dérivées partielles nous aurons à
considérer des opérateurs locaux définis par des fonctions de R dans R.

Soit Ω un ouvert de RN . Nous dirons qu’une fonction (x, s) $→ f(x, s), définie
sur Ω × R à valeurs dans R, est mesurable en x, continue en s si la condition
suivante est satisfaite :

(16.1)
{
∀s ∈ R, la fonction f(·, s) est mesurable sur Ω ;
p.p. en x ∈ Ω la fonction f(x, ·) est continue sur R.

On dit parfois que f est une fonction de Caratheodory. On a le résultat suivant :

16.1 Lemme. Soient Ω un ouvert de RN , 1 ≤ p, q < ∞ des réels et f une
fonction de Ω × R dans R vérifiant (16.1). On suppose qu’il existe b ≥ 0 et
a ∈ Lq(Ω) tels que la condition de croissance :

(16.2) pour tout s ∈ R et p.p. sur Ω, |f(·, s)| ≤ a(·) + b|s|p/q

est satisfaite. Pour toute fonction u mesurable de Ω dans R, on définit un
opérateur B en posant (Bu)(x) := f(x, u(x)). Alors B est continue de Lp(Ω)
dans Lq(Ω).

Démonstration. Soit (un)n une suite de Lp(Ω) convergeant vers u. D’après
la réciproque partielle du théorème de la convergence dominée de Lebesgue (cf.
proposition 4.11) il existe g ∈ Lp(Ω) et une sous-suite (uni)i telles que

uni → u, |uni | ≤ g p.p. dans Ω.
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On en déduit que p.p. sur Ω on a f(x, uni(x)) → f(x, u(x)) et

|f(x, uni(x))| ≤ a(x) + b|g(x)|p/q.

En utilisant le théorème de la convergence dominée on conclut que Buni → Bu
dans Lq(Ω). Ainsi la suite (Bun)n est relativement compacte dans Lq(Ω) et
admet comme unique point limite Bu : par conséquent toute la suite (Bun)n

converge vers Bu dans Lq(Ω), ce qui prouve que B est continu de Lp(Ω) dans
Lq(Ω). !

On remarquera que la condition (16.2) est tout simplement l’expression du
fait que si u ∈ Lp(Ω) alors Bu (qui est définie presque partout sur Ω) est dans
Lq(Ω). Le lemme précédent montre que si l’opérateur B est défini partout sur
Lp(Ω), il y est continu. En réalité on peut montrer la réciproque du lemme
16.1 : si B envoie Lp(Ω) dans Lq(Ω), alors la condition de croissance (16.2) est
satisfaite (et en particulier B est continu). Ici nous nous bornerons à démontrer
cette réciproque dans le cas plus simple où la fonction f ne dépend pas de x, i.e.
f(·, s) ≡ f(s) pour tout s ∈ R (pour le cas général voir Krasnosel’skii [90, pages
20–32]).

16.2 Lemme. Soient Ω un ouvert de RN , 1 ≤ p, q < ∞ et f : R −→ R une
fonction continue. Pour toute fonction u définie p.p. sur Ω on définit (Bu)(x) :=
f(u(x)). On suppose que si u ∈ Lp(Ω), on a Bu ∈ Lq(Ω). Il existe alors a ≥
0, b ≥ 0 tels que

(16.3) ∀s ∈ R, |f(s)| ≤ a + b|s|p/q.

En particulier B est continu de Lp(Ω) dans Lq(Ω).

Démonstration. En remplaçant f(s) par f(s) − f(0) on peut se ramener au
cas où f(0) = 0, ce que nous allons faire pour la suite (remarquer que si Ω n’est
pas de mesure finie on doit nécessairement avoir f(0) = 0). Si la condition de
croissance (16.3) n’est pas satisfaite, alors pour tout n ≥ 1 il existe sn ∈ R tel
que |sn| ≥ 1 et :

|f(sn)| ≥ n1/q(1 + |sn|p/q).
Il est clair que l’on peut supposer que la suite |sn| est croissante et que |sn| → ∞.
Par conséquent on peut choisir une partie mesurable Ω0 ⊂ Ω de mesure finie et
des ensembles mesurables An ⊂ Ω0 deux à deux disjoints tels que mes(An) =
mes(Ω0)/[(1 + |sn|p)n2]. En considérant la fonction u :=

∑
sn1An , on voit que

u ∈ Lp(Ω). Mais on a :
∫

Ω
|f(u(x))|qdx =

∑

n≥1

∫

An

|f(sn)|q ≥
∑

n≥1

n(1 + |sn|p/q)qmes(An)

≥
∑

n≥1

n(1 + |sn|p)mes(An) = +∞,

ce qui signifie que Bu )∈ Lq(Ω) : autrement dit B, en tant qu’opérateur de Lp(Ω)
dans Lq(Ω), n’est pas défini en u. On en conclut donc que la fonction f satisfait
la condition de croissance (16.3) et, d’après le lemme 16.1, B est continu. !
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16.3 Remarque. L’opérateur B défini ci-dessus est un opérateur local en ce sens
que la valeur de (Bu)(x) dépend uniquement de celle de u au point x. Dans la
littérature des opérateurs locaux comme l’opérateur B défini au lemme 16.1 sont
parfois appelés opérateurs de Nemitsky ou encore opérateurs de superposition.
On peut montrer, en admettant l’hypothèse du continu, qu’en fait tout opérateur
local, en ce sens que B(1Au) = 1ABu pour tout ensemble mesurable A, est un
opérateur de superposition. Pour des références concernant les diverses propriétés
de ce type d’opérateurs suivant celles de la fonction f , on pourra consulter
J. Appell [7]. !

16.4 Remarque. Des opérateurs B du type de ceux que l’on vient de voir ne
sont pas continus de Lp(Ω)-faible dans Lq(Ω)-faible, sauf si f est affine, c’est à
dire que f(·, s) = a(·) + b(·)s, avec a ∈ Lq et b ∈ Lr(Ω), où r := p

p−q et q ≤ p
(voir Exercices). !
Sur l’exemple suivant on voit qu’il n’est pas aisé de construire des opérateurs
locaux du type précédent qui soient de classe C1.

16.5 Exemple. Soient Ω :=]0, 1[, et (Bu)(·) := sin(u(·)). On voit facilement
que B est continu de L2(0, 1) dans L2(0, 1). Montrons qu’il n’est pas de classe
C1 sur L2(0, 1). En effet si B était différentiable au sens de Fréchet sur L2(0, 1)
à l’origine, on devrait avoir :

Bu = Lu + o(u, ‖u‖L2)

où L est un opérateur linéaire continu de L2(0, 1) −→ L2(0, 1). Mais on remarque
que si l’application u $→ Bu est considérée de L∞(0, 1) dans lui-même, alors elle
est différentiable en 0 et pour tout u ∈ L∞(0, 1) on a :

Bu = u + o(u, ‖u‖∞)

et par conséquent on doit avoir L = I, l’application identité. (Ici on fait ap-
parâıtre le fait que le terme o(u, ‖u‖) dépend de la norme de l’espace dans lequel
on considère l’opérateur B). Par ailleurs considérant la suite : un := 1]0,1/n[ on
a ‖un‖L2 → 0 et :

‖Bun − un‖2 =
1
n

(sin(1) − 1)2 = ‖un‖2
L2

(1 − sin(1))2

ce qui montre que Bun − un n’est pas un o(un, ‖un‖L2).
Cependant on peut montrer que si Ω est de mesure finie et 1 ≤ q < p ≤ ∞,

alors Bu := sin(u(·)), considéré comme opérateur de Lp(Ω) dans Lq(Ω), est de
classe C1. En effet si 0 < ε ≤ 2 est tel que (1 + ε)q ≤ p, on sait qu’il existe une
constante C(ε) > 0 telle que pour tout z ∈ R on ait | sin(z) − z| ≤ C(ε)|z|1+ε.
On en conclut que pour tout u ∈ Lp(Ω) on a :

‖Bu − u‖q ≤ C(ε) ‖u‖1+ε
(1+ε)q ≤ C(ε, p, q, |Ω|) ‖u‖1+ε

p ,

ce qui montre que B est différentiable au sens de Fréchet à l’origine et que
B′(0) = I, l’injection canonique de Lp(Ω) dans Lq(Ω). On montre de la même
manière que B est différentiable en un point quelconque de Lp(Ω). !
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En fait il n’y a pas beaucoup d’opérateurs du type précédent qui soient de
classe C1 de L2(Ω) dans lui-même. Il est clair que si f(x, s) := a(x)+b(x)s, avec
a ∈ L2(Ω) et b ∈ L∞(Ω), alors B est de classe C1. Cependant on peut montrer
que ce sont les seuls opérateurs de ce type de classe C1, comme l’indique le
résultat suivant (voir Exercices pour la démonstration) :

16.6 Propostion. Soient Ω un ouvert de RN et f : Ω × R −→ R une fonction
vérifiant (16.1). On pose Bu := f(·, u(·)). Alors B est de classe C1 de L2(Ω)
dans L2(Ω) si, et seulement si, il existe a ∈ L2(Ω) et b ∈ L∞(Ω) tels que
f(·, s) = a(·) + b(·)s.

Signalons enfin le résultat suivant dû à M. Marcus & V.J. Mizel [110–113] ;
voir aussi L. Boccardo & F. Murat [23, théorème 4.2] (on pourra consulter
également l’article de revue de J. Appell [7]) :

16.7 Théorème. Soient 1 ≤ q ≤ p < N , Ω un ouvert de RN et f une fonction
de R −→ R. On pose Bu := f(u(·)), pour une fonction de Ω −→ R. Alors
B est un opérateur continu de W 1,p(Ω) dans W 1,q(Ω) si, et seulement si, f
est localement lipschitzienne et sa dérivée (qui existe presque partout sur R)
satisfait la condition de croissance

∃a, b ≥ 0, ∀s ∈ R, |f ′(s)| ≤ a + b|s|N(p−q)/(qN−qp) .

Si 1 ≤ p ≤ ∞, et f est lipschitzienne sur R, alors pour tout u ∈ W 1,p(Ω) on a
B(u) ∈ W 1,p(Ω) et ∇B(u) = f ′(u)∇u p.p. sur Ω ; de plus lorsque 1 ≤ p < ∞,
l’opérateur B est continu de W 1,p(Ω) dans lui-même (lorsque p = ∞ en général
B n’est pas continu sur W 1,∞(Ω)).

Dans le paragraphe suivant nous considérons certaines fonctionnelles sur les
espaces de Sobolev, définies à l’aide d’une fonction de R dans R.

17. Quelques fonctionnelles différentiables

Dans un premier temps nous considérons des fonctionnelles définies sur les es-
paces Lp(Ω). Soit f : Ω × R −→ R une fonction mesurable en x, continue en s,
c’est à dire vérifiant la condition de Caratheodory (16.1). On pose

(17.1) F (x, s) :=
∫ s

0
f(x,σ)dσ.

De même, lorsque cela a un sens, on définit une fonctionnelle V par

(17.2) V (u) :=
∫

Ω
F (x, u(x))dx.

Nous allons préciser dans quelles conditions u $→ V (u) est continue ou de classe
C1. Notons tout d’abord le résultat suivant qui découle du lemme 16.1 :
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17.1 Lemme. On suppose qu’il existe a ∈ L1(Ω), b ≥ 0 et 1 ≤ p < ∞ et F une
fonction de Ω × R dans R vérifiant :

(17.3) ∀s ∈ R, p.p. sur Ω, |F (x, s)| ≤ a(x) + b|s|p.

Alors si F vérifie (16.1), V définie par (17.2) est continue sur Lp.
En particulier si f : Ω × R −→ R vérifie (16.1), et s’il existe a0 ∈ Lp′

(Ω), avec
1 < p < ∞ et p′ := p/(p − 1), et b0 ≥ 0 tels que :

(17.4) ∀s ∈ R, p.p. sur Ω, |f(·, s)| ≤ a0(·) + b0|s|p−1,

alors F et V étant données par (17.1) et (17.2), V est de classe C1 sur Lp(Ω) et
on a V ′(u) = f(·, u(·)).

Démonstration. Si F vérifie la condition (17.3), le lemme 16.1 dit que l’app-
lication u $→ F (·, u(·)) est continue de Lp(Ω) dans L1(Ω) et par conséquent V
est continue sur Lp(Ω).

Lorsque l’hypothèse porte sur f , la condition (17.4) implique :

|F (x, s)| ≤ a0(x)|s| + 1
p
b0|s|p ≤ 1

p′
|a0(x)|p

′
+

1
p
(1 + b0)|s|p,

où on utilise l’inégalité de Young αβ ≤ 1
pαp + 1

p′ βp′
. On en déduit, en utilisant la

première partie du lemme, que V est continue de Lp(Ω) dans R. Pour montrer
que V est de classe C1, on va montrer que V est G-dérivable et que la G-dérivée
est continue de Lp(Ω) dans Lp′

(Ω). En posant

ϕ(t, x) :=
F (x, u(x) + tv(x)) − F (x, u(x))

t
− f(x, u(x))v(x),

on a
V (u + tv) − V (u)

t
−
∫

Ω
f(x, u(x))v(x)dx =

∫

Ω
ϕ(t, x)dx.

Or il existe θ(t, x) ∈]0, 1[ tel que :

|ϕ(t, x)| = |f (x, u + θ(t, x)tv(x)) − f(x, u(x))| |v(x)|.

Ainsi, d’une part on a ϕ(t, x) → 0 lorsque t → 0, p.p. en x ∈ Ω et d’autre part,
on a la majoration :

|ϕ(t, x)| ≤ 2
(
a0(x) + b0 (|u(x)| + |v(x)|)p−1 + b0|u(x)|p−1

)
|v(x)|.

Comme le second membre de l’inégalité ci dessus est dans L1(Ω), le théorème
de la convergence dominée de Lebesgue permet de dire que

lim
t→0

[
V (u + tv) − V (u)

t
−
∫

Ω
f(x, u(x)) v(x)dx

]

=
∫

Ω
lim
t→0

ϕ(t, x)dx = 0.
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Ainsi la G-dérivée V ′(u) existe et on a pour tout v ∈ Lp(Ω) :

〈V ′(u), v〉 =
∫

Ω
f(x, u(x))v(x)dx,

i.e. V ′(u) = f(·, u). De plus la condition de croissance (17.4) imposée à f et le
lemme 16.1 impliquent que l’opérateur u $→ f(·, u) (c’est à dire V ′) de Lp(Ω)
dans Lp′

(Ω) est continu. Finalement la proposition 13.4 implique que V est
de classe C1 sur Lp(Ω) (on aura noté que ce dernier résultat n’est pas vrai si
p = 1). !

Bien que les résultats qui suivent puissent s’exprimer de manière générale
pour les espaces W 1,p(Ω) ou W 1,p

0 (Ω), pour les besoins de la suite du cours,
on va surtout étudier la fonctionnelle V sur les espaces H1(Ω) ou H1

0 (Ω) (voir
Exercices pour le cas général). Rappelons que pour N ≥ 3, on a posé 2∗ := 2N

N−2

et que les inégalités de Sobolev expriment le fait que H1
0 (Ω) ⊂ L2∗

(Ω) et que
cette injection est continue ; de même si l’ouvert Ω est, par exemple, borné et
de classe C1 (voir paragraphe § 8), alors on a H1(Ω) ⊂ L2∗

(Ω) et l’injection est
continue. En utilisant le lemme 17.1, on peut montrer facilement (on notera que
(2∗)′ = 2N/(N + 2)) :

17.2 Corollaire. Soient Ω un ouvert de RN , avec N ≥ 3, et F : Ω × R dans
R une fonction vérifiant (16.1), V étant définie par (17.2). On suppose qu’il
existe a ∈ L1(Ω) et b ≥ 0 tels que p.p. sur Ω et pour tout s ∈ R on ait
|F (x, s)| ≤ a(x) + b|s|2∗

. Alors V est continue sur H1
0 (Ω). En particulier si

f : Ω×R −→ R vérifie (16.1), F étant définie par (17.1), s’il existe a0 ∈ L
2N

N+2 (Ω)
et b0 ≥ 0 tels que

∀s ∈ R, p.p. sur Ω, |f(x, s)| ≤ a0(x) + b0|s|
N+2
N−2 ,

alors V est de classe C1 sur H1
0 (Ω) et on a V ′(u) = f(·, u). Si de plus Ω est de

classe C1 et borné, les mêmes propriétés sont vraies en remplaçant H1
0 (Ω) par

H1(Ω).

Lorsque N = 2, on sait que pour tout p ≥ 2 fini, on a H1
0 (Ω) ⊂ Lp(Ω) et

par conséquent, si f vérifie la condition (17.4) pour un p ≥ 2, la fonction V est
de classe C1 sur H1

0 (Ω) (un résultat analogue subsiste pour H1(Ω) si Ω est par
exemple borné et de classe C1). En utilisant l’inégalité de Trudinger-Moser, on
peut montrer le résultat suivant (voir Exercices) :

17.3 Proposition. Soient Ω un ouvert de R2, F : Ω × R dans R une fonction
vérifiant (16.1) et V définie par (17.2). On suppose que pour tout δ > 0 il
existe a ∈ L1(Ω) et b ≥ 0 tels que pour tout s ∈ R et p.p. sur Ω on ait
|F (x, s)| ≤ a(x) + b exp

(
δ|s|2

)
. Alors V est continue sur H1

0 (Ω). En particulier
si f : Ω × R −→ R vérifie (16.1), F étant définie par (17.1), en supposant que
pour tout δ > 0 il existe ε > 0, a0 ∈ L1+ε(Ω) et b0 ≥ 0 tels que

∀s ∈ R, p.p. sur Ω, |f(x, s)| ≤ a0(x) + b0 exp
(
δ|s|2

)
,
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alors V est de classe C1 sur H1
0 (Ω) et on a V ′(u) = f(·, u). Si de plus Ω est de

classe C1 et borné, les mêmes propriétés sont vraies en remplaçant H1
0 (Ω) par

H1(Ω).

Il faut noter que le cas de la dimension N = 1 est très particulier car dans ce
cas on a H1(R) ⊂ C0,1/2

0 (R) et par suite sans imposer une quelconque condition
de croissance à l’infini sur s $→ f(·, s), la fonction V est de classe C1 sur H1(Ω).
Plus précisément (voir Exercices pour la démonstration) :

17.4 Proposition. Soit Ω un intervalle ouvert de R et f : Ω × R −→ R
satisfaisant la condition (16.1). On suppose de plus que f(·, ·) vérifie, pour tout
s ∈ R

p.p. sur Ω, |f(·, s)| ≤ a(·) + b(·)g(s)

où a, b ∈ L1(Ω) et g : R −→ R+ est continue et telle que g(s) = O(s) lorsque
s → 0.
Alors F et V étant définies par (17.1) et (17.2), V est de classe C1 sur H1(Ω). !

De façon analogue on peut montrer la proposition suivante (rappelons que si
X1, X2 sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel Z, on note X1+X2

le sous-espace des éléments z ∈ Z qui s’écrivent comme z = x1 + x2 avec xi ∈
Xi) :

17.5 Proposition. Soit Ω un ouvert de RN et f : Ω×R −→ R vérifiant (16.1).
(i) Si N ≥ 3, on suppose qu’il existe a ∈ L

N
2 (Ω) + L∞(Ω) et b ∈ R+ tels que :

∀s ∈ R, p.p. sur Ω, |f(·, s)| ≤ a(·)|s| + b|s|
N+2
N−2 .

(ii) Si N = 2, on suppose que pour tout δ > 0 il existe ε > 0 et a ∈ L1+ε(Ω) +
L∞(Ω), b ∈ R+ tels que :

∀s ∈ R, p.p. sur Ω |f(·, s)| ≤ a(·)|s| + b exp
(
δ|s|2

)
.

Alors F et V étant définies par (17.1) et (17.2), V est de classe C1 sur H1
0 (Ω).

Si Ω est borné et de classe C1, alors V est de classe C1 sur H1(Ω). Dans chaque
cas on a V ′(u) = f(·, u). !

Nous allons ensuite montrer le résultat suivant qui est important pour la suite.

17.6 Proposition. Soient Ω un ouvert de RN , p > 2 et f : Ω × R −→ R
satisfaisant la condition (16.1) et f(·, 0) = 0. On suppose que p.p. en x ∈ Ω,
l’application s $→ f(x, s) est de classe C1 et qu’il existe a ∈ Lp/(p−2)(Ω) et b ≥ 0
tels que :

∀s ∈ R, p.p. sur Ω, |∂sf(·, s)| ≤ a(·) + b|s|p−2.

Alors F et V étant définies par (17.1) et (17.2), V est de classe C2 sur Lp(Ω)
alors que V ′ : Lp(Ω) −→ Lp/(p−1)(Ω) est uniformément lipschitzienne sur les
bornés de Lp(Ω) et on a V ′(u) = f(·, u), et V ′′(u) = ∂sf(·, u). Plus précisément
pour ϕ, ψ ∈ Lp(Ω) on a :
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V ′′(u)[ϕ, ψ] =
∫

Ω
∂sf(x, u(x))ϕ(x)ψ(x)dx.

Démonstration. Commençons par remarquer que la condition de croissance
sur la dérivée de f implique, pour tout s ∈ R :

p.p. sur Ω, |f(·, s)| ≤ a(·)|s| + b

p − 1
|s|p−1.

Par conséquent le lemme 17.1 montre que V est de classe C1 sur Lp(Ω) et que

〈V ′(u), ϕ〉 =
∫

Ω
f(x, u(x))ϕ(x)dx.

Pour montrer que V ′ est G-dérivable sur Lp(Ω), pour 0 < t < 1 et ϕ, ψ dans
Lp(Ω) on écrit :

1
t

[〈 V ′(u + tψ) − V ′(u), ϕ〉] −
∫

Ω
∂sf(x, u(x))ϕ(x)ψ(x)dx

=
∫

Ω
[∂sf(x, u(x) + θ(t, x)ψ(x)) − ∂sf(x, u(x))] ϕ(x)ψ(x)dx,

où θ(t, x) ∈]0, 1[. En prenant la valeur absolue dans les deux membres et en
utilisant la majoration

| [∂sf(x, u(x) + θ(t, x)ψ(x)) − ∂sf(x, u(x))] ϕ(x)ψ(x)|
≤ 2

(
a(x) + b(|u|p−2 + |ψ|p−2)

)
|ϕ(x)ψ(x)|,(17.5)

on voit que comme on a ϕ, ψ ∈ Lp(Ω) et que p−2
p + 2 1

p = 1, d’après l’inégalité
de Hölder le second membre de l’inégalité (17.5) est dans L1(Ω). On conclut
comme précédemment, en faisant tendre t vers zéro et en utilisant le théorème
de la convergence dominée, que V ′′(u)[ϕ, ψ] existe et on obtient finalement :

V ′′(u)[ϕ, ψ] =
∫

Ω
∂sf(x, u(x))ϕ(x)ψ(x)dx.

Pour voir enfin que V ′ est uniformément lipschitzienne sur les bornés de Lp(Ω),
on écrit :

∣∣〈V ′(u + ψ) − V ′(u), ϕ〉
∣∣ =

∣∣∣∣
∫ 1

0

∫

Ω
∂sf(x, u(x) + tψ(x))ϕ(x)ψ(x)dxdt

∣∣∣∣

≤
∫ 1

0

∫

Ω

[
a(x) + b(|u(x)| + |ψ(x)|)p−2|ϕ(x)ψ(x)|

]
dxdt,

d’où on déduit, en utilisant l’inégalité de Hölder, que si ‖ψ‖p ≤ R :

‖V ′(u + ψ) − V ′(u)‖Lp′(Ω) ≤ C(‖u‖p, R)‖ψ‖p,

et on voit ainsi que u $→ V ′(u) est uniformément lipschitzienne sur les bornés de
Lp(Ω). Pour voir que V ′ est de classe C1, il suffit de montrer que la dérivée de
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Gâteaux V ′′(u) est continue de Lp(Ω) dans l’espace des formes bilinéaires sur
Lp(Ω). En effet pour u, w, ϕ, ψ ∈ Lp(Ω), et ‖ϕ‖p, ‖ψ‖p ≤ 1 on a :

|(V ′′(u + w) − V ′′(u)) [ϕ, ψ]| ≤
‖∂sf(·, u + w) − ∂sf(·, u)‖ p

p−2
‖ϕ‖p ‖ψ‖p.

Donc en désignant par L2 l’espace des formes bilinéaires continues sur Lp(Ω),
on a

‖V ′′(u + w) − V ′′(u)‖L2 ≤ ‖∂sf(·, u + w) − ∂sf(·, u)‖p/(p−2),

et comme d’après l’hypothèse (i) et le lemme 16.1, l’opérateur u $→ ∂sf(·, u(·))
est continu de Lp(Ω) dans Lp/(p−2)(Ω), on conclut que V ′′ est continue. !

17.7 Remarque. Il faut bien noter qu’en général, des fonctionnelles du type de
V ne sont pas de classe C2 sur L2(Ω). Par exemple si

F (s) := 1 − cos(s), et V (u) :=
∫

Ω
(1 − cos(u(x)))dx,

on voit facilement que V est de classe C1,1 sur L2(Ω) mais n’est pas de classe
C2 : en effet comme nous l’avons signalé plus haut dans l’exemple 16.5, on sait
que V ′(u) = sin(u) n’est pas différentiable au sens de Fréchet sur L2(Ω). !

En utilisant le théorème d’injection de Sobolev, et en appliquant la propo-
sition 17.6 avec p := 2∗ on obtient le résultat suivant :

17.8 Corollaire. Soient Ω un ouvert de RN , N ≥ 3 et f : Ω × R −→ R
satisfaisant la condition (16.1) et f(·, 0) = 0. On suppose que p.p. en x ∈ Ω,
l’application s $→ f(x, s) est de classe C1 et qu’il existe a ∈ L

N
2 (Ω) + L∞(Ω) et

b ≥ 0 tels que :

∀s ∈ R, p.p. sur Ω, |∂sf(·, s)| ≤ a(·) + b|s|4/(N−2).

Alors F et V étant définies par (17.1) et (17.2), V est de classe C2 sur H1
0 (Ω)

et V ′ : H1
0 (Ω) −→ L2N/(N+2)(Ω) est uniformément lipschitzienne sur les bornés

de H1
0 (Ω). Si Ω est borné et de classe C1, alors V possède les mêmes propriétés

en remplaçant H1
0 (Ω) par H1(Ω). Dans chaque cas on a V ′(u) = f(·, u) et

V ′′(u) = ∂sf(·, u), i.e. pour ϕ, ψ ∈ H1
0 (Ω) (ou bien dans H1(Ω)) on a :

V ′′(u)[ϕ, ψ] =
∫

Ω
∂sf(x, u(x))ϕ(x)ψ(x)dx.

Lorsque N = 2, on a un résultat semblable, sauf que la croissance de f(·, s)
en s peut être exponentielle.

17.9 Proposition. Soient Ω un ouvert de R2, et f : Ω × R −→ R satisfaisant
la condition (16.1) et f(·, 0) = 0. On suppose que p.p. en x ∈ Ω, l’application
s $→ f(x, s) est de classe C1 et que pour tout δ > 0 il existe ε > 0 et a ∈
L1+ε(Ω) + L∞(Ω), b ≥ 0 tels que
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∀s ∈ R, p.p. sur Ω, |∂sf(·, s)| ≤ a(·) + b exp(δ|s|2).

Alors F et V étant définies par (17.1) et (17.2), V est de classe C2 sur H1
0 (Ω)

et V ′ est uniformément lipschitzienne sur les bornés de H1
0 (Ω). Si Ω est borné

et de classe C1, alors V possède les mêmes propriétés en remplaçant H1
0 (Ω) par

H1(Ω). Dans chaque cas on a V ′(u) = f(·, u) et V ′′(u) = ∂sf(·, u) i.e. pour
ϕ, ψ ∈ H1

0 (Ω) (ou bien dans H1(Ω)) on a :

V ′′(u)[ϕ, ψ] =
∫

Ω
∂sf(x, u(x))ϕ(x)ψ(x)dx.

Démonstration. La démarche est la même que dans la preuve de la proposi-
tion 17.6, sauf qu’au lieu de (17.5), on a

| [∂sf(x, u(x) + θ(t, x)ψ(x)) − ∂sf(x, u(x))] ϕ(x)ψ(x)|
≤ 2

(
a(x) + b exp

(
δ(|u(x)| + |ψ(x)|)2

))
|ϕ(x)ψ(x)|,

et de nouveau le second membre de cette inégalité est dans L1(Ω), parce que
pour tout q fini, on a |ϕψ| ∈ Lq(Ω) et pour r ≥ 1 convenablement choisi (en fait
r = q′) et δ > 0 suffisamment petit, on sait que

exp
(
δ(|u(x)| + |ψ(x)|)2

)
∈ Lr(Ω).

pour u, ϕ, ψ dans H1
0 (Ω), d’après l’inégalité de Trudinger-Moser. !
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Exercice 1. (Théorème de Stampacchia). Soient H un espace de Hilbert et K
un convexe fermé non vide de H .

1) Montrer que pour tout u ∈ H il existe un unique u0 ∈ K tel que ‖u−u0‖ =
minv∈K ‖u − v‖. Ce point sera noté PK u, projection de u sur K.
2) Montrer que ce point est caractérisé par

{
u0 ∈ K, ∀v ∈ K
(u − u0|v − u0) ≤ 0,

et en déduire que PK est une contraction de H sur K.
3) Soit A une application de H dans lui-même telle que pour des constantes
α, C0 > 0 on ait pour tous u, v ∈ H :

(Au − Av|u − v) ≥ α‖u − v‖2, ‖Au − Av‖ ≤ C0‖u − v‖.

Pour f ∈ H fixé on considère l’application

Φ(v) := PK (θf − θAv + v) .

Montrer que si θ > 0 est assez petit, Φ est une contraction stricte de K dans
lui-même et admet un point fixe unique u ∈ K.
4) En déduire que pour f ∈ H donné, l’inéquation variationnelle

{
trouver u ∈ K tel que ∀v ∈ K
(Au|v − u) ≥ (f |v − u) ,

admet une solution unique.
5) En appliquant ce qui précède dans le cas où K = H et A est déterminé
par une forme bilinéaire continue et coercive a(·, ·) (i.e. (Au|v) = a(u, v)),
déduire le lemme de Lax-Milgram.
6) Généraliser les résultats des questions 3) et 4) au cas où l’opérateur
A est seulement lipschitzien sur les bornés de H (i.e. pour tout R > 0 il
existe une constante C0(R) telle que pour ‖u‖, ‖v‖ ≤ R on ait ‖Au−Av‖ ≤
C0(R)‖u − v‖).

Exercice 2. Soient N = 2 et l’ouvert

Ω :=
{

(x, y) ∈ R2 ; x2 + y2 < 1, y < |x|1/2
}

.
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On pose sgn(x) := 1 si x ≥ 0 et sgn(x) := −1 si x < 0 ; puis pour 1 < β < 2 :

u(x, y) :=

{
sgn(x) yβ si y > 0

0 si y ≤ 0

Vérifier que si β < 2α < 2, alors u, ∂xu et ∂yu sont continues jusqu’au bord de
Ω, mais que u )∈ C0,α(Ω).

Exercice 3. Soient 0 < θ ≤ 1 et Ω un ouvert borné de RN . Pour a ∈ Ω, on pose
fa(x) := |x − a|θ. Montrer que si a )= b, on a ‖fa − fb‖C0,θ(Ω) ≥ 2. En déduire
que pour k ≥ 0, l’espace Ck,θ(Ω) n’est pas séparable.

Exercice 4. Soit a(·, ·) une forme bilinéaire sur un espace de Hilbert H . On
suppose qu’il existe λ1 ∈ R tel que pour tout u ∈ X on ait : a(u, u) ≥ λ1‖u‖2.

Montrer que la fonction J définie par J(u) := a(u, u) − λ‖u‖2 est convexe
pour tout λ ≤ λ1, et que J est strictement convexe si λ < λ1.

Exercice 5. Soit a un élément de Rn, écrit sous forme de vecteur colonne. On
pose A := aa∗, la matrice d’élément générique aiaj pour 1 ≤ i, j ≤ n. Montrer
que les valeurs propres (λi)1≤i≤n de A sont données par

λ1 = λ2 = · · · = λn−1 = 0, λn = |a|2.

(Ici | · | désigne la norme euclidienne de Rn). En déduire que :

det(I + A) = 1 + |a|2.

Exercice 6. Voici une application intéressante du théorème de changement de
variable.

1) Soit A une matrice symétrique et définie positive d’ordre n. Montrer que

(det(A))−1/2 = (2π)−n/2

∫

Rn

exp [−(Ax|x)/2] dx.

2) Soit S+
n l’ensemble des matrices symétriques et définies positives d’ordre

n. Montrer que S+
n est convexe et que la fonction A $→ log det(A) est concave

sur S+
n (on dit que A $→ det(A) est log-concave).

Exercice 7. Soient S la sphère unité de RN et dσ la mesure superficielle sur S.
En utilisant le fait que dσ est la seule mesure superficielle sur S invariante par
rotation, montrer que pour toute fonction f continue sur S on a (en notant 8N

l’aire de la sphère S) :
∫

S
f(σ)dσ = (2π)−N/2 8N

∫

RN

f

(
x

|x|

)
exp(−|x|2/2)dx.

Exercice 8. Soient E un espace de Banach, (un)n une suite de E et (fn)n une
suite de E′. Montrer que si un ⇀ u dans E-faible et fn → f dans E′, alors
〈fn, un〉 → 〈f, u〉.
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Montrer que le même résultat est vrai si un → u dans E et fn ⇀ f dans
E′-faible∗. Donner des contre-exemples montrant que si un ⇀ u et fn ⇀ f alors
on n’a pas nécessairement 〈f, u〉 = limn→∞〈fn, un〉.

Exercice 9. Soient (un)n, (vn)n deux suites de fonctions mesurables sur un
ensemble Ω avec un ∈ L∞(Ω), vn ∈ L1(Ω) et un ≥ 0, vn ≥ 0. On suppose que
un ⇀ u dans L∞(Ω)-faible∗, et que vn → v presque partout sur Ω. Montrer que

∫

Ω
u(x)v(x)dx ≤ lim inf

n→∞

∫

Ω
un(x)vn(x)dx.

Exercice 10. Soient F, G ∈ C(R, R) deux fonctions telles que

lim
|s|→∞

F (s)
G(s)

= 0,

et (un)n une suite de fonctions mesurables telle que F (un(x)) tend vers v(x) p.p.
sur RN . On suppose que (F (un))n et (G(un))n sont bornées dans L1(RN ).

1) Montrer que si B ⊂ RN est mesurable borné, alors (F (un))n est équi-
intégrable sur B et

lim
n→∞

∫

B
|F (un(x)) − v(x)| dx = 0.

2) On suppose de plus que F (s)/G(s) → 0 lorsque s → 0, et que un(x) tend
vers zéro lorsque |x| → ∞, uniformément en n. Montrer que F (un) tend vers
v dans L1(RN ).

Exercice 11. Soit (fn)n une suite de Cauchy dans L1(Ω), où Ω est un ouvert
de RN .

1) Montrer qu’il existe une sous-suite (fnj )j telle que pour j ≥ 1 :

‖fnj+1 − fnj‖1 ≤ 2−j .

2) Soit uk :=
∑k

j=1 |fnj+1 − fnj |. Montrer que la suite (uk)k converge dans
L1(Ω) vers une fonction u, et que u < ∞ presque partout.
3) En déduire qu’il existe g ∈ L1(Ω) et une sous-suite (fnj )j de (fn)n, ainsi
qu’une fonction f ∈ L1(Ω) telles que

p.p. sur Ω fnj → f, et |fnj | ≤ g.

(C’est la réciproque partielle du théorème de la convergence dominée).
4) De manière générale, montrer le résultat précédent pour une suite de
Cauchy dans Lp(Ω), avec 1 ≤ p < ∞ (on montre par la même occasion que
les espaces Lp(Ω) sont des espaces de Banach).

Exercice 12. On sait que tout entier n ≥ 1 peut s’écrire de façon unique
n = 2k + j avec k ≥ 0 et 0 ≤ j ≤ 2k − 1. On considère la suite (fn)n définie sur
[0, 1[ par
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fn := 1[ j

2k , j+1
2k [ si n = 2k + j, et 0 ≤ j ≤ 2k − 1.

Vérifier que fn → 0 dans L1(0, 1) mais ne converge pas p.p.

Exercice 13. Soit (fn)n une suite de Lp(Ω), avec 1 ≤ p < ∞, telle que fn ⇀ f
dans Lp(Ω). Est-ce qu’une inégalité du type

|f(x)| ≤ lim inf
n→∞

|fn(x)|,

est vraie en général ? (Considérer fn(x) := (1 − cos(nx)) ϕ(x), où ϕ ∈ C∞
c (0, 1)

est fixée, et montrer que fn ⇀ ϕ dans Lp).

Exercice 14. Soit m ≥ 0 un entier. En utilisant la transformation de Fourier
montrer que u ∈ Hm(RN ) si, et seulement si, la fonction û vérifie (1+|·|2)m/2 û ∈
L2(RN ). Vérifier également que pour des constantes c1, c2 > 0 on a

c1‖u‖Hm(RN ) ≤ ‖(1 + | · |2)m/2 û‖L2(RN ) ≤ c1‖u‖Hm(RN ) .

Exercice 15. Sur R on considère la fonction u(x) := (1 − |x|)+. En utilisant la
caractérisation des espaces de Sobolev Hs(R) par la transformation de Fourier,
déterminer tous les s ∈ R tels que u ∈ Hs(R).

Exercice 16. Soient Ω un ouvert de RN , f une fonction mesurable de Ω dans
R et 1 ≤ p < ∞. On considère :

K := {u ∈ Lp(Ω) ; u ≥ f p.p. sur Ω} .

Montrer que K est fermé pour la topologie faible de Lp(Ω).

Exercice 17. On montre ici que les fonctions de W 1,∞(Ω) sont les fonctions
lipschitziennes, pourvu que Ω soit un ouvert de classe C1 ou lipschitzien.

1) Montrer que si 1 ≤ p ≤ ∞ et u ∈ W 1,p(RN ) alors, pour i≥≤
1
N , les dérivées

∂iu existent presque partout sur RN .
2) Montrer qu’une fonction u appartient à W 1,∞(RN ) si, et seulement si, u
est continue et :

(1) sup
x∈RN

|u(x)| + sup
x,y∈RN

x (=y

|u(x) − u(y)|
|x − y| < ∞ .

3) Montrer qu’une fonction u appartient à W 1,∞(RN ) si, et seulement si,
il existe une suite de fonctions (ϕn)n de C∞

c (RN ) telles que ϕn → u uni-
formément sur tout compact de RN et (ϕn)n est bornée dans W 1,∞(RN ).
4) Montrer que si Ω est un ouvert borné de classe C1 (ou lipschitzien), les
éléments de W 1,∞(Ω) sont précisément les fonctions lipschitziennes sur Ω.
En déduire qu’une fonction lipschitzienne est presque partout dérivable.
5) Soit Ω :=] − 1, +1[2\ ([0, 1]× {0}) dans R2. Construire une fonction u,
affine sur ω :=]0, 1[×]0, 1[, et nulle sur Ω \ ω, telle que u ∈ W 1,∞(Ω) et u
n’est pas lipschitzienne sur Ω.
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Exercice 18. Soit Ω la boule B(0, 1/2) de RN . Vérifier que la fonction

u(x) := |x|−N |log |x||−α ,

est dans L1(Ω), pour α > 1.
1) Soit p > 1. En choisissant convenablement α, exhiber une fonction qui est
dans L1(Ω), mais qui n’est pas dans Lp(Ω). Pour q < p, exhiber une fonction
de Lq(Ω) qui ne soit pas dans Lp(Ω).
2) De même si 1 ≤ q < p, exhiber une fonction de W 1,q(Ω) qui n’est pas
dans W 1,p(Ω).

Exercice 19. On va montrer ici les inégalités de Gagliardo-Nirenberg-Sobolev
(voir propositions 8.10 et 8.12) dans le cas particulier où p = 1 :

(1) ∀u ∈ C1
c (RN ), ‖u‖N/(N−1) ≤ C(N)

N∏

j=1

‖∂ju‖1/N
1 .

1) On suppose que N = 1. En écrivant que u(x) = ±
∫ x
∓∞ u(s)ds, montrer

que ‖u‖∞ ≤ 1
2‖ux‖1.

Pour montrer (1), on va faire un raisonnement par récurrence : on suppose que
(1) est établie pour N et on va la montrer pour N + 1. Le point générique de
RN+1 sera noté y := (t, x) ∈ R × RN et on considère u ∈ C1

c (RN+1). Pour
simplifier, on prendra C(N) := 1, mais le lecteur patient est invité à calculer
une meilleure constante que 1.

2) Montrer que pour tout t ∈ R on a :

(∫

RN

|u(t, x)|N/(N−1)dx

)(N−1)/N

≤
N∏

j=1

(∫

RN

|∂xj u(t, x)|dx

)1/N

.

3) En déduire que :

∫

R

(∫

RN

|u(t, x)|N/(N−1)dx

)(N−1)/N

dt ≤
N∏

j=1

‖∂xju‖
1/N
1 .

4) Vérifier que |u(t, x)|(N+1)/N ≤
(∫

R |∂tu(s, x)|ds
)1/N |u(t, x)|, pour tout

(t, x).
5) En déduire que pour tout t ∈ R on a :

∫

RN

|u(t, x)|
N+1

N dx ≤ ‖∂tu‖1/N
1

(∫

RN

|u(t, x)|
N

N−1 dx

)N−1
N

.

6) Déduire de 3) et 5), l’inégalité (1) pour N + 1.
7) Déduire de (1) les inégalités de Sobolev pour W 1,1(RN ), ainsi que pour
W 1,1

0 (Ω) lorsque Ω est un ouvert quelconque.
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Exercice 20. On reprend ici la démonstration des inégalités de Gagliardo-Ni-
renberg-Sobolev dans le cas général (voir propositions 8.10 et 8.12, ainsi que
Exercice 19 ). Soient 1 < p < N et p∗ := Np

N−p ; en partant de l’inégalité (1) de
l’Exercice 19 on va montrer :

(2) ∀u ∈ C1
c (RN ), ‖u‖p∗ ≤ C(N, p)

N∏

j=1

‖∂ju‖1/N
p .

1) Vérifier que si m > 1 est un réel et u ∈ C1
c (RN ), alors |u|m ∈ C1

c (RN ) et
on a :

∂j (|u|m) = m sgn(u) |u|m−1∂ju.

2) En appliquant l’inégalité (1) de l’Exercice 19 à |u|m (pour m > 1),
montrer que :

‖u‖m
mN/(N−1) ≤ m‖u‖m−1

(m−1)p/(p−1)

N∏

j=1

‖∂ju‖1/N
p .

3) Trouver m tel que mN
N−1 = (m−1)p

p−1 . Vérifier que m > 1 équivaut à 1 < p <
N .
4) En remarquant que m trouvé dans la question précédente vérifie mN

N−1 =
p∗, et en utilisant 2), établir l’inégalité (2) avec la constante C(N, p) :=
p(N−1)

N−p .
5) Déduire de (2) les inégalités de Sobolev pour W 1,p(RN ) ainsi que pour
W 1,p

0 (Ω) lorsque Ω est un ouvert quelconque.

Exercice 21. Soient p > 1, m ≥ 1 tels que mp = N . Si Ω désigne la boule unité
de RN , on pose, pour x )= 0 :

u(x) := log log
(

4
|x|

)
.

1) Montrer que u ∈ W m,p(Ω) mais que u n’appartient pas à L∞(Ω).
2) De même en supposant que m := 1, trouver tous les γ > 0 tels que
v(x) := (log(4/|x|))γ soit dans W 1,N (Ω). Vérifier que l’exposant N

N−1 dans
l’inégalité de Trudinger-Moser (proposition 8.15) ne peut pas être amélioré.
3) Lorsque Ω est un ouvert quelconque et mp = N (avec p > 1 et m ≥ 1),
en utilisant la fonction u construire une fonction positive f ∈ W m,p(Ω) telle
que f soit non bornée au voisinage de tout point x0 ∈ Ω.
4) Dans R2 on considère l’ouvert non borné et de mesure finie

Ω :=
{
(x, y) ∈ R2 ; x ∈ R et 0 < y < exp(−x2)

}
.

On fixe p ≥ 1. Donner une fonction u définie sur Ω telle que pour tout m ≥ 0
et tout q > p on ait u ∈ W m,p(Ω) et u )∈ Lq(Ω) (on pourra considérer la
fonction exp

(
αx2 − (1 + x2)1/2

)
pour une valeur adéquate de α > 0).
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Exercice 22. On se propose de montrer que C∞
c (RN ) est dense dans W m,p(RN )

pour m ≥ 0 entier et 1 ≤ p < ∞. Soit ϕ0 ∈ C∞
c (RN ) une fonction positive

telle que ϕ0(x) = 1 pour |x| ≤ 1 et ϕ0(x) = 0 pour |x| ≥ 2 ; on suppose de
plus que

∫
RN ϕ0(x)dx = 1. Pour n ≥ 1 entier on pose ρn(x) := nNϕ0(nx) et

ζn(x) := ϕ0(x/n).
1) Montrer que si u ∈ W m,p(RN ) alors la tronquée un := ζnu tend vers u
dans W m,p(RN ).
2) Soit u ∈ W m,p(RN ) à support compact. Montrer que vn := u ∗ ρn tend
vers u dans W m,p(RN ).
3) Déduire de ce qui précède que C∞

c (RN ) est dense dans W m,p(RN ).

Exercice 23. On montre ici un théorème de prolongement pour différentes
classes de fonctions définies sur un ouvert Ω. Pour un aperçu plus général des
problèmes de prolongement de fonctions définies sur une partie Ω de RN on
pourra consulter E. Stein [153, chapter VI].

1) Soit k ≥ 0 un entier. Montrer qu’il existe une unique famille c1, c2, . . . ck+1

de réels tels que pour 0 ≤ i ≤ k on ait

k+1∑

j=1

(−j)−icj = 1.

On rappelle à ce propos que le déterminant de Van der Monde

det





1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xk+1
...

...
...

...
xk

1 xk
2 · · · xk

k+1





est nul si et seulement si xm = x/ pour deux entiers m )= '. Pour k = 0, 1 ou
2, calculer les familles cj correspondantes.

Un élément x ∈ RN
+ := RN−1 × [0, +∞[ étant noté (x′, xN ), pour une fonction f

définie sur RN
+ on définit son prolongement à RN par

P̃k(f) :=






f(x′, xN )
N∑

j=1

cjf

(
x′,

−xN

j

)
si xN ≥ 0,

si xN < 0.

2) Montrer que le prolongement P̃k est un opérateur linéaire continu de
Ck,α(RN

+ ) dans Ck,α(RN ), pour tout entier k ≥ 0 et 0 ≤ α ≤ 1.
3) Montrer que le prolongement P̃k est un opérateur linéaire continu de
W k,p(RN

+ ) dans W k,p(RN ), pour tout entier k ≥ 0 et 1 ≤ p ≤ ∞. Vérifier en
particulier que pour tout u ∈ W k,p(RN

+ ) ∩ Lq(RN
+ ) avec 1 ≤ q ≤ ∞ on a

‖u‖q,RN
+
≤ ‖P̃k(u)‖q,RN ≤ C(k)‖u‖q,RN

+
.
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4) Soient Ω un ouvert borné de classe Ck,α et Ω1 un ouvert de RN tel
que Ω ⊂ Ω1. Montrer qu’il existe une application linéaire continue Pk de
Ck,α(Ω) dans Ck,α

c (Ω1) telle que Pk(u) = u sur Ω. Vérifier également que
si une fonction u : Ω −→ R admet des dérivées ∂βu continues et de classe
C0,α jusqu’au bord ∂Ω, pour des multi-indices β tels que |β| ≤ k, alors
u a un prolongement dans Ck,α

c (Ω1). (En particulier on voit que, dans ce
cas, les deux définitions que nous avons évoquées au paragraphe § 3 sont
équivalentes).
5) Soient Ω un ouvert borné de classe Ck et Ω1 un ouvert de RN tel que
Ω ⊂ Ω1. Montrer que pour 1 ≤ p ≤ ∞ et k ≥ 0 entier il existe une application
linéaire continue Pk de W k,p(Ω) dans W k,p

0 (Ω1) telle que Pk(u) = u sur Ω.
Vérifier en particulier que si u ∈ W k,p(Ω) ∩ Lq(Ω) avec 1 ≤ q ≤ ∞ on a

‖u‖q,Ω ≤ ‖Pk(u)‖q,Ω1 ≤ C(k)‖u‖q,Ω.

En réalité on peut construire un tel opérateur de prolongement en supposant
seulement que Ω est lipschitzien : c’est le théorème de prolongement de
Calderón, mais la construction en est beaucoup moins simple (voir par ex-
emple R.A. Adams [2, theorem 4.32] et E. Stein [153, chapter VI, § 3]).
6) Soient Ω :=]0, 1[N le cube unité de RN et Ω1 un ouvert tel que Ω ⊂ Ω1.
En prenant pour modèle le prolongement P̃k de RN

+ , montrer qu’il existe un
opérateur de prolongement Pk de Ck,α(Ω) dans Ck,α

c (Ω1). Faire la même
construction pour exhiber un opérateur de prolongement de W k,p(Ω) dans
W k,p

0 (Ω1) (on notera qu’ici Ω n’est pas de classe C1).

Exercice 24. Déduire du théorème de prolongement de la question 5) de l’Exer-
cice 23 , que si Ω est un ouvert borné de classe Ck, alors Ck(Ω) est dense dans
W k,p(Ω) pour 1 ≤ p < ∞.

Exercice 25. Soient 1 ≤ p ≤ N et Ω un ouvert borné de classe C1 de RN .
En utilisant le théorème de prolongement de la question 5) de l’Exercice 23 , on
établira les résultats suivants (ici p∗ := Np/(N − p) si p < N et p∗ := ∞ si
p = N).

1) Montrer l’inégalité de Sobolev pour les fonctions de W 1,p(Ω) : si p < N
il existe une constante C(p, Ω) telle que

‖u‖p∗ ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) .

2) Montrer l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg pour les fonction de W 1,p(Ω) :
il existe une constante C(p, θ, Ω) telle que pour tout u ∈ W 1,p(Ω) ∩ Lr(Ω)
avec 1 ≤ r ≤ ∞ on ait

‖u‖q ≤ C ‖u‖1−θ
r ‖u‖θ

W 1,p(Ω) ,

où q−1 = θ(p∗)−1 + (1 − θ)r−1 et θ > 0 si p = N .
3) Montrer que l’injection de W 1,p(Ω) dans Lq(Ω) est compacte pour q < p∗.
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4) En déduire que lorsque Ω est connexe, si ω ⊂ Ω est de mesure strictement
positive et

m(u) :=
1

mes(ω)

∫

ω
u(x)dx,

alors il existe une constante C > 0 telle que pour tout u ∈ W 1,p(Ω) on ait

‖u − m(u)‖p ≤ C ‖∇u‖p .

(C’est l’inégalité de Poincaré-Wirtinger. Considérer

λ2,p := inf
{
‖∇v‖p

p ; v ∈ W 1,p(Ω), ‖v‖p = 1, m(v) = 0
}

,

puis montrer que λ2,p est atteint et λ2,p > 0).
5) Déduire des questions précédentes la version suivante de l’inégalité de
Gagliardo-Nirenberg pour les fonction de W 1,p(Ω) : si ω ⊂ Ω est de mesure
strictement positive, et Ω est connexe, il existe une constante C(p, θ, ω, Ω)
telle que pour tout u ∈ W 1,p(Ω) ∩ Lr(Ω) avec 1 ≤ r ≤ ∞ on ait

‖u − m(u)‖q ≤ C ‖u‖1−θ
r ‖∇u‖θ

p,

où q−1 = θ(p∗)−1 + (1 − θ)r−1 et θ > 0 si p = N .

Exercice 26. Montrer que pour une fonction u ∈ C1
c (RN ) et 1 ≤ p < ∞ on a

∫

RN−1
|u(x′, 0)|pdx′ ≤ p

∫

RN

|∂N u(x)|pdx.

En déduire que si Ω est un ouvert borné et connexe de classe C1, alors l’opérateur
de trace γ0(u)(σ) := u(σ) pour σ ∈ ∂Ω, défini pour les fonctions de C1(Ω), se
prolonge en un opérateur continu de W 1,p(Ω) dans Lp(∂Ω), i.e.

‖γ0(u)‖Lp(∂Ω) ≤ C ‖u‖W 1,p(Ω) .

Exercice 27. Soient Ω un ouvert borné connexe de classe C1 et un ensemble
Γ0 ⊂ ∂Ω de mesure strictement positive (i.e.

∫
Γ0

dσ > 0). On pose

V0 :=
{
v ∈ W 1,p(Ω) ; v = 0 sur Γ0

}
.

1) Montrer que

λ1,p(Γ0) := inf
{
‖∇v‖p

p ; v ∈ V0, ‖v‖p = 1
}

est atteint et que λ1,p(Γ0) > 0.
2) En déduire cette version de l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg : si 1 ≤ p ≤
N , il existe une constante C(p, θ, Γ0, Ω) telle que pour tout u ∈ V0 ∩ Lr(Ω)
avec 1 ≤ r ≤ ∞ on ait

‖u‖q ≤ C ‖u‖1−θ
r ‖∇u‖θ

p ,

où q−1 = θ(p∗)−1 + (1 − θ)r−1 et θ > 0 si p = N .
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Exercice 28. Soit Ω un ouvert borné de RN , connexe et de classe C1, et

m(u) := mes(Ω)−1

∫

Ω
u(x)dx

la moyenne de u sur Ω. On désigne par λN
2 la deuxième valeur propre du problème

de Neumann : 




−∆u = λu

∂u

∂n
= 0

dans Ω ,

sur ∂Ω .

Montrer que si C est une constante de l’inégalité de Poincaré-Wirtinger

∀u ∈ H1(Ω), ‖u − m(u)‖2 ≤ C ‖∇u‖2,

alors on a λN
2 C2 ≥ 1, et que la meilleure constante est (λN

2 )−1/2.
Dans le cas où N = 1 et Ω :=]a, b[, trouver les meilleures constantes dans

l’inégalité de Poincaré sur H1
0 (Ω) ainsi que dans l’inégalité de Poincaré-Wirtinger

sur H1(Ω).

Exercice 29. Si u : RN −→ RN est une fonction on note

eij(u) :=
1
2

(∂iuj + ∂jui) , |∇u|2 :=
N∑

i,j=1

|∂iuj |2 .

1) Montrer que si u ∈ C2
c (RN , RN ) alors pour 1 ≤ i, j ≤ N on a :

∫

RN

∂iuj(x)∂jui(x)dx =
∫

RN

∂iui(x)∂juj(x)dx.

2) En déduire que pour pour toute fonction u ∈
(
H1(RN )

)N on a :

N∑

i,j=1

∫

RN

|eij(u(x))|2dx =
1
2

∫

RN

|∇u(x)|2dx +
1
2

∫

RN

|∇ · u(x)|2dx.

(Ici ∇ · u := div(u) :=
∑N

i=1 ∂iui).

3) Soit Ω un ouvert de RN . Montrer que pour toute fonction u ∈
(
H1

0 (Ω)
)N

on a :
N∑

i,j=1

∫

Ω
|eij(u(x))|2dx =

1
2

∫

Ω
|∇u(x)|2dx +

1
2

∫

Ω
|∇ · u(x)|2dx.

(Si dans cette égalité on oublie le dernier terme de droite, on obtient l’inégalité
de Korn sur

(
H1

0 (Ω)
)N ).

Soit Ω un ouvert borné de classe C1, ou même lipschitzien. On peut montrer
(voir par exemple O.A. Oleinik, A.S. Shamaev & G.A. Yosifian [124, chapter 1,
§ 2]) que
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u $→ ‖u‖2 +
N∑

i,j=1

‖eij(u)‖2

est une norme équivalente à la norme de
(
H1(Ω)

)N , où ‖ · ‖ est la norme de
(
L2(Ω)

)N (on a ainsi l’inégalité de Korn dans
(
H1(Ω)

)N ). En particulier si
Γ0 ⊂ ∂Ω est de mesure (superficielle) positive et

V0 :=
{
v ∈

(
H1(Ω)

)N ; v = 0 sur Γ0

}
,

alors pour des constantes ck > 0, pour tout u ∈ V0 on a

c1‖u‖2
H1(Ω) ≤ c2‖∇u‖2 ≤

N∑

i,j=1

‖eij(u)‖2 ≤ c3‖∇u‖2 ≤ c4‖u‖2
H1(Ω).

Exercice 30. Dans la suite, pour t ∈ R, on désigne par sgn(t) le signe de t i.e.

sgn(t) :=

{+1 si t > 0
0 si t = 0

−1 si t < 0.

Soit Ω un ouvert de RN . On rappelle que si T1 et T2 sont deux distributions sur
Ω, on écrit T1 ≥ T2 au sens de D ′(Ω) si pour toute fonction ϕ ∈ D(Ω) telle que
ϕ ≥ 0 on a 〈T1, ϕ〉 ≥ 〈T2, ϕ〉. On se propose de montrer ici l’inégalité de Kato :
si u ∈ L1

loc(Ω), alors on a ∆|u| ≥ sgn(u)∆u au sens de D ′(Ω).
1) Soient j(t) := |t| et pour ε > 0, jε(t) := (ε2 + t2)1/2 − ε. Montrer que jε

est convexe et que 0 ≤ jε(t) ≤ j(t). Vérifier aussi que pour t ∈ R fixé, on a

lim
ε→0

jε(t) = j(t), lim
ε→0

j′ε(t) = sgn(t).

Quelle est la limite (dans un sens approprié) de j ′′ε (t) ?
2) Soit ϕ ∈ D(Ω) fixée. Montrer que si u ∈ L1

loc(Ω) alors

lim
ε→0

∫

Ω
jε(u(x))ϕ(x)dx =

∫

Ω
j(u(x))ϕ(x)dx.

3) Soient ϕ ∈ D(Ω) et u ∈ L1
loc(Ω) fixées. On suppose qu’une dérivée par-

tielle (au sens des distributions) ∂u appartient à L1
loc(Ω). Montrer que

lim
ε→0

∫

Ω
∂(jε(u(x)))ϕ(x)dx =

∫

Ω
sgn(u(x))∂u(x)ϕ(x)dx.

4) Soit u ∈ L1
loc(Ω) telle que ∂u ∈ L1

loc(Ω). Vérifier que sgn(u)∂u définit
une distribution sur Ω.
5) Soit u ∈ L1

loc(Ω) telle que ∂u ∈ L1
loc(Ω). Montrer que

∂|u| = sgn(u)∂u au sens de D ′(Ω).
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(Noter que 〈∂|u|, ϕ〉 = −
∫
Ω |u|∂ϕdx = − limε→0

∫
Ω jε(u)∂ϕdx, et utiliser ce

qui précède).
6) Soit u ∈ L1

loc(Ω) telle que pour 1 ≤ i ≤ N , ∂iu ∈ L2
loc(Ω) et ∆u ∈

L1
loc(Ω). Calculer ∆jε(u) et vérifier que c’est un élément de L1

loc(Ω). En
déduire que si ϕ ∈ D(Ω) et ϕ ≥ 0, alors

∫

Ω
jε(u(x))∆ϕ(x)dx ≥

∫

Ω
j′ε(u(x))∆u(x)ϕ(x)dx.

7) Montrer que si u ∈ L1
loc(Ω) et ∆u ∈ L1

loc(Ω) alors j′ε(u)∆u → sgn(u)∆u
dans D ′(Ω).
8) Soit u ∈ L1

loc(Ω) telle que pour 1 ≤ i ≤ N , ∂iu ∈ L2
loc(Ω) et ∆u ∈

L1
loc(Ω). Montrer, en utilisant ce qui précède, que l’on a l’inégalité de Kato,

i.e.
∆|u| ≥ sgn(u)∆u au sens de D ′(Ω).

9) Montrer, en utilisant la démarche précédente et un procédé de régulari-
sation, que de manière générale si u ∈ L1

loc(Ω) vérifie ∂iiu ∈ L1
loc(Ω) pour un

entier i≥≤
1
N , alors on a

∂ii|u| ≥ sgn(u)∂iiu au sens de D ′(Ω).

Exercice 31. On montre dans cet exercice le résultat de Brezis-Kato que nous
avons énoncé au théorème 11.7 (voir H. Brezis & T. Kato [32]) : soient Ω un
ouvert de RN , avec N ≥ 3 et V ∈ L1

loc(Ω). On suppose que V + ∈ L∞(Ω) +
L

N
2 (Ω), et que u ∈ H1

0 (Ω) vérifie V −u ∈ L1
loc(Ω) et

−∆u + V −u = V +u + g dans D ′(Ω),

alors si g ∈ Lp(Ω) pour tout p < ∞ et p ≥ 2, on a u ∈ Lp(Ω). On notera ‖ · ‖ la
norme de L2(Ω) et ‖ · ‖p la norme de Lp(Ω).

1) Soit q ≥ 0 une fonction de L
N
2 (Ω). Montrer que pour tout ε > 0 il existe

C(ε) > 0 tel que pour ϕ ∈ H1
0 (Ω) on ait :

∫

Ω
q(x)|ϕ(x)|2dx ≤ ε‖∇ϕ‖2 + C(ε)‖ϕ‖2.

(Ecrire q = q1[q>λ] + q1[q≤λ] pour λ > 0 et montrer que
∫

Ω
q(x)|ϕ(x)|2dx ≤ ‖q1[q>λ]‖N

2
‖ϕ‖2

2∗ + λ‖ϕ‖2,

puis utiliser l’inégalité de Sobolev). En déduire que pour tout ε > 0 il existe
une constante Cε telle que

∫

Ω
V +(x)|ϕ(x)|2dx ≤ ε‖∇ϕ‖2 + Cε‖ϕ‖2.

2) Montrer que
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λ1 := inf
{
‖∇ϕ‖2 −

∫

Ω
V (x)|ϕ(x)|2dx ; ϕ ∈ D(Ω), ‖ϕ‖2 = 1

}

est fini.
3) Soient λ > λ1 défini ci-dessus et V +

k := min (V +, k) pour k > 0. Montrer
que si g ∈ L2(Ω), alors il existe un unique wk ∈ H1

0 (Ω), avec V −|wk|2 ∈
L1(Ω), solution de

−∆wk + V −wk + λwk = V +
k wk + g.

4) On suppose que g ∈ L2(Ω) ∩ Lp(Ω) avec p > 2 et pour k fixé on note
(pour simplifier les notations) ψ = wk, et on suppose que ψ ∈ Lp(Ω). On
supposera, bien que cela ne soit pas essentiel, que λ ≥ 0. En multipliant
l’équation par |ψn|p−2ψn où

ψn := ψ1[|ψ|≤n] + n
ψ

|ψ|1[|ψ|>n],

montrer que

4(p − 1)
p2

∫

Ω

∣∣∣∇
(
|ψn|

p−2
2 ψn(x)

)∣∣∣
2
dx

≤
∫

Ω
V +

k (x)|ψ||ψn(x)|p−1dx +
∫

Ω
|g(x)| |ψn(x)|p−1dx.

5) En utilisant l’inégalité de Young (ab ≤ εar +C(ε)br′
avec r′ := r/(r− 1))

et l’injection de Sobolev, montrer que pour tout ε > 0 il existe une constante
C dépendant uniquement de p, ε telle que

‖∇
(
|ψn|

p−2
2 ψn

)
‖2 ≤ ε‖∇

(
|ψn|

p−2
2 ψn

)
‖2 + C‖g‖p

p

+ C‖ψn‖p
p + k

∫

[|ψ|>n]
|ψ(x)|pdx.

6) En déduire que ‖ψ‖ p
2 2∗ ≤ C(p) (‖g‖2 + ‖g‖p).

7) Montrer que lorsque k → ∞, alors wk ⇀ w dans H1
0 (Ω)-faible, où w ∈

H1
0 (Ω) avec (V −|w|2 ∈ L1(Ω)) est l’unique solution de

−∆w + V −w + λw = V +w + g.

et en déduire que si g ∈ L2(Ω) ∩ Lp(Ω), alors w ∈ L
p
2 2∗

(Ω).
8) Déduire de l’étude précédente, le lemme de Brezis-Kato, et en particulier
vérifier que si −∆u = V u et u ∈ H1

0 (Ω), alors pour 2 ≤ p < ∞ on a
u ∈ Lp(Ω) pour tout p < ∞.

Exercice 32. Soient Ω un ouvert de RN , a(·) := (a(·))1≤i,j≤N une matrice à
coefficients dans L∞(Ω) et uniformément coercive, i.e. il existe α > 0 tel que
pour tout ξ ∈ RN et p.p. sur Ω on a
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N∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ α|ξ|2.

On suppose que des fonctions bi, βi ∈ L∞(Ω) + LN(Ω) et V ∈ L1
loc(Ω) telle que

V − ∈ L∞(Ω) + LN/2(Ω) sont données. On pose

Au := −
N∑

i,j=1

∂j (aij∂ju) +
N∑

i=1

∂i(biu) +
N∑

i=1

βi∂iu + V u.

Montrer que pour tout ε > 0, il existe λ > 0 tel que pour tout u ∈ H1
0 (Ω) tel

que V +u ∈ L1
loc(Ω) et V +u2 ∈ L1(Ω), on ait

〈Au, u〉 + λ‖u‖2 ≥ (α − ε)‖∇u‖2.

(C’est un cas particulier de l’inégalité de G̊arding. On pourra utiliser la ques-
tion 1) de l’Exercice 31 ).

Exercice 33. Soit Ω un ouvert borné et connexe de R2, de classe C1. On sait
qu’en général l’équation −∆ϕ = f avec f ∈ L1(Ω) et ϕ = 0 sur ∂Ω n’admet pas
de solution appartenant à H1

0 (Ω) (car L1(Ω) n’est pas contenu dans H−1(Ω)).
Cependant si f a une forme particulière on peut résoudre cette équation dans
H1

0 (Ω)∩C(Ω) (voir H. Wente [164], ou par exemple H. Brezis & J.M. Coron [31,
Appendix], dont nous suivons ici la démarche).

1) Soient u, v ∈ C2
c (R2) et f := ∂1u∂2v − ∂2u∂1v. En posant

ψ(x) :=
−1
2π

∫

R2
f(y) log |x − y|dy,

montrer que −∆ψ = f dans R2.
2) Soit x0 ∈ R2 fixé. En utilisant les coordonnées polaires autour de x0, on
note x = x0 + (r cos θ, r sin θ) puis on pose g(r, θ) := u(x) et h(r, θ) := v(x).
Vérifier que

∂1u∂2v − ∂2u∂1v =
1
r

(grhθ − gθhr) ,

où gr := ∂rg et gθ := ∂θg. En déduire que

ψ(x0) =
−1
2π

∫ 2π

0

∫ ∞

0
[grhθ − gθhr] (r, θ) log r drdθ.

3) En notant que grhθ − gθhr = (ghθ)r − (ghr)θ, montrer que :

ψ(x0) =
−1
2π

∫ 2π

0

∫ ∞

0
(ghθ)r (r, θ) log r drdθ

=
1
2π

∫ 2π

0

∫ ∞

0
g(r, θ)hθ(r, θ)

1
r

drdθ .
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4) Soit g̃(r) := (2π)−1
∫ 2π
0 g(r, θ)dθ. On rappelle que d’après l’inégalité de

Poincaré-Wirtinger on a :

‖g(r, ·) − g̃(r)‖L2(0,2π) ≤ ‖gθ(r, ·)‖L2(0,2π).

En déduire que
∣∣∣∣
∫ 2π

0
g(r, θ)hθ(r, θ)dθ

∣∣∣∣ ≤ ‖gθ(r, ·)‖L2(0,2π) ‖hθ(r, ·)‖L2(0,2π) .

5) Déduire de la question précédente et de 3) que l’on a :

|ψ(x0)| ≤ 1
2π

‖∇u‖L2(R2) ‖∇v‖L2(R2) .

6) Soient u, v ∈ C2
c (R2). Montrer que l’équation

(1)

{
−∆ϕ = ∂1u∂2v − ∂2u∂1v

ϕ = 0
dans Ω ,

sur ∂Ω ,

admet une solution unique dans H1
0 (Ω) ∩ C(Ω) et que :

‖ϕ‖L∞(Ω) ≤
1
π
‖∇u‖L2(R2) ‖∇v‖L2(R2) .

(On pourra noter que ∆(ϕ−ψ) = 0, et utiliser le principe du maximum pour
conclure que ‖ϕ‖L∞(Ω) ≤ ‖ψ‖L∞(Ω) + ‖ψ‖L∞(∂Ω)). En déduire que

‖∇ϕ‖L2(Ω) ≤
1√
π
‖∇u‖L2(R2) ‖∇v‖L2(R2) .

Etablir le même résultat lorsque u, v ∈ C1
c (R2).

7) On suppose que u, v ∈ C1(Ω). Montrer que l’équation (1) admet tou-
jours une solution unique ϕ ∈ H1

0 (Ω) ∩ C(Ω) et que pour une constante
indépendante de u, v on a :

‖ϕ‖L∞(Ω) + ‖∇ϕ‖L2(Ω) ≤ C ‖∇u‖L2(Ω) ‖∇v‖L2(Ω) .

(Utiliser un théorème de prolongement pour se ramener au cas précédent, et
remarquer que ϕ ne change pas si on remplace u et v par u−m(u) et v−m(v)
respectivement, où m(w) := mes(Ω)−1

∫
Ω w(x)dx est la moyenne de w ; puis

utiliser l’inégalité de Poincaré-Wirtinger dans H1(Ω)).
8) En utilisant ce qui précède, conclure que pour u, v ∈ H1(Ω), l’équation (1)
admet une solution unique dans H1

0 (Ω) ∩ C(Ω) et que

‖ϕ‖L∞(Ω) + ‖∇ϕ‖L2(Ω) ≤ C ‖∇u‖L2(Ω) ‖∇v‖L2(Ω) .

9) En déduire que si u, v ∈ H1(Ω), alors ∂1u∂2v−∂2u∂1v ∈ H−1(Ω) et que

‖∂1u∂2v − ∂2u∂1v‖H−1(Ω) ≤ C‖∇u‖L2(Ω) ‖∇v‖L2(Ω) .
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Montrer également que si w ∈ H1
0 (Ω) ∩ L∞(Ω), on a

〈∂1u∂2v − ∂2u∂1v, w〉 =
∫

Ω
(∂1u(x)∂2v(x) − ∂2u(x)∂1v(x)) w(x)dx

≤ C ‖∇u‖L2(Ω) ‖∇v‖L2(Ω) ‖∇w‖L2(Ω) .

10) Etablir le résultat précédent dans le cas où Ω est borné mais quelconque
et u, v ∈ H1

0 (Ω).

Exercice 34. Soit Ω un ouvert borné de R2. On sait qu’en général si an, bn

sont deux suites de (L2(Ω))2 qui convergent faiblement, on ne peut rien dire de
la convergence de la suite des produits (an · bn)n. Cependant dans certains cas
particuliers on peut établir un résultat de convergence faible. Le résultat suivant
est un cas particulier d’un théorème plus général disant que si, en plus, les suites
(div(an))n et (rot(bn))n sont bornées dans L2(Ω), alors an · bn converge dans
D ′(Ω) (c’est la compacité par compensation, voir F. Murat [121]). Dans la suite
on considère deux suites (un)n et (vn)n de H1

0 (Ω) qui convergent faiblement
respectivement vers u et v dans H1

0 (Ω).
1) Soit w ∈ W 1,p

0 (Ω). Vérifier que si p > 2, alors un∂iw tend vers u∂iw dans
L2(Ω)-fort pour i = 1, 2.
2) Soient fn := ∂1un∂2vn − ∂2un∂1vn et f := ∂1u∂2v − ∂2u∂1v. Montrer
que (fn)n est bornée dans H−1(Ω) ∩ L1(Ω), et que fn ⇀ f dans W−1,q(Ω)
pour tout q < 2 (voir Exercice 33 , question 9). On notera que si p := q′ :=
q/(q − 1), pour w ∈ W 1,p

0 (Ω) on peut écrire

〈∂1un∂2vn − ∂2un∂1vn, w〉 =

−
∫

Ω
[∂1w(x)∂2vn(x) − ∂2w(x)∂1vn(x)] un(x)dx

et on utilisera la question précédente et l’Exercice 8 ).
3) En reprenant le résultat de la question 10) de l’Exercice 33 , on sait qu’il
existe ϕn ∈ H1

0 (Ω) telle que

−∆ϕn = ∂1un∂2vn − ∂2un∂1vn.

Montrer que (ϕn)n est bornée dans H1
0 (Ω), et que si ϕ ∈ H1

0 (Ω) est solution
de

−∆ϕ = ∂1u∂2v − ∂2u∂1v,

alors ϕn ⇀ ϕ dans H1
0 (Ω)-faible.

4) Déduire des questions 2) et 3) que ∂1un∂2vn −∂2un∂1vn tend faiblement
vers ∂1u∂2v − ∂2u∂1v dans H−1(Ω).

Exercice 35. On se propose de montrer que si 1 ≤ p ≤ ∞ et u ∈ W 1,p(Ω), alors
1[u=0]∇u = 0 presque partout sur Ω. On suit ici la démonstration proposée par
F. Almgren & E.H. Lieb [3]. Dans la suite u ∈ W 1,p(Ω) est fixée.

1) Montrer que si ω est un ouvert de mesure finie de R alors il existe une
suite croissante de fonctions continues (fn)n telle que fn ↑ 1ω p.p. sur R.
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2) Soient ω un ouvert de R de mesure finie et A := u−1(ω). On pose
M(t) :=

∫ t
0 1ω(s)ds. En remplaçant d’abord 1ω par une suite (fn)n comme à

la question précédente, et M(t) par Mn(t) :=
∫ t
0 fn(s)ds, montrer que pour

1 ≤ i ≤ N et ϕ ∈ D(Ω) on a :

(1)

∫

Ω
[u(x) − M(u(x))]∂iϕ(x)dx

= −
∫

Ω
(1 − 1A(x)) ∂iu(x)ϕ(x)dx.

3) Soit E ⊂ R un ensemble de mesure nulle et A = u−1(E). En considérant
une suite d’ouverts ωn contenant E et telle que mes(ωn) tend vers zéro,
déduire de (1) que pour tout ϕ ∈ D(Ω) on a :

∫

Ω
u(x)∂iϕ(x)dx = −

∫

Ω
(1 − 1A(x)) ∂iu(x)ϕ(x)dx.

En conclure que
∫

Ω 1A(x)∂iu(x)ϕ(x)dx = 0 et que 1A∂iu = 0 p.p. sur Ω. En
particulier pour tout c ∈ R on a 1[u=c]∇u = 0 p.p. sur Ω.

Exercice 36. Soient Ω un ouvert de RN et T une application linéaire et continue
de L2(Ω) dans lui-même. On dit que T est un opérateur local si pour tout
u ∈ L2(Ω), le support de Tu est contenu dans celui de u. On va montrer que T
est une multiplication, c’est-à-dire qu’il existe ϕ ∈ L∞(Ω) telle que :

(1) ∀u ∈ L2(Ω), T u = ϕu.

1) Montrer que si A ⊂ Ω est mesurable et u ∈ L2(Ω), alors : T (1Au) = 1ATu.
2) On suppose que Ω est de mesure finie et on pose ϕ := T (1Ω ). Montrer
que ‖ϕ‖∞ ≤ ‖T ‖, où

‖T ‖ := sup {‖Tu‖2 ; ‖u‖2 ≤ 1} .

3) Montrer, dans le cas général, que ϕ := T (1Ω) est dans L∞(Ω) et que (1)
est vraie. Exprimer ‖T ‖ en fonction de ϕ.
4) Généraliser ce qui précède au cas d’un opérateur local d’un espace Lp(Ω)
dans lui-même.
5) Soient Ω un ouvert de RN , de classe C1 à frontière bornée et p > N . On
considère, sur Lp(Ω), un opérateur de multiplication T défini par Tu := ϕu.
Montrer que T est un opérateur continu de W 1,p(Ω) dans lui-même si, et
seulement si, ϕ est dans W 1,p(Ω).

Exercice 37. Montrer que si E, F sont des espaces de Banach et A est une
application linéaire continue et injective de E sur F , alors (A−1, A(E)) est un
opérateur fermé. Donner un exemple d’une application linéaire A continue de E
dans F et d’un domaine D tels que (A,D) ne soit pas un opérateur fermé.
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Exercice 38. Dans l’espace '1 := '1(N∗) des suites sommables on considère
l’opérateur (A,D(A)) défini par Au := (nun)n≥1 pour u dans le domaine

D(A) :=
{
(un)n≥1 ; (nun)n≥1 ∈ '1

}
.

Montrer que (A,D(A)) est un opérateur fermé à domaine dense dans '1.
Déterminer (A∗, D(A∗)) ainsi que l’adhérence de D(A∗) dans '∞.

Exercice 39. Soient E := C([0, 1]) et D(A) := C3([0, 1]). En considérant l’opé-
rateur Au := −u′′ pour u ∈ D(A), montrer que (A,D(A)) n’est pas un opérateur
fermé sur E.

Exercice 40. Soient E := C([0, 1]) et Au := −u′′ pour u ∈ D(A), où

D(A) :=
{
u ∈ C2([0, 1]) ; u(0) = u(1) = 0

}
.

Montrer que A est un opérateur fermé.

Exercice 41. E := C([0, 1]), D(A) := C2([0, 1]) et Au := −u′′. Montrer que A
est un opérateur fermé. Déterminer son spectre.

Exercice 42. Soient E, F deux espaces de Banach, (A,D(A)) un opérateur
fermé sur E à valeurs dans F et B une application linéaire continue de E dans
F . Montrer que (A + B, D(A)) est un opérateur fermé. Donner un exemple de
deux opérateurs fermés, ayant le même domaine, tels que leur somme ne soit pas
un opérateur fermé.

Exercice 43. Soient N ≥ 2 et Ω la boule unité de RN . On considère une fonction
ζ ∈ C∞([0,∞[) telle que 0 ≤ ζ ≤ 1 et :

ζ(t) = 1 pour 0 ≤ t ≤ 1
2
, ζ(t) = 0 si t ≥ 3

4
,

on pose ensuite ϕ(x) := x1x2ζ(|x|) et, pour k ≥ 1, ϕk(x) := ϕ(2kx), puis on
considère les fonctions :

f(x) :=
∞∑

k=1

1
k
(−∆ϕ)(2kx), u(x) :=

∞∑

k=1

2−2k

k
ϕk(x).

1) Montrer que f ∈ C(Ω), u ∈ C1(Ω), alors qu’en dehors de l’origine u est
de classe C∞ et nulle sur ∂Ω.
2) Montrer que si |xn| = 2−n, alors ∂12u(xn) → +∞ lorsque n → ∞. Vérifier
que ∂iiu ∈ C(Ω) pour 1 ≤ i ≤ N et que −∆u = f dans Ω.
3) Soient E := C(Ω), D(A) :=

{
u ∈ C2(Ω) ; u = 0 sur ∂Ω

}
et Au :=

−∆u. Déduire de ce qui précède que A n’est pas un opérateur fermé sur E.
Montrer cependant que A est fermable.

Exercice 44. Soient 1 < p < ∞ et f ∈ Lp(RN ). On s’intéresse ici à la résolution
(dans Lp(RN )) de l’équation :
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(1) −∆u + u = f dans D ′(RN ).

1) On suppose que f ∈ C∞
c (RN ). Montrer que (1) admet une solution u ∈

C∞(RN ) et que ‖u‖p ≤ ‖f‖p (multiplier l’équation par |u|p−2uζ si p ≥ 2
et par (u2 + ε)(p−2)/2uζ si p < 2, où ζ est une fonction de troncture que
l’on fera tendre vers 1, alors que ε → 0). En déduire que pour f ∈ Lp(RN )
l’équation (1) admet une solution unique dans Lp(RN ).
2) De même lorsque p ≥ 2, en remarquant que v := ∂iu vérifie −∆v + v =
∂if , multiplier cette dernière équation par |v|p−2v et effectuer une intégration
par parties sur ∫

RN

∂if(x)|∂iv(x)|p−2∂iv(x)dx

pour montrer que l’on a
∫

RN

|∇∂iu(x)|2|∂iu(x)|p−2dx + ‖∂iu‖p
p

≤ (p − 1)
∫

RN

|f(x)| |∂iu(x)|p−2|∂iiu(x)|dx.

3) En déduire que si p ≥ 2, pour une constante indépendante de p on a

‖∂iu‖p ≤ C ‖f‖p.

4) Montrer que si 2 ≤ p < ∞, alors pour tout f ∈ Lp(RN ) l’équation (1)
admet une solution unique dans W 1,p(RN ) et que

‖u‖p + ‖∇u‖p ≤ C(N) ‖f‖p.

5) Montrer que si 2 ≤ p < ∞ pour tous λ > 0 et f ∈ Lp(RN ), l’équation

trouver u ∈ W 1,p(RN ), −∆u + λu = f,

admet une solution unique. (En fait en utilisant le théorème 11.1 on sait
que le résultat est vrai pour 1 < p < ∞ et que la solution appartient à
W 2,p(RN )).

Exercice 45. Soient Ω un ouvert borné régulier de RN et 1 < p < ∞. On pose
Au := −∆u pour u ∈ D(A) où

D(A) :=
{
u ∈ Lp(Ω) ∩ W 1,p′

0 (Ω) ; ∆u ∈ Lp′
(Ω)

}
.

Déterminer p pour que (A,D(A)) soit un opérateur fermé de Lp(Ω) dans Lp′
(Ω).

Déterminer également (A∗, D(A∗)).

Exercice 46. Soient c ∈ L∞(RN ) une fonction positive et (aij(·))ij une matrice
uniformément coercive sur RN à coefficients dans L∞(RN ). Montrer que si u ∈
W 1,p(RN ) vérifie
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−
N∑

i,j=1

∂i (aij∂ju) + cu ≤ 0 dans D ′(RN ),

alors on a u ≤ 0 presque partout.

Exercice 47. Soit a(x) := 2 pour −1 ≤ x < 0 et a(x) := 1 pour 0 ≤ x ≤ 1. Sur
L2(−1, +1) on considère l’opérateur Au := −(a(x)u′)′ avec le domaine

D(A) :=
{
u ∈ H1

0 (−1, +1) ; Au ∈ L2(−1, +1)
}

.

Vérifier que les fonctions C∞
c (−1, +1) ne sont pas toutes contenues dans D(A).

Si u ∈ D(A) et Au = f ∈ Hk(−1, +1), que peut-on dire de la régularité de u ?

Exercice 48. Soient E un espace de Banach complexe et A ∈ L (E). En utilisant
la relation R(λ)−R(µ) = −(λ−µ)R(λ)R(µ), satisfaite pour λ, µ ∈ ρ(A), montrer
que si (λn)n est une suite de ρ(A) convergeant vers λ ∈ C, alors

λ ∈ σ(A) ⇐⇒ lim
n→∞

‖R(λn)‖ = +∞.

Exercice 49. Soient E un espace de Banach et (A,D(A)) un opérateur linéaire
sur E. Montrer que si pour un λ0 ∈ ρ(A) la résolvante R(λ0) est compacte, alors
R(λ) est compacte pour tout λ ∈ ρ(A).

Exercice 50. Soit an ≥ 0 une suite de nombres telle que la série

f(z) :=
∞∑

n=0

anzn,

soit de rayon de convergence 1. Montrer que z0 := 1 est un point singulier de f ,
et donner un exemple où néanmoins f(1) est fini. En déduire le lemme 12.3.

Exercice 51. Soient f ∈ L2(0, 1) et k ∈ R. On considère l’équation :

(1)






−u′′ + u = f dans L2(0, 1)
u(0) = u(1)
u′(1) − u′(0) = k.

1) Soit V :=
{

v ∈ H1(0, 1) ; v(0) = v(1)
}
. Montrer que V est un sous-espace

fermé de H1(0, 1). Montrer que si u ∈ L2(0, 1) est solution de (1), alors u ∈ V
et pour tout v ∈ V on a :

(2)
∫ 1

0
(u′(x)v′(x) + u(x)v(x))dx =

∫ 1

0
f(x)v(x)dx + kv(0).

2) Pour f ∈ L2(0, 1) et k ∈ R, montrer que le problème (2) admet une
solution unique. Vérifier que la solution de (2) appartient en fait à H2(0, 1)
et vérifie l’équation (1).
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Exercice 52. Soient Ω un ouvert borné et régulier de RN , f ∈ L2(Ω) et k ∈ R.
On considère l’équation :

(1)
{
−∆u + u = f dans L2(Ω)
u = constante sur ∂Ω,

∫
∂Ω

∂u
∂n (σ)dσ = k.

On remarquera que la valeur de u sur le bord ∂Ω fait partie des inconnues du
problème. Comme toujours, ∂/∂n désigne la dérivée normale extérieure sur ∂Ω.

1) Soit V :=
{

v ∈ H1(Ω) ; v est constante sur ∂Ω
}
. Montrer que V est un

sous-espace fermé de H1(Ω). Si v ∈ V on notera m(v) la valeur de v sur ∂Ω.
Montrer que si u ∈ L2(Ω) est solution de (1), alors u ∈ V et pour tout v ∈ V
on a :

(2)
∫

Ω
(∇u(x) ·∇v(x) + u(x)v(x)) dx =

∫

Ω
f(x)v(x)dx + km(v).

2) Pour f ∈ L2(Ω) et k ∈ R, montrer que le problème (2) admet une solution
unique. Vérifier que la solution de (2) appartient en fait à H2(Ω) et vérifie
l’équation (1).

Exercice 53. Soient N ≥ 1 un entier et F ⊂ RN un compact. On définit la
capacité de F dans RN par :

Cap F := inf
{
‖ϕ‖2

H1(RN ) ; ϕ ∈ C∞
c (RN ), , ϕ = 1 au voisinage de F

}
.

Si Ω ⊂ RN est un ouvert borné connexe, de classe C1 et F ⊂ ∂Ω, on désigne
par HF (Ω) la fermeture dans H1(Ω) de l’ensemble des fonctions de C1(Ω) qui
s’annulent sur un voisinage de F .

1) Soient N ≥ 2, Ω le cube unité 0 < xi < 1 pour 1 ≤ i ≤ N , et F la partie
du bord définie par xN = 0. Montrer l’inégalité de Poincaré :

∀v ∈ HF (Ω),
∫

Ω
|v|2 dx ≤ C

∫

Ω
|∇v|2 dx.

2) Soit Ω comme dans 1). Montrer que l’inégalité correspondante est fausse
si F est réduit à un seul point, par exemple F = {0}. Montrer aussi (ce qui
est un peu plus délicat) que l’inégalité est fausse si N ≥ 3 et si F est la partie
du bord définie par xN−1 = xN = 0.
3) Soient Ω un ouvert borné, connexe, de classe C1 de RN et F ⊂ ∂Ω
un fermé. Montrer que si Cap F = 0, alors HF (Ω) = H1(Ω) (remarquer
que si u ∈ C1(Ω), et si ϕn ∈ C1(Ω) est telle que ‖ϕn‖2

H1(RN ) → Cap F ,
alors (1 − ϕn)u tend vers u dans H1(Ω)). Conclure que dans ce cas il n’y a
pas d’inégalité de Poincaré

∫
Ω |v|2dx ≤ C

∫
Ω |∇v|2dx valide pour tout v ∈

HF (Ω).
4) Soient F un compact de RN et g ∈ C∞

c (RN ) telle que g = 1 sur un
voisinage de F . On pose

K :=
{
v ∈ H1(RN ) ; v − g ∈ H1

0 (RN \ F )
}

.
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Montrer qu’il existe ϕ ∈ K telle que

Cap F =
∫

RN

[
|∇ϕ(x)|2 + ϕ(x)2

]
dx.

5) Montrer qu’il existe une mesure positive µ portée par F , telle que la
fonction ϕ trouvée en 4), vérifie −∆ϕ + ϕ = µ au sens des distributions.
6) Montrer que la masse totale de µ est µ(F ) = Cap F (noter que µ(F ) =∫

F dµ =
∫

F ψdµ pour tout ψ tel que ψ = 1 sur F ).

Exercice 54. Un point générique de R2 étant noté (x1, x2), on considère l’ouvert
Ω := B(0, 4)\{(0, x2) ; x2 ≥ −2}. En partant d’une fonction ϕ telle que ϕ(x) = 1
pour |x| ≤ 1 et ϕ(x) = 0 si |x| ≥ 2, montrer qu’une fonction u ∈ W 1,p(R2) peut
vérifier u = 0 p.p. sur Ωc, mais néanmoins u /∈ W 1,p

0 (Ω).

Exercice 55. On suppose que u ∈ C2(]0, π[) ∩ L∞(0, π) est non identiquement
nulle et vérifie l’équation différentielle

(1) −u′′ − 2cotg(x)u′ = λu.

Montrer que nécessairement λ = k2 − 1 pour un entier k ≥ 1 (en posant v(x) =
ϕ(x)u(x), trouver une fonction ϕ telle que v soit solution de −v′′ = (λ + 1)v,
avec v ∈ H1

0 (0, π)).

Exercice 56. Soient Ω un ouvert borné et connexe de RN et (A,D(A)) un
opérateur auto-adjoint de L2(Ω) dans lui-même, défini par

Au := −div (a(·)∇u) + c(·)u,

et D(A) :=
{
u ∈ H1

0 (Ω) ; cu ∈ L1
loc(Ω), Au ∈ L2(Ω)

}
où les coefficients aij sont

dans L∞(Ω), c ∈ L1
loc(Ω) et c− ∈ L∞(Ω) + Lq(Ω) avec q = ε + N/2 pour un

ε > 0. On suppose de plus que A satisfait le principe du maximum fort, en ce
sens que si Au = f ≥ 0 dans H−1(Ω), alors u > 0 dans Ω, et on note

λ1 := inf {(Aϕ|ϕ) ; ϕ ∈ D(A), ‖ϕ‖ = 1} .

1) Montrer que λ1 est atteint.
2) On suppose que u ∈ D(A) vérifie Au = λ1u et u )≡ 0. Montrer que u
est de signe constant (si ϕ := u+ )≡ 0, montrer que (Aϕ|ϕ) = λ1‖ϕ‖2, et en
déduire que Aϕ = λ1ϕ).
3) En déduire que λ1 est valeur propre simple de A.
4) Soit ρ ∈ L∞(Ω) une fonction telle que ρ > 0 p.p. et

λ1(ρ) :=
{

(Aϕ|ϕ) ; ϕ ∈ H1
0 (Ω),

∫

Ω
|ϕ(x)|2ρ(x)dx

}
.

Montrer que λ1(ρ) est atteint, et que c’est une valeur propre simple du
problème Aϕ1 = λ1(ρ)ρϕ1.
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5) Montrer que si 0 < ρ1 ≤ ρ2 alors λ1(ρ2) ≤ λ1(ρ1). Montrer aussi que si
ρ2 )≡ ρ1, on a λ1(ρ2) < λ1(ρ1).

Exercice 57. Soient Ω un ouvert borné et connexe de classe C1 et a(·) une
matrice symétrique à coefficients dans W 1,∞(Ω).

1) Montrer que

λ2 := inf
{∫

Ω
a(x)∇ϕ(x) ·∇ϕ(x)dx ; ‖ϕ‖2 = 1,

∫

Ω
ϕ(x)dx = 0

}
,

est atteint.
2) En déduire que λ1 := 0 est valeur propre simple du problème

−div (a(·)∇ϕ) = λϕ, (a(σ)∇u(σ)) · n(σ) = 0 sur ∂Ω.

Exercice 58. Soient Ω un ouvert borné et connexe de RN de classe C1,
aij , bi, c, ρ des fonctions à valeurs réelles de C(Ω) où la matrice (aij(x))1≤i,j≤N

est symétrique et uniformément coercive sur Ω, et ρ(x) ≥ ρ0 > 0. On considère
les opérateurs L0 et L définis par

L0u := −
N∑

i,j=1

aij∂iju + b ·∇u, Lu := L0u + cu.

On suppose que λ ∈ C est telle que pour une fonction non nulle ϕ ∈ C2(Ω)∩C(Ω)
(à valeurs complexes) on a

(1) Lϕ = λρϕ dans Ω, ϕ = 0 sur ∂Ω.

1) Soit v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) une fonction telle que v(x) > 0 dans Ω ; on pose
pour u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)

L̃u := −
N∑

i,j=1

aij∂iju + b ·∇u − 2
v

N∑

i,j=1

aij∂jv∂iu.

Montrer que si u = 0 sur ∂Ω et L̃u ≤ 0 dans Ω, alors u ≡ 0.
2) Soit v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) telle que v(x) > 0 dans Ω. Montrer que si u :=
|ϕ/v|2, alors on a

L̃u ≤ 2
Re(λ) ρv − Lv

v
u dans Ω.

(En posant z := ϕ/v, calculer L̃z et L̃z en fonction de ϕ, v et L0ϕ, L0v, puis
vérifier que L̃u ≤ Re(zL̃z) + Re(zL̃z)).
3) On suppose que β ∈ R est tel que pour une fonction v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω)
telle que v(x) > 0 dans Ω on a Lv ≥ βρv dans Ω. Montrer que β ≤ Re(λ).
4) En déduire que si λ est valeur propre de L pour le problème (1), alors
pour toute fonction v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω) telle que v(x) > 0 sur Ω, on a :
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Re(λ) ≥ inf
x∈Ω

Lv(x)
ρ(x)v(x)

.

On a ainsi une caractérisation de la première valeur propre du problème de
Dirichlet Lϕ = λρϕ avec ϕ = 0 sur ∂Ω, à savoir :

λ1 = sup
{
λ ∈ R ; ∃v ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω), v > 0 dans Ω, Lv ≥ λρv

}
.

Exercice 59. Soient X un espace vectoriel et f, g deux formes linéaires sur X .
On suppose que pour tout ξ ∈ X tel que 〈f, ξ〉 > 0, on a 〈g, ξ〉 ≥ 0. Montrer
qu’il existe λ ≥ 0 tel que g = λf .

Soient Ω un ouvert de RN , u )≡ 0 et v deux éléments de L1
loc(Ω). On suppose

que :

∀ϕ ∈ C∞
c (Ω),

∫

Ω
u(x)ϕ(x)dx > 0 =⇒

∫

Ω
v(x)ϕ(x)dx ≥ 0.

En déduire qu’il existe λ ≥ 0 tel que v = λu.

Exercice 60. Soient X un espace vectoriel et f0, f1, . . . , fm des formes linéaires
sur X . On suppose que

∩1≤j≤mker(fj) ⊂ ker(f0) .

1) Pour x ∈ X , on pose Φ(x) := (f0(x), f1(x), . . . , fm(x)). Montrer que Φ(X)
est fermé dans Rm+1 et que e0 := (1, 0, . . . , 0) /∈ Φ(X).
2) Montrer qu’il existe a ∈ R et η := (η0, η1, . . . , ηm) ∈ Rm+1 tels que pour
tout ξ ∈ Φ(X) on ait (ici η · ξ désigne le produit scalaire euclidien de Rm+1) :

η · e0 < a < η · ξ .

3) Montrer qu’en réalité a = 0, en déduire que η0 < 0, et que pour tout
x ∈ X on a

η0f0(x) +
m∑

j=1

ηjfj(x) = 0 .

4) Conclure qu’il existe λ1, λ2, . . . , λm ∈ R tels que f0 =
∑m

j=1 λjfj .
5) Prouver le lemme 14.6.

Exercice 61. Soient X un espace de Banach, K un convexe ouvert de X et
f : K −→ R une fonction convexe et s.c.i. On se propose de montrer que f est
continue et même localement lipschitzienne.

1) Donner un exemple de fonction convexe non continue (dans un espace de
dimension infinie).
2) On suppose que 0 ∈ K, que f(0) = 0 et qu’il existe R0 > 0 et M > 0 telles
que pour tout x ∈ B(0, R0) on ait f(x) ≤ M . Montrer que si 0 < ε ≤ R0,
alors pour tout x ∈ B(0, ε), on a |f(x)| ≤ εMR−1

0 . En déduire que pour tout
x ∈ B(0, R0) on a |f(x)| ≤ MR−1

0 ‖x‖.
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3) On suppose que pour tout x0 ∈ K il existe M > 0 et R0 > 0 telles que si
x ∈ B(x0, R0), on ait f(x) ≤ M . Montrer que

∀x ∈ B(x0, R0), |f(x) − f(x0)| ≤ MR−1
0 ‖x − x0‖.

4) Soient x0 ∈ K et R > 0 fixés. Montrer qu’il existe x1 ∈ B(x0, R), R1 >
0 et n1 entier tels que pour x ∈ B(x1, R1) on ait f(x) ≤ n1 (on pourra
considérer pour n ≥ 1 entier, les ensembles

Fn :=
{

x ∈ B(x0, R) ; f(x) ≤ n
}

,

et utiliser le théorème de Baire).
5) Montrer que f est localement lipschitzienne sur K.

Exercice 62. Soient 1 ≤ p < ∞ et pour x ∈ 'p := 'p(N∗) la fonction

f(x) :=
∞∑

n=1

|xn|np.

Montrer que f est une fonction convexe continue sur 'p, mais n’est pas bornée
sur les bornés.

Exercice 63. Soit Ω un ouvert de RN et f : Ω × R −→ R une fonction de
Caratheodory, telle que

∀s ∈ R, p.p. sur Ω, |f(x, s)| ≤ a(x) + b|s|,

où a ∈ L2(Ω), et b ≥ 0 est une constante. On suppose que l’opérateur Bu :=
f(·, u(·)) est de classe C1 de L2(Ω) dans lui-même. En utilisant l’Exercice 36 ,
montrer qu’il existe deux fonctions a0 ∈ L2(Ω) et b0 ∈ L∞(Ω) telle que f(x, s) ≡
a0(x) + b0(x)s.

Exercice 64. Soient 1 ≤ p < ∞ et f ∈ Lp
loc(R) une fonction de période 1, i.e.

f(x + 1) = f(x) p.p. sur R. On définit la moyenne de f par

M(f) :=
∫ 1

0
f(x)dx.

1) Pour n ≥ 1 et x ∈]0, 1[, on pose un(x) := f(nx). Montrer que si p > 1,
alors un ⇀ M(f) dans Lp(0, 1)-faible.
2) On suppose que p = 1, et on considère de nouveau la suite (un)n. Pour
ε > 0, en approchant f par une fonction périodique gε ∈ L∞(R) telle que
M(|f − gε|) < ε, et en considérant vn(x) := gε(nx), montrer que un ⇀ M(f)
dans L1(0, 1)-faible.
3) Etudier les questions précédentes dans le cas particulier de la fonction f
donnée sur ]0, 1[ par

f := α1]0,1/2[ + β1[1/2,1[ ,

où α, β ∈ R sont fixés.
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4) Soient 1 ≤ p, q < ∞ et g ∈ C(R, R) telle que pour tout u ∈ Lp(0, 1) on
ait g(u) ∈ Lq(0, 1). On pose Bu := g(u(·)), et on suppose que l’opérateur
B est séquentiellement continu de Lp(0, 1)-faible dans Lq(0, 1)-faible, i.e. si
un ⇀ u dans Lp(0, 1)-faible, alors Bun ⇀ Bu dans Lq(0, 1)-faible. Montrer,
en utilisant la question 3), que la fonction g est affine.

Exercice 65. Soient k ≥ 0 un entier, p ≥ 1 et Ω un ouvert de mesure finie.
Pour u ∈ Lp(Ω) on pose V (u) :=

∫
Ω(1 − cos(u(x)))dx. Déterminer tous les p

pour lesquels V est de classe Ck sur Lp(Ω).

Exercice 66. Soient Ω un ouvert de RN et SN l’ensemble des matrices
symétriques d’ordre N . On rappelle que si σ1, σ2 ∈ SN , on écrit σ1 ≥ σ2 lorsque
la matrice σ1 − σ2 est semi-définie positive. On dit qu’une fonction

H : Ω × R × RN × SN −→ R,

est un hamiltonien elliptique du second ordre si H n’est pas constant en σ ∈ SN

et si pour tout (x, u, ξ) ∈ Ω × R × RN et σ1, σ2 ∈ SN avec σ1 ≥ σ2, on a

H(x, u, ξ, σ1) ≤ H(x, u, ξ, σ2).

Si H est un hamiltonien elliptique on dit que l’équation

H(x, u(x),∇u(x), D2u(x)) = f(x)

est une équation elliptique (non-linéaire en général).
1) Soient A,B ∈ SN , avec A définie positive et B semi-définie positive.
Montrer que tr(AB) ≥ 0.
2) Soit a(·) := (aij(·))1≤i,j≤N une matrice symétrique définie positive sur
Ω. On suppose que bi (pour 1 ≤ i ≤ N) et c ainsi que les coefficients aij sont
des éléments de C(Ω) et on pose

H(x, u, ξ, σ) := −tr(a(x)σ) + b(x) · ξ + c(x)u.

Déduire de la question précédente que H est un hamiltonien elliptique du
second ordre.
3) Soit Ω un ouvert de RN et f : Ω −→ R une fonction. Trouver un hamil-
tonien H(ξ, σ) tel que l’équation

(1)
(
1 + |∇u|2

)−1/2
[
−∆u +

∂iu∂ju

1 + |∇u|2 ∂iju

]
= Nf(x),

s’écrive comme H(∇u, D2u) = f (si u est solution de l’équation (1), la surface
représentée par (x, u(x)) dans RN+1, lorsque x parcourt Ω, a une courbure
moyenne qui est en chaque point égale à −f(x)).
4) En reprenant les notations ci-dessus, trouver une fonctionnelle E, et
un espace de Banach X tels que tout point critique u de E sur X vérifie
H(∇u, D2u) = f (on pourra noter que si
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J(u) :=
∫

Ω

[(
1 + |∇u(x)|2

)1/2 − 1
]
dx,

alors 〈J ′(u), v〉 =
∫

Ω

(
1 + |∇u(x)|2

)−1/2 ∇u(x) ·∇v(x)dx).
5) Interpréter l’équation (1) et sa solution éventuelle, dans le cas particulier
où N = 1 et Ω =]0, 1[.



2 Le degré topologique

Soient N ≥ 1 un entier, Ω un ouvert de RN , f : Ω −→ RN une fonction continue
et b ∈ RN un point fixé. L’idée du degré topologique est d’associer à la fonction
f , à l’ouvert Ω et au point cible b ∈ RN un entier dépendant continûment de f et,
dans une certaine mesure, de b tel que si cet entier est non nul, alors l’équation :

x ∈ Ω, f(x) = b,

admet une solution. Par exemple si N := 1, Ω :=]−1, +1[ et f ∈ C([−1, +1], R),
pour tout point b )= f(±1) on peut considérer le nombre

deg(f, Ω, b) :=
1
2
[
sgn(f(1) − b) − sgn(f(−1) − b))

]
,

qui est évidemment un entier. On voit que si deg(f, Ω, b) )= 0, on a

(f(1) − b)(f(−1) − b)) < 0,

et par conséquent il existe x ∈ ] − 1, +1[ tel que f(x) = b. On imagine aussi que
la situation pour N ≥ 2 est plus complexe.

En réalité, le lecteur intéressé par les méthodes variationnelles, peut se borner
à étudier la notion de genre que nous introduisons au paragraphe § 4. Cepen-
dant, en utilisant les techniques variationnelles en même temps que le degré
topologique on peut établir des résultats plus fins en ce qui concerne l’existence
de solutions pour certaines équations. Par ailleurs, comme nous le verrons par la
suite, la connaissance du degré topologique de Leray-Schauder permet également
de résoudre des équations aux dérivées partielles qui n’ont pas de formulation
variationnelle.

1. Degré topologique de Brouwer

Nous donnons ici la version de E. Heinz [79] de la définition du degré topologique
de Brouwer. La norme de RN sera notée | · | ; bien que de façon générale on n’ait
pas besoin de préciser de quelle norme il s’agit, pour fixer les idées on pourra
considérer que | · | est la norme euclidienne de RN . Si Ω est un ouvert de RN ,
on désigne par ∂Ω sa frontière. Pour une fonction de classe C1 définie sur un
ouvert de RN et à valeurs dans RN on désigne par Jf (x) le jacobien de f au
point x, i.e.
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Jf (x) := det f ′(x) = det
(

∂f j

∂xi
(x)

)

1≤i,j≤N

.

1.1 Définition. Soient N ≥ 1 un entier, Ω un ouvert borné de RN , une fonction
f ∈ C1(Ω; RN ) ∩ C(Ω; RN ) et b ∈ RN tel que b )∈ f(∂Ω). On considère 0 < ε <
dist(b, f(∂Ω)) et une fonction ϕ ∈ C(]0,∞[, R) à support compact contenu dans
]0, ε[, et telle que ∫

RN

ϕ(|x|)dx = 1.

On appelle le degré topologique de Brouwer de f dans Ω par rapport au
point cible b le nombre

deg(f, Ω, b) :=
∫

Ω
ϕ(|f(x) − b|)Jf (x)dx.

Nous allons montrer que le nombre deg(f, Ω, b) est indépendant de ε et de
ϕ et que c’est un entier. Pour ce faire nous avons besoin de quelques lemmes
techniques.

1.2 Lemme. Soit g une fonction de classe C2 de Ω à valeurs dans RN−1. On
pose :

Bi := det(∂1g, . . . , ∂i−1g, ∂i+1g, . . . , ∂N g).

Alors on a

(1.1)
N∑

i=1

(−1)i∂iBi = 0.

Démonstration. Pour 1 ≤ i ≤ N posons Cii := 0 et pour j < i :

Cij := det(∂1g, . . . , ∂j−1g, ∂ijg, ∂j+1g, . . . , ∂i−1g, ∂i+1g, . . . , ∂N g),

et si j > i

Cij := det(∂1g, . . . , ∂i−1g, ∂i+1g, . . . , ∂j−1g, ∂ijg, ∂j+1g, . . . , ∂N g).

On peut alors voir que ∂iBi =
∑N

j=1 Cij , et que par conséquent, si α désigne le
membre de gauche de (1.1), on a :

α :=
N∑

i=1

(−1)i∂iBi =
∑

i,j

(−1)iCij .

Mais on peut remarquer qu’avec les notations ci-dessus on a Cij = (−1)j+i−1Cji.
En effet, en supposant par exemple j < i, on a :

Cij =

(−1)j−1 det(∂ijg, ∂1g,. . ., ∂j−1g, ∂j+1g,. . ., ∂i−1g, ∂i+1g,. . ., ∂Ng),
Cji = det(∂1g, . . . , ∂j−1g, ∂j+1g, . . . , ∂i−1g, ∂ijg, ∂i+1g, . . . , ∂Ng)

= (−1)i det(∂ijg, ∂1g,. . . , ∂j−1g, ∂j+1g,. . . , ∂i−1g, ∂i+1g,. . . , ∂Ng).
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Cela implique finalement que :

α =
∑

i,j

(−1)j−1Cji = −
∑

i,j

(−1)jCij = −α,

et le lemme est prouvé. !

1.3 Lemme. Soit f : Ω −→ RN une fonction de classe C2. On désigne par
Aij(x) le cofacteur de ∂if j(x) dans Jf (x). Alors pour tout j ≥

≤
1
N fixé on a :

N∑

i=1

∂iAij = 0.

Démonstration. Rappelons que le cofacteur Aij est donné par

Aij = (−1)i+j det
(
∂/f

k
)

k (=j
/ (=i

.

Pour j fixé, en appliquant le lemme 1.2 à la fonction

g = (f1, . . . , f j−1, f j+1, . . . , fN),

on obtient le résultat annoncé. !

1.4 Lemme. Soient Ω un ouvert borné de RN , f ∈ C1(Ω; RN ) ∩ C(Ω; RN )
et ψ : [0, +∞[−→ R une fonction continue. On suppose que 0 )∈ f(∂Ω) et que
suppψ ⊂ ]0, ε[ pour un 0 < ε < dist(0, f(∂Ω)), et

∫ ∞

0
rN−1ψ(r)dr = 0.

Alors on a ∫

Ω
ψ(|f(x)|)Jf (x)dx = 0.

Démonstration. L’idée de la preuve est d’écrire la fonction x $→ ψ(|f(x)|)Jf (x)
comme la divergence d’une fonction nulle au voisinage du bord ∂Ω et de faire
ensuite une intégration par parties. Supposons pour un instant que f ∈ C2. Soit
γ(0) := 0 et pour r > 0 :

γ(r) := r−N

∫ r

0
tN−1ψ(t)dt.

Comme ψ est continue et que son support est loin de l’origine, on voit facilement
que γ ∈ C1

c (]0,∞[, R) et que :

rγ′ + Nγ = ψ.

Pour y ∈ RN posons F (y) := γ(|y|)y, de telle sorte que

(1.2) divF (y) = ∇·F (y) = |y|γ ′(|y|) + Nγ(|y|) = ψ(|y|).
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Si x ∈ Ω on a, en utilisant le lemme 1.3 et ses notations :
∑

i

∂i

∑

j

Aij(x)F j(f(x)) =

=
∑

i

∑

j

(∂iAij(x)) F j(f(x)) +
∑

i

∑

j

Aij(x)∂i

(
F j(f(x))

)

=
∑

i

∑

j

Aij(x)
∑

k

∂if
k(x)

∂F j

∂yk
(f(x))

=
∑

j

∑

k

(
∑

i

Aij(x)∂if
k(x)

)
∂F j

∂yk
(f(x)).

Or d’après la règle de Cramer on sait que :
∑N

i=1 Aij(x)∂ifk(x) = δkjJf (x), ce
qui donne :

∑

i

∂i

∑

j

Aij(x)F j(f(x)) = Jf (x) (∇ · F ) (f(x)).

On peut donc écrire, en utilisant la relation ci-dessus et (1.2) :

ψ(|f(x)|)Jf (x) = Jf (x)[rγ′(r) + Nγ(r)]∣∣∣
r=|f(x)|

= Jf (x) ∇·F∣∣∣
y=f(x)

=
N∑

i=1

∂i

N∑

j=1

Aij(x)F j(f(x)).

On déduit finalement de cette dernière égalité que
∫

Ω
ψ(|f(x)|)Jf (x)dx =

N∑

i=1

∫

Ω
∂i

(∑

j

Aij(x)F j(f(x))
)
dx.

Mais puisque F j(f(x)) = 0 dans un voisinage de la frontière ∂Ω, une intégration
par parties montre que la dernière intégrale est nulle et le lemme est prouvé, pour
une fonction f de classe C2. Le cas général se déduit par régularisation de f . !

On va voir maintenant que la définition du degré est indépendante de ε et ϕ.

1.5 Proposition. Avec les hypothèses et notations de la définition 1.1, le degré
topologique deg(f, Ω, b) est indépendant de ε et de la fonction ϕ, pourvu que
ε < dist(b, f(∂Ω)).

Démonstration. Soient ε0 := dist(b, f(∂Ω)) et 0 < ε1, ε2 < ε0. Si ϕ1 et ϕ2 ont
leur support contenu dans respectivement dans ]0, ε1[ et ]0, ε2 et sont telles que

∫

RN

ϕ1(|x|)dx =
∫

RN

ϕ2(|x|)dx = 1,
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alors en posant ψ := ϕ1 − ϕ2, on a
∫∞
0 rN−1ψ(r)dr = 0, et en appliquant le

lemme 1.4 à ψ et x $→ f(x) − b on obtient
∫

Ω
ψ(|f(x) − b|)Jf (x)dx = 0. !

Avant de voir que le degré topologique est un entier, nous allons montrer sa
stabilité par rapport à f .

1.6 Proposition. Soient Ω un ouvert borné, f1, f2 ∈ C1(Ω; RN ) ∩ C(Ω; RN )
et b un point de RN . On suppose que b /∈ f1(∂Ω)∪ f2(∂Ω). Alors si ε > 0 est tel
que

ε <
1
4

dist(b, f1(∂Ω) ∪ f2(∂Ω)), et ‖f1 − f2‖∞ < ε,

on a deg(f1, Ω, b) = deg(f2, Ω, b).

Démonstration. Comme deg(f, Ω, b) = deg(f−b, Ω, 0), on peut supposer, sans
perte de généralité, que b = 0. Soit θ : [0,∞[→ [0, 1] une fonction de classe C∞

telle que
θ(r) =

{ 1 0 ≤ r ≤ ε,
0 r ≥ 2ε.

En introduisant la fonction :

f3(x) := (1 − θ(|f1(x)|))f1(x) + θ(|f1(x)|)f2(x),

on vérifie que pour 1 ≤ i, k ≤ 3 on a ‖fi − fk‖∞ < ε et pour x ∈ ∂Ω, on a
|fi(x)| > 3ε. D’autre part le choix de θ implique :

f3(x) =

{
f1(x)
f2(x)

si |f1(x)| > 2ε,

si |f1(x)| < ε.

On va maintenant choisir les fonctions ϕ1 et ϕ2 pour définir le degré des fonctions
f1, f2 de la façon suivante :

supp(ϕ1) ⊂ ]2ε, 3ε[,
∫

RN

ϕ1(|x|)dx = 1,

supp(ϕ2) ⊂ ]0, ε[,
∫

RN

ϕ2(|x|)dx = 1.

Comme f3 cöıncide (en partie) avec f1 ou avec f2, on a alors :

ϕ1(|f3(x)|)Jf3 (x) = ϕ1(|f1(x)|)Jf1 (x) ,

ϕ2(|f3(x)|)Jf3 (x) = ϕ2(|f2(x)|)Jf2 (x).

Cela implique de façon évidente

deg(f3, Ω, 0) = deg(f1, Ω, 0), et deg(f3, Ω, 0) = deg(f2, Ω, 0). !

Le résultat que l’on vient de voir montre que le degré topologique est robuste
et permet en particulier d’étendre la définition du degré topologique aux fonc-
tions qui sont seulement continues.
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1.7 Théorème & Définition. Soient Ω un ouvert borné de RN et f ∈
C(Ω, RN ). On considère un point b /∈ f(∂Ω) et (fk)k une suite de fonctions
de C1(Ω; RN ) ∩ C(Ω; RN ) telle que

‖fk − f‖∞ → 0 sur Ω,

alors le degré topologique de fk existe pour k assez grand et le degré topologique
de f est défini par :

(1.3) deg(f, Ω, b) := lim
k→∞

deg(fk, Ω, b).

Démonstration. En effet comme ‖f − fk‖∞ → 0 sur Ω, pour k ≥ k0 as-
sez grand, b n’appartient pas à fk(∂Ω) et par conséquent le degré topologique
deg(fk, Ω, b) est bien défini. Par ailleurs la proposition 1.6 implique que si k, j
sont assez grands pour que

‖fk − fj‖∞ <
1
4
dist (b, fk(∂Ω) ∪ fj(∂Ω)) ,

alors deg(fk, Ω, b) = deg(fj , Ω, b). On conclut que la suite des degrés topologiques
(deg(fk, Ω, b))k est stationnaire et la définition (1.3) a un sens. Ensuite on vérifie
facilement que cette définition est indépendante de la suite (fk)k. !

Le degré topologique étant défini pour des fonctions continues, nous allons
en étudier quelques propriétés utiles pour la suite, et au cours de cette étude
nous verrons que le degré est un entier (élément de Z).

2. Propriétés du degré

Nous regroupons ici les propriétés les plus importantes du degré topologique de
Brouwer. Lorsque cela n’est pas précisé, Ω désigne un ouvert borné de RN et
f : Ω −→ RN une fonction continue.

La première propriété importante du degré est sa stabilité, propriété qui nous
a permis d’étendre la définition 1.1 aux fonctions continues ; la démonstration
de la proposition suivante est évidente.

2.1 Proposition (Stabilité). Soient Ω un ouvert borné de RN et b ∈ RN .
On suppose que f1, f2 : Ω −→ RN sont deux fonctions continues telles que
b /∈ f1(∂Ω) ∪ f2(∂Ω). Alors si

‖f1 − f2‖∞ ≤ 1
4

dist(b, f1(∂Ω) ∪ f2(∂Ω)),

on a deg(f1, Ω, b) = deg(f2, Ω, b).

Un autre type de stabilité concerne les perturbations par rapport à la cible
b.
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2.2 Proposition (Stabilité par rapport à la cible). Soient Ω un ouvert
borné et f ∈ C(Ω, RN). On suppose que b, b′ ∈ RN sont dans la même com-
posante connexe de f(∂Ω)c alors

deg(f, Ω, b) = deg(f, Ω, b′).

Démonstration. Il suffit de voir que si b1 ∈ RN est assez proche de b, alors le
degré est le même. Soit ε > 0 tel que ε < 1

4 dist(b, f(∂Ω)), et posons

f0(x) := f(x) − b, f1(x) := f(x) − b1.

On voit que si dist(b1, b) < ε, alors ‖f0−f1‖∞ < ε, et que par conséquent d’après
la proposition précédente :

deg(f, Ω, b) = deg(f0, Ω, 0) = deg(f1, Ω, 0) = deg(f, Ω, b1). !

2.3 Proposition (Additivité). Soient Ω1, Ω2 deux ouverts bornés disjoints
de RN et f ∈ C(Ω1 ∪Ω2, RN). Si b est un point de RN et b /∈ f(∂Ω1)∪ f(∂Ω2),
alors :

deg(f, Ω2 ∪ Ω2, b) = deg(f, Ω1, b) + deg(f, Ω2, b).

Démonstration. Si on suppose de plus que la fonction f est de classe C1,
la preuve découle immédiatement de la définition. Pour le cas général, il suffit
d’approcher f par des fonctions régulières. !

Comme corollaire de la propostion 2.3 on a la propriété d’excision pour le
degré topologique.

2.4 Corollaire (Excision). Soient Ω un ouvert borné, une fonction f ∈
C(Ω; RN ), K ⊂ Ω un compact et b ∈ RN tel que b /∈ f(K) ∪ f(∂Ω). Alors :

deg(f, Ω, b) = deg(f, Ω − K, b).

Le résultat suivant est très souvent utilisé pour montrer l’existence de solu-
tions pour des équations non linéaires dans RN . On l’utilise en même temps que
des arguments d’homotopie, comme nous le verrons plus loin.

2.5 Proposition. Soient Ω un ouvert borné de RN , f ∈ C(Ω; RN ) et b un point
de RN n’appartenant pas à f(∂Ω). Si deg(f, Ω, b) )= 0, alors l’équation f(x) = b
admet au moins une solution dans Ω.

Démonstration. Il suffit de montrer que si f−1({b}) = ∅, alors le degré
topologique deg(f, Ω, b) est nul. Comme toujours, il suffit de montrer le résultat
pour des fonctions régulières. Soient 0 < ε < dist(b, f(Ω)) et une fonction ϕ
satisfaisant les conditions de la définition 1.1, telle que supp(ϕ) ⊂ ]0, ε[. Alors on
voit, d’après la définition, que deg(f, Ω, b) = 0. !

Par exemple en appliquant la définition 1.1 à l’application identité I(x) := x,
on obtient :
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2.6 Corollaire. Soient Ω un ouvert borné et b ∈ RN . En désignant par I
l’application identité, on a :

deg(I, Ω, b) =
{ 1

0
si b ∈ Ω,

si b /∈ Ω.

On a aussi :

deg(−I, Ω, b) =
{

(−1)N

0
si b ∈ Ω

si b /∈ Ω.

En utilisant les propositions 2.2 et 2.5 on déduit le résultat suivant :

2.7 Corollaire. Si H est un hyperplan de RN et f(Ω) ⊂ H , alors pour tout
b /∈ f(∂Ω) on a deg(f, Ω, b) = 0.

En effet si b /∈ H , alors le degré est nul de manière évidente. Si b ∈ H , il suffit
de prendre b′ en dehors de H et assez voisin de b pour voir que le deg(f, Ω, b) =
deg(f, Ω, b′) = 0. !

Soient X, Y deux espaces topologiques et f, g deux applications continues
de X dans Y . On dit que f est homotope à g dans Y s’il existe une fonction
continue

H : X × [0, 1] −→ Y

telle que H(x, 0) = f(x) et H(x, 1) = g(x) pour tout x ∈ X . La fonction
H est alors appelée une homotopie. On vérifie sans peine que la relation “f est
homotope à g dans Y ” est une relation d’équivalence dans C(X, Y ). L’invariance
par homotopie du degré topologique est très importante, parce qu’en particulier
elle permet de calculer le degré topologique de certaines fonctions en se ramenant
à des cas où le calcul est facile.

2.8 Proposition (Invariance par homotopie). Soient H : Ω × [0, 1] → RN

une fonction continue et b /∈ H(∂Ω × [0, 1]). Alors pour tout t ∈ [0, 1] on a :

deg(H(·, t), Ω, b) = deg(H(·, 0), Ω, b).

Démonstration. Vérifions tout d’abord qu’il existe δ > 0 tel que si |t1− t2| ≤ δ
alors

deg(H(·, t1), Ω, b) = deg(H(·, t2), Ω, b).

En effet soit ε := 1
4dist(b, H(∂Ω × [0, 1])) ; comme H(·, ·) est uniformément

continue sur le compact Ω × [0, 1], alors il existe δ > 0 tel que si |t1 − t2| ≤ δ,
pour tout x ∈ Ω on ait :

|H(x, t1) − H(x, t2)| < ε.

Par conséquent, d’après la proposition 2.1, on a

deg(H(·, t1), Ω, b) = deg(H(·, t2), Ω, b) ,
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pour tous t1, t2 ∈ [0, 1] tels que |t1 − t2| ≤ δ. On déduit le résultat d’invariance
par homotopie en recouvrant le compact [0, 1] par des intervalles de longueur
δ. !

Nous avons vu jusque-là que le bord de Ω jouait un rôle particulier. En fait
en ce qui concerne le degré topologique on pourrait dire que tout se passe sur le
bord .

2.9 Proposition. Soient Ω un ouvert borné de RN et deux fonctions f, g ∈
C(Ω, RN ). On suppose que f = g sur ∂Ω et que b /∈ f(∂Ω). Alors on a

deg(f, Ω, b) = deg(g, Ω, b).

Démonstration. Il suffit d’utiliser l’invariance par homotopie du degré topolo-
gique, en considérant l’homotopie

H(x, t) := tf(x) + (1 − t)g(x). !

Nous allons voir maintenant que le degré topologique est un entier (i.e. élément
de Z).

2.10 Lemme. Soient Ω un ouvert borné de RN et f ∈ C1(Ω, RN )∩C(Ω, RN ).
On désigne par S := {x ∈ Ω; Jf (x) = 0} l’ensemble des points singuliers de f
et on suppose que b /∈ f(∂Ω) ∪ f(S). Alors on a :

deg(f, Ω, b) =
∑

x∈f−1(b)

sgn(Jf (x)) ∈ Z.

Démonstration. Si f−1({b}) = ∅, on sait que le degré est nul et on n’a rien à
montrer. Supposons donc que f−1({b}) )= ∅. On remarque en premier lieu qu’il
existe m ≥ 1 tel que f−1({b}) = {x1, . . . , xm}. En effet f−1({b}) est un compact
contenu dans Ω \ S et de plus il est discret. Pour voir que f−1({b}) est discret,
considérons un point x ∈ f−1({b}) ; on sait, d’après le théorème des fonctions
implicites, qu’il existe un voisinage ouvert Vb de b, et un voisinage ouvert Vx de
x tels que f : Vx → Vb soit un difféomorphisme : cela implique en particulier que
Vx ∩ f−1({b}) = {x}.

Soit r > 0 assez petit pour que B(b, r) ∩ (f(∂Ω) ∪ f(S)) = ∅. On sait que
pour 1 ≤ i ≤ m, il existe un voisinage Vi de xi tel que f soit un difféomorphisme
de Vi sur B(b, r) et que f−1(B(b, R)) = ∪1≤i≤mVi. Choisissons ε > 0 tel que
ε < min(r, dist(b, f(∂Ω)∪ f(S))), et prenons une fonction ϕ ∈ C(]0,∞[, R) telle
que supp(ϕ) ⊂ ]0, ε[, et

∫
RN ϕ(|x|)dx = 1. On a alors :

deg(f, Ω, b) =
∫

Ω
ϕ (|f(x) − b|)Jf (x)dx

=
m∑

i=1

∫

Vi

ϕ (|f(x) − b|)Jf (x)dx.

En effectuant le changement de variable y := f(x)−b, puisque Jf (x) ne s’annule
pas sur Vi, on a
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dy = |Jf (x)|dx = sgn(Jf (xi))Jf (x)dx,

et on voit que
∫

Vi

ϕ (|f(x) − b|)Jf (x)dx = sgn(Jf (xi))
∫

B(0,r)
ϕ(|y|)dy

= sgn(Jf (xi)). !

Pour obtenir le même résultat pour le degré topologique des fonctions con-
tinues, on doit montrer que les cibles ne sont pas génériquement des valeurs
singulières et ensuite utiliser la définition du degré pour les fonctions continues.
En ce qui concerne la notion intuitive selon laquelle il n’y a pas trop de valeurs
singulières, on dispose du théorème de Sard, dont nous donnons ci-dessous la
démonstration d’une version limitée (mais suffisante pour nos besoins actuels).

2.11 Lemme de Sard. Soient Ω ouvert borné et f ∈ C1(Ω, RN ) et

S := {x ; x ∈ Ω, Jf (x) = 0} ,

l’ensemble des points singuliers de f . Alors f(S) est de mesure nulle.

Démonstration. Il suffit de considérer le cas où f ∈ C1(Ω, RN ) et Ω est un
cube de côté a. Pour k ≥ 1 entier, on divise le cube en kN cubes Ci de côté a

k
(avec 1 ≤ i ≤ kN ). Si i est tel que S ∩ Ci )= ∅, soient x ∈ S ∩ Ci et y ∈ Ci.
Comme Jf (x) = 0, cela signifie que f ′(x)

(
RN

)
est contenu dans un hyperplan

de RN , soit Hx. En désignant par ε le module d’uniforme continuité de f ′ sur
Ω, on a :

|f(y) − f(x) − f ′(x) · (y − x)| ≤ |y − x| ε(|y − x|)

≤ a
√

N

k
ε(|y − x|) .

On en déduit que : dist(f(y), f(x)+Hx) ≤ a
√

N
k ε

(
a
√

N
k

)
. Par ailleurs, en posant

L := maxx∈Ω ‖f ′(x)‖, le théorème des accroissements finis permet d’écrire, :

|f(y) − f(x)| ≤ |y − x| sup
0≤t≤1

|f ′(x + t(y − x)|

≤ L · a
√

N

k
,

ce qui implique finalement que si Ci ∩ S )= ∅, alors f(Ci) est contenu dans
un pavé d’épaisseur 2ε(a

√
N/k)a

√
N/k et dont la base a des côtés de longueur

2La
√

N/k. On en déduit l’estimation :

mes (f(Ci)) ≤ 2 ε
(
a
√

N/k
)
· a

√
N

k
·
(

2L
a
√

N

k

)N−1

et, puisqu’il y a kN cubes Ci, on en déduit que pour tout k ≥ 1 on a :

mes (f(S)) ≤ 2N · LN−1 · (a
√

N)N ε
(
a
√

N/k
)

.

En faisant tendre k → +∞, on voit que mes (f(S)) = 0. !
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2.12 Proposition. Soient Ω un ouvert borné, f ∈ C(Ω, RN) et b /∈ f(∂Ω)
alors le degré deg(f, Ω, b) est un entier (élément de Z).

Démonstration. On peut prendre une fonction f1 ∈ C1(Ω, RN ) ∩ C(Ω, RN )
telle que

deg(f, Ω, b) = deg(f1, Ω, b).

Désignons par S l’ensemble des points singuliers de f1. Puisque f1(∂Ω) est com-
pact, et que d’après le théorème de Sard f1(S) est de mesure nulle alors que
RN \f1(∂Ω) est un ouvert, on peut affirmer que RN \ (f1(∂Ω) ∪ f1(S)) est dense
dans RN \f1(∂Ω), et par conséquent on peut choisir un point b1 /∈ f1(∂Ω)∪f1(S),
tel que b et b1 soient dans la même composante connexe de RN \f1(∂Ω). De cette
façon, puisque le degré topologique est constant sur les composantes connexes
de f1(∂Ω)c (voir proposition 2.2) on voit que

deg(f1, Ω, b) = deg(f1, Ω, b1) ∈ Z,

et par conséquent le degré topologique de f est un entier. !

3. Quelques applications

Nous présentons ici un certain nombre d’applications du degré topologique.
Dans les Exercices, le lecteur trouvera d’autres exemples d’utilisation du degré
topologique, notamment pour la résolution de certaines équations non-linéaires.

3.1 Proposition (Non rétraction de la boule). Soient B := B(0, 1) la boule
unité ouverte et SN−1 la sphère unité de RN . Il n’existe pas de fonction continue
ϕ : B → SN−1 telle que ϕ∣∣

SN−1
= I.

Démonstration. Sinon d’après la proposition 2.9 (affirmant que tout se passe
sur le bord) on aurait

deg(ϕ, B, 0) = deg(I, B, 0) = 1.

On en déduit qu’il existe x ∈ B tel que ϕ(x) = 0, ce qui contredit l’hypothèse
selon laquelle ϕ(x) appartient à la sphère SN−1. !

Chacun sait que si f : [−1, +1] −→ [−1, +1] est une application continue,
alors il existe x ∈ [−1, +1] tel que f(x) = x, i.e. f admet un point fixe. La
démonstration, qui utilise des arguments de connexité et de continuité, n’est pas
adaptable au cas d’applications f : B(0, 1) −→ B(0, 1), si B(0, 1) est la boule
unité fermée de RN et N ≥ 2. Ce résultat important est prouvé à l’aide du degré
topologique.
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3.2 Théorème (théorème de point fixe de Brouwer). Soit f : B(0, 1) −→
B(0, 1) une application continue. Alors f admet un point fixe dans B(0, 1), i.e. :

∃x ∈ B(0, 1), f(x) = x.

Démonstration. S’il existe x ∈ SN−1 tel que f(x) = x, le résultat est prouvé.
Sinon, pour tout x ∈ SN−1, on a x − f(x) )= 0. Introduisons alors l’homotopie
H(x, t) := x − tf(x) et soit B := B(0, 1). On va vérifier que pour tout t ∈ [0, 1]
et pour tout x ∈ SN−1 on a :

x − tf(x) )= 0.

En effet on le sait déjà pour t = 1. S’il existait x ∈ SN−1 et 0 ≤ t < 1 tels que
x− tf(x) = 0, on aurait alors t|f(x)| = 1, ce qui n’est pas possible car |f(x)| ≤ 1
et t < 1. Par conséquent le degré deg(H(·, t), B, 0) est défini pour tout t ∈ [0, 1]
et

deg(H(·, 1), B, 0) = deg(H(·, 0), B, 0)
= deg(I, B, 0) = 1.

En utilisant la proposition 2.5, on conclut qu’il existe x ∈ B tel que x − f(x) =
0. !

Le lecteur pourra montrer, en exercice, la généralisation suivante du théorème
de point fixe de Brouwer.

3.3 Proposition. Soit K un ouvert convexe borné et non vide de RN et f ∈
C(K, K). Alors f admet un point fixe dans K.

Voici un autre exemple typique de l’utilisation du degré topologique.

3.4 Proposition. Si N est impair, il n’existe pas d’homotopie H telle que :

H ∈ C(SN−1 × [0, 1]; SN−1), H(·, 0) = I et H(·, 1) = −I.

Démonstration. En effet, en utilisant le théorème de prolongement de Tietze-
Urysohn (cf. lemme 1.3.1) on peut prolonger H en une fonction continue
H̃ : B(0, 1) × [0, 1] → B(0, 1) telle que H̃(·, t) = H(·, t) sur SN−1. Alors, en
désignant par B la boule unité ouverte, d’après la proposition 2.9 et l’invariance
par homotopie on obtient :

deg(H̃(·, 0), B, 0) = deg(H̃(·, 1), B, 0)

1 = deg(I, B, 0) = deg(−I, B, 0) = (−1)N ,

(on utilise ici le corollaire 2.6) et ceci n’est possible que si N est pair. !

3.5 Remarque. Le théorème de point fixe de Brouwer est équivalent à la non-
rétraction de la boule unité. En effet, admettons le théorème de point fixe de
Brouwer. S’il existe ϕ : B → SN−1 telle que ϕ = I sur SN−1, alors la fonction
f(x) := −ϕ(x) n’a pas de point fixe dans B. En effet si f(x) = x, on doit avoir
|x| = 1, et alors
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−ϕ(x) = x = ϕ(x),

ce qui n’est pas possible.
Réciproquement, admettons le théorème de la non-rétraction de la boule

unité. Si le théorème de Brouwer était faux, il existerait une fonction continue
f : B → B telle que pour tout x ∈ B on ait f(x) )= x. Soit alors pour x ∈ B,
λ := λ(x) > 0 tel que l’on ait (1− λ(x))f(x) + λ(x)x ∈ SN−1. On peut montrer
que sous les hypothèses que nous avons ici x $→ λ(x) est continue sur B (voir
Exercices) et qu’en particulier si x ∈ SN−1, on a λ(x) = 1. En posant alors

ϕ(x) := f(x) + λ(x)(x − f(x)),

on vérifie que ϕ est continue de B dans SN−1 et que ϕ = I sur SN−1, ce qui
contredit la non-rétraction de la boule unité. !

Nous arrivons maintenant au type de résultats qui ont motivé l’étude du
degré topologique en vue de son application dans la théorie des points critiques.
Si A est une partie d’un espace vectoriel X , on note −A l’ensemble :

−A := {x ; x ∈ X, −x ∈ A} .

On dit que A est symétrique (par rapport à l’origine), si on a : A = −A. Si f
est une fonction définie sur un ensemble symétrique A à valeurs dans un espace
vectoriel Y , on dit que f est impaire si pour tout x ∈ A on a : f(−x) = −f(x) ;
si on a f(−x) = f(x) pour tout x ∈ A, on dit que f est paire.

Le résultat suivant de Borsuk est très important. Nous en donnons d’abord
une version simple dans le cas des fonctions de classe C1 puis, après avoir
établi quelques lemmes de prolongement nous donnerons la version complète
du théorème de Borsuk.

3.6 Proposition (Borsuk). Soient Ω un ouvert borné de RN , symétrique
par rapport à l’origine et f ∈ C(Ω; RN) ∩ C1(Ω; RN ) une fonction impaire.
On désigne par S l’ensemble des points singuliers de f et on suppose que 0 /∈
f(S) ∪ f(∂Ω). Alors :

(i) si 0 ∈ Ω, le degré deg(f, Ω, 0) est un entier impair ;

(ii) si 0 /∈ Ω, le degré deg(f, Ω, 0) est un entier pair.

Démonstration. Rappelons que f étant impaire on a f ′(−x) = f ′(x) pour tout
x ∈ Ω. Si 0 /∈ Ω, et si f−1({0}) est vide, on sait, d’après la proposition 2.5, que
deg(f, Ω, 0) est nul. Si f−1({0}) est non vide, on a f−1({0}) = {xi,−xi ; i =
1, . . . , m}, pour certains xi ∈ Ω. On conclut donc que, grâce au lemme 2.10 :

deg(f, Ω, 0) =
m∑

i=1

[
sgn(Jf (xi)) + sgn(Jf (−xi))

]

= 2
m∑

i=1

sgn(Jf (xi)),

ce qui termine la preuve dans ce cas.
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Si 0 ∈ Ω, alors ou bien f−1({0}) = {0} ou bien

f−1({0}) = {0} ∪ {xi,−xi ; i = 1, . . . , m},

pour des xi ∈ Ω et xi )= 0. Dans le premier cas on a deg(f, Ω, 0) = ±1, alors que
dans le second on voit que

deg(f, Ω, 0) = ±1 +
m∑

i=1

[
sgn(Jf (xi)) + sgn(Jf (−xi))

]

= ±1 + 2
m∑

i=1

sgn(Jf (xi)),

c’est à dire que dans les deux cas le degré est un entier impair. !
En réalité, le résultat que nous venons de voir est vrai pour une fonction

continue et impaire de Ω −→ RN , pourvu que Ω soit symétrique par rapport
à l’origine et 0 /∈ f(∂Ω). Pour montrer le résultat dans le cas général, on doit
savoir ou bien que l’on peut approcher une fonction impaire par des fonctions
impaires et de classe C1 telles que zéro est une valeur régulière (c’est un résultat
de transversalité), ou bien construire une fonction g, impaire et de classe C1,
telle que l’origine ne soit pas valeur singulière de g et telle que f et g aient le
même degré topologique à l’origine. C’est ce deuxième point de vue que nous
adoptons, en suivant les notes de P.H. Rabinowitz [135] rédigées et mise au
point par H. Berestycki (voir aussi E. Zeidler [166, chapter 16], où on trouvera
également d’autres applications de ce résultat). Cependant le lecteur qui est
seulement intéressé par les applications du théorème de Borsuk, peut éviter les
trois lemmes suivants.

3.7 Lemme. Soient k et N des entiers tels que k < N , A ⊂ Rk un compact et
f ∈ C(A; RN ) une fonction telle que 0 /∈ f(A). Alors si B est un cube fermé de
Rk tel que A ⊂ B, il existe g ∈ C(B; RN ) telle que g(x) = f(x) pour tout x ∈ A
et 0 /∈ g(B).

Démonstration. Soit δ := minx∈A |f(x)| ; comme δ > 0, il existe une fonction
h ∈ C1(B; RN ) telle que

sup
x∈B

|h(x) − f(x)| <
1
8
δ.

Si 0 /∈ h(B), on peut prendre g := h. Sinon pour (x, y) ∈ B × RN−k posons
H(x, y) := h(x). Comme N −k ≥ 1, il est clair que pour tout z ∈ B×RN−k on a
detH ′(z) = 0, et par conséquent d’après le lemme de Sard H(B×RN−k) ≡ h(B)
est de mesure nulle dans RN . On peut donc fixer b0 /∈ h(B) tel que |b0| < δ/8.
Maintenant, en posant h0(x) := h(x) − b0, on sait que h0 ∈ C1(B; RN ) et

0 /∈ h0(B), sup
x∈A

|h0(x) − f(x)| <
1
4
δ.

Par ailleurs, en posant pour x ∈ B :
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h1(x) :=






h0(x)
δh0(x)
2|h0(x)|

si |h0(x)| ≥ 1
2
δ ,

si |h0(x)| ≤ 1
2
δ ,

on vérifie sans peine que pour tout x ∈ B on a |h1(x)| ≥ δ/2 et que pour x ∈ A
on a h1(x) = h0(x), et par conséquent :

sup
x∈A

|h1(x) − f(x)| <
1
4
δ.

En considérant la fonction ϕ := h1 − f sur A, on sait par le théorème de pro-
longement de Tietze-Urysohn qu’il existe ϕ̃ ∈ C(B; RN ) telle que ϕ̃ = ϕ sur A
et

sup
x∈B

|ϕ̃(x)| = sup
x∈A

|ϕ(x)| <
1
4
δ.

En posant finalement g := h1 − ϕ̃ sur B, on voit sans difficulté que g = f sur
A, et que pour tout x ∈ B on a |g(x)| ≥ δ/4 > 0, ce qui termine la preuve du
lemme. !

Dans le lemme qui suit, nous montrons qu’il est possible de prolonger une
fonction impaire sur un ouvert symétrique de RN ne contenant pas l’origine,
de telle sorte que si la fonction ne s’annule pas sur une partie de RN−1, le
prolongement ne s’y annule pas non plus, et en plus il est impair.

3.8 Lemme. Soient k et N des entiers tels que k < N , ω ⊂ Rk un ouvert borné
et symétrique tel que 0 /∈ ω, et f ∈ C(∂ω; RN) une fonction impaire telle que
0 /∈ f(∂ω). Alors il existe g ∈ C(ω; RN) telle que g(x) = f(x) pour tout x ∈ ∂ω,
g est impaire et 0 /∈ g(ω).

Démonstration. Si k = 1, alors on peut supposer que

ω ⊂ [−b,−a] ∪ [a, b] ,

pour b > a > 0. Si f0 := f|∂ω∩[a,b], le lemme 3.7 permet de dire que l’on peut
prolonger f0 en une fonction g0 ∈ C([a, b]; RN) telle que 0 /∈ g0([a, b]). En posant
alors

g(x) :=

{
g0(x)

− g0(−x)
si x ∈ ω ∩ [a, b] ,

si x ∈ ω ∩ [−b,−a] ,

on voit que g ∈ C(ω; RN ) est une fonction impaire et 0 /∈ g(ω).
Lorsque k ≥ 2, supposons que le lemme est prouvé pour un ouvert ω contenu

dans Rj , avec j ≤ k − 1. Nous allons montrer que le résultat du lemme est vrai
lorsque ω ⊂ Rk. Si x ∈ Rk, on écrira x = (x′, xk) avec x′ ∈ Rk−1. On sait que
la fonction f est définie sur ∂

(
ω ∩ (Rk−1 × {0})

)
, et l’hypothèse de récurrence

permet de construire une fonction impaire f1 ∈ C(ω ∩ (Rk−1 × {0}); RN ), telle
que f1 = f sur ∂

(
ω ∩ (Rk−1 × {0}

)
, et 0 /∈ f1(ω ∩ (Rk−1 × {0})). En réalité,

comme f est définie sur ∂ω, en posant :
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f2(x) :=

{
f1(x)
f(x)

pour x ∈ ω ∩ (Rk−1 × {0}) ,

pour x ∈ ∂ω ,

on peut voir que f2 ∈ C
(
∂ω ∪ (ω ∩ (Rk−1 × {0})); RN

)
est impaire et que

0 /∈ f2

(
∂ω ∪ (ω ∩ (Rk−1 × {0}))

)
.

En posant maintenant

ω+ := {x ∈ ω ; xk > 0} , ω− := {x ∈ ω ; xk < 0} ,

et en prenant un cube B contenant ω+ et inclus dans Rk−1 × R+, le lemme 3.7
permet de conclure qu’on peut prolonger f2 en une fonction g2 ∈ C(B; RN ) telle
que 0 /∈ g2(B). Il suffit maintenant de poser

g(x) :=

{
g2(x)

− g2(−x)
pour x ∈ ω+ ,

pour x ∈ ω− ,

on voit sans difficulté que g ∈ C(ω; RN ) est un prolongement impair de f à ω,
et que 0 /∈ g(ω). !

3.9 Lemme. Soient N ≥ 1 un entier, Ω ⊂ RN un ouvert borné et symétrique
par rapport à l’origine tel que 0 /∈ Ω et f ∈ C(∂Ω; RN ) une fonction impaire telle
que 0 /∈ f(∂Ω). Alors il existe un prolongement g de f tel que g ∈ C(Ω; RN ), g
est impaire et 0 /∈ g

(
Ω ∩ (RN−1 × {0})

)
.

Démonstration. On sait que si f0 := f|∂(Ω∩(RN−1×{0}))
, en utilisant le lemme 3.8

on peut prolonger f0 en une fonction impaire g0 continue sur l’adhérence de
Ω ∩ (RN−1 × {0}), et finalement en une fonction impaire g1 telle que

g1 ∈ C
(
∂Ω ∪ (Ω ∩ (RN−1 × {0})) ; RN

)
,

0 /∈ g1

(
∂Ω ∪ (Ω ∩ (RN−1 × {0}))

)
.

Maintenant, en utilisant le théorème de Tietze-Urysohn, on peut prolonger g1

en une fonction continue g2 telle que si Ω± := Ω ∩ (RN−1 × R±), on ait :

g2 ∈ C
(
Ω+

)
, 0 /∈ g2

(
∂Ω ∪

[
Ω+ ∩ (RN−1 × {0})

])
.

En posant alors

g(x) :=

{
g2(x)

− g2(−x)
pour x ∈ Ω+ ,

pour x ∈ Ω− ,

on peut vérifier facilement que g satisfait le cahier des charges. !
Nous sommes maintenant en mesure de montrer le théorème de Borsuk dans

le cas général.
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3.10 Théorème de Borsuk. Soient Ω un ouvert borné de RN , symétrique par
rapport à l’origine et f ∈ C(Ω; RN ) une fonction impaire telle que 0 /∈ f(∂Ω).
Alors :

(i) si 0 ∈ Ω, le degré deg(f, Ω, 0) est un entier impair ;

(ii) si 0 /∈ Ω, le degré deg(f, Ω, 0) est un entier pair.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que 0 /∈ Ω. En utilisant le
lemme 3.9, on sait qu’il existe une fonction impaire g telle que g = f sur ∂Ω et

g ∈ C(Ω; RN ), 0 /∈ g(Ω ∩ (RN−1 × {0})).

Soit δ > 0 défini par

δ :=
1
4

min
{
dist

(
0, g(Ω ∩ (RN−1 × {0}))

)
, dist (0, f(∂Ω))

}
.

D’après la stabilité du degré topologique, on sait qu’il existe une fonction
régulière ϕ, par exemple dans C(Ω; RN ) ∩ C1(Ω; RN ), telle que ϕ soit impaire
et ‖g − ϕ‖∞ ≤ δ/4. On a donc en particulier 0 /∈ ϕ(∂Ω) et

deg(f, Ω, 0) = deg(g, Ω, 0) = deg(ϕ, Ω, 0).

Mais comme 0 /∈ ϕ(Ω∩ (RN−1×{0})) (à cause du choix de δ), en notant comme
ci-dessus Ω± := Ω ∩ (RN−1 × R±), on sait d’après la propriété d’excision que
l’on a

deg(ϕ, Ω, 0) = deg(ϕ, Ω \ (RN−1 × {0}), 0)
= deg(ϕ, Ω+, 0) + deg(ϕ, Ω−, 0) .

Maintenant, par le lemme de Sard, on peut affirmer qu’il existe b aussi voisin
de l’origine que l’on veut, tel que b et −b soient valeurs régulières de ϕ et par
conséquent ϕ−1({±b}) =: {±x1, . . . ,±xm} avec xj ∈ Ω+ (et −xj ∈ Ω−). On
voit de la sorte que :

deg(ϕ, Ω+, 0) = deg(ϕ, Ω+, b) =
m∑

j=1

sgnJϕ(xj)

deg(ϕ, Ω−, 0) = deg(ϕ, Ω−,−b) =
m∑

j=1

sgnJϕ(−xj) .

Mais ϕ étant impaire, on sait que ϕ′(xj) = ϕ′(−xj), ce qui nous permet de dire
que deg(ϕ, Ω+, b) = deg(ϕ, Ω−,−b), et on voit finalement que deg(ϕ, Ω, 0) =
deg(f, Ω, 0) est un entier pair, dans le cas où Ω ne contient pas l’origine.

Lorsque 0 ∈ Ω, soit R > 0 assez petit pour que B(0, R) ⊂ Ω. En considérant
la fonction f̃ définie par :

f̃(x) :=

{
f(x)

x

si x ∈ ∂Ω ,

si x ∈ B(0, R) ,

on peut, par le théorème de prolongement de Tietze-Urysohn, trouver un pro-
longement g1 ∈ C(Ω; RN ) de f̃ . En posant g(x) := (g1(x) − g1(−x)) /2, on
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dispose d’une fonction impaire et continue sur Ω telle que g = f sur ∂Ω, et la
proposition 2.9 ainsi que la propriété d’excision permettent de dire :

deg(f, Ω, 0) = deg(g, Ω, 0)

= deg(g, Ω \ B(0, R), 0) + deg(g, B(0, R), 0) .

Or deg(g, B(0, R), 0) = 1 car g = I sur B(0, R) (voir corollaire 2.6), alors
que deg(g, Ω \ B(0, R), 0) est un entier pair, d’après la première partie de la
démonstration. On voit ainsi que le degré deg(f, Ω, 0) est un entier impair lorsque
Ω contient l’origine, et le théorème de Borsuk est prouvé dans le cas général. !

Si Ω est symétrique et contient l’origine, on voit en particulier que le degré
deg(f, Ω, 0) est non nul, pourvu que f soit une fonction impaire. Par conséquent,
dans ce cas, si b appartient à la composante connexe de f(∂Ω)c qui contient
0, alors deg(f, Ω, b) )= 0 : on en conclut, d’après la proposition 2.5 que cette
composante connexe est contenue dans f(Ω). On peut donc énoncer :

3.11 Corollaire. On suppose que Ω est un ouvert borné et symétrique de RN ,
contenant l’origine. Soit f ∈ C(Ω, RN ) une fonction impaire, telle que 0 /∈ f(∂Ω).
Alors f(Ω) contient un voisinage ouvert de l’origine.

La notion qui découle de celle du degré topologique et qui est la plus impor-
tante dans la théorie des points critiques est celle du genre, basée sur le théorème
de Borsuk-Ulam que nous énonçons ci-dessous.

3.12 Théorème (Borsuk-Ulam). Soient Ω un ouvert symétrique borné de
RN , contenant l’origine, et ϕ ∈ C(∂Ω; RN ) impaire et telle que ϕ(∂Ω) ⊂ E0, où
E0 est un sous-espace affine de RN de dimension inférieure ou égale à N − 1.
Alors il existe x ∈ ∂Ω tel que ϕ(x) = 0.

Démonstration. Soit ϕ comme dans le théorème. D’après le théorème de
Tietze-Urysohn il existe un prolongement ϕ0 ∈ C(Ω, E0) tel que ϕ0 = ϕ sur
∂Ω. En posant

ϕ̃(x) :=
ϕ0(x) − ϕ0(−x)

2
,

on a un prolongement impair de ϕ à Ω, et ϕ̃(Ω) ⊂ E0. Si on avait 0 /∈ ϕ̃(∂Ω) =
ϕ(∂Ω), d’après le corollaire 3.11, ϕ̃(Ω) contiendrait un voisinage ouvert de
l’origine, ce qui n’est pas possible, puisque ϕ̃(Ω) est contenu dans E0, sous-
espace affine de dimension inférieure ou égale à N − 1. !

Souvent, on utilise le théorème de Borsuk-Ulam sous la forme suivante : Ω
étant un ouvert borné et symétrique de RN contenant l’origine, soit f une fonc-
tion continue de ∂Ω dans RN telle que f(∂Ω) ⊂ E0, sous-espace de dimension
au plus N − 1. En posant

ϕ(x) :=
f(x) − f(−x)

2
,

on voit qu’il existe x ∈ ∂Ω tel que ϕ(x) = 0. Cela implique donc pour f ,
l’existence de x ∈ ∂Ω tel que f(x) = f(−x), c’est à dire que f prend la même
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valeur en deux points diamétralement opposés (ou antipodaux). On vient donc
de prouver le corollaire suivant, qui est d’ailleurs équivalent au théorème de
Borsuk-Ulam :

3.13 Corollaire. Soient Ω un ouvert symétrique borné de RN , contenant
l’origine, et f ∈ C(∂Ω; RN ). On suppose que f(∂Ω) ⊂ E0, où E0 est un sous-
espace de RN de dimension inférieure ou égale à N − 1. Alors il existe x ∈ ∂Ω
tel que f(x) = f(−x).

3.14 Exemple. Voici une application (peut-être surprenante) de ce corollaire. Si
Ω représente la Terre et que l’on suppose que la température θ(x) et la pression
atmosphérique p(x) au point x ∈ ∂Ω sont des fonctions dépendant continûment
de x, en posant

f(x) := (θ(x), p(x)),

on conclut qu’il existe un point x0 sur la surface de la Terre telle que

(θ(x0), p(x0)) = (θ(−x0), p(−x0)),

i.e. la température et la pression sont identiques en deux points antipodaux. !
Le corollaire suivant permet de distinguer les différents types de sphères Sn

pour n ≥ 0. En effet si m < n, on ne peut pas envoyer de façon continue et
impaire Sn dans Sm, puisque toute application continue et impaire de Sn dans
Rm doit s’annuler.

3.15 Corollaire. Soient n, m ≥ 0 des entiers tels que n > m. Alors il n’existe
pas d’application continue et impaire de Sn −→ Sm.

4. Le genre

On peut distinguer deux ensembles finis, en comparant le nombre de leurs
éléments. Pour distinguer deux espaces vecoriels de dimension finie on com-
pare leur dimension : si E, F sont des espaces vectoriels de dimension n et m,
alors n > m, si, et seulement si, il n’y a pas d’application linéaire injective de E
dans F . Nous avons vu à la fin du paragraphe précédent (corollaire 3.15) qu’un
certain analogue de ce point de vue est vrai pour les sphères Sn. La notion de
genre que nous allons définir nous permet de distinguer deux ensembles A,B
fermés, symétriques et ne contenant pas l’origine, en regardant s’il existe une
fonction continue et impaire de A dans B. Comme nous l’avons dit au début de
ce chapitre, en ce qui concerne les méthodes variationnelles que nous étudierons
plus loin, le résultat le plus important de ce chapitre que l’on doit connâıtre est
celui que nous présentons ici. Il faut également savoir que pour différents types
de problèmes, il faut introduire des notions adéquates d’indices topologiques ;
la notion de genre correspond à la notion d’indice pour les ensembles invariants
sous l’action du groupe Z2, et de ce fait joue un rôle important dans le cadre des
problèmes variationnels qui ont une invariance sous l’action de ce groupe. Voir
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par exemple V. Benci [17], E.R. Fadell, S.Y. Husseini & P.H. Rabinowitz [64].
Pour avoir un aperçu de ce sujet dans d’autres applications, en particulier dans
l’étude des systèmes hamiltoniens, on pourra consulter le livre de J. Mawhin &
M. Willem [114], ainsi que les références qu’y sont données.

4.1 Définition. Soit E un espace de Banach. On désigne par s(E) l’ensemble
des parties fermées symétriques de E ne contenant pas l’origine, plus précisé-
ment :

s(E) := {A ⊂ E ; A est fermée, non vide, 0 /∈ A, −A = A} .

Si A ∈ s(E) on appelle genre de A le nombre, noté γ(A), défini par :

γ(A) := inf {n ≥ 1 ; ∃ϕ : A −→ Rn \ {0} continue et impaire} .

Par commodité on posera γ(∅) = 0.

Comme toujours, s’il n’existe pas d’entier n ≥ 1 et de fonction ϕ continue et
impaire de A dans Rn \{0}, on pose γ(A) = +∞. On notera également que γ(A)
aurait pu être défini par :

γ(A) := inf
{
n ≥ 1 ; il existe ϕ : A −→ Sn−1 continue et impaire

}
.

Il est important de noter que le genre n’est défini que pour des ensembles fermés.
Voici quelques exemples concrets.

4.2 Exemple. Soit x0 ∈ E, R < |x0| et A := B(x0, R)∪B(−x0, R). Alors A est
de genre un : γ(A) = 1. En effet il suffit de poser ϕ(x) := +1 si x ∈ B(x0, R), et
ϕ(x) := −1 si x ∈ B(−x0, R). !

4.3 Exemple. Voici une classe importante d’ensembles de genre N . Soient E =
RN et Ω un ouvert borné symétrique de E contenant l’origine. Alors γ(∂Ω) = N .
En effet on sait déjà, grâce à l’injection canonique de ∂Ω dans RN , que γ(∂Ω) ≤
N . Si on avait γ(∂Ω) ≤ N − 1, alors il existerait ϕ : ∂Ω → RN−1 \ {0} impaire
et continue. Or d’après le théorème de Borsuk-Ulam ϕ doit s’annuler quelque
part sur ∂Ω, ce qui est en contradiction avec le fait que ϕ prend ses valeurs dans
RN−1 \ {0}. !

Nous regroupons ci-dessous les propriétés essentielles du genre que nous
serons amenés à utiliser fréquemment.

4.4 Théorème (Propriétés du genre). Soit E un espace de Banach et A,B ∈
s(E).
(i) S’il existe f : A −→ B continue et impaire, alors γ(A) ≤ γ(B).
(ii) Si A ⊂ B alors γ(A) ≤ γ(B).
(iii) S’il existe un homéomorphisme impair f : A −→ B alors γ(A) = γ(B).
(iv) γ est sous-additif : γ(A ∪ B) ≤ γ(A) + γ(B).
(v) Si A est compact alors γ(A) < ∞.
(vi) Si A est compact, alors il existe un voisinage fermé de A ayant le même
genre que A. Plus précisément, il existe ε > 0 tel que si
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Aε := {x ∈ E ; dist(x,A) ≤ ε}

on a γ(Aε) = γ(A).
(vii) Si γ(B) < ∞, alors γ(A \ B) = γ(A ∩ Bc) ≥ γ(A) − γ(B).

Démonstration. (i) Si on a γ(B) = +∞, il n’y a rien à prouver. Supposons
donc que B est de genre fini et posons n := γ(B). Il existe alors une fonction
ϕ : B −→ Rn \ {0} continue et impaire. On voit donc que

ϕ ◦ f : A −→ Rn \ {0}

est continue et impaire et par conséquent γ(A) ≤ n, i.e. γ(A) ≤ γ(B).
(ii), (iii) On voit sans peine que ces propriétés découlent de (i).
(iv) Si le genre de A, ou celui de B, est égal à l’infini, on n’a rien à prouver.
Supposons donc que A et B sont de genres finis et soient m := γ(A), n := γ(B).
Il existe alors deux fonctions ϕ, ψ continues et impaires :

ϕ : A −→ Rm \ {0}, ψ : B −→ Rn \ {0}.

Par le théorème de Tietze-Urysohn on peut prolonger ϕ et ψ en des fonctions
continues et impaires définies sur E, i.e. il existe ϕ̃, ψ̃ telles que :

ϕ̃ : E −→ Rm, ϕ̃ continue et impaire, ϕ̃ = ϕ sur A

ψ̃ : E −→ Rn, ψ̃ continue et impaire, ψ̃ = ψ sur B.

Alors en posant f(x) := (ϕ̃(x), ψ̃(x)), pour x ∈ A∪B, on a une fonction continue
et impaire de A ∪B dans Rn+m \ {0}. (Pour voir que pour tout x ∈ A ∪B on a
f(x) )= (0, 0), il suffit de noter qu’un tel point x est dans A, ou bien dans B : par
exemple si x ∈ A alors ϕ̃(x) = ϕ(x) )= 0). On conclut donc que γ(A∪B) ≤ n+m.
(v) Soit x ∈ A. Comme l’origine n’appartient pas à A, on a x )= 0 et en prenant
R(x) < |x| (par exemple R(x) := 1

2 |x|) on a

B(x,R(x)) ∩ B(−x,R(x)) = ∅.

Posons alors ω(x) := B(x,R(x)) ∪ B(−x,R(x)) et A(x) := ω(x). D’après
l’exemple 4.2 que nous avons vu ci-dessus, on sait que γ(A(x)) = 1. De façon
évidente, la famille (ω(x))x∈A est un recouvrement ouvert de A et, celui-ci étant
compact, il existe n ≥ 1 et un nombre fini de points x1, x2, . . . , xn tels que

A ⊂
⋃

1≤i≤n

ω(xi).

On en conclut en particulier que

A ⊂
⋃

1≤i≤n

A(xi),

et la propriété de sous-additivité du genre (propriété (iv)) et le fait que A(xi)
est de genre 1, impliquent que γ(A) ≤ n, c’est à dire que A est de genre fini.
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(vi) On sait que A est de genre fini : soient n := γ(A), et une fonction ϕ : A −→
Rn \ {0} continue et impaire. Par le théorème de Tietze-Urysohn il existe un
prolongement ϕ̃ continu et impair de E dans Rn. L’ensemble Aε étant comme
dans l’énoncé du théorème, comme A est compact et 0 /∈ ϕ(A), il existe ε > 0
tel que

0 /∈ ϕ̃(Aε).

En effet sinon il existerait une suite (xk)k de E, et une suite (yk)k de A telles
que

ϕ̃(xk) = 0, d(xk, yk) ≤ 1
k

.

Puisque A est compact, modulo une extraction de sous-suite, on peut supposer
que la suite yk → y ∈ A, et que par conséquent xk → y. On aurait alors
0 = ϕ̃(xk) → ϕ̃(y), c’est à dire que ϕ̃(y) = 0. Or y ∈ A et ϕ̃(y) = ϕ(y) et ϕ ne
s’annule pas sur A.

Par conséquent il existe ε > 0 tel que ϕ̃ envoie Aε dans Rn \ {0} ; comme ϕ̃
est continue et impaire on a γ(Aε) ≤ n, et d’après la propriété de croissance du
genre (propriété (ii)) :

n = γ(A) ≤ γ(Aε) ≤ n.

(vii) On a A ⊂ B ∪ (A \ B). En utilisant (ii) on voit que

γ(A) ≤ γ(B) + γ(A \ B),

et puisque γ(B) est fini, on a γ(A \ B) ≥ γ(A) − γ(B). !

4.5 Remarque. Si E est de dimension infinie, alors Aε n’est pas compact, mais
cependant est de genre fini. !

Lorsque Ω est un ouvert borné et symétrique de RN et ϕ une application
continue et impaire de ∂Ω dans Rm, on peut obtenir des informations sur la
taille de l’ensemble des solutions de l’équation

x0 ∈ ∂Ω, ϕ(x0) = 0,

en utilisant la notion de genre.

4.6 Proposition. Soient Ω un ouvert borné symétrique de RN contenant
l’origine et ϕ une fonction continue et impaire de ∂Ω dans Rm. On suppose
que m ≤ N − 1 et on considère l’ensemble :

A := {x ∈ ∂Ω ; ϕ(x) = 0}.

Alors on a : γ(A) ≥ N − m.

Démonstration. Soit, pour δ > 0 :

Bδ := {x ∈ ∂Ω ; |ϕ(x)| ≥ δ}.

On voit que ϕ : Bδ −→ Rm \ {0} est continue et impaire et, par conséquent, on
a γ(Bδ) ≤ m. En utilisant la propriété (vii) du théorème 4.4, on conclut que :
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γ(∂Ω \ Bδ) ≥ N − γ(Bδ) ≥ N − m.

Or ∂Ω \ Bδ = {x ∈ ∂Ω ; |ϕ(x)| ≤ δ} =: Cδ. Nous allons montrer que si δ > 0 est
assez petit, Aε étant défini comme dans le théorème 4.4 (vi), alors :

(4.1) A ⊂ Cδ ⊂ Aε,

ce qui, compte tenu des propriétés (ii) et (vi) du théorème 4.4, implique que :
γ(Cδ) = γ(A). Pour montrer (4.1), soit ε > 0 tel que γ(Aε) = γ(A) ; alors il
existe δ > 0 assez petit tel que : Cδ ⊂ Aε. En effet si cela n’était pas vrai, il
existerait une suite xk ∈ ∂Ω telle que

|ϕ(xk)| ≤ 1
k

, d(xk, A) > ε.

Le bord ∂Ω étant compact, on pourrait extraire une sous-suite (xki )i telle que :
xki → x∗ lorsque i → +∞. En passant à la limite on aurait donc :

ϕ(x∗) = 0, d(x∗, A) ≥ ε,

ce qui est absurde, vu la définition de A. Cela montre les inclusions (4.1) et la
proposition est prouvée. !

4.7 Remarque. Soit A ∈ s(E). On peut montrer (voir Exercices) que γ(A) = n
si, et seulement si, n est le plus petit entier k ≥ 1 tel que A peut être recouvert
par k ensembles de genre 1. Cela est à rapprocher avec la notion de catégorie
de Ljusternik-Schnirelman. Cette notion est définie comme suit. Si X est un
espace topologique et A est une partie fermée non vide de X on dit que A
est de catégorie 1 dans X , et on écrit catX (A) = 1, s’il existe une homotopie
H ∈ C(A × [0, 1], X) et un point x0 ∈ X tels que pour tout x ∈ A on ait :

H(x, 0) = x, et H(x, 1) = x0.

Ensuite, pour toute partie A fermée non vide de X on pose :

catX (A) := inf
{
n ≥ 1 ; ∃ A1, . . . , An fermés de X tels que

catX (Ai) = 1 et A ⊂
⋃

1≤i≤n

Ai

}
.

Comme nous le verrons par la suite, la notion de catégorie a été utilisée par
L. Ljusternik & L. Schnirelman [107] pour montrer (notamment) que si F ∈
C1(Rn, R) est une fonction paire et J := F|Sn−1 , alors J possède au moins n
valeurs critiques sur Sn−1. Au chapitre 4 nous montrerons ce résultat en utilisant
la notion de genre. Dans certains problèmes variationnels on peut utiliser la
notion de catégorie pour montrer de tels résultats, mais en général, pour les
équations aux dérivées partielles elliptiques semilinéaires, il est plus commode
d’utiliser la notion de genre. !
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5. Degré topologique de Leray-Schauder

Dans la résolution des équations aux dérivées partielles, on est constamment
amené à utiliser des théorèmes de point fixe, mais en règle générale ces théorèmes
doivent être appliqués dans des espaces de dimension infinie. Au paragraphe § 2,
nous avons vu que la notion du degré topologique dans un espace de dimension
finie permettait de prouver le théorème de point fixe de Brouwer pour des appli-
cations continues d’un convexe fermé dans lui-même. L’exemple suivant permet
de comprendre qu’il n’est pas possible d’étendre, telle quelle, la notion du degré
topologique de Brouwer aux espaces de dimension infinie : on exhibe une appli-
cation continue de la boule unité de l’espace de Hilbert '2(N) dans elle-même
qui n’a pas de point fixe.

5.1 Exemple. Soient '2(N) l’espace des suites x := (xn)n≥0 de carré sommable
et K la boule unité fermée de '2(N). On désignera par |x| la norme de x i.e.

|x|2 :=
∞∑

n=0

|xn|2.

Si x ∈ K on définit Tx par :

Tx := (
√

1 − |x|2, x0, x1, . . . , xn, xn+1, . . .).

On vérifie sans peine que T est continue, que Tx ∈ K et que plus précisément
|Tx| = 1. Cependant T ne possède aucun point fixe dans K, car si x = Tx, on
doit avoir pour tout n ≥ 0, xn+1 = xn et x0 =

√
1 − |x|2. Or |x| = |Tx| = 1 et

par conséquent x0 = 0 : d’où x = 0, ce qui contredit |x| = 1. !
Rappelons aussi (cf. Exercices) que dans un espace de dimension infinie, une

application continue peut très bien être non bornée sur les fermés bornés, ce qui
entrâıne des difficultés considérables dans l’étude des équations non linéaires.
En fait le bon cadre, pour introduire une notion de degré topologique et établir
des théorèmes de point fixe analogues au théorème de Brouwer, est celui des
opérateurs compacts.

5.2 Définition. Soient X un espace de Banach et Ω une partie de X . Si T :
Ω −→ X est un opérateur continu, on dit que T est compact si pour toute partie
bornée B de Ω, T (B) est relativement compact dans X .

On notera en particulier que si T est compact, alors T est borné sur les parties
bornées de X .

5.3 Exemple. Naturellement une application linéaire compacte l’est aussi au
sens de la définition 5.2. De même, si T1 est un opérateur continu borné de X
dans X et L un opérateur linéaire compact, alors T := L ◦ T1 est un opérateur
compact au sens de la définition ci-dessus (rappelons qu’un opérateur est dit
borné s’il est borné sur les parties bornées). !

On va définir un degré topologique pour des applications qui sont des per-
turbations compactes de l’identité, i.e. des opérateurs Φ du type Φ := I − T
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où T est compact et I désigne l’application identité de X . Le point de départ
est toutefois le degré topologique de Brouwer. Sans perte de généralité, on peut
supposer que le point cible est l’origine.

On commence par quelques lemmes concernant les opérateurs compacts.
Dans toute la suite X est un espace de Banach et sa norme est notée ‖ · ‖.

5.4 Lemme. Soit Ω un ouvert borné de X . Si T : Ω −→ X est compact et n’a
pas de point fixe sur ∂Ω, alors il existe ε > 0 tel que pour tout u ∈ ∂Ω on ait :

‖u − Tu‖ ≥ ε.

Démonstration. Sinon il existerait une suite (un)n de ∂Ω telle que

‖un − Tun‖ → 0.

Or T étant compact et Ω borné, on pourrait trouver une sous-suite (Tuni)i et
y ∈ X tels que Tuni → y lorsque i → +∞. On en déduit que uni → y et par
conséquent, T étant continu, on a y − Ty = 0, ce qui signifie y est point fixe de
T . Comme y ∈ ∂Ω, cela contredit l’hypothèse sur T . !

5.5 Lemme. Soit Ω un ouvert borné de X et T : Ω −→ X un opérateur
compact sans point fixe sur ∂Ω. Alors si ε > 0 est tel que ‖u − Tu‖ ≥ 4ε pour
tout u ∈ ∂Ω, il existe un sous-espace vectoriel de dimension finie Eε de X et un
opérateur Tε : Ω → Eε tels que :

∀u ∈ Ω, ‖Tεu − Tu‖ ≤ ε,

∀u ∈ ∂Ω, ‖u − Tεu‖ ≥ 3ε.

Démonstration. On sait, d’après le lemme 5.4, qu’il existe ε > 0 tel que

∀u ∈ ∂Ω, ‖u − Tu‖ ≥ 4ε.

Comme T (Ω) est relativement compact dans X , il existe x1, . . . , xn dans T (Ω)
tels que

T (Ω) ⊂
⋃

1≤i≤n

B(xi, ε).

Posons, pour x ∈ X , λi(x) := (ε − ‖x − xi‖)+, puis pour x ∈ T (Ω) :

jε(x) :=
∑n

i=1 λi(x)xi∑n
i=1 λi(x)

.

Enfin, en introduisant l’espace vectoriel engendré par x1, . . . , xn, c’est à dire
l’espace Eε := R{x1, . . . , xn} et pour u ∈ Ω l’application :

Tε(u) := jε(Tu),

Tε : Ω −→ X est continu et Tε(Ω) ⊂ Eε. Comme par ailleurs, pour tout x ∈
T (Ω), on a λi(x)‖x−xi‖ ≤ λi(x)ε, on en conclut sans difficulté que ‖x−jε(x)‖ ≤
ε pour de tels x. Cela implique que si u ∈ Ω, alors :
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‖Tε(u) − T (u)‖ ≤ ε.

D’autre part, si u ∈ ∂Ω on a :

‖u − Tεu‖ = ‖u − Tu + Tu − Tεu‖
≥ ‖u − Tu‖ − ‖Tu− Tεu‖ ≥ 3ε > 0,

ce qui montre que Tε répond aux exigences du lemme. !
Nous allons maintenant voir que l’approximation Tε et l’espace de dimension

finie Eε permettent de définir le degré topologique de I − T . Pour cela nous
commençons par montrer le lemme suivant.

5.6 Lemme. Soit Ω un ouvert borné de X , et T : Ω → X un opérateur compact
sans point fixe sur ∂Ω, et ε > 0 tel que ‖u − Tu‖ ≥ 4ε sur ∂Ω. On suppose
que T1ε et T2ε sont deux approximations de T , telles que pour i = 1, 2 on ait :
Tiε(Ω) ⊂ Eε, où Eε est un sous-espace de dimension finie de X , et de plus
‖Tiε − Tu‖ ≤ ε pour u ∈ Ω, et ‖u− Tiεu‖ ≥ 3ε pour u ∈ ∂Ω. Alors, si F est un
s.e.v. de dimension finie de X contenant Eε tel que ΩF := Ω ∩ F )= ∅, on a :

deg(I − T1ε, ΩF , 0) = deg(I − T2ε, ΩF , 0).

Démonstration. Il faut préciser avant tout que I − Tiε est considéré comme
opérateur défini sur ΩF à valeurs dans F , et de ce fait on peut parler de son
degré topologique (au sens de Brouwer).

Soit ∂ΩF = ∂Ω ∩F le bord de ΩF . Comme Tiε n’a pas de point fixe sur ∂Ω,
le degré de I − Tiε en 0 est défini. Pour t ∈ [0, 1] soit :

H(u, t) := tT1ε(u) + (1 − t)T2ε(u).

On voit sans peine que ‖H(u, t) − Tu‖ ≤ ε pour tous t ∈ [0, 1], u ∈ Ω et en
particulier pour u ∈ ΩF ; d’autre part pour u ∈ ∂Ω, et donc pour u ∈ ∂ΩF , on
a

‖u − H(u, t)‖ = ‖u − Tu + Tu − H(u, t)‖ ≥ 3ε.

Par conséquent H ∈ C(ΩF × [0, 1], F ) est une homotopie admissible pour appli-
quer la propriété d’invariance par homotopie du degré topologique de Brouwer,
ce qui donne :

deg(I − H(·, 0), ΩF , 0) = deg(I − H(·, 1), ΩF , 0),

c’est à dire le résultat annoncé par le lemme. !
Dans le lemme qui suit on va voir comment on peut lier les degrés topologiques

dans des espaces de dimensions différentes.
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5.7 Lemme. Soient En, Ep deux sous-espaces de dimension finie et ω ⊂ En×Ep

un ouvert borné. On identifie En × {0} à En et on suppose que

ωn := ω ∩ (En × {0}) )= ∅.

Soient ϕ ∈ C(ω, En) et f(x, y) := (x − ϕ(x, y), y) pour (x, y) ∈ En × Ep. On
suppose que pour tout x tel que (x, 0) ∈ ∂ω, on a ϕ(x, 0) )= (x, 0), et on considère
la fonction f0(x) = x − ϕ(x, 0) définie sur ωn. Alors, en notant degn, degn+p les
degrés topologiques dans En et En+p := En × Ep respectivement, on a :

degn+p(f, ω, 0) = degn(f0, ωn, 0).

Démonstration. Il faut remarquer que f(ω) n’est pas contenu dans En, et que
d’autre part les degrés sont bien définis : en effet cela fait partie des hypothèses
pour f0 (puisque ∂ωn ⊂ ∂ω ∩ (En × {0})), et en ce qui concerne f , on peut voir
que :

(x, y) ∈ ∂ω, f(x, y) = (0, 0),

implique (ϕ(x, y), 0) = (x, y), i.e. f0(x) = 0, avec(x, 0) ∈ ∂ω, ce qui est exclu.
Soit (ϕj)j une suite de C1(ω, En) telle que ϕj → ϕ dans C(ω, En). On pose

fj(x, y) := (x − ϕj(x, y), y) et f0j(x) := x − ϕj(x, 0).

Alors, pour j assez grand, on a

degn+p(f, ω, 0) = dn+p(fj , ω, 0)

dn(f0, ωn, 0) = dn(f0j , ω, 0),

et par conséquent, sans perte de généralité, on peut donc supposer que f est de
classe C1 et que 0n+p (l’origine dans En × Ep) est une valeur régulière de f ,
alors que 0n est valeur régulière de f0. Pour calculer le degré de f il faut calculer
f ′, ce qui donne :

f ′(x, y) =
(

In−∂xϕ(x,y) −∂yϕ(x,y)

0 Ip

)
.

Par ailleurs, comme on vient de le voir, f(x, y) = (0, 0) équivaut à y = 0 et
f0(x) = 0, d’où on conclut que Jf (x, 0) = Jf0(x). En utilisant le lemme 2.10, on
a :

degn+p(f, ω, 0) =
∑

(x,0)∈f−1(0)

sgn(Jf (x, 0))

=
∑

x∈f−1
0 (0)

sgn(Jf0(x))

= degn(f0, ωn, 0),

et la preuve du lemme est terminée. !
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5.8 Théorème & Définition (Leray-Schauder). Soient X un espace de
Banach, Ω un ouvert borné de X , T : Ω −→ X un opérateur compact sans point
fixe sur ∂Ω. Alors ε > 0, Eε ⊂ X , et Tε : Ω → Eε étant donnés par le lemme 5.5
on considère F , un sous-espace vectoriel de dimension finie contenant Eε et tel
que ΩF := F ∩ Ω )= ∅. On définit le degré topologique de Leray-Schauder par :

deg(I − T, Ω, 0) := deg
F
(IF − Tε, ΩF , 0F ) .

Cette définition ne dépend que de T et de Ω. Si b ∈ X est tel que b /∈ (I−T )(∂Ω),
le degré de I − T dans Ω par rapport à la cible b est défini comme étant :

deg(I − T, Ω, b) := deg(I − T − b, Ω, 0).

Démonstration. Il faut remarquer que d’après les propriétés de ε, Tε et Eε on
a :

∀u ∈ Ω, ‖Tu − Tεu‖ ≤ ε,

∀u ∈ ∂Ω, ‖u − Tεu‖ ≥ 3ε .

et par conséquent si ΩF )= ∅, d’après le lemme 5.6 le degré

deg(IF − Tε, ΩF , 0F )

est bien défini. Pour voir que ce degré ne dépend que de T et de Ω, on va
considérer deux familles (pour i = 1, 2) εi > 0, Tiεi , Eiεi et Fi comme ci-dessus
et on va montrer que le degré est le même. Pour cela on appliquera le lemme 5.7
dans un espace de dimension finie contenant F1 et F2. Soient :

F := F1 ⊕ F2, ΩF := Ω ∩ F.

Alors en désignant par deg
F

le degré topologique de Brouwer dans F , on sait,
d’après le lemme 5.5 que :

deg
F
(IF − T1ε1 , ΩF , 0F ) = deg

F
(IF − T2ε2 , ΩF , 0F ).

Par ailleurs, le lemme 5.6 nous dit que pour i = 1, 2 on a :

deg
F
(IF − Tiεi , ΩF , 0F ) = deg

Fi
(IFi

− Tiεi , ΩFi
, 0Fi

).

Finalement on en conclut que :

deg
F1

(IF1
− T1ε1 , ΩF1

, 0F1
) = deg

F2
(IF2

− T2ε2 , ΩF2
, 0F2

).

On remarque également que si T est compact et b /∈ (I − T )(∂Ω), l’application
u $→ b + Tu est compacte et n’a pas de point fixe sur ∂Ω. Par conséquent la
définition du degré de I − T dans Ω par rapport à b a un sens. !
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6. Propriétés du degré de Leray-Schauder

Dans ce paragraphe nous réunissons les propriétés les plus importantes du degré
topologique de Leray-Schauder. La démonstration de ces résultats découle de
la définition du degré de Leray-Schauder, ainsi que des propriétés analogues du
degré de Brouwer. C’est pourquoi nous nous bornerons à énoncer les résultats
qui suivent sans démonstration. Dans toute la suite on suppose que X est un
espace de Banach, Ω un ouvert borné de X et T : Ω −→ X un opérateur
compact.

6.1 Proposition (additivité). Si Ω1, Ω2 sont deux ouverts bornés disjoints et
T : Ω1 ∪ Ω2 −→ X est un opérateur compact sans point fixe sur ∂Ω1 ∪ ∂Ω2,
alors :

deg(I − T, Ω1 ∪ Ω2, 0) = deg(I − T, Ω1, 0) + deg(I − T, Ω2, 0).

6.2 Proposition. Si b ∈ X est tel que pour tout u ∈ Ω on a :

u − Tu )= b,

alors deg(I − T, Ω, b) = 0.

6.3 Corollaire. Si b ∈ X est tel que pour tout u ∈ ∂Ω on a u − Tu )= b et

deg(I − T, Ω, b) )= 0,

alors il existe u ∈ Ω tel que u − Tu = b.

6.4 Proposition. Soient T1, T2 des applications compactes de Ω dans X et
b ∈ X tel que :

4ε := dist (b, T1(∂Ω) ∪ T2(∂Ω)) > 0.

Alors si sup
u∈Ω

‖T1u − T2u‖ ≤ ε, on a :

deg(I − T1, Ω, b) = deg(I − T2, Ω, b).

6.5 Corollaire. Soient b ∈ X et H : Ω × [0, 1] → X une application compacte,
telle que pour tout (u, t) ∈ ∂Ω × [0, 1] on ait : u − H(u, t) )= b. Alors le degré
deg(I − H(·, t), Ω, b) est constant pour t ∈ [0, 1] :

deg(I − H(·, t), Ω, b) = deg(I − H(·, 0), Ω, b).

6.6 Proposition. Soient b, b′ ∈ X tels que b, b′ /∈ (I − T )(∂Ω). Alors si b et b′

appartiennent à la même composante connexe de X \ (I − T )(∂Ω), on a :

deg(I − T, Ω, b) = deg(I − T, Ω, b′).
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7. Exemples d’application

Au chapitre suivant nous verrons quelques utilisations du degré topologique de
Leray-Schauder, dans le cadre des techniques de points critiques. Cependant
dans un certain nombre de problèmes semilinéaires on peut utiliser directement
le degré topologique pour établir l’existence de solutions. Comme les deux ap-
proches se complètent et permettent de mieux comprendre les diverses situa-
tions, dans ce paragraphe nous donnons deux exemples typiques de l’utilisation
du degré topologique pour résoudre des problèmes semilinéaires.

Soient Ω un ouvert borné de RN , une matrice a := (aij)1≤i,j≤N coercive à
coefficients dans L∞(Ω), telle que pour un α > 0, on ait

∑
aijξiξj ≥ α|ξ|2 pour

tout ξ ∈ RN . On sait d’après les résultats du paragraphe § 1.9 que l’opérateur

(7.1)
{

Au := −
∑

i,j ∂i(aij∂ju),
D(A) :=

{
u ∈ H1

0 (Ω) ; Au ∈ L2(Ω)
}

,

définit un opérateur d’inverse compact sur L2(Ω) ; en particulier on sait (cf.
paragraphe § 1.12) que le spectre de A est une suite (λk)k≥1 telle que |λk| → ∞
et que λ1 > 0. Soit maintenant une fonction g : R −→ R vérifiant :

(7.2) g ∈ C(R), lim
|s|→∞

g(s)
s

=: λ ∈ R.

On va montrer le résultat suivant :

7.1 Proposition. On suppose que l’opérateur A est donné par (7.1) et que g
vérifie (7.2). Alors si λ /∈ {λk ; k ≥ 1}, pour tout h ∈ L2(Ω) il existe au moins
une fonction u ∈ D(A) telle que

(7.3) Au = g(u) + h.

Démonstration. Il est clair qu’on peut supposer que g(0) = 0, sans perte de
généralité. Comme pour une constante C > 0 on a |g(s)| ≤ C (1 + |s|) pour tout
s ∈ R, l’opérateur u $→ g(u) de L2(Ω) dans lui-même est continu. Comme A−1

est compact sur L2(Ω) (car son image est précisément D(A) qui est contenu
dans H1

0 (Ω), lequel a une injection compacte dans L2(Ω) d’après le théorème de
Rellich-Kondrachov), en posant

H(u, t) := A−1 (tg(u) + (1 − t)λu + h) ,

pour 0 ≤ t ≤ 1, on a une homotopie compacte de L2(Ω)× [0, 1] −→ L2(Ω) (à ce
propos on aura noté que u $→ g(u) est un opérateur continu, borné sur les bornés
de L2(Ω)). Or la résolution de l’équation (7.3) équivaut à trouver u ∈ L2(Ω)
telle que u = A−1 (g(u) + h), ou encore à :

(7.4) u ∈ L2(Ω), u − H(u, 1) = 0.

Comme u $→ u−H(u, 1) est une perturbation compacte de l’identité, si on trouve
une boule de L2(Ω), par exemple B(0, R) pour un certain R > 0, telle que pour
tout t ∈ [0, 1] on ait 0 /∈ H(∂B(0, R)× [0, 1]), le corollaire 6.5 permet de dire que
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deg (H(·, t), B(0, R), 0) = deg (H(·, 0), B(0, R), 0) ,

et si on sait que ce dernier degré est non nul, le corollaire 6.3 implique que
l’équation (7.4) admet au moins une solution.

Nous commençons par établir l’existence d’une telle boule, autrement dit
nous allons montrer qu’il existe R > 0 tel que, ‖ · ‖ étant la norme de L2(Ω), on
ait :

(7.5) ∀(u, t) ∈ L2(Ω) × [0, 1], u − H(u, t) = 0 =⇒ ‖u‖ < R.

Pour montrer cette estimation a priori nous allons raisonner par l’absurde en
suppossant qu’il existe une suite (un, tn) ∈ L2(Ω) × [0, 1] telle que

un − H(un, tn) = 0 et αn := ‖un‖ ≥ n.

En posant vn := un/αn, on sait que vn vérifie l’équation

(7.6) vn ∈ D(A), ‖vn‖ = 1, Avn = tn
g(αnvn)

αn
+ (1 − tn)λvn +

h

αn
.

Comme g(s) ≤ C(1 + |s|), on conclut que le second membre de cette équation
est bornée dans L2(Ω) indépendamment de n et par conséquent pour une con-
stante R0 > 0 on a ‖vn‖D(A) ≤ R0. Puisque l’injection de D(A) dans L2(Ω)
est compacte, en extrayant une sous-suite, encore notée (vn, tn), on peut donc
supposer que pour un v ∈ L2(Ω) on a vn → v dans L2(Ω) et p.p. sur Ω et que
tn → t ∈ [0, 1] ; en particulier on notera que ‖v‖ = 1. En utilisant le théorème
de la convergence dominée de Lebesgue on peut facilement voir que g(αnvn)/αn

converge vers λv dans L2(Ω) ; ainsi d’après (7.6) on a

vn → v dans L2(Ω), Avn → λv dans L2(Ω),

ce qui implique, A étant un opérateur fermé, que v ∈ D(A) et Av = λv. Or
‖v‖ = 1, et cette dernière égalité implique que λ est une valeur propre de A, con-
trairement à l’hypothèse. On conclut finalement que l’estimation a priori (7.5)
est vraie.

Ainsi on peut donc affirmer que pour tout t ∈ [0, 1] le degré topologique

deg (H(·, t), B(0, R), 0)

est bien défini et constant. Or pour t = 0, u $→ u − λA−1u est un opérateur
linéaire et il est facile (voir Exercices) de vérifier que

deg (I − H(·, 0), B(0, R), 0) = deg
(
I − λA−1, B(0, R), A−1h

)

= ±1.

On conclut enfin la preuve de la proposition, en invoquant le corollaire 6.3. !

7.2 Remarque. Si (A,D(A)) est un opérateur à résolvante compacte agissant
dans L2(Ω), le même résultat (avec la même démonstration) reste vraie : si
λ /∈ Sp(A) (le spectre de A) et g est comme dans (7.2), pour tout h ∈ L2(Ω), il
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existe u ∈ D(A) tel que Au = g(u) + h. On peut également remplacer l’espace
L2(Ω) par Lp(Ω) ou C(Ω). !

On voit lors de cette démonstration que le point clé est l’existence d’une es-
timation a priori sur d’éventuelles solutions de l’équation (7.3). Mais cependant
la condition sur λ n’est pas la plus générale possible, même si elle est “presque”
optimale. Pour le voir considérons cette équation dans le cas particulier où A est
auto-adjoint, i.e. aij = aji, écrite sous la forme

(7.7) Au = λu + g0(u) + h,

où g0 ∈ C(R) vérifie lim|s|→∞ g0(s)/s = 0. Par exemple si g0 ≡ 0, on sait que
toutes les valeurs propres de A sont réelles et que si λ est valeur propre, l’équation
Au = λu+h n’admet de solution que si h ∈ N(A−λI)⊥ (ici N(A−λI) désigne
le noyau de A − λI). Cela prouve que la résolubilité de (7.3) ou (7.7) pour tout
h ∈ L2(Ω) dépend du fait que λ est valeur propre ou non. Nous allons néanmoins
étudier (7.7) dans le cas où λ est une valeur propre de l’opérateur auto-adjoint A
(ce résultat a été prouvé par E.M. Landesman & A.C. Lazer [93] dans le cas où
λ est une valeur propre simple ; nous suivons ici la démonstration plus générale
et plus simple donnée dans Th. Gallouët & O. Kavian [71]).

7.3 Proposition. Soient (A,D(A)) un opérateur auto-adjoint à résolvante com-
pacte sur L2(Ω) et (λi)i≥1 la suite de ses valeurs propres. On suppose que
g0 ∈ C(R) est telle que lim|s|→∞ g0(s)/s = 0 et que γ− ≤ g0(s) ≤ γ+ pour
tout s ∈ R où on suppose que

γ± := lim
s→±∞

g0(s)

existent. Pour k ≥ 1 fixé, si h ∈ L2(Ω) est tel que l’équation :

(7.8) u ∈ D(A), Au = λku + g0(u) + h

admet une solution, alors pour tout ϕ ∈ N(A−λkI) \ {0} on a nécessairement :

δ(h, ϕ) :=
∫

Ω
h(x)ϕ(x)dx +

∫

Ω
γ+ϕ+(x)dx −

∫

Ω
γ−ϕ−(x)dx ≥ 0.

De plus si h est tel que δ(h, ϕ) > 0 pour tout ϕ ∈ N(A − λkI) \ {0}, alors
l’équation (7.8) admet au moins une solution.

Démonstration. En notant (·|·) le produit scalaire de L2(Ω), si u est solution
de (7.8), en multipliant l’équation par ϕ ∈ N(A − λkI), et en utilisant le fait
que A∗ = A on a :

(u|Aϕ) = (Au|ϕ) = λk(u|ϕ) +
∫

Ω
g0(u(x))ϕ(x)dx +

∫

Ω
h(x)ϕ(x)dx,

ce qui, compte tenu du fait que Aϕ = λkϕ, et en écrivant ϕ = ϕ+ −ϕ−, donne :
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0 =
∫

Ω
g0(u(x))ϕ+(x)dx −

∫

Ω
g0(u(x))ϕ−(x)dx +

∫

Ω
h(x)ϕ(x)dx

0 ≤
∫

Ω
γ+ϕ+(x)dx −

∫

Ω
γ−ϕ−(x)dx +

∫

Ω
h(x)ϕ(x)dx = δ(h, ϕ),

où on utilise le fait que γ− ≤ g(s) ≤ γ+ : on voit donc que la condition δ(h, ϕ) ≥ 0
est nécessaire.

Nous allons montrer maintenant que si h est telle que δ(h, ϕ) > 0 pour
tout ϕ ∈ N(A − λkI) \ {0}, il existe une estimation a priori sur les solutions
de (7.8). Plus précisément, soit ε > 0 tel que l’intervalle ]λk, λk +ε] ne contienne
aucune valeur propre de A ; on va montrer qu’il existe R > 0 tel que pour tout
(u, t) ∈ D(A) × [0, 1] on a

(7.9) Au = λku + tg0(u) + (1 − t)εu + h =⇒ ‖u‖ < R.

En effet sinon il y aurait une suite (un, tn)n telle que αn := ‖un‖ ≥ n. En posant
vn := un/αn, on vérifie que

(7.10) Avn = (λk + (1 − tn)ε)vn + g0(αnvn)/αn + h/αn,

et compte tenu de l’hypothèse sur g0, on déduit que la suite Avn est bornée dans
L2(Ω) : cela signifie que (vn)n est bornée dans D(A) et par conséquent par un
argument de compacité, modulo une extraction de sous-suite, on peut supposer
que vn → v dans L2(Ω) et p.p. sur Ω, et tn → t ∈ [0, 1]. Par le théorème de
la convergence dominée on vérifie facilement que Avn → (λk + (1 − t)ε)v dans
L2(Ω), et A étant fermé on conclut que v ∈ D(A) et Av = (λk + (1 − t)ε)v,
avec ‖v‖ = 1. Cela signifie en particulier que λk + (1 − t)ε est valeur propre de
A ; or par le choix de ε, la seule possibilité est d’avoir t = 1, ce qui implique
que v ∈ N(A−λkI). Maintenant en multipliant (7.10) par v au sens du produit
scalaire de L2(Ω) et utilisant le fait que A∗ = A et Av = λkv, on voit que pour
n assez grand on a :

tn

∫

Ω
g0(αnvn(x))v(x)dx +

∫

Ω
h(x)v(x)dx

= −(1 − tn)ε
∫

Ω
vn(x)v(x)dx ≤ 0.

Or on peut montrer facilement que
∫

Ω
g0(αnvn(x))v(x)dx →

∫

Ω

(
γ+v+(x) − γ−v−(x)

)
dx

lorsque n → ∞, d’où on conclut finalement que δ(h, v) ≤ 0 contrairement à
l’hypothèse. Ainsi on voit que l’estimation a priori (7.9) est vraie, et en posant

H(u, t) := (A − βI)−1 [(λk − β)u + tg0(u) + (1 − t)εu + h] ,

où β ∈ R est un élément de la résolvante ρ(A), la résolution de l’équation (7.8)
équivaut à trouver u ∈ L2(Ω) tel que u−H(u, t) = 0. En utilisant le fait que H
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est une homotopie compacte, l’invariance du degré topologique permet de voir
que

deg(I − H(·, 1), B(0, R), 0) = deg(I − H(·, 0), B(0, R), 0) = ±1,

et ainsi de conclure la preuve de la proposition en utilisant le corollaire 6.3. !

7.4 Remarque. Dans la proposition 7.3 nous avons supposé que γ− ≤ g0(s) ≤
γ+, ce qui a conduit à la condition δ(h, ϕ) > 0 pour l’existence d’une solution.
Dans le cas où on suppose que γ+ ≤ g0(s) ≤ γ−, on peut montrer (cf. Exercices)
que la condition suffisante (et presque nécessaire) pour l’existence d’une solution
au problème (7.8) est en fait

δ̃(h, ϕ) :=
∫

Ω
h(x)ϕ(x)dx +

∫

Ω
γ−ϕ+(x)dx −

∫

Ω
γ+ϕ−(x)dx > 0,

pour tout ϕ ∈ N(A − λkI) \ {0} (noter que δ̃(h, ϕ) = −δ(h,−ϕ)).
Lorsque l’on ne suppose plus que g0 est compris entre ses valeurs limites γ−

et γ+ ou bien lorsque g0 n’a pas de limite en ±∞ (comme dans le problème
du pendule forcé, cf. Exercices du Chapitre 3), la situation est beaucoup plus
complexe et à notre connaissance le problème dans le cas général est ouvert. !



Exercices du chapitre 2

Exercice 1. En utilisant la proposition 3.4 montrer le résultat suivant :

Théorème de la boule chevelue. Si n est un entier impair,
il n’existe pas, sur la sphère Sn−1, de champ tangent régulier ne
s’annulant pas, c’est à dire qu’il n’existe pas de fonction T continue
de Sn−1 −→ Rn \ {0} telle que x · Tx = 0 pour tout x ∈ Sn−1.

(Sinon, considérer : H(x, t) := (cos πt)x + (sinπt) Tx
|Tx|).

Exercice 2. Montrer que la proposition 3.4 et le théorème de la boule chevelue
sont faux si n est pair.

Exercice 3. Soient Ω un ouvert borné de RN , f ∈ C(Ω, RN ) et g ∈ C(RN , RN ).
On pose h := g ◦ f , et on désigne par (ωi)i la famille des composantes connexes
bornées de RN \ f(∂Ω). On désigne par deg(f, Ω, ωi) le degré topologique de f
dans Ω par rapport à un point quelconque de ωi. Montrer que si b /∈ h(∂Ω),
alors

deg(h, Ω, b) =
∑

i

deg(f, Ω, ωi)deg(g, ωi, b),

où la somme est en fait finie (c’est la formule de Leray pour la composition des
fonctions).

Exercice 4. Soient (Ai)1≤i≤n des ensembles mesurables et bornés de Rn. On se
propose de montrer qu’il existe un hyperplan H de Rn divisant chacun des Ai

en deux parties de même mesure. (Lorsque n = 3, c’est le problème du partage
équitable d’un sandwich, où A1 représente le pain, A2 la mortadelle, A3 les
cornichons et H le couteau).

1) Pour σ ∈ Sn−1 et t ∈ R, on désigne par H(σ, t) l’hyperplan orthogonal à
σ et de “hauteur” t, i.e. l’ensemble {x ∈ Rn ; (x|σ) = t}. Montrer qu’il existe
t1 ≤ t2 dépendant de σ tels que si t < t1 ou t > t2 alors

mes {x ∈ A1 ; (x|σ) < t} )= mes {x ∈ A1 ; (x|σ) > t} .

2) On pose t(σ) := (t1 + t2)/2 où t1, t2 sont définis à la question précédente.
Vérifier que t(−σ) = −t(σ).
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3) Pour 2 ≤ k ≤ n, on pose fk(σ) := mes {x ∈ Ak ; (x|σ) > t(σ)}. Montrer
que fk est continu de Sn−1 dans R. Que peut-on dire si pour un σ ∈ Sn−1

on a fk(σ) = fk(−σ) ?
4) En considérant la fonction f := (f2, . . . , fn) sur Sn−1, et en utilisant le
théorème de Borsuk-Ulam (ou plutôt le corollaire 3.13), montrer qu’il existe
σ ∈ Sn−1 tel que pour 1 ≤ i ≤ n l’hyperplan H(σ, t(σ)) divise tous les Ai en
deux parties de même mesure.

Exercice 5. En reprenant les notations de la remarque 3.5, où on montre par
un raisonnement par l’absurde que le théorème de la non-rétraction de la boule
implique le théorème de point fixe de Brouwer, montrer que si f : B −→ B est
continue et sans point fixe dans B, pour tout x ∈ B il existe un unique λ(x) > 0
tel que ϕ(x) := f(x) + λ(x)[x− f(x)] ∈ SN−1, et que x $→ λ(x) est continue (on
pourra expliciter λ(x) en calculant le carré de la norme euclidienne de ϕ(x)).
Montrer également que si x ∈ SN−1 alors λ(x) = 1.

Exercice 6. Soient Ω un ouvert borné et symétrique de Rn contenant l’origine,
et f ∈ C(Ω; Rn) une fonction qui est impaire sur ∂Ω. Montrer qu’il existe
x0, x1 ∈ Ω tels que f(x0) = 0 et x1 = f(x1) (noter que f peut ne pas être
impaire dans Ω).

Exercice 7. On sait que si f ∈ C([−1, +1]; R), pour résoudre l’équation f(x) = 0
dans ]−1, +1[ il suffit de savoir que f(−1)f(+1) < 0. On peut se demander quelle
est la condition analogue en dimension n ≥ 2, i.e. lorsque f : B(0, 1) −→ Rn est
une fonction continue et n ≥ 2, quel renseignement de f sur le bord Sn−1 de la
boule B(0, 1) permet de résoudre l’équation f(x) = 0 dans B(0, 1). En fait, et
cela est surprenant, la réponse est très simple : en supposant que pour x ∈ Sn−1

on a f(x) )= 0, montrer que si pour tout x ∈ Sn−1 on a

f(x)
|f(x)| )=

f(−x)
|f(−x)| ,

alors il existe x0 ∈ B(0, 1) tel que f(x0) = 0. (c’est la version générale du
théorème de Borsuk, que l’on appelle en allemand l’antipodensatz (i.e. théorème
des antipodes) : que si f ne pointe pas dans la même direction en deux points
antipodaux, alors f s’annule dans la boule unité). Pour la démonstration, on
pourra considérer l’homotopie H(x, t) := (f(x) − tf(−x)) /(1+t) pour 0 ≤ t ≤ 1.

Exercice 8. Soit K un convexe ouvert et borné de Rn et f ∈ C(K; K) ; on
suppose que 0 ∈ K.

1) Montrer que K est convexe et que si x ∈ K est tel que pour un λ > 1 on
a λx ∈ K, alors x /∈ ∂K.
2) Montrer que si f n’a pas de point fixe sur ∂K, alors pour tout (x, t) ∈
∂K × [0, 1] on a x − tf(x) )= 0.
3) Montrer que toute fonction continue de K dans K admet un point fixe
dans K. (C’est la version générale du théorème de point fixe de Brouwer).



Exercices du chapitre 2 133

Exercice 9. Soient E un espace de Banach et T ∈ C1(E, E) un opérateur
compact. Montrer que pour tout u0 ∈ E, la dérivée T ′(u0) est une application
linéaire compacte de E dans E.

Exercice 10. Soient E un espace de Banach et T un opérateur compact
et impair. Montrer que si Ω est un ouvert borné et symétrique de E, alors
deg(I − T, Ω, 0) est un entier impair ou pair suivant que l’origine appartient à
Ω, ou n’appartient pas à Ω (c’est le théorème de Borsuk pour les perturbations
compactes de l’identité en dimension infinie).

Exercice 11. Soient E un espace de Banach et T une application linéaire com-
pacte de E dans E, et λ )= 0 tel que λ−1 n’est pas valeur propre de T . Calculer,
en fonction des valeurs propres λi de T qui sont supérieures à λ−1, le degré
deg(I − λT, B(0, R), 0).

Exercice 12. Soient K : [0, 1]× [0, 1] −→ R une fonction continue et p ≥ 1 un
réel. Pour u ∈ C([0, 1]) on pose :

Tu(x) :=
∫ 1

0
K(x, y)|u(y)|p−1u(y)dy.

1) Montrer que T est un opérateur compact sur C([0, 1]).
2) Montrer que T est de classe C1 et calculer sa dérivée au sens de Fréchet.
3) On suppose que K ≥ 0 et K )≡ 0 et que R > 0 est donné. Calculer, pour
f ∈ C([0, 1]) fixée, le degré deg(I − T, B(0, R), f).

Exercice 13. Quel est le genre de Zn \ {0} pour n ≥ 1 ?

Exercice 14. Soit Ω un ouvert borné et symétrique d’un espace de Banach E
(de dimension finie ou infinie), et contenant l’origine. Quel est le genre de Ωc ?

Exercice 15. Soient K un convexe compact de Rn et T une fonction continue
de K dans RN .

1) En considérant la fonction f(x) := PK (x − Tx), où PK désigne la pro-
jection sur K (cf. Exercice 1 du Chapitre 1), et en utilisant le théorème de
point fixe de Brouwer, montrer le théorème de Hartman-Stampacchia

∃u ∈ K, ∀v ∈ K, (Tu|v − u) ≥ 0.

2) Soient B la boule unité (ouverte) de Rn et f ∈ C(B, B). Montrer le
théorème de point fixe de Brouwer en utilisant le théorème de Hartman-
Stampacchia (considérer Tx = x − f(x) ; si u ∈ B est tel que pour tout
v ∈ B on a (Tu|v − u) ≥ 0, en distinguant les deux cas u ∈ B et u ∈ Sn−1,
montrer que Tu = 0. Pour le cas où u ∈ Sn−1, montrer d’abord qu’il existe
λ ≤ 0 tel que Tu = λu, puis montrer que λ = 0).

Exercice 16. Soient n ≥ 1 un entier et f une fonction continue de Rn dans Rn.
On suppose qu’il existe R > 0 et un produit scalaire (·|·) sur Rn tels que :
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∀x ∈ Rn, si |x| = R alors (f(x)|x) ≥ 0 .

Montrer qu’il existe x0 ∈ Rn avec |x0| ≤ R tel que f(x0) = 0 (sinon considérer
la fonction ϕ(x) := −Rf(x)/|f(x)| dans la boule fermée B(0, R) et appliquer le
théorème de point fixe de Brouwer).

Exercice 17. Soit F ∈ C(Rn; Rn) une fonction localement lipschitzienne. On
suppose que l’origine est asymptotiquement stable pour le système différentiel

{
dx

dt
= F (x) ,

x(0) = x0 ,

i.e. qu’il existe R > 0 tel que si |x0| ≤ R, la solution partant de x0 existe pour
tout t ≥ 0, que limt→∞ x(t, x0) = 0, et que pour tout ε > 0 il existe δ > 0 tel
que si |x0| ≤ δ on a |x(t, x0)| ≤ ε pour tout t ≥ 0.

En considérant, pour 0 < θ ≤ 1, l’homotopie

H(θ, x0) :=
x(θ/(1 − θ), x0) − x0

θ
,

montrer que H(0, x0) = F (x0) et que pour ρ > 0 assez petit on a

deg (F, B(0, ρ), 0) = (−1)n.

Exercice 18. Soient Ω un ouvert borné de RN et g0 ∈ C(R, R) une fonction
telle que les limites

γ± := lim
s→±∞

g0(s)

existent et g0(0) = 0. On suppose que (vn)n est une suite de L2(Ω) qui converge
vers v ∈ L2(Ω) et que v )= 0. Montrer que si (αn)n est une suite telle que
αn → +∞, alors

lim
n→∞

∫

Ω
g0(αnvn(x))dx =

∫

Ω

(
γ+v+(x) − γ−v−(x)

)
dx .

Exercice 19. En reprenant les notations de la proposition 7.3, on suppose que

γ+ ≤ g0(s) ≤ γ− .

1) Montrer qu’une condition nécessaire sur h pour que l’équation (7.8) ad-
mette une solution est que pour tout ϕ ∈ N(A − λkI) on ait :

δ̃(h, ϕ) :=
∫

Ω
h(x)ϕ(x)dx +

∫

Ω
γ−ϕ+(x)dx −

∫

Ω
γ+ϕ−(x)dx ≥ 0.

2) Montrer que si δ̃(h, ϕ) > 0 pour ϕ ∈ N(A−λkI)\{0}, alors l’équation (7.8)
admet au moins une solution (on pourra prendre ε > 0 tel que [λk − ε, λk[
ne contienne aucune valeur propre de A et pour 0 ≤ t ≤ 1 trouver une
estimation a priori des solutions de Au = λku + tg0(u) − (1 − t)εu + h).



3 Points critiques sans contrainte

1. Fonctionnelles minorées

Si K est un espace topologique, rappelons qu’une fonction J de K dans R est
dite semi-continue inférieurement (en abrégé s.c.i.) si pour tout λ ∈ R l’ensemble
[J ≤ λ] := {x ∈ K ; J(x) ≤ λ} est fermé. On dit que J est semi-continue
supérieurement (en abrégé s.c.s.) si −J est s.c.i. Introduisons la définition suiv-
ante :

1.1 Définition. Soient X un espace de Banach et ω une partie de X . Une
fonction J : ω −→ R est dite faiblement séquentiellement s.c.i. si pour toute
suite (xn)n de ω convergeant faiblement vers x ∈ ω on a J(x) ≤ lim inf

n→∞
J(xn).

On peut montrer que, dans les espaces de Banach réflexifs, les fonctions faible-
ment séquentiellement s.c.i. atteignent leur minimum, pourvu qu’elles tendent
vers +∞ à l’infini.

1.2 Proposition. Soient X un espace de Banach réflexif, K ⊂ X un convexe
fermé et J : K −→ R une fonction faiblement séquentiellement s.c.i. De plus,
si K est non borné, on suppose que pour toute suite (xn)n de K telle que
‖xn‖ → ∞, on a J(xn) → +∞. Alors J est bornée inférieurement et elle atteint
son minimum i.e.

∃u ∈ K, J(u) = inf
v∈K

J(v) = min
v∈K

J(v).

Démonstration. En effet si α := infv∈K J(v) et (un)n est une suite mini-
misante, du fait que J tend vers l’infini à l’infini, (un)n est bornée. Comme X
est réflexif, il existe une sous-suite (uni)i et u ∈ X tels que uni ⇀ u dans X-
faible ; K étant un convexe fermé, il est faiblement fermé et u ∈ K. Finalement :

α ≤ J(u) ≤ lim inf
i→∞

J(uni) = α,

car J est faiblement séquentiellement s.c.i. Ainsi α = J(u) ∈ R et J atteint son
minimum en u ∈ K. !
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1.3 Lemme. Soient X un espace de Banach, K un convexe fermé de X et J
une fonction convexe s.c.i. de K dans R. Alors J est faiblement s.c.i.

Démonstration. Comme J est convexe s.c.i., pour λ ∈ R l’ensemble [J ≤ λ] est
convexe et fermé : la proposition 1.15.2 montre alors que [J ≤ λ] est faiblement
fermé et par conséquent J est faiblement s.c.i. !

1.4 Corollaire. Soient X un espace de Banach réflexif, K un convexe fermé
de X et J : K −→ R une fonction convexe s.c.i. Si K est non-borné, supposons
que pour toute suite (xn)n de K telle que ‖xn‖ → ∞, lorsque n → ∞, on a
J(xn) → +∞. Alors J est bornée inférieurement et elle atteint son minimum
sur K :

∃u ∈ K, J(u) = inf
v∈K

J(v) = min
v∈K

J(v).

De plus si J est strictement convexe, u est unique.

Démonstration. En utilisant le lemme 1.3 et la proposition 1.2, on conclut que
J atteint son minimum en un point u ∈ K.

Si de plus J est strictement convexe et u0 ∈ K vérifie J(u0) = α := J(u), on
remarque que si u )= u0 on aurait

α ≤ J

(
u + u0

2

)
<

1
2
(J(u) + J(u0)) = α,

ce qui établit l’unicité du point de minimum. !

1.5 Remarque. Comme on le verra plus loin sur un exemple, souvent dans les
applications, lorsqu’il s’agit de minimiser une fonctionnelle non convexe J définie
sur un convexe fermé K d’un espace de Banach, on essaie de la décomposer sous
la forme J = J1 + J2 où J1 est convexe s.c.i. et J2 est dans un certain sens
contrôlée ou dominée par J1, et on regarde si J2 est faiblement séquentiellement
s.c.i. !
Une caractérisation utile du point u ∈ K, où une fonction convexe J atteint son
minimum, est contenue dans la proposition suivante.

1.6 Proposition. Soient K ⊂ X un convexe et J : K −→ R une fonction
convexe G-dérivable en tout point de K. Alors les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :
(i) u ∈ K, et pour tout v ∈ K on a J(u) ≤ J(v) ;
(ii) u ∈ K, et pour tout v ∈ K on a 〈J ′(u), v − u〉 ≥ 0.
Si de plus pour tous v, w ∈ K, τ $→ J ′(v + τ(w − v)) est continue sur [0,1], alors
les propriétés (i) et (ii) sont équivalentes à :
(iii) u ∈ K, et pour tout v ∈ K on a 〈J ′(v), v − u〉 ≥ 0.

Démonstration. (i) =⇒ (ii) : Comme u réalise le minimum de J sur K, pour
0 < τ < 1 on a : 0 ≤ J(u + τ(v − u)) − J(u), ce qui, en divisant par τ > 0 et
faisant tendre τ vers zéro, donne (ii).
(ii) =⇒ (i) : D’après le lemme 1.15.3 (ii), on a
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J(v) − J(u) ≥ 〈J ′(u), v − u〉 ≥ 0.

(ii) =⇒ (iii) : On a, d’après le Lemme 1.15.3 (iii),

〈J ′(v), v − u〉 ≥ 〈J ′(u), v − u〉 ≥ 0.

(iii) =⇒ (ii) : Pour 0 < τ < 1 on a

〈J ′(u + τ(v − u)), (u + τ(v − u)) − u〉 ≥ 0,

ce qui, en divisant par τ , le faisant tendre vers zéro et en utilisant la continuité
de J ′ sur les demi-droites (c’est ce qu’on appelle l’hémicontinuité de J ′) donne
(ii). !

1.7 Remarque. Sous les hypothèses ci-dessus, lorsque K est un sous-espace
vectoriel de X , en choisissant v := u + tw avec t ∈ R et w ∈ K dans la car-
actérisation (ii), on voit que 〈J ′(u), w〉 = 0 pour tout w ∈ K, c’est-à-dire que
J ′(u) ∈ K⊥ ⊂ X ′. En particulier si K = X , on a J ′(u) = 0 ; si de plus J
est strictement convexe, on sait donc que u est la seule solution de l’équation
J ′(v) = 0. !

1.8 Remarque. Lorsque l’on traite les problèmes variationnels sur les es-
paces W 1,p(Ω), il existe un lien très fort entre les fonctionnelles faiblement
séquentiellement s.c.i. et les fonctionnelles convexes. Soient N ≥ 1 un entier et Ω
un ouvert borné de classe C1 de RN . Considérons une fonction F : Ω×RN −→ R
et un convexe fermé K de W 1,p(Ω), par exemple pour ϕ ∈ W 1,p(Ω) donnée :

K :=
{
v ; v ∈ W 1,p(Ω), v = ϕ sur ∂Ω

}
.

Alors si J(v) :=
∫

Ω F (x,∇v(x))dx, et si F vérifie une condition de croissance du
type :

∀ξ ∈ RN , p.p. sur Ω, −C1 + C2|ξ|p ≤ F (x, ξ) ≤ C3(1 + |ξ|p),

on peut voir facilement que J est minorée sur W 1,p(Ω) et que toute suite min-
imisante (un)n de K telle que J(un) → infv∈K J(v), est bornée dans W 1,p(Ω).
Ce qui est remarquable c’est que J est faiblement séquentiellement s.c.i. si, et
seulement si, pour presque tout x ∈ Ω, la fonction ξ $→ F (x, ξ) est convexe sur
RN (pour une démonstration de ce résultat dans un cas simple voir Exercices).
Différentes versions de ce résultat sont connues depuis notamment L. Tonelli
[161], J. Serrin [149], mais la version générale suivante est due à P. Marcellini &
C. Sbordone [109] :

1.9 Théorème. Soient 1 ≤ p ≤ ∞, Ω un ouvert borné de classe C1 et g
une fonction de Ω × R+ × R+ à valeurs dans R+ telle que σ $→ g(x,σ, τ) et
τ $→ g(x,σ, τ) soient croissantes sur R+ et g(·, σ, τ) est dans L1(Ω) pour (σ, τ)
fixé. On considère une fonction F : Ω × R × RN à valeurs dans R+, mesurable
en x ∈ Ω et continue en (s, ξ) ∈ R × RN . On suppose que :

∀(s, ξ) ∈ R × RN , p.p. sur Ω, 0 ≤ F (x, s, ξ) ≤ g(x, |s|, |ξ|),
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et on pose J(v) :=
∫

Ω F (x, v(x),∇v(x))dx, pour v ∈ W 1,p(Ω). Alors J est
faiblement séquentiellement s.c.i. si, et seulement si, la fonction ξ $→ F (x, s, ξ)
est convexe sur RN .

(Comme toujours, lorsque p = ∞, la notion de faible est remplacée par celle
de faible-∗, c’est à dire que la dualité est celle de L∞(Ω)–L1(Ω)). On peut
également étudier des fonctionnelles J définies sur l’espace

(
W 1,p(Ω)

)m pour
un entier m ≥ 2. En effet si Mm,N désigne l’ensemble des matrices réelles à m
lignes et N colonnes, et F : Ω × Rm × Mm,N −→ R, est une fonction, on pose
pour v ∈

(
W 1,p(Ω)

)m :

J(v) :=
∫

Ω
F (x, v(x), Dv(x)),

où Dv désigne la matrice des dérivées ∂jvi pour 1 ≤ i ≤ m et 1 ≤ j ≤ N . Dans
beaucoup d’applications venant des problèmes de la mécanique (problèmes de
visco-élasticité notamment) la fonction F n’est pas convexe, et cependant on
s’intéresse à minimiser J sur un ensemble

K :=
{
v ∈

(
W 1,p(Ω)

)m ; v = ϕ sur ∂Ω
}

,

(avec cette fois ϕ ∈
(
W 1,p(Ω)

)m). La bonne notion dans ce cadre est ce qu’on
appelle la quasi-convexité de F : on dit que F : Ω × Rm × Mm,N −→ R+ est
quasi-convexe (en M ∈ Mm,N) si pour tous (x, ξ, M) ∈ Ω × Rm × Mm,N on a :

∀v ∈ (C∞
c (Ω))m , F (x, ξ, M)mes (Ω) ≤

∫

Ω
F (x, ξ, M + Dv(y))dy.

On peut montrer qu’une fonction convexe est quasi-convexe en M ∈ Mm,N . Bien
que cette condition ne soit pas facile à manier elle apparâıt de façon naturelle
dans beaucoup de problèmes, et dans le cas où m = 1 elle est équivalente à la con-
vexité en M . Lorsque F (x, ξ, M) := F (M) satisfait une condition de croissance
du type −C1 +C2|M |p ≤ F (x, ξ, M) ≤ C3(1+ |M |p), où |M | désigne une norme
matricielle sur Mm,N , un résultat dû à C.B. Morrey [118], affirme que J est faible-
ment séquentiellement s.c.i. si, et seulement si, F est quasi-convexe (voir aussi
C.B. Morrey [119] pour plus de détail sur la quasi-convexité). Une généralisation
de ce résultat, qui est l’analogue du théorème 1.9, est due à E. Acerbi & N. Fusco
[1], et nous la citons ici :

1.10 Théorème. Soient 1 ≤ p ≤ ∞, Ω un ouvert borné de RN et F une
fonction de Ω × Rm × Mm,N à valeurs dans R, mesurable en x ∈ Ω, continue
en (ξ, M) ∈ Rm × Mm,N . On suppose qu’il existe a ∈ L1(Ω) et une constante
C > 0 telle que p.p. sur Ω et pour tout (ξ, M) ∈ Rm × Mm,N on ait :

0 ≤ F (x, ξ, M) ≤ a(x) + C (|ξ|p + |M |p) .

Alors la fonctionnelle J , définie par J(v) :=
∫

Ω F (x, v(x), Dv(x))dx, est faible-

ment séquentiellement s.c.i. sur
(
W 1,p(Ω)

)m
si, et seulement si, M $→ F (x, ξ, M)

est quasi-convexe.
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Au paragraphe suivant nous allons étudier sur des exemples concrets venant
des équations aux dérivées partielles, comment on peut appliquer les résultats
que l’on vient de voir.

2. Exemples d’application

Dans tout ce qui suit on suppose que Ω est un ouvert borné et régulier de RN

et que a(x) := (aij)1≤i,j≤N est une matrice symétrique à éléments dans L∞(Ω)
vérifiant la condition de coercivité uniforme

(2.1) ∀ξ ∈ RN , p.p. sur Ω, (a(x)ξ|ξ) = a(x)ξ · ξ ≥ α|ξ|2,

avec α > 0 (cf. le lemme 1.9.1). On considère alors l’opérateur elliptique

(2.2)
{

Au := −div(a(·)∇u)
D(A) :=

{
u ∈ H1

0 (Ω) ; Au ∈ L2(Ω)
}

.

Nous avons vu au paragraphe § 1.9 que (A,D(A)) est un opérateur auto-adjoint
sur L2(Ω). Sur un exemple simple, nous allons voir le type de méthodes que l’on
peut employer pour résoudre des équations semilinéaires.

2.1 Exemple. Soit g : Ω×R −→ R une fonction continue en s ∈ R mesurable en
x ∈ Ω (au sens de (1.16.1)). On suppose que g(x, ·) est une fonction croissante,
p.p. en x ∈ Ω, et (sans perte de généralité) que g(·, 0) = 0. On s’intéresse à la
résolution de l’équation semilinéaire :

(2.3)

{
Au + g(·, u) = f dans Ω

u = 0 sur ∂Ω.

On pose G(x, s) :=
∫ s
0 g(x, t)dt et on introduit l’énergie associée à l’équation

(2.3) :

(2.4) E(v) :=
∫

Ω

[
1
2
a(x)∇v(x) ·∇v(x) + G(x, v(x)) − f(x)v(x)

]
dx.

Condidérons d’abord le cas où g(x, s) := |s|p−1s avec p ≥ 1. Alors on peut
facilement vérifier que E est une fonction strictement convexe de classe C1 sur
H1

0 (Ω) ∩ Lp+1(Ω) pourvu que, par exemple, pour un réel q ≥ max(1, 2N
N+2 ), la

donnée f soit dans Lq(Ω). Dans ces conditions Lq(Ω) est contenu dans H−1(Ω)
(dual de H1

0 (Ω)), donc dans H−1(Ω) + L1+ 1
p (Ω) (dual de H1

0 (Ω) ∩ Lp+1(Ω)).
Par ailleurs en utilisant l’inégalité de Hölder et l’inégalité de Sobolev (1.8.8), on
sait que ∫

Ω
|f(x)v(x)|dx ≤ ‖f‖q ‖v‖q′ ≤ C ‖f‖q ‖v‖H1

0 (Ω) ,

pour une certaine constante C ; on en déduit l’estimation inférieure (toujours
dans le cas simple où g(x, s) = |s|p−1s) :
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E(v) ≥ α

2

∫

Ω
|∇v(x)|2dx +

1
p + 1

∫

Ω
|v(x)|p+1dx − C‖f‖q‖v‖H1

0 (Ω).

Cela montre que si ‖vn‖H1
0 (Ω) + ‖vn‖p+1 tend vers l’infini, alors E(vn) → +∞.

Par conséquent le corollaire 1.4 montre que E atteint son minimum sur H1
0 (Ω)∩

Lp+1(Ω) en un unique point u, et on a :

E′(u) = Au + |u|p−1u − f = 0 au sens de D ′(Ω).

Comme par ailleurs u = 0 sur ∂Ω au sens des traces, on obtient ainsi une
solution (faible) de (2.3) dans le cas particulier où g(x, s) := |s|p−1s. Cependant
en reprenant l’idée de la démonstration de la proposition 1.2 on peut montrer
l’existence d’une solution unique de l’équation (2.3) dans un cadre plus général.

2.2 Proposition. Soit g : Ω × R −→ R une fonction mesurable en x ∈ Ω,
continue et croissante en s ∈ R. On suppose que g(·, 0) = 0, et que G(x, s) :=∫ s
0 g(x,σ)dσ est telle que pour tout s ∈ R, on a G(·, s) ∈ L1

loc(Ω). Pour f ∈ Lq(Ω)
avec q ≥ 2N

N+2 si N ≥ 3, q > 1 si N = 2 et q ≥ 1 si N = 1, on considère
l’ensemble :

K0 :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) ; G(·, v(·)) ∈ L1(Ω)
}

.

Alors E est strictement convexe sur K0 et atteint son minimum en u ∈ K0.

Démonstration. Comme s $→ g(x, s) est croissante sur R, et g(x, 0) = 0, la
fonction s $→ G(x, s) est convexe et positive : par conséquent K0 est convexe,
et non vide parce que D(Ω) ⊂ K0 ; de la même façon il est clair que sur K0,
l’énergie E est strictement convexe. D’autre part pour voir que E est bornée
inférieurement sur K0, en utilisant comme ci-dessus les inégalités de Hölder et
de Sobolev et le fait que G(x, s) ≥ 0, il suffit de remarquer que l’on a :

(2.5) E(v) ≥ α

2
‖v‖2

H1
0(Ω) − C ‖f‖q ‖v‖H1

0(Ω) ≥
−1
2α

C2‖f‖2
q.

Soit maintenant µ := infv∈K0 E(v). Si (un)n est une suite de K0 telle que
E(un) ≤ 1 + µ, et E(un) → µ on déduit de (2.5) que (un)n est bornée dans
H1

0 (Ω). Il existe une sous-suite, notée encore (un)n, telle que un ⇀ u dans
H1

0 (Ω)-faible et même dans L2(Ω) et p.p. sur Ω, grâce au théorème de Rellich-
Kondrachov 1.8.16 et à la propsosition 1.4.11. Si M := supn≥1 ‖un‖H1

0 (Ω), on a
ainsi par le lemme de Fatou :

∫

Ω
G(x, u(x))dx ≤ lim inf

n→∞

∫

Ω
G(x, un(x))dx ≤ 1 + µ + CM ‖f‖q,

ce qui prouve que u ∈ K0. Finalement sachant que les termes quadratique et
linéaire intervenant dans E sont convexes et continus sur H1

0 (Ω), on conclut que
E(u) ≤ lim infn→∞ E(un) = µ, c’est à dire que µ est atteint en u. !

2.3 Remarque. On peut montrer que u est solution faible de (2.3) si g(x, ·)
vérifie une condition de croissance supplémentaire du type polynômial, par ex-
emple (voir Exercices). Noter qu’ici K0 n’est pas fermé dans H1

0 (Ω) et que l’on
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ne montre pas que E est s.c.i. : on montre que K0 contient la limite de toute
suite minimisante, et qu’au point de minimum E est s.c.i. ; on n’a pas besoin
d’autre chose pour montrer que E atteint son minimum, mais néanmoins on
peut montrer, en suivant exactement la même démarche, que E est faiblement
séquentiellement s.c.i.

On notera également que la donnée f pourrait être dans d’autres espaces que
Lq(Ω) avec q ≥ max(1, 2N

N+2 ), pourvu que l’on précise un peu plus la croissance
de G(x, s). !

2.4 Remarque. Dans un grand nombre de situations où la fonctionnelle à min-
imiser est uniformément strictement convexe, on peut montrer que la conver-
gence faible de la suite minimisante implique sa convergence forte, ce qui est
particulièrement intéressant si l’on veut calculer par un algorithme de minimisa-
tion le point de minimum. Pour être plus précis, supposons que J : H1

0 (Ω) −→ R
est une fonction convexe s.c.i. et G-dérivable telle que :

(2.6) J(v) ≥ J(u) + 〈J ′(u), v − u〉 + δ‖u − v‖2
H1

0 (Ω) ,

pour un certain δ > 0 et tous u, v ∈ H1
0 (Ω) (ici 〈·, ·〉 désigne la dualité entre

H−1(Ω) et H1
0 (Ω)). Alors J est bornée inférieurement et coercive (i.e. J(v) →

+∞ si ‖v‖H1
0 (Ω) → +∞), et on conclut qu’il existe une suite minimisante (un)n

telle que J(un) → µ := infv∈H1
0 (Ω) J(v) et que un ⇀ u dans H1

0 (Ω)-faible, avec
J(u) = µ.

Pour voir que ‖un−u‖H1
0(Ω) tend vers zéro, il suffit d’appliquer l’inégalité (2.6)

à v := un pour obtenir :

J(un) − J(u) ≥ 〈J ′(u), un − u〉 + δ‖un − u‖2,

et puisque J(un) − J(u) tend vers zéro et que un − u ⇀ 0 dans H1
0 (Ω)-faible,

on déduit que un → u dans H1
0 (Ω) (fort) : par conséquent toute suite min-

imisante converge fortement vers u. On notera également que pour la validité de
ce raisonnement, il suffit que la condition d’uniforme convexité (2.6) soit vraie
lorsque u est le point de minimum et v appartient à un borné de H1

0 (Ω). Très
souvent pour montrer qu’une fonction J vérifie une condition du type (2.6), en
supposant qu’elle soit deux fois G-dérivable, on essaie de montrer que la dérivée
seconde J ′′(v) satisfait une condition du type :

J ′′(v)[ϕ, ϕ] ≥ 2δ‖ϕ‖2
H1

0(Ω),

puis en considérant la fonction t $→ J(u + t(v − u)) définie sur [0, 1], on
établit (2.6). Par exemple si

J(v) :=
∫

Ω

[
1
2
a(x)∇v(x) ·∇v(x) +

1
p + 1

|v(x)|p+1 − f(x)v(x)
]

dx,

on peut voir facilement que α > 0 étant la constante de coercivité uniforme de
la matrice a(x), on a :
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J ′′(v)[ϕ, ϕ] =
∫

Ω

[
a(x)∇ϕ(x) ·∇ϕ(x) + p|v(x)|p−1ϕ(x)2

]
dx

≥ α‖∇ϕ‖2
L2(Ω),

(pour éviter les difficultés, supposer ici que (N − 2)p ≤ N + 2 et p ≥ 1). On en
conclut que J vérifie pour tous u, v ∈ H1

0 (Ω) :

J(v) ≥ J(u) + 〈Au + |u|p−1 − f, v − u〉 +
α

2
‖∇v −∇u‖2

L2(Ω).

En particulier lorsque u est le point de minimum de J on a Au + |u|p−1u = f ,
et ainsi on déduit de cette inégalité que toute suite minimisante (un)n vérifie

α‖∇u −∇un‖2 ≤ 2 [J(un) − J(u)] → 0,

c’est à dire que un converge fortement dans H1
0 (Ω) vers u. Pour le cas général

où p est quelconque voir Exercices. !

2.5 Exemple. Soient a, b > 0, λ ∈ R, p > 1, q > 1 donnés et Ω un ouvert borné
régulier. On cherche à résoudre, pour une fonction f : Ω −→ R fixée (dont on
précisera les propriétés), l’équation

(2.7)

{
−∆u + a|u|q−1u = λu + b|u|p−1u + f

u = 0
dans Ω,

sur ∂Ω.

Dans un premier temps on associe à cette équation la fonctionnelle d’énergie :

(2.8)
E(v) :=

1
2
‖∇v‖2

2+
a

q + 1
‖v‖q+1

q+1 −
λ

2
‖v‖2

2

− b

p + 1
‖v‖p+1

p+1 −
∫

Ω
f(x)v(x)dx.

On rappelle que si N ≥ 3, on a posé 2∗ := 2N
N−2 ; on conviendra ici que si

N = 2, 2∗ désigne n’importe quel réel de [1, +∞[, et que si N = 1, 2∗ := ∞.
On peut vérifier facilement que si r := max(p + 1, q + 1, 2∗) et f ∈ Lr′

(Ω) (où
r′ := r/(r − 1)) alors E est de classe C1 sur l’espace X := H1

0 (Ω) ∩ Lr(Ω) et
que pour v ∈ X on a :

E′(v) = −∆v + a|v|q−1v − λv − b|v|p−1v − f.

En particulier un point critique de E est une solution faible de l’équation (2.7),
la condition aux limites étant satisfaite comme toujours au sens des traces.

2.6 Lemme. Soient a > 0, b > 0, 1 < p < q et E défini par (2.8). Alors si
r := max(q + 1, 2∗), X := H1

0 (Ω) ∩ Lr(Ω) et f ∈ Lr′
(Ω), on a l’estimation

inférieure

(2.9)
E(v) ≥ 1

2
‖∇v‖2

2 +
a

q + 1
‖v‖q+1

q+1−C1‖v‖2
q+1

− C2‖v‖p+1
q+1 − ‖f‖r′ ‖v‖r
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où C1, C2 ≥ 0 dépendent uniquement de λ, b, p, q et de Ω (en fait C1 = 0 si
λ ≤ 0). En particulier inf {E(v) ; v ∈ X} > −∞.

Démonstration. On peut commencer par minorer le terme de degré 1 de E,
i.e. −

∫
Ω f(x)v(x)dx ≥ −‖f‖r′ ‖v‖r. Ensuite, si on a λ ≤ 0, on minore le terme

faisant intervenir ‖v‖2
2 par 0. Sinon il suffit de remarquer que, Ω étant borné, on

a L2(Ω) + Lp+1(Ω) ⊃ Lq+1(Ω) et par conséquent
∣∣∣
λ

2

∫

Ω
|v(x)|2dx − b

p + 1

∫

Ω
|v(x)|p+1dx

∣∣∣ ≤ C1‖v‖2
q+1 + C2‖v‖p+1

q+1.

Ce qui donne l’estimation inférieure (2.9). Comme le membre de droite de l’in-
égalité (2.9) est borné sur les bornés de X et que

1
2
‖∇v‖2

2 +
a

q + 1
‖v‖q+1

q+1 − C1‖v‖2
q+1 − C2‖v‖p+1

q+1 − ‖f‖r′ ‖v‖r

tend vers +∞ lorsque ‖v‖ → ∞, on déduit que E est bornée inférieurement
(rappelons que la norme sur X est donnée par ‖v‖X := ‖∇v‖2 + ‖v‖r). !

On peut appliquer maintenant la proposition 1.2 pour montrer que le
problème (2.7) admet (au moins) une solution.

2.7 Proposition. Soient a > 0, b > 0, λ ∈ R et 1 < p < q. Alors, si r :=
max(q + 1, 2∗), pour tout f ∈ Lr′

(Ω) l’équation (2.7) admet au moins une
solution faible, obtenue comme le point où E atteint son minimum.

Démonstration. Posons J1(v) := 1
2‖∇v‖2

2 + a
q+1‖v‖

q+1
q+1 et J2 := E − J1. Il est

clair que J1 est une fonction convexe et continue de X −→ R, et par conséquent
faiblement s.c.i. Montrons que si (un)n est une suite convergeant faiblement vers
u dans X , alors J2(un) converge vers J2(u). En effet, d’après le théorème de
Rellich-Kondrachov, l’injection de H1

0 (Ω) dans L2(Ω) étant compacte, l’injec-
tion de X dans Lm(Ω) est compacte pour tout m vérifiant 1 ≤ m < q + 1.
Par conséquent, la suite (un)n converge fortement dans Lm(Ω) pour m = 2 et
m = p + 1 et on a

lim
n→∞

J2(un) = J(u).

On en déduit que E est faiblement séquentiellement s.c.i. sur X et, en utilisant
l’estimation (2.9) ainsi que la proposition 1.2, on conclut que E atteint son
minimum sur X . !

2.8 Remarque. Il faut retenir de cette étude que
• nous avons pu décomposer E en la somme de deux fonctionnelles J1 et J2, la

première étant convexe continue et la deuxième faiblement séquentiellement
continue ;

• nous avons utilisé le fait que la croissance de J1 est plus rapide que celle de
J2 ;

• nous avons utilisé le théorème de Rellich-Kondrachov sur la compacité de
l’injection de H1

0 (Ω) dans L2(Ω).
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On peut résoudre de la même façon des équations plus générales où le laplacien
est remplacé par un opérateur auto-adjoint elliptique du second ordre et la fonc-
tion a|s|q−1−b|s|p−1 par une fonction g(x, s) ayant des propriétés semblables. !

2.9 Remarque. On vérifiera sans difficulté que, si dans la proposition précédente
on suppose p > q, alors infv∈X E(v) = −∞ (considérer, pour un élément v )= 0,
la fonction t $→ E(tv) de R dans R). De même on a toujours supv∈X E(v) = +∞.
Nous verrons ce dernier point plus loin, mais en prenant l’exemple simple de la
dimension N = 1 où Ω :=]0, π[ et en posant ϕk(x) := sin(kx), on peut voir tout
de suite que limk→∞ E(ϕk) = +∞. Lorsque p > q, il faudra donc utiliser des
méthodes différentes pour trouver des points critiques. !

Avant de considérer des équations semilinéaires un peu plus générales mon-
trons un résultat d’unicité. Rappelons l’inégalité de Poincaré (voir proposi-
tion 1.8.18 et remarque 1.8.19) : pour v ∈ H1

0 (Ω) on a λ1‖v‖2
2 ≤ ‖∇v‖2

2 où

λ1 := inf
{
‖∇v‖2

2 ; v ∈ H1
0 (Ω), ‖v‖2

2 = 1
}
≥ 0

et, lorsque λ1 > 0 est atteint par une fonction ϕ1 (ce qui est le cas si Ω est
borné), alors λ1 est la première valeur propre du laplacien pour le problème de
Dirichlet dans Ω.

2.10 Lemme. On suppose que b = 0, a > 0 et λ ≤ λ1. Alors, si r = max(q +
1, 2∗), pour tout f ∈ Lr′

(Ω) l’équation (2.7) admet une solution unique.

Démonstration. Comme λ ≤ λ1, la forme bilinéaire

(u, v) $→
∫

Ω
∇u(x) ·∇v(x)dx − λ

∫

Ω
u(x)v(x)dx

est semi-définie positive sur H1
0 (Ω). Par conséquent

v $→ ‖∇v‖2
2 − λ‖v‖2

2

est convexe (cf. Exercices) et E est strictement convexe. On en déduit que E
admet un unique point critique et que la solution de (2.7) est unique. !

Pour voir que la condition λ ≤ λ1 est indispensable pour avoir l’unicité de la
solution de (2.7), montrons le résultat suivant.

2.11 Proposition. Soit Ω un ouvert borné. On suppose que a > 0, b ∈ R,
λ > λ1 et f = 0. Alors pour tout q > p > 1 l’équation (2.7) admet au moins une
solution positive u ∈ H1

0 (Ω) ∩ Lq+1(Ω) (il y a donc au moins trois solutions :
0, u et −u).

Démonstration. On sait déjà qu’une solution u de (2.7) peut être obtenue
comme le point u ∈ X := H1

0 (Ω) ∩ Lq+1(Ω) où on a E(u) = α := infv∈X E(v).
Notons que, dans la procédure de minimisation, on peut remplacer un par |un| ;
en effet, si E(un) → α, alors (voir proposition 1.8.22) on a aussi |un| ∈ X
et E(|un|) ≤ E(un), i.e. E(|un|) → α. On peut donc supposer que la suite
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minimisante vérifie un ≥ 0 et que u ≥ 0 (ici on utilise le fait que si un → u dans
L2(Ω), alors une sous-suite converge presque partout vers u). Si on montre que
α )= 0, alors on aura u )≡ 0. Or on sait qu’il existe ϕ1 ∈ H1

0 (Ω) telle que

−∆ϕ1 = λ1ϕ1, ‖ϕ1‖2
2 = 1, ‖∇ϕ1‖2

2 = λ1.

Si t > 0 on a

E(tϕ1) =
(λ1 − λ)t2

2λ1
+ atq+1‖ϕ1‖q+1

q+1 − btp+1‖ϕ1‖p+1
p+1 ,

et par conséquent, puisque λ > λ1 et que q + 1 > p + 1 > 2, si t > 0 est assez
petit on a E(tϕ1) < 0 et α < 0. !

3. Le théorème de Ky Fan-von Neumann

Nous avons vu jusqu’à présent des fonctions bornées inférieurement qui at-
teignent leur minimum. L’exemple fondamental (et le plus simple) de telles fonc-
tions est celui des fonctions convexes. En ce qui concerne les fonctions qui ne sont
bornées ni inférieurement ni supérieurement, on dispose du théorème de Ky Fan-
von Neumann, qui est l’analogue du corollaire 1.4 pour la classe des fonctions
qui sont convexes-concaves. Voici d’abord la définition d’un point-selle. Pour
une étude plus approfondie de ce type de fonctionnelles, ainsi que des exem-
ples d’application à la résoltion de problèmes non-linéaires, voir H. Brezis [27],
I. Ekeland & R. Temam [60] et R.T. Rockafellar [143].

3.1 Définition. Soient A et B deux ensembles et L : A × B −→ R une appli-
cation. On dit qu’un point (x∗, y∗) ∈ A × B est un point-selle de L sur A × B
si

∀x ∈ A, ∀y ∈ B, L(x∗, y) ≤ L(x∗, y∗) ≤ L(x, y∗).

Par exemple si A = B := R et L(x, y) := x2 − y2, le point (0, 0) est un point-
selle de L sur R × R. Une fonction quelconque définie sur un ensemble A × B
n’admet pas nécessairement de point-selle, même si elle est continue et A et B
sont compacts. En fait on a la caractérisation suivante d’un point-selle :

3.2 Lemme. Soient A,B deux ensembles et L : A × B −→ R une application.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) L admet un point-selle sur A × B.

(ii) On a l’égalité max
y∈B

inf
x∈A

L(x, y) = min
x∈A

sup
y∈B

L(x, y).

Démonstration. Pour montrer que (i) implique (ii), notons avant toute chose
que l’on a toujours de façon évidente :

sup
y∈B

inf
x∈A

L(x, y) ≤ inf
x∈A

sup
y∈B

L(x, y).
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Il nous faut donc montrer l’inégalité inverse. Soit (x∗, y∗) ∈ A×B un point-selle
de L. On a ainsi

sup
y∈B

L(x∗, y) = L(x∗, y∗) = inf
x∈A

L(x, y∗).

Mais comme

inf
x∈A

sup
y∈B

L(x, y) ≤ sup
y∈B

L(x∗, y) = inf
x∈A

L(x, y∗) ≤ sup
y∈B

inf
x∈A

L(x, y),

on en conclut que ces inégalités sont des égalités et que

sup
y∈B

inf
x∈A

L(x, y) = inf
x∈A

sup
y∈B

L(x, y) = L(x∗, y∗).

Par ailleurs comme

L(x∗, y∗) = sup
y∈B

L(x∗, y) = min
x∈A

sup
y∈B

L(x, y)

et, de même, L(x∗, y∗) = infx∈A L(x, y∗) = maxy∈B infx∈A L(x, y), (ii) est
vérifiée.

Pour montrer que (ii) implique (i), on définit x∗ ∈ A et y∗ ∈ B par

sup
y∈B

L(x∗, y) = min
x∈A

sup
y∈B

L(x, y) =: m

inf
x∈A

L(x, y∗) = max
y∈B

inf
x∈A

L(x, y) = m .

Comme L(x∗, y∗) ≤ supy∈B L(x∗, y) = m et

m = inf
x∈A

L(x, y∗) ≤ L(x∗, y∗) ,

on en conclut que m = L(x∗, y∗). On a donc pour tous x ∈ A et y ∈ B

L(x∗, y) ≤ L(x∗, y∗) ≤ L(x, y∗),

c’est-à-dire que (x∗, y∗) est un point-selle de L sur A × B. !

3.3 Remarque. Il est clair qu’il existe des fonctions sans point-selle. Par exem-
ple, considérons la fonction

L(x, y) := sin(x + y),

avec A = B := [0, 2π]. On a alors

sup
y∈B

inf
x∈A

L(x, y) = −1 et inf
x∈A

sup
y∈B

L(x, y) = +1. !

On va maintenant montrer le théorème de Ky Fan-von Neumann sur l’exis-
tence de points-selles pour des fonctions convexe-concave.
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3.4 Théorème de min-max de Ky Fan-von Neumann. Soient X, Y deux
espaces de Banach réflexifs, K1 ⊂ X et K2 ⊂ Y deux convexes fermés. On
suppose que L : K1 × K2 −→ R est une fonction convexe-concave, i.e.
• pour tout x ∈ K1, l’application L(x, ·) est concave s.c.s. sur K2 ;
• pour tout y ∈ K2, l’application L(·, y) est convexe s.c.i. sur K1.
De plus on suppose que
1) si K1 est non borné, il existe y0 ∈ K2 tel que

lim
‖x‖→∞

L(x, y0) = +∞ ;

2) si K2 est non borné, il existe x0 ∈ K1 tel que

lim
‖y‖→∞

L(x0, y) = −∞.

Alors L admet au moins un point-selle sur K1 × K2.

Démonstration. Nous procéderons en trois étapes.
Etape 1. On suppose que les ensembles K1 et K2 sont bornés et que pour tout
y ∈ K2, la fonction x $→ L(x, y) est strictement convexe.

Posons, pour y ∈ K2, F (y) := infx∈K1 L(x, y). Dans ce cas, d’après le corol-
laire 1.4, il existe un unique ϕ(y) ∈ K1 tel que

L(ϕ(y), y) = min
x∈K1

L(x, y) = F (y) .

Comme F est l’enveloppe inférieure de fonctions concaves et s.c.s., elle est con-
cave et s.c.s. Par conséquent K2 étant borné et convexe, il existe, d’après le
corollaire 1.4, y∗ ∈ K2 tel que F (y∗) = maxy∈K2 F (y). Nous allons vérifier que
(ϕ(y∗), y∗) est un point-selle de L sur K1 × K2. Posons

x∗ := ϕ(y∗), et pour (t, y) ∈ [0, 1]× K2, xt := ϕ((1 − t)y∗ + ty).

D’après la concavité de L(x, ·) on a pour tout x ∈ K1

L(x, (1 − t)y∗ + ty) ≥ (1 − t)L(x, y∗) + tL(x, y),

d’où on déduit successivement (puisque L(xt, y∗) ≥ F (y∗))

F (y∗) ≥ F ((1 − t)y∗ + ty)) = L(xt, (1 − t)y∗ + ty)
≥ (1 − t)L(xt, y∗) + tL(xt, y)
≥ (1 − t)F (y∗) + tL(xt, y),

ce qui donne en fin de compte, pour tout y ∈ K2, F (y∗) ≥ L(xt, y). En faisant
tendre t vers zéro, K1 étant un convexe borné d’un espace de Banach réflexif,
il existe une sous-suite tn ↓ 0 et un point x̃ ∈ K1 tel que l’on ait xtn ⇀ x̃ dans
X-faible. Pour y ∈ K2 fixé, L(·, y) est convexe s.c.i., donc faiblement s.c.i., et
par conséquent F (y∗) ≥ lim inftn→0 L(xtn , y) ≥ L(x̃, y). D’autre part, puisque :

(1 − tn)L(xtn , y∗) + tnL(xtn , y) ≤ L(xtn , (1 − tn)y∗ + tny)
≤ L(x, (1 − tn)y∗ + tny) ,
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en prenant la lim inf à gauche et la lim sup à droite, on déduit que pour tout
x ∈ K1

L(x̃, y∗) ≤ L(x, y∗).

Finalement L(·, y∗) étant strictement convexe, on doit avoir x̃ = x∗. On en
conclut que lorsque t → 0, on a xt ⇀ x∗ et

L(x∗, y) ≤ inf
x∈K1

L(x, y∗) = L(x∗, y∗) ≤ L(x, y∗),

i.e. que (x∗, y∗) est point-selle de L sur K1 × K2.
Etape 2. Maintenant supposons seulement que les ensembles K1 et K2 sont
bornés. Si L(·, y) n’est pas strictement convexe, on peut la perturber pour la
rendre telle. A cet effet on utilisera le résultat suivant de E. Asplund [8] :

Théorème. Soit X un espace de Banach réflexif. Il existe alors une
norme équivalente strictement convexe sur X , i.e. une norme telle que
si 0 < t < 1 et x1, x2 ∈ X vérifient ‖x1‖ = ‖x2‖ = 1 et x1 )= x2, alors
‖tx1 + (1 − t)x2‖ < 1.

On supposera donc que X est muni d’une norme strictement convexe ‖ · ‖. Pour
ε > 0 donné, on peut facilement vérifier que pour chaque y ∈ K2,

x $→ Lε(x, y) := L(x, y) + ε‖x‖2

est strictement convexe sur K1. Le résultat de la première étape montre l’exis-
tence d’un point-selle (xε

∗, y
ε
∗) pour Lε. On a donc, pour tous x ∈ K1 et y ∈ K2 :

L(xε
∗, y) ≤ L(xε

∗, y
ε
∗) + ε‖xε

∗‖2 ≤ L(x, yε
∗) + ε‖x‖2.

En faisant tendre ε vers zéro, K1 et K2 étant bornés et X, Y réflexifs, on peut
extraire des sous-suites de xε

∗, y
ε
∗ convergeant respectivement vers x∗ et y∗. En

passant à la lim inf et lim sup dans L(xε
∗, y) ≤ L(x, yε

∗) + ε‖x‖2, on conclut que
L(x∗, y) ≤ L(x, y∗), c’est à dire que (x∗, y∗) est un point-selle de L sur K1 ×K2.
Etape 3. Considérons maintenant le cas général où K1 ou K2 ne sont pas bornés,
mais L vérifie les conditions 1) ou 2). Soient pour n ≥ 1, B1(0, n) et B2(0, n) des
boules fermées de centre 0 et de rayon n dans les espaces X et Y respectivement.
En posant

K1n := K1 ∩ B1(0, n), K2n := K2 ∩ B2(0, n),

Pour n assez grand on a K1n×K2n )= ∅, et on sait d’après l’étape 2, qu’il existe
un point-selle (xn

∗ , yn
∗ ) de L sur K1n × K2n. Par conséquent pour tous x ∈ K1n

et y ∈ K2n on a
L(xn

∗ , y) ≤ L(xn
∗ , yn

∗ ) ≤ L(x, yn
∗ ).

Montrons que la suite (xn
∗ , yn

∗ ) est bornée dans X × Y . Si K1 (resp. K2) est
borné, on sait que xn

∗ (resp. yn
∗ ) est borné. Sinon, si K1 n’est pas borné et K2

est borné, on désigne par x0 un point quelconque de K1 et, y0 étant donné par
la condition 1), on a, pour n assez grand, x0 ∈ K1n, y0 ∈ K2n et :

L(xn
∗ , y0) ≤ L(x0, y

n
∗ ) ≤ sup

y∈K2

L(x0, y) < +∞.
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La condition 1) du théorème implique alors que la suite (xn
∗ )n est bornée dans

X .
On traite de manière analogue le cas où K1 est borné et K2 n’est pas borné

et celui où K1 et K2 ne sont pas bornés.
On peut donc extraire de (xn

∗ , yn
∗ )n une sous-suite convergeant faiblement

vers (x∗, y∗) et en passant, comme précédemment à la lim inf et lim sup dans
l’inégalité L(xn

∗ , y) ≤ L(x, yn
∗ ), pour x et y fixés, on conclut que (x∗, y∗) est un

point-selle de L sur K1 × K2. !
Lorsque L est strictement convexe en x, ou strictement concave en y, on peut

aisément montrer que la composante x∗ ou y∗ du point-selle est unique. On a
ainsi :

3.5 Proposition. Soient (x∗, y∗) et (u, v) deux points-selles de L sur K1 ×K2.

• Si pour tout y ∈ K2, L(·, y) est strictement convexe sur K1, alors on a x∗ = u.

• Si pour tout x ∈ K1, L(x, ·) est strictement concave sur K2, alors on a y∗ = v.

Lorsque L(·, y) et L(x, ·) sont G-dérivables, on peut caractériser un point-selle à
l’aide des G-dérivées de ces fonctions.

3.6 Proposition. On suppose que L est convexe-concave sur K1 × K2 et que
L(·, y) et L(x, ·) admettent des G-dérivées notées respectivement ∂xL(·, y), et
∂yL(x, ·). Alors les deux proprités suivantes sont équivalentes.
(i) (x∗, y∗) ∈ K1 × K2 est un point selle de L sur K1 × K2.
(ii) (x∗, y∗) ∈ K1 × K2 et pour tout (x, y) ∈ K1 × K2 on a

〈∂xL(x∗, y∗), x − x∗〉 ≥ 0 et 〈∂yL(x∗, y∗), y − y∗〉 ≤ 0.

Si de plus ∂xL(·, y) et ∂yL(x, ·) sont hémicontinues (i.e. continues sur les seg-
ments de droites), alors les propriétés ci-dessus sont équivalentes à
(iii) (x∗, y∗) ∈ K1 × K2 et pour tout (x, y) ∈ K1 × K2 on a

〈∂xL(x, y∗), x − x∗〉 ≥ 0 et 〈∂yL(x∗, y), y − y∗〉 ≤ 0.

La démonstration étant en tout point identique à celle de la proposition 1.6,
nous la laissons en exercice.

4. Une application du théorème de min-max

Soient Ω ⊂ RN un ouvert borné et A un opérateur auto-adjoint de domaine D(A)
dense dans L2(Ω). Par exemple, on peut prendre Ω régulier et Au := −∆u avec
la condition au bord de Dirichlet, auquel cas on a D(−∆) = H1

0 (Ω) ∩ H2(Ω)
ou bien, de façon plus générale, prendre A un opérateur auto-adjoint elliptique
comme dans (2.2).

Un premier exemple d’application du théorème de Ky Fan-von Neumann est
la résolution du problème suivant : soient h ∈ L2(Ω), et ρ ∈ L∞(Ω), trouver
u ∈ D(A) solution de
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(4.1) Au = ρu + h.

En supposant que l’injection du domaine D(A), muni de la norme du graphe, est
compacte dans L2(Ω), on sait (voir paragraphes § 1.9 et § 1.12) que A possède
une suite de valeurs propres (λn)n, chaque valeur propre étant de multiplicité
finie (dire que D(A) est compact dans L2(Ω) est équivalent à dire que A est
à résolvante compacte). Pour le problème qui nous préoccupe ici, on supposera
que λ1 > 0 et que λn ≤ λn+1 pour n ≥ 1.

On peut résoudre l’équation (4.1) en utilisant le théorème de min-max de Ky
Fan-von Neumann (comparer avec l’application du lemme de Lax-Milgram).

On conviendra ici de poser λ0 := −∞.

4.1 Proposition. Soit A un opérateur auto-adjoint à domaine D(A) dense dans
L2(Ω). On suppose que A est à résolvante compacte et que la suite de ses valeurs
propres λn vérifie 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn ≤ λn+1. Soit ρ ∈ L∞(Ω) vérifiant

∃α, β ∈ R, ∃k ≥ 0, λk < α ≤ ρ(x) ≤ β < λk+1.

Alors pour toute h ∈ L2(Ω), l’équation (4.1) admet une solution unique.

Démonstration. On considère H := D(A1/2) ; ici et par la suite, dans le
souci de simplifier les notations, pour u, v ∈ H , on écrit (Au|v) au lieu de
(A1/2u|A1/2v) et on munit H de la norme définie par ‖u‖H := (Au|u)1/2, où
(·|·) est le produit scalaire de L2(Ω). Sur H on définit la fonction

(4.2) J(u) :=
1
2
(Au|u) − 1

2

∫

Ω
ρ(x)|u(x)|2dx − (h|u).

Il est clair que J est de classe C1 sur H , et que l’on a pour tout v ∈ H

(4.3) 〈J ′(u), v〉 = (Au|v) −
∫

Ω
ρ(x)u(x)v(x)dx −

∫

Ω
h(x)v(x)dx.

On peut voir facilement que si on a k ≥ 1, la dérivée J ′(u) = Au− ρu − h n’est
pas monotone et la fonction J n’est ni convexe, ni concave. Nous allons utiliser
le théorème de Ky Fan-von Neumann en décomposant H en deux sous-espaces
H1 et H2 de la façon suivante : soit ϕn ∈ D(A) une fonction propre telle que
Aϕn = λnϕn et ‖ϕn‖2 = 1. On pose

H1 :=
⊕

n≤k

Rϕn, H2 :=
⊕

n≥k+1

Rϕn

de sorte que, A étant auto-adjoint, H = H1 ⊕⊥ H2 et tout élément v ∈ H peut
s’écrire de façon unique v = v1 + v2, avec vi ∈ Hi. En posant

L(v1, v2) := J(v1 + v2),

on va vérifier que L(·, v2) est strictement concave sur H1, alors que L(v1, ·) est
strictement convexe sur H2. En effet, en utilisant le fait que ρ est compris entre
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α et β et, en remarquant que pour z1 := v1 −w1 ∈ H1 on a (Az1|z1) ≤ λk‖z1‖2,
on peut voir que la G-dérivée de v1 $→ J(v1 + v2) vérifie

(4.4)
〈∂1L(v1, v2) − ∂1L(w1, v2), v1 − w1〉

= (A(v1 − w1) − ρ(v1 − w1)|v1 − w1)

≤ −(α − λk)‖v1 − w1‖2,

ce qui (cf. lemme 1.15.4) signifie que L(·, v2) est strictement concave. De manière
analogue on peut établir l’inégalité :

(4.5)
〈∂2L(v1, v2) − ∂2L(v2, w2), v2 − w2〉

= (A(v2 − w2) − ρ(v2 − w2)|v2 − w2)

≥ (λk+1 − β)‖v2 − w2‖2,

c’est-à-dire que L(v1, ·) est strictement convexe sur H2. De plus ces inégalités
montrent que

lim
‖v1‖→∞

L(v1, v2) = −∞, lim
‖v2‖→∞

L(v1, v2) = +∞.

Par conséquent, d’après le théorème 3.4, L admet un point-selle unique
(u1, u2) sur H1 × H2 et on vérifie sans peine que u := u1 + u2 est solution
de l’équation (4.1). En effet d’après la caractérisation du point-selle (proposi-
tion 3.6), et du fait que H1 et H2 sont des espaces vectoriels, on a pour tout
vi ∈ Hi avec i = 1, 2 :

0 = 〈∂iL(u1, u2), vi〉 = 〈J ′(u1 + u2), vi〉,

ce qui signifie que pour tout v := v1 + v2 ∈ H on a 〈J ′(u), v〉 = 0.
Pour montrer l’unicité de la solution, on peut utiliser le fait que si u est

solution, alors (u1, u2) est point-selle de L. On peut aussi procéder directement.
En effet comme l’équation est linéaire, pour montrer l’unicité, supposons que
h := 0. On a, en notant que (Au1|u2) = 0,

λk‖u1‖2 ≥ (Au1|u1) = (ρu1|u1) + (ρu1|u2) ≥ α‖u1‖2 + (ρu1|u2),

mais comme on a aussi
∫

Ω
ρu1u2dx = (Au2|u2) − (ρu2|u2) ≥ (λk+1 − β)‖u‖2 ,

on conclut que :

0 ≥ (λk − α)‖u1‖2 ≥ (λk+1 − β)‖u2‖2 ≥ 0,

c’est à dire que u1 = u2 = 0. !
Soit maintenant une fonction g : Ω × R −→ R. On souhaite résoudre une

version semilinéaire du problème précédent, i.e. l’équation

(4.6) u ∈ D(A), Au = g(·, u) + h.
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On ne considérera ici que le cas où la fonction g est sous-linéaire et qu’elle ne
voit pas le spectre de A dans ce sens qu’il existe un entier k ≥ 0 et α, β ∈ R tels
que p.p. sur Ω

(4.7) ∀s, t ∈ R, avec s )= t, λk < α ≤ g(·, s) − g(·, t)
s − t

≤ β < λk+1,

où on conviendra que λ0 := −∞. On va montrer que pour toute fonction h ∈
L2(Ω) donnée, l’équation (4.6) admet une solution unique (rappelons que la
condition de Caratheodory signifie que (x, s) $→ g(x, s) est mesurable en x,
continue en s).

4.2 Proposition. Soit A un opérateur auto-adjoint de domaine D(A) dense
dans L2(Ω). On suppose que A est à résolvante compacte et que la suite de
ses valeurs propres λn vérifie 0 < λ1 ≤ · · · ≤ λn ≤ λn+1. Soit g une fonction
de Ω × R dans R vérifiant la condition de Caratheodory (1.16.1) ainsi que la
condition (4.7). Alors pour toute h ∈ L2(Ω), l’équation (4.6) admet une solution
unique.

Démonstration. On considère H := D(A1/2), et la fonction

(4.8) J(u) :=
1
2
(Au|u) −

∫

Ω
G(x, u(x))dx − (h|u)

où (·|·) est le produit scalaire de L2(Ω) et G(x, s) :=
∫ s
0 g(x,σ)dσ. Comme dans

la démonstration de la proposition 4.1, on munit H de la norme définie par
‖u‖H := (Au|u)1/2, et il est clair que J est de classe C1 sur H et que l’on a pour
tout v ∈ H

(4.9) 〈J ′(u), v〉 = (Au|v) −
∫

Ω
g(x, u(x))v(x)dx −

∫

Ω
h(x)v(x)dx.

Les points critiques de J sur H correspondent donc aux solutions de (4.6). Mais
ici encore J n’est ni convexe, ni concave sur H et de plus si k ≥ 1 on a

inf
u∈H

J(u) = inf
t∈R

J(tϕk) = −∞ ,

sup
u∈H

J(u) = sup
t∈R

J(tϕk+1) = +∞ .

En reprenant les notations précédentes on pose

L(v1, v2) := J(v1 + v2),

et on va vérifier que L(·, v2) est strictement concave sur H1, alors que L(v1, ·)
est strictement convexe sur H2. En effet, (4.7) implique que, presque partout sur
Ω, on a

(4.10) (g(·, v1 + v2) − g(·, w1 + v2)) · (v1 − w1) ≥ α(v1 − w1)2 ;

et puisque pour z1 := v1 − w1 ∈ H1 on a (Az1|z1) ≤ λk‖z1‖2, on peut calculer
la G-dérivée de v1 $→ J(v1 + v2) pour obtenir, en utilisant l’ingalité ci-dessus :
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(4.11) 〈∂1L(v1, v2) − ∂1L(w1, v2), v1 − w1〉 ≤ −(α − λk)‖v1 − w1‖2,

ce qui signifie que L(·, v2) est strictement concave. De manière analogue on peut
établir l’inégalité :

(4.12) 〈∂2L(v1, v2) − ∂2L(v2, w2), v2 − w2〉 ≥ (λk+1 − β)‖v2 − w2‖2,

c’est à dire que L(v1, ·) est strictement convexe sur H2. De plus les inégalités
(4.11) et (4.12) montrent que

lim
‖v1‖→∞

L(v1, v2) = −∞, lim
‖v2‖→∞

L(v1, v2) = +∞.

Par conséquent d’après le théorème de Ky Fan-von Neumann, L admet un unique
point-selle (u1, u2) sur H1 × H2. On conclut que pour tout (v1, v2) ∈ H1 × H2

on a
〈J ′(u1 + u2), v1〉 = 0, 〈J ′(u1 + u2), v2〉 = 0,

ce qui signifie que si u := u1 +u2, on a 〈J ′(u), v〉 = 0, pour tout v = v1 +v2 ∈ H .
Par conséquent u est solution de (4.6).

Il nous reste à montrer l’unicité de la solution. Si z ∈ H était une solution
distincte de u on aurait Aw = ρw, en posant w := u − z )= 0 et ρ étant défini
par

ρ(x) :=






g(x, u(x)) − g(x, z(x))
u(x) − z(x)

α

si u(x) )= z(x) ,

si u(x) = z(x).

Comme on a λk < α ≤ ρ(x) ≤ β < λk+1, la proposition 4.1 implique que w = 0,
contrairement à l’hypothèse. !

4.3 Remarque. Lorsque α ≤ [g(·, s) − g(·, t)] /(s− t) ≤ β et en supposant qu’il
existe une valeur propre λk dans l’intervalle [α, β], la résolution de l’équation (4.6)
devient plus complexe ; les conditions (sur la donnée h et α, β) pour lesquelles on
peut trouver une solution ne sont connues que dans certains cas. A ce sujet voir
plus loin le chapitre 5, ainsi que A. Ambrosetti & G. Prodi [5], E.N. Dancer [53],
S. Fučik [66], B. Ruf [146], Th. Gallouët & O. Kavian [70]. !

5. Ensembles de niveau et points critiques

Si X est un ensemble et J : X −→ R est une application on posera, pour a ∈ R

(5.1) [J ≤ a] := {u ∈ X ; J(u) ≤ a} .

De façon analogue on définit les ensembles [J < a], [J ≥ a], [J > a] et les
ensembles de niveau [J = a].

Lorsque J est une fonction convexe s.c.i. définie sur un espace de Banach
réflexif, on utilise deux choses pour montrer que J atteint sa borne inférieure
m :
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• m ∈ R est tel que [J < m] = ∅ ;
• pour ε > 0 petit les ensembles [J ≤ m + ε] sont non-vides et faiblement

compacts.

En réalité, le point crucial dans l’existence des points critiques est la différence
topologique entre les ensembles [J < c] et [J ≤ c + ε] pour certaines valeurs
de c ∈ R (en outre certaines hypothèses de compacité seront requises). Voici
quelques exemples pour illustrer ce point de vue.

1) Soit J(x) := x3 − 3x pour x ∈ R ; la dérivée J ′ s’annule en ±1 et en
posant c1 := J(1) = −2 et c2 := J(−1) = 2, on remarque que
• si a1 < c1, l’ensemble [J ≤ a1] est du type ] − ∞, α1], pour un certain

α1 ∈ R ;
• si c1 < a2 < c2, on a [J ≤ a2] =] −∞, α2] ∪ [β2, γ2] avec α2 < β2 < γ2.

En particulier l’ensemble [J ≤ a2] a deux composantes connexes ;
• enfin si a3 > c2, on a [J ≤ a2] =] −∞, α3].

Dans chacun des cas, on peut voir facilement que ai étant choisi comme ci-dessus,
pour ε > 0 assez petit les ensembles [J ≤ ai] et [J ≤ ai + ε] sont homéomorphes
et peuvent être déformés continûment l’un en l’autre, alors qu’il n’en est pas de
même pour les ensembles [J ≤ ci] et [J ≤ ci + ε].

2) Soit J(x, y) := x2 − y2 pour (x, y) ∈ R2 ; on sait que 0 est la seule valeur
critique de J . On vérifie sans difficulté que si ε > 0, alors [J ≤ ε] est connexe,
alors que [J ≤ −ε] a deux composantes connexes.
3) Mais la seule notion du nombre de composantes connexes ne suffit pas
pour pouvoir différencier suffisamment les ensembles [J ≤ a]. Considérons
pour (x, y) ∈ R2, la fonction J(x, y) := (x2+y2)2−2(x2+y2). On vérifie que J
a deux valeurs critiques c1 := −1 et c2 := 0. On voit facilement que si a1 < c1,
l’ensemble [J < a1] est vide, que pour c1 < a2 < c2 l’ensemble [J ≤ a2] est un
anneau du type r2 ≤ x2 + y2 ≤ R2 avec r < R, alors que si a3 > c2, [J ≤ a3]
est une boule B(0, R). Ici, lors du passage de la valeur critique c2 = 0, le
nombre de composantes connexes des ensembles [J ≤ a] ne change pas, mais
[J ≤ a3] est simplement connexe alors que [J ≤ a2] ne l’est pas. On constate
donc néanmoins que ces ensembles deviennent topologiquement différents au
passage de c2 = 0.

Bien que cet aspect topologique (théorie de Morse) soit très riche et intéressant à
étudier, nous n’aborderons pas son étude systématique ; pour les applications à
la résolution d’équations aux dérivées partielles, nous garderons seulement l’idée
principale, à savoir que les valeurs critiques sont des valeurs c pour lesquelles
on ne peut pas déformer continûment , pour ε > 0 assez petit, les ensembles
[J ≤ c + ε] en les ensembles [J ≤ c − ε]. Pour une introduction à la théorie de
Morse on pourra consulter J.W. Milnor [117].

Pour préciser ce que nous entendons par déformer continûment , nous pré-
sentons ici un lemme de déformation pour les fonctions J de Rn dans R, sans
optimiser les hypothèses nécessaires à sa démonstration.
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5.1 Lemme de déformation. Soient J ∈ C1,1
loc (Rn, R), c ∈ R et ε0 > 0 tels

que :
(i) l’ensemble [c − ε0 ≤ J ≤ c + ε0] est compact.
(ii) Il existe λ > 0 tel que ∀x ∈ [c − ε0 ≤ J ≤ c + ε0], on a ‖J ′(x)‖ ≥ λ.
Alors pour tout ε < ε0/2 il existe un homéomorphisme Φ de Rn −→ Rn tel que
Φ([J ≤ c + ε]) ⊂ [J ≤ c − ε].

Démonstration. Soit 0 < ε < ε0/2 ; posons α := 2ε/λ2 et

A := [J ≤ c − ε0] ∪ [J ≥ c + ε0] B := [c − ε ≤ J ≤ c + ε].

Soit f : Rn −→ [0, 1] une fonction localement lipschitzienne telle que f(A) = {0}
et f(B) = {1} ; par exemple, d(·, ·) étant la distance d’un point à un ensemble
fermé, on pourra prendre

f(x) :=
d(x,A)

d(x,A) + d(x,B)
.

Alors l’équation différentielle

(5.2)






dx

dt
= −αf(x(t))J ′(x(t))

x(0) = x0

admet une solution unique x(t) qui existe pour tout t ∈ R car x $→ −αf(x)J ′(x)
est localement lipschitzienne et uniformément bornée sur Rn. De plus, d’après
la dépendance continue de la solution d’une équation différentielle par rapport
aux données initiales, on sait que x0 $→ x(t) est continue. Nous noterons cette
solution η(t, x0) := x(t). Notons que J décrôıt le long de la trajectoire η(·, x0),
en effet on a

(5.3)
d

dt
J(η(t, x0)) = 〈J ′(η(t, x0)),

dη

dt
(t, x0)〉

= −αf(η(t, x0))‖J ′(η(t, x0))‖2 ≤ 0.

On posera Φ(x0) := η(1, x0), pour tout x0 ∈ Rn. Pour vérifier que Φ répond à la
question, soit x0 ∈ [J ≤ c+ε] ; si on a J(x0) ≤ c−ε, alors puisque t $→ J(η(t, x0))
est décroissante, on aura Φ(x0) ∈ [J ≤ c − ε]. Si pour tout t ∈ [0, 1[, η(t, x0) est
dans l’ensemble [c − ε < J ≤ c + ε], alors

J(η(1, x0)) = J(x0) +
∫ 1

0

d

dt
J(η(t, x0))dt

= J(x0) − α

∫ 1

0
f(η(t, x0))‖J ′(η(t, x0))‖2dt

≤ J(x0) − αλ2 ≤ c − ε,

ce qui signifie que la trajectoire de η passant par x0 sort, au plus tard au temps
t = 1, de l’ensemble [c − ε < J ≤ c + ε] pour entrer dans [J ≤ c − ε]. !
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5.2 Remarque. La fonction η(·, x0) définie par (5.2) est appelée le flot associé
à J passant par le point x0. Noter qu’en inversant le sens du temps t on peut
déformer [J ≤ c− ε] en [J ≤ c+ ε]. Il faut aussi attirer l’attention sur le fait que
nous avons montré beaucoup plus que l’existence de l’homéomorphisme Φ. En
effet le flot η possède les propriétés suivantes :
• pour tout t ∈ [0, 1], x $→ η(t, x) est un homéomorphisme ;
• pour tout x ∈ Rn, η(0, x) = x ;
• si x )∈ [c − ε0 ≤ J ≤ c + ε0], on a pour tout t ∈ [0, 1], η(t, x) = x ;
• si x ∈ [c − ε ≤ J ≤ c + ε], on a η(1, x) ∈ [J ≤ c − ε].
De plus nous verrons plus loin que si c n’est pas une valeur critique, alors [J ≤
c − ε] est une déformation rétracte de [J ≤ c + ε]. !

5.3 Remarque. Notons que comme Rn est localement compact, si c ∈ R et J
sont tels que pour un ε0 > 0 l’ensemble [c − ε0 ≤ J ≤ c + ε0] est borné et ne
contient pas de valeur critique de J , alors ‖J ′(x)‖ est minorée sur cet ensemble
et on peut appliquer le lemme. On voit également que dans la pratique, pour
montrer l’existence d’une valeur critique pour J , on essaie de construire une
valeur c ∈ R telle que pour diverses raisons, on sait que les ensembles [J ≤ c− ε]
et [J ≤ c + ε] ne sont pas homéomorphes. !

On constate, lors de la démonstration de ce lemme de déformation, que l’on
doit construire des trajectoires le long desquelles la valeur de J décrôıt. Dans
un espace de dimension finie, ou dans un espace de Hilbert, on voit qu’il faut
construire ces trajectoires dans la direction opposée au gradient de la fonction.
Mais si la fonction J est définie sur un espace de Banach X , la dérivée J ′(x) est
un élément du dual X ′ et par conséquent il faut définir des directions (presque)
parallèles au gradient, dans un sens approprié. L’autre difficulté provient de ce
que dans un espace de dimension infinie, on n’a pas de compacité locale et une
fonction continue sur un ensemble borné n’y est pas nécessairement bornée, ce
qui complique légèrement la construction du flot η(·, x).

6. Condition de Palais-Smale

Pour exprimer la compacité des suites minimisantes, ou de façon générale des
suites qui convergent vers un point dont on espère montrer que c’est un point
critique, on a souvent recours à la condition de Palais-Smale.

6.1 Définition. Soient X un espace de Banach, et J : X −→ R une fonction
de classe C1. Si c ∈ R, on dit que J vérifie la condition de Palais-Smale (au
niveau c), si toute suite (un)n de X telle que

J(un) → c dans R, et J ′(un) → 0 dans X ′

contient une sous-suite (unk)k convergente.

Intuitivement, ce que l’on exige c’est la compacité des suites qui ont tendance
à réaliser une valeur critique. Mais, même si la fonction est bornée inférieurement
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et c := inf J , il n’est pas du tout évident que lorsque J(un) → c, alors J ′(un) tend
vers zéro. Considérer par exemple la fonction J(x) := e−x(2 + sin(e2x)) définie
sur R et c := 0. Comme on le verra ci-dessous lors de l’application du lemme
d’Ekeland, il faudra en plus supposer que la fonction J vérifie la condition de
Palais-Smale. Si J vérifie la condition de Palais-Smale en c ∈ R, une conséquence
importante est que l’ensemble :

K(c) := {u ∈ X ; J(u) = c, et J ′(u) = 0} ,

est compact ; il en est de même de ∪a≤c≤bK(c), pour tous a, b ∈ R.
En fait, très souvent il faut adapter la définition de la condition de Palais-

Smale au problème que l’on veut résoudre. Une variante est la suivante : s’il
existe (un)n une suite de X telle que J(un) tend vers c et J ′(un) → 0 dans X ′,
alors c est une valeur critique de J . On pourrait aussi, par exemple, donner une
condition analogue pour les fonctions définies seulement sur une partie de X , ou
restreindre l’existence de sous-suite convergente pour les (un)n telles que J(un) ↓
c (i.e. J(un) décrôıt vers c) et J ′(un) → 0, ou bien encore se contenter d’avoir
une sous-suite convergente modulo une certaine transformation (par exemple,
si un ∈ H1(RN ), on exigera que la suite des translatées vn := un(· + xn) soit
relativement compacte pour une suite xn de RN bien choisie), etc. Voir aussi
Exercices pour d’autres variantes.

6.2 Exemple. La fonction J(x) = ex définie sur R, ne vérifie pas la condition
de Palais-Smale en 0.

6.3 Exemple. Voici un exemple plus intéressant. Soit (A,D(A)) l’opérateur
auto-adjoint à résolvante compacte défini sur L2(Ω), où Ω est un ouvert borné,
par Au = −∆u pour u ∈ D(A) avec

D(A) :=
{
u ∈ H1

0 (Ω) ; ∆u ∈ L2(Ω)
}

.

On désigne par Sp(A) := (λk)k≥1 la suite des valeurs propres de A ; on rappelle
qu’en identifiant L2(Ω) à son dual on a H1

0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω) avec injec-
tions continues et denses. Pour λ ∈ R et f ∈ H−1(Ω) fixés, soit la fonctionnelle
J définie sur H1

0 (Ω) par (〈·, ·〉 désignant le crochet de dualité entre H−1(Ω) et
H1

0 (Ω)) :
J(v) :=

1
2

∫

Ω

[
|∇v(x)|2 − λv2(x)

]
dx − 〈f, v〉.

Alors, si λ )∈ Sp(A), J satisfait la condition de Palais-Smale sur H1
0 (Ω). En effet

en notant Ã l’extension de A à H1
0 (Ω) (voir remarque 1.9.3 ; en fait Ãv = −∆v

au sens des distributions, et souvent on utilisera cet abus de notation) alors on a
J ′(v) = Ãv − λv − f et Ã− λI est un homéomorphisme de H1

0 (Ω) sur H−1(Ω).
Si (un)n est une suite de H1

0 (Ω) telle que J(un) → c et

J ′(un) = Ãun − λun − f = εn → 0 dans H−1(Ω),

alors un = (Ã−λI)−1[f + εn] → u := (Ã−λI)−1f dans H1
0 (Ω) (cela montre en

passant que la seule valeur critique de J est c = J
(
(Ã − λI)−1f

)
, ce que l’on

peut aussi voir en utilisant la proposition 4.1).



158 Chapitre 3. Points critiques sans contrainte

D’autre part, il est intéressant de noter que si λ = λk pour un k ≥ 1 et si
par exemple f = 0, alors J ne satisfait pas la condition de Palais-Smale. En effet
ϕk )≡ 0 étant une fonction propre associée à λk, la suite (un)n := (nϕk)n≥1, ne
contient aucune sous-suite convergente, bien que J(nϕk) = 0 et J ′(nϕk) = 0. !

6.4 Exemple. Soient Ω un ouvert borné de RN et p > 1 tel que (N−2)p < N+2.
On considère pour λ ∈ R fixé, la fonctionnelle J définie sur H1

0 (Ω) par :

(6.1) J(v) :=
1
2

∫

Ω
|∇u(x)|2dx +

λ

p + 1

∫

Ω
|v(x)|p+1dx.

On va voir que J satisfait la condition de Palais-Smale. En effet si (un)n est une
suite de H1

0 (Ω) telle que :

J(un) → c, J ′(un) = −∆un + λ|un|p−1un → 0 dans H−1(Ω),

alors on a
〈J ′(un), un〉 =

∫

Ω
|∇un|2 + λ

∫

Ω
|un(x)|p+1dx

= (p + 1)E(un) − p − 1
2

∫

Ω
|∇u|2.

Or |〈J ′(un), un〉| ≤ ‖J ′(un)‖H−1‖∇un‖, et on peut en déduire que (ici ‖ · ‖
désigne la norme de L2(Ω)) :

p − 1
2

‖∇un‖2 ≤ (p + 1)E(un) + ‖J ′(un)‖H−1‖∇un‖.

Comme p − 1 > 0, cette inégalité montre que la suite (un)n est bornée dans
H1

0 (Ω) ; puisque Ω est borné et que p+1 < 2∗, l’injection H1
0 (Ω) dans Lp+1(Ω)

est compacte (théorème de Rellich-Kondrachov) et, on peut extraire une sous-
suite vi := uni qui converge vers v dans H1

0 (Ω)-faible ainsi que dans Lp+1(Ω)-
fort.

En utilisant le lemme 1.16.1, on en conclut que |vi|p−1vi → |v|p−1v dans
L(p+1)/p(Ω), donc aussi dans H−1(Ω), et finalement :

−∆vi = J ′(vi) − λ|vi|p−1vi → −λ|v|p−1v dans H−1(Ω).

En appelant B l’opérateur qui à f ∈ H−1(Ω) fait correspondre z solution de :

z ∈ H1
0 (Ω), −∆z = f au sens H−1(Ω),

on sait que B est continu de H−1(Ω) dans H1
0 (Ω) (en fait, avec les notations de

l’exemple précédent, B = Ã−1). On a donc :

vi = B(J ′(vi) − λ|vi|p−1vi) → B(−λ|v|p−1v) dans H1
0 (Ω),

ce qui signifie que la suite (un)n contient une sous-suite convergente. Naturelle-
ment, on obtient une information supplémentaire : en effet puisque vi ⇀ v, on
doit avoir v = −λB(|v|p−1v), c’est à dire que v ∈ H1

0 (Ω) est solution de :
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−∆v + λ|v|p−1v = 0 au sens H−1(Ω).

Remarquer que dans cette approche il faut utiliser les deux informations “J(un)
est bornée” et “J ′(un) tend vers zéro”, pour déduire que la suite (un)n est bornée.
Ensuite c’est un théorème de compacité qui permet de conclure. Nous verrons
plus loin que si (N − 2)p = N + 2 avec N ≥ 3 et λ < 0, alors J ne vérifie pas la
condition de Palais-Smale (cependant pour le cas où λ > 0 et p > 1 quelconque,
voir Exercices). !

6.5 Exemple. Nous traitons ici un cas qui va nous servir par la suite, et qui est
une généralisation de l’exemple que nous venons de voir. Soit A un opérateur el-
liptique du second ordre comme dans (2.2) et une fonction g de Ω×R dans R sat-
isfaisant la condition de Caratheodory (1.16.1). On pose G(x, s) :=

∫ s
0 g(x,σ)dσ

et on considère sur H1
0 (Ω) la fonctionnelle :

(6.2)
J(v) :=

1
2

∫

Ω
[a(x)∇v(x)· ∇v(x) + λ|v(x)|2

]
dx

+ µ

∫

Ω
G(x, v(x))dx − 〈f, v〉,

où λ, µ ∈ R, µ )= 0 et f ∈ H−1(Ω) sont fixés. On va montrer que si g satisfait des
conditions de croissance adéquates, alors J vérifie la condition de Palais-Smale.
Nous commencerons par montrer le lemme suivant :

6.6 Lemme. Soient Ω un ouvert borné de RN et m : Ω −→ R+ telle que m > 0
p.p. sur Ω. On suppose qu’il existe b1 ≥ 0 et b0 ∈ Lp0(Ω) avec p0 > 2N

N+2 pour
N ≥ 2 et p0 := 1 si N = 1, et enfin θ, p ≥ 1 tels que (N −2)p < N +2, vérifiant :

∀s ∈ R, p.p. sur Ω, m(x)|s|θ ≤ b0(x)|s| + b1

(
1 + |s|p+1

)
.

Alors pour tout ε > 0 il existe une constante C(ε) > 0 telle que pour tout
u ∈ H1

0 (Ω) :

∫

Ω
|u(x)|2dx ≤ ε

∫

Ω
|∇u(x)|2dx + C(ε)

(∫

Ω
m(x)|u(x)|θdx

)2/θ

.

Le même résultat subsiste pour u ∈ H1(Ω), si on suppose que Ω est de classe
C1.

Démonstration. Nous montrons le lemme pour H1
0 (Ω) et nous laissons en ex-

ercice le cas où cette inégalité est considérée sur l’espace H1(Ω). Si le résultat
n’était pas vrai, puisqu’il s’agit d’une inégalité homogène de degré deux, il exis-
terait ε > 0 tel que pour tout n ≥ 1 il existe un ∈ H1

0 (Ω) vérifiant :

(6.3)
∫

Ω
|un(x)|2dx = 1 > ε

∫

Ω
|∇un(x)|2dx + n

(∫

Ω
m(x)|un(x)|θdx

)2/θ

.

En particulier (un)n est bornée dans H1
0 (Ω), et en extrayant une sous-suite, en-

core notée (un)n, on a, grâce au théorème de compacité de Rellich-Kondrachov :
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un ⇀ u dans H1
0 (Ω)-faible, un → u dans L2(Ω) et p.p.

On en déduit que
∫

Ω u(x)2dx = 1. D’autre part, l’inégalité (6.3) montre que

(6.4) lim
n→∞

∫

Ω
m(x)|un(x)|θdx = 0.

Mais puisque p0 > 2N
N+2 lorsque N ≥ 2, on a p′0 = p0/(p0 − 1) < 2∗ et par

conséquent, par le théorème de Rellich-Kondrachov, un tend vers u dans Lp′
0(Ω)

et
‖b0(u − un)‖L1(Ω) ≤ ‖b0‖Lp0(Ω) ‖u − un‖L

p′
0(Ω)

,

ce qui implique en particulier que b0|un| tend vers b0|u| dans L1(Ω) et p.p. sur Ω.
De même |un|p+1 tend vers |u|p+1 dans L1(Ω) et presque partout. Finalement,
si

Zn(x) := b0(x)|un(x)| + b1

(
1 + |un(x)|p+1

)
,

Z(x) := b0(x)|u(x)| + b1

(
1 + |u(x)|p+1

)
,

on conclut que Zn tend vers Z dans L1(Ω) et presque partout. Comme on a
m|un| ≤ Zn, d’après le corollaire 1.4.14 on peut conclure que m|un|θ tend vers
m|u|θ dans L1(Ω) et que :

lim
n→∞

∫

Ω
m(x)|un(x)|θdx =

∫

Ω
m(x)|u(x)|θdx,

ce qui, joint à (6.4) et au fait que m > 0 presque partout, permet de dire que
u ≡ 0 p.p., ce qui est en contradiction avec le fait que

∫
Ω u(x)2dx = 1. !

6.7 Proposition. Soit Ω un ouvert borné. Si N ≥ 2 soit p0 := ε + N/2 pour
un ε > 0 et p0 := 1 si N = 1. Soit p > 1 tel que (N − 2)p < N + 2 ; on suppose
que g satisfait les conditions suivantes :

∃b0 ∈ Lp0(Ω), b1 ≥ 0, |g(x, s)| ≤ b0(x) + b1|s|p(6.5)
∃θ > 2, R > 0, t.q. si |s| ≥ R, 0 < θG(x, s) ≤ sg(x, s).(6.6)

Alors si λ ∈ R, µ )= 0, f ∈ H−1(Ω), la fonctionnelle J définie par (6.2) satisfait
la condition de Palais-Smale sur H1

0 (Ω). Si Ω est un ouvert de classe C1 et
f ∈ Lq(Ω) avec q ≥ 2N/(N + 2), J vérifie la condition de Palais-Smale sur
H1(Ω).

Démonstration. On remarquera que la condition (6.6) exprime le fait que G
est à croissance sur-quadratique à l’infini. En effet si par exemple s ≥ R on a
θs−1 ≤ g(x,s)

G(x,s) et par conséquent sur l’intervalle [R, +∞[ on obtient G(x, s) ≥
G(x,R)R−θsθ. On a donc, pour une fonction c1 ∈ Lp0(Ω), pour (x, s) ∈ Ω ×R :

(6.7) G(x, s) ≥ min(G(x,−R), G(x,R))R−θ |s|θ − c1(x).

Il est également important de noter que la condition (6.5) implique que θ < 2∗.
Pour voir que J satisfait la condition de Palais-Smale sur H1

0 (Ω), considérons
une suite (un)n telle que J(un) → c et :
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hn := J ′(un) = Aun + λun + µg(·, un) − f → 0 dans H−1(Ω).

Comme dans l’exemple précédent, on montre d’abord que la suite (un)n est
bornée dans H1

0 (Ω). En effet, puisque θ > 2, en utilisant le fait qu’il existe
c2 ∈ Lp0(Ω) tel que θG(x, s) ≤ sg(x, s) + c2(x), pour une constante C > 0
indépendante de n, on peut écrire :

∫

Ω
G(x,un(x))dx

≤ 1
θ − 2

∫

Ω
[un(x)g(x, un(x)) − 2G(x, un(x))] dx + C

=
1

µ(θ − 2)
[〈hn − f, un〉 − 2J(un)] + C

≤ C (1 + ‖∇un‖) .(6.8)

Par ailleurs en posant m(x) := R−θ min(1, G(x,R), G(x,−R)), le lemme 6.6 et
(6.7) donnent :

∫

Ω
|un(x)|2dx ≤ ε‖∇un‖2 + C(ε)(1 + ‖∇un‖)2/θ.

Finalement comme a(x)ξ · ξ ≥ α|ξ|2, avec α > 0, et que J(un) est bornée, on
conclut, en supposant d’abord que µ < 0 et en utilisant (6.8) :

α‖∇un‖2 ≤ 2J(un)+‖f‖H−1(Ω) ‖∇un‖ + |λ|‖un‖2

+ |µ|
∫

Ω
G(x, un(x))dx

≤ C + ε‖∇un‖2 + C(ε)(1 + ‖∇un‖)2/θ.

Si µ > 0, comme d’après (6.7) on a
∫

Ω G(x, un(x))dx ≥ −C, on vérifie facile-
ment que la dernière inégalité est encore vraie. Ce qui, en choisissant ε > 0 assez
petit, implique que (un)n est bornée dans H1

0 (Ω). Il existe une sous-suite (unj )j

faiblement convergente dans H1
0 (Ω) et qui, en utilisant le fait que l’injection de

H1
0 (Ω) dans Lr(Ω) est compacte pour (N − 2)r < 2N , converge fortement dans

Lr(Ω) et presque partout dans Ω (voir proposition 1.4.11). En procédant comme
dans la démonstration du lemme 6.6, on montre que si r0 := min(p0, (p + 1)/p),
alors g(·, unj (·)) tend p.p. et dans Lr0(Ω), donc dans H−1(Ω), vers g(·, u(·)).
D’après le lemme 1.16.1, g(·, unj(·)) tend vers g(·, u(·)) dans L(p+1)/p(Ω), donc
dans H−1(Ω). Comme nous l’avons vu plus haut, en désignant par Ã le pro-
longement de A à H1

0 (Ω), Ã est un isomorphisme de H1
0 (Ω) sur H−1(Ω) et on

a donc :

unj = Ã−1
[
εnj + f + λunj + µg(·, unj (·))

]

→ Ã−1 [f + λu + µg(·, u(·))] ,

c’est à dire que (un)n contient une sous-suite convergente dans H1
0 (Ω). !
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Nous avons dit auparavant que si J est une fonction de classe C1 bornée
inférieurement, en général il n’est pas vrai que pour toute suite minimisante
(un)n, la dérivée J ′(un) tend vers zéro. Cependant on a le lemme suivant dû à
I. Ekeland [59].

6.8 Lemme (I. Ekeland). Soient (X, d) un espace métrique complet et J une
fonction s.c.i. de X dans R. On suppose que J est bornée inférieurement et on
pose c := infx∈X J(x). Alors pour tout ε > 0, il existe uε tel que :

(6.9)
{

c ≤ J(uε) ≤ c + ε,
∀x ∈ X, x )= uε, J(x) − J(uε) + εd(x, uε) > 0.

Démonstration. Pour ε > 0 fixé, considérons l’épigraphe de J , i.e. l’ensemble :

A := {(x, a) ∈ X × R ; J(x) ≤ a} .

A est fermé dans X ×R, puisque J est semi-continue inférieurement. Sur X ×R
on définit une relation d’ordre par :

(x, a) " (y, b) ⇐⇒ a − b + εd(x, y) ≤ 0.

On va construire une suite d’ensembles An comme suit : pour x1 ∈ X fixé tel
que

c ≤ J(x1) ≤ c + ε,

on pose a1 := J(x1) et A1 := {(x, a) ∈ A ; (x, a) " (x1, a1)}. En supposant que
(xi, ai) est déterminé et

Ai := {(x, a) ∈ A ; (x, a) " (xi, ai)} ,

pour i ≤ n, on pose Ãn := {x ∈ X ; ∃a ∈ R, tel que (x, a) ∈ An} et cn :=
inf

x∈Ãn
J(x). Supposons un instant que ai > ci pour i ≤ n ; il est clair qu’on

peut fixer (xn+1, an+1) ∈ An tel que :

(6.10) 0 ≤ J(xn+1) − cn ≤ 1
2
(an − cn), an+1 := J(xn+1).

On pose ensuite An+1 := {(x, a) ; (x, a) " (xn+1, an+1)} et on vérifie que
An+1 ⊂ An, et que c ≤ cn ≤ cn+1 := inf

Ãn+1
J(x). D’où, en utilisant les re-

lations (6.10) :

0 ≤ an+1 − cn+1 ≤ an+1 − cn ≤ 1
2
(an − cn) ≤ 2−n(a1 − c1).

Par ailleurs, dire que (x, a) ∈ An+1 signifie que :

a − an+1 + εd(x, xn+1) ≤ 0.

On en conclut que εd(x, xn) ≤ an+1 − a ≤ an+1 − J(x) ≤ an+1 − cn+1 et par
conséquent :
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d(x, xn+1) + |a − an+1| ≤ (1 +
1
ε
) 2−n(a1 − c1),

ce qui implique que le diamètre de An+1 tend vers zéro. Comme A est complet,
il existe un unique (u, b) ∈ A tel que

{(u, b)} =
⋂

n≥1

An.

Soit (x, a) ∈ A tel que (x, a) " (u, b) ; alors on a pour tout n ≥ 1, (x, a) "
(xn, an), ce qui implique que (x, a) ∈

⋂
n≥1 An, i.e. (x, a) = (u, b). Cela signifie

que (u, b) est minimal dans A, i.e.

(x, a) ∈ A et (x, a) " (u, b) =⇒ (x, a) = (u, b).

D’autre part on a (u, J(u)) " (u, b), et compte tenu du fait que (u, b) est minimal
dans A, on conclut que b = J(u). Ainsi on voit que (u, J(u)) est minimal dans
A, c’est à dire que :

(x, a) ∈ A, (x, a) )= (u, J(u)) =⇒ a − J(u) + εd(x, u) > 0.

En particulier en prenant a = J(x) et x )= u, et remarquant que J(u) ≤ J(x1) ≤
c + ε, on conclut la démonstration du lemme.

S’il existe un entier n ≥ 1 tel que cn = an = J(xn), alors An = {(xn, an)} :
en effet (x, a) ∈ A et (x, a) " (xn, an) signifie, par définition de la relation " :

cn = an = J(xn) ≤ J(x) ≤ a, a − an + εd(x, xn) ≤ 0 ;

on en déduit que a = an et x = xn. On pose alors (u, b) := (xn, an) et on vérifie
que (u, b) est minimal dans A comme ci-dessus. !

Voici une application du lemme d’Ekeland.

6.9 Corollaire. Soient X un espace de Banach et J ∈ C1(X, R). On suppose
que J est bornée inférieurement et vérifie la condition de Palais-Smale au niveau
c := infx∈X J(x). Alors J atteint son minimum c.

Démonstration. D’après le lemme d’Ekeland, il existe un ∈ X tel que





c ≤ J(un) ≤ c +
1
n

,

∀v ∈ X, J(v) +
1
n
‖v − un‖ ≥ J(un).

En écrivant J(v) = J(un) + 〈J ′(un), v − un〉 + o(v − un), on en déduit que :

‖J ′(un)‖ ≤ 1
n

,

c’est à dire que J ′(un) → 0, alors que J(un) → c. Puisque J satisfait la condition
de Palais-Smale, il existe une sous-suite (unk)k et u ∈ X tels que unk → u.
Comme J est de classe C1, on a donc J(u) = c et J ′(u) = 0. !
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6.10 Exemple. Soient a(·) une matrice symétrique à coefficients dans L∞(Ω),
vérifiant (2.1) et g : Ω × R −→ R une fonction mesurable en x ∈ Ω et continue
en s ∈ R, satisfaisant les conditions (6.5), (6.6).

Alors pour toute f ∈ L2(Ω) (par exemple), la fonctionnelle

J(v) :=
1
2

∫

Ω
a(x)∇v(x) ·∇v(x)dx +

∫

Ω
[G(x, v(x)) − f(x)v(x)] dx,

est de classe C1, satisfait la condition de Palais-Smale (voir proposition 6.7) et est
bornée inférieurement sur H1

0 (Ω). D’après le corollaire précédent, J atteint son
minimum en un point u ∈ H1

0 (Ω) et on obtient ainsi une solution de l’équation
semilinéaire :

{
−div (a(·)∇u) + g(·, u) = f

u = 0
dans Ω,

sur ∂Ω.

7. Le lemme de déformation

Comme nous l’avons vu dans le lemme 5.1, il est possible de déformer un en-
semble du type [c − ε < J ≤ c + ε] en un ensemble [J ≤ c − ε], pourvu que c
ne soit pas valeur critique de J et que l’on puisse construire un flot η(t, x) dans
la direction opposée au gradient de J . En fait, dans un espace de Banach, on
dispose de la notion de pseudo-gradient que nous introduisons ici :

7.1 Définition. Soient X un espace de Banach et J ∈ C1(X, R). Si u ∈ X , on
dit que v ∈ X est un pseudo-gradient (en abrégé p.g.) de J en u si on a :

(7.1) ‖v‖ ≤ 2‖J ′(u)‖, 〈J ′(u), v〉 ≥ ‖J ′(u)‖2.

En désignant par Xr := {u ∈ X ; J ′(u) )= 0} l’ensemble des points réguliers (i.e.
non critiques) de J , une application V de Xr −→ X est appelée champ de
pseudo-gradient de J si V est localement lipschitzienne sur Xr et pour tout
u ∈ Xr, V (u) est un pseudo-gradient de J en u.

Il faut noter qu’il existe d’autres variantes de la définition de pseudo-gradient,
en particulier la constante 2 dans (7.1) pourrait être remplacée par une constante
1 + ε avec ε > 0. Enfin nous remarquerons que si v1 et v2 sont deux p.g. de J
en u, pour tout θ ∈ [0, 1], la combinaison convexe θv1 + (1 − θ)v2 est également
un p.g. de J en u.

On notera aussi que si X est un espace de Hilbert et que X ′ est identifié à X ,
lorsque J ∈ C1,1

loc (X, R), on peut prendre comme champ de p.g. tout simplement
J ′. Cependant, comme on exige que le champ de pseudo-gradient V soit locale-
ment lipschitzien sur Xr, même dans le cas où X est un espace de Hilbert, si J
est seulement de classe C1, l’existence d’un champ de p.g. n’est pas évidente. Le
résultat suivant est donc digne d’intérêt.
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7.2 Lemme. Soient X un espace de Banach et J ∈ C1(X, R) une fonction non
constante. Il existe alors un champ de p.g. de J .

Démonstration. Soit u ∈ Xr un point régulier de J . Comme par définition
‖J ′(u)‖ = sup‖x‖=1〈J ′(u), x〉 et que ‖J ′(u)‖ )= 0, il existe xu ∈ X tel que
〈J ′(u), xu〉 > 2

3‖J
′(u)‖, et ‖xu‖ = 1. En posant alors v := vu := 3

2‖J
′(u)‖ xu, on

a :
‖vu‖ =

3
2
‖J ′(u)‖ < 2‖J ′(u)‖,

〈J ′(u), vu〉 =
3
2
‖J ′(u)‖〈J ′(u), xu〉 > ‖J ′(u)‖2,

et ainsi vu est un p.g. de J en u. Comme J ′ est continue, il existe Ωu voisinage
ouvert de u, Ωu ⊂ Xr, tel que pour tout x ∈ Ωu, vu soit un p.g. de J en x. On va
ensuite utiliser le résultat topologique suivant qui exprime la paracompacité des
espaces métriques (voir par exemple N. Bourbaki [24, chapitre IX, § 5, propo-
sition 6 et § 3, proposition 3], J. Dieudonné [58, § 12.6]). Soit Y un espace
topologique. Rappelons qu’un recouvrement (ωj)j∈I est dit localement fini si
pour tout x ∈ Y , il existe un voisinage ω(x) de x tel que ω(x) ∩ ωj = ∅ sauf
pour un nombre fini de j ∈ I. Un recouvrement (ωj)j∈I est dit plus fin qu’un
recouvrement (Ωα)α∈A si pour tout j ∈ I il existe αj ∈ A tel que ωj ⊂ Ωαj .
Lorsque (ωj)j∈I est un recouvrement ouvert de Y , on dit que (θj)j∈I est une
partition de l’unité subordonnée à (ωj)j∈I si 0 ≤ θj ≤ 1, le support de θj est
contenu dans ωj et

∑
j∈I θj(y) = 1 pour tout y ∈ Y . Si Y est un espace métrique

et si chaque θj est localement lipschitzienne on dit que la partition est localement
lipschitzienne. On a alors le résultat suivant :

Théorème. Soient (Y, d) un espace métrique et (Ωα)α∈A un re-
couvrement ouvert de Y . Il existe un recouvrement ouvert (ωj)j∈I

plus fin que (Ωα)α∈A, localement fini et une partition localement
lipschitzienne de l’unité (θj)j∈I , subordonnée au recouvrement
(ωj)j∈I .

(Pour une démonstration de ce théorème dans le cas plus simple où Y est
séparable, voir Exercices). Admettant ce résultat avec Y := Xr, et le recou-
vrement (Ωu)u∈Xr défini plus haut, on peut donc trouver un recouvrement lo-
calement fini (ωj)j∈I et une partition localement lipschitzienne (θj)j∈I de Xr

subordonnée à (ωj)j∈I . Comme chaque ωj est contenu dans un Ωuj , pour un
uj ∈ Xr, si on pose :

V (z) :=
∑

j∈I

θj(z)vuj ,

on peut voir que V est bien définie (puisque la somme est finie dans un voisinage
de tout point z), localement lipschitzienne et c’est un champ de p.g. de J car là
où θj )= 0, vuj est un pseudo-gradient de J . !

7.3 Lemme. Si X est un espace de Banach et J ∈ C1(X, R) est paire et non
constante, alors il existe V , un champ de p.g. de J , tel que pour tout x ∈ Xr on
ait V (−x) = −V (x).
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Démonstration. En effet, comme Xr est symétrique par rapport à l’origine et
J ′ est impaire, si V0 est un champ de p.g. de J , il en est de même de V1(x) :=
−V0(−x). Pour obtenir un champ de p.g. impaire, il suffit de poser V (x) :=
1
2 (V0(x) − V0(−x)). !
Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer le lemme de déformation.

7.4 Lemme de déformation. Soient X un espace de Banach, J ∈ C1(X, R)
une fonction non constante satisfaisant la condition de Palais-Smale et c ∈ R
une valeur régulière de J . Alors on peut trouver ε0 > 0 tel que pour 0 < ε < ε0 il
existe une application η ∈ C(R × X, X), appelée le flot associé à J , satisfaisant
les conditions suivantes :

1) Pour tout u ∈ X , on a η(0, u) = u.

2) Pour tous t ∈ R et u /∈ [c − ε0 ≤ J ≤ c + ε0], on a η(t, u) = u.

3) Pour tout t ∈ R, η(t, ·) est un homéomorphisme de X dans X .

4) Pour tout u ∈ X , la fonction t $→ J(η(t, u)) est décroissante sur R.

5) Si u ∈ [J ≤ c + ε], alors η(1, u) ∈ [J ≤ c − ε].
6) Si de plus J est paire, pour tout t ∈ R, η(t, ·) est un homéomorphisme
impair.

Démonstration. Puisque J satisfait la condition de Palais-Smale et que c n’est
pas valeur critique de J , on voit facilement qu’il existe ε1 > 0 et δ > 0 (on
prendra en plus δ ≤ 1) tels que :

∀u ∈ [c − ε1 ≤ J ≤ c + ε1], ‖J ′(u)‖ ≥ δ.

On pose ε0 := min(ε1, δ2/8), et pour 0 < ε < ε0 :

A := [J ≤ c − ε0] ∪ [J ≥ c + ε0], B := [c − ε ≤ J ≤ c + ε].

Comme A ∩ B = ∅, la fonction α(x) := d(x,A)/ (d(x,A) + d(x,B)) est locale-
ment lipschitzienne et vérifie α = 0 sur A, α = 1 sur B. On notera également
que si J est paire, les ensembles A, B sont symétriques par rapport à l’origine
et α est une fonction paire.

On considère maintenant V , un champ de pseudo-gradient de J , que l’on
choisira impaire, si J est paire. En posant alors

W (x) := α(x)min(1, 1/‖V (x)‖)V (x)

pour x ∈ X , on vérifie sans difficulté que W est bien définie sur X , qu’elle est
localement lipschitzienne et que ‖W (x)‖ ≤ 1. On remarquera également que si J
est paire, W est impaire. D’après la théorie générale des équations différentielles
(voir aussi Exercices), l’équation :

(7.2)






dη(t, x)
dt

= −W (η(t, x))

η(0, x) = x
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admet une unique solution η(·, x) ∈ C1(R, X) et en fait η(·, ·) est localement lip-
schitzienne sur R×X . De plus comme pour t, s ∈ R on a η(t, η(s, x)) = η(t+s, x),
on voit que pour chaque t ∈ R, η(t, ·) est un homéomorphisme de X dans X , son
inverse étant η(−t, ·). Pour terminer la démonstration du lemme de déformation,
nous allons vérifier que η satisfait les conditions 1) à 6).

Les conditions 1) et 3) sont satisfaites de façon évidente. Si

u /∈ [c − ε0 ≤ J ≤ c + ε0],

alors W (u) = 0, et l’unicité de la solution de (7.2) implique que pour tout t ∈ R
on a η(t, u) = u : la condition 2) est donc stisfaite. Pour la propriété 4), il suffit
de calculer la dérivée de t $→ J(η(t, u)) (ici 〈·, ·〉 désigne le crochet de dualité
entre X ′ et X) :

d

dt
J(η(t, u)) = 〈J ′(η(t, u)),

dη(t, u)
dt

〉

= −α(η(t, u))min(1, 1/‖V (η(t, u))‖) 〈J ′(η(t, u)), V (η(t, u))〉
≤ −α(η(t, u))min(1, 1/‖V (η(t, u))‖) ‖J ′(η(t, u))‖2,(7.3)

ce qui montre que J(η(t, u)) est décroissante sur R. Pour vérifier 5), considérons
u ∈ [J ≤ c + ε] et remarquons que si pour un t0 ∈ [0, 1[ on a

η(t0, u) ∈ [J ≤ c − ε],

d’après ce que nous venons de voir, η(1, u) reste dans [J ≤ c − ε]. Supposons
donc que pour tout t ∈ [0, 1[, η(t, u) soit dans [c − ε < J ≤ c + ε]. Alors d’après
l’inégalité (7.3) et le fait que ‖J ′(x)‖ ≤ ‖V (x)‖ ≤ 2‖J ′(x)‖, on a :

d

dt
J ′(η(t, u)) ≤ −1

4
min(1, 1/‖V (η(t, u))‖) ‖V (η(t, u))‖2

≤






−1
4
−δ2

4

si ‖V (η(t, u))‖ ≥ 1,

si ‖V (η(t, u))‖ < 1.

Comme δ ≤ 1, on en conclut finalement que

J(η(1, u)) ≤ −δ2/4 + J(u) ≤ −δ2/4 + c + ε ,

i.e. d’après la définition de ε0, J(η(1, u)) ≤ c − ε : cela signifie qu’au plus tard
au temps t = 1, la trajectoire de η(t, u) entre dans l’ensemble [J ≤ c − ε]. Pour
finir, on remarque que la condition 6) est vérifiée, car W est impaire lorsque J
est paire et par conséquent pour tout t ∈ R, η(t, ·) est impaire. !

7.5 Remarque. Il existe d’autres variantes de ce lemme de déformation ; essen-
tiellement, on modifie la construction du flot η en choisissant un autre facteur
que

α(x)min(1, 1/‖V (x)‖)



168 Chapitre 3. Points critiques sans contrainte

dans la définition de la fonction W (x) ou bien en évaluant η(t, u) en un temps t
qui dépend de u au lieu de prendre η(1, u). De même, tout ce que nous venons
de faire peut s’adapter au cas d’une fonction J qui est de classe C1 dans un
voisinage de l’ensemble [c− ε0 ≤ J ≤ c+ ε0]. Il existe également une variante de
ce lemme, lorsque J est définie sur un ensemble de contraintes (ou une variété) :
l’idée centrale est la construction d’un champ de pseudo-gradients tangent ; nous
reviendrons plus loin sur cet aspect. !

Voici une version du lemme de déformation (il s’agit du théorème de Morse),
qui est un peu plus précise. Rappelons que si E ⊂ F sont deux parties d’un
espace topologique, on dit que E est une déformation rétracte de F , s’il existe
ϕ ∈ C([0, 1] × F, E) telle que (ici I désigne l’application identité) :

ϕ(0, ·) = I, ∀t ∈ [0, 1], ϕ(t, ·)|E = I, ϕ(1, F ) = E.

7.6 Théorème (M. Morse). Soient X un espace de Banach, J ∈ C1(X, R)
une fonction non constante satisfaisant la condition de Palais-Smale, et c ∈ R. Si
c n’est pas une valeur critique de J , alors il existe ε0 > 0 tel que pour 0 < ε < ε0,
[J ≤ c − ε] est une déformation rétracte de [J ≤ c + ε].

Démonstration. En effet si ε0 est donné par le lemme 7.4, avec les notations
utilisées dans sa démonstration, η(t, x) étant la solution de (7.2), il suffit de
poser :

ϕ(t, u) := η

(
4t

δ2
(J(u) − c + ε)+ , u

)
.

On a évidemment ϕ(0, ·) = I et ϕ(t, u) = u si u ∈ [J ≤ c − ε], alors que
[J ≤ c − ε] ⊂ ϕ (1, [J ≤ c + ε]). Pour montrer l’inclusion inverse, soient u ∈ [c −
ε < J ≤ c+ε] et τ > 0 tels que pour 0 ≤ t ≤ τ on ait η(t, u) ∈ [c−ε < J ≤ c+ε].
Alors comme on l’a fait dans la démonstration de la propriété 5) du lemme 7.4,
on déduit de (7.3) que :

c − ε < J(η(τ, u)) ≤ J(u) − δ2

4
τ,

c’est à dire que τ < 4 (J(u − c + ε)) /δ2. Par conséquent pour

t0 := 4 (J(u − c + ε)) /δ2

on a ϕ(1, u) = η(t0, u) ∈ [J ≤ c − ε], ce qui achève la preuve du théorème. !

7.7 Remarque. Sous les hypothèses du théorème 7.6, on peut voir de la même
manière que si c n’est pas valeur critique de J , alors pour ε assez petit l’ensemble
[J ≥ c + ε] est une déformation rétracte de [J ≥ c − ε]. !

Le lemme de déformation est à la base de toutes les méthodes variationnelles
utilisant le procédé inf-sup ou min-max , dont le “principe” est le suivant :
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7.8 Principe de min-max. Soient X un espace de Banach, J de X dans R
une fonction de classe C1 vérifiant la condition de Palais-Smale et B une famille
non vide de parties non vides de X . On suppose que pour chaque c ∈ R et ε > 0
assez petit, le flot η(1, ·) construit dans le lemme de déformation 7.4 respecte B
(i.e. si A ∈ B, on a η(1, A) ∈ B). On pose :

c̃ := inf
A∈B

sup
v∈A

J(v).

Si c̃ ∈ R, alors c̃ est une valeur critique de J .

Démonstration. En effet si c̃ n’est pas valeur critique, en prenant ε > 0 assez
petit on peut choisir A ∈ B tel que c̃ ≤ supv∈A J(v) ≤ c̃+ε. Mais par hypothèse,
en posant B := η(1, A) on a d’une part B ∈ B, et d’autre part B ⊂ [J ≤ c̃− ε],
ce qui contredit la définition de c̃. !

7.9 Exemple. Si B := { {x} ; x ∈ X}, alors

inf
A∈B

sup
v∈A

J(v) = inf
v∈X

J(v),

et on retrouve ainsi le corollaire 6.9 (dans ce cas B est le plus grand pos-
sible). De même en prenant la plus petite classe possible B := {X}, alors
infA∈B supv∈A J(v) = supv∈X J(v), et on retrouve le résultat précédent appliqué
à −J . !

Comme on le voit, ce principe est relativement simple à mettre en œuvre ;
cependant, et on le verra dans les exemples que nous traiterons par la suite,
pour chaque problème il faudra choisir une classe de parties de X pour que
les différentes conditions de ce principe soient satisfaites. Pour ce faire, on re-
garde en général les invariants topologiques (par exemple le genre, la catégorie,
la classe d’homotopie, la classe d’homologie ou de cohomologie) qui sont sus-
ceptibles d’être conservés sous l’action du flot (voir par exemple l’exposé de
R.S. Palais [127]). De même on notera que l’exigence que le flot η respecte la
classe B pour tout c ∈ R est dans certains cas superflue, et peut être allégée.

8. Le théorème du col

Le premier exemple de construction de valeur critique par le procédé de min-max
est le théorème du col de la montagne (en anglais mountain pass theorem) qui
exprime très bien le contenu du résultat et sa démonstration : si on se trouve
en un point A dans une cuvette à une altitude h0, entourée de montagnes d’une
altitude supérieure ou égale à h > h0, et si on veut aller à un point B située
en dehors de la cuvette au delà des montagnes, et à une altitude h1 < h, il
existe un chemin passant par un col et conduisant de A à B. Pour le trouver
il suffit de prendre parmi tous les chemins allant de A à B celui qui monte
le moins haut. Voici ce résultat que nous appliquerons un peu plus loin à la
résolution de certaines équations semilinéaires (nous suivons ici A. Ambrosetti
& P.H. Rabinowitz [6]).
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8.1 Théorème du col. Soient X un espace de Banach, J ∈ C1(X, R) vérifiant
la condition de Palais-Smale. On suppose que J(0) = 0 et que :
(i) il existe R > 0 et a > 0 tels que si ‖u‖ = R, alors J(u) ≥ a ;
(ii) il existe u0 ∈ X tel que ‖u0‖ > R et J(u0) < a.
Alors J possède une valeur critique c telle que c ≥ a. De façon plus précise, si
on pose

B := {ϕ([0, 1]) ; ϕ ∈ C([0, 1], X), ϕ(0) = 0, ϕ(1) = u0} ,

et :
c := inf

A∈B
max
v∈A

J(v),

alors c est une valeur critique de J , et c ≥ a.

Démonstration. Soient B (qui est évidemment non vide) et c définis comme
dans le théorème. Tout d’abord notons que par connexité, pour tout A ∈ B, l’in-
tersection A∩{u ∈ X ; ‖u‖ = R} est non vide, et par conséquent maxv∈A J(v) ≥
a et finalement c ≥ a.

Si c n’est pas une valeur critique de J , avec les notations du lemme de dé-
formation 7.4, pour 0 < ε < ε0, on peut trouver A ∈ B tel que

A := ϕ([0, 1]), c ≤ max
v∈A

J(v) ≤ c + ε.

En posant ψ(τ) := η(1, ϕ(τ)) et B := ψ([0, 1]), on a B ∈ B. Mais la propriété 5)
du lemme de déformation 7.4 implique que B ⊂ [J ≤ c − ε], ce qui contredit le
fait que, par définition de c, on a maxv∈B J(v) ≥ c. On en conclut que c est une
valeur critique de J (et nous avons vu que c ≥ a). !

8.2 Remarque. Pour faire un lien avec ce que nous avons dit plus haut au
sujet des valeurs critiques, à savoir que c est une valeur critique lorsqu’il y a un
changement dans la nature topologique des ensembles [J ≤ c + ε] et [J ≤ c− ε],
on pourra montrer par le même procédé que :

c̃ := inf {b ; [J ≤ b] contient un chemin continu allant de 0 à u0} ,

est une valeur critique de J et que c̃ ≥ a. !

8.3 Exemple. Soit Ω un ouvert borné de RN , g(·, ·) une fonction de Ω × R
dans R satisfaisant la condition de Caratheodory et Au := −div (a(·)∇u) un
opérateur auto-adjoint elliptique comme celui considéré dans (2.2). On rappelle
que λ1, la première valeur propre de A, est caractérisée par :

λ1 := inf
{∫

Ω
a(x)∇v(x) ·∇v(x)dx ; v ∈ H1

0 (Ω), ‖v‖2 = 1
}

.

On suppose que g satisfait les conditions (6.5) (avec, dans un souci de simplifi-
cation, b0 ∈ L∞(Ω)), (6.6) et que G(·, s), la primitive de g s’annulant en zéro,
vérifie :
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(8.1) ∀ε > 0, ∃δ > 0, tel que si |s| ≤ δ, |G(·, s)| ≤ ε|s|2.

Alors pour λ < λ1, il existe une solution non identiquement nulle de l’équation :

(8.2)

{
Au = λu + g(·, u)

u = 0
dans Ω

sur ∂Ω.

Pour le montrer, on considère

J(v) :=
1
2
[
〈Av, v〉 − λ‖v‖2

]
−
∫

Ω
G(x, v(x))dx,

la fonctionnelle d’énergie associée à cette équation sur H1
0 (Ω) et on va appliquer

le théorème du col. Remarquons que grâce à la condition (8.1) de croissance
sur-quadratique en zéro et la croissance sous-critique à l’infini (6.5) (avec ici
b0 ∈ L∞(Ω)), pour tout ε > 0 il existe une constante Cε > 0 telle que :

∣∣∣∣
∫

Ω
G(x, v(x))dx

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω
|G(x, v(x))|dx

≤ ε‖v‖2 + Cε

∫

Ω
|v(x)|p+1dx

≤ ε‖v‖2 + Cε‖∇v‖p+1

On en déduit une minoration de J , pourvu que λ + 2ε < λ1 :

J(v) ≥ 1
2
[
〈Av, v〉 − λ‖v‖2

]
− ε‖v‖2 − Cε‖∇v‖p+1

≥ α(λ1 − λ − 2ε)
2λ1

‖∇v‖2 − Cε‖∇v‖p+1.

On voit ainsi que si Rp−1
0 := α(λ1 − λ − 2ε)/(2λ1Cε), et ‖∇v‖ = R < R0, alors

pour R > 0 il existe b := b(R) > 0 tel que J(v) ≥ b : autrement dit l’origine est
un minimum local de J sur H1

0 (Ω).
Pour trouver un point u0 de H1

0 (Ω) tel que J(u0) < 0, rappelons tout d’abord
que du fait de la croissance sur-quadratique de G à l’infini (6.6), l’inégalité (6.7)
est vraie : pour une fonction m ∈ L∞(Ω) avec m > 0 p.p., on a G(x, s) ≥
m(x)|s|θ − C1 où θ > 2. Maintenant si ϕ1 ∈ H1

0 (Ω) (avec ‖ϕ1‖2 = 1) est une
fonction propre associée à la première valeur propre λ1 de A, on a Aϕ1 = λ1ϕ1

et pour tout t > 0 on obtient la majoration :

J(tϕ1) ≤
1
2
(λ1 − λ)t2 + C2 − tθ

∫

Ω
m(x)|ϕ1(x)|θdx.

Par conséquent pour t0 > 0 assez grand on a J(t0ϕ1) < 0. Comme d’après
la proposition 6.7 la fonctionnelle J satisfait la condition de Palais-Smale sur
H1

0 (Ω), J possède une valeur critique c ≥ b > 0 et donc un point critique u )= 0
qui est solution de (8.2), grâce au théorème du col. !

Dans l’exemple que nous venons de voir, l’hypothèse λ < λ1 est importante
pour obtenir une minoration de J sur des sphères de rayon assez petit. En réalité
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on peut se passer de cette restriction, moyennant une hypothèse sur le signe de
G(·, s) et en utilisant une variante plus générale du théorème du col, due à
P.H. Rabinowitz [137], que nous présentons ici.

8.4 Théorème. Soient X un espace de Banach, X1 un sous-espace de dimension
finie et X2 un sous-espace fermé de X tels que X = X1 ⊕ X2. On considère
J ∈ C1(X, R) telle que J(0) = 0, vérifiant la condition de Palais-Smale et les
deux conditions suivantes :
(i) il existe R > 0, a > 0 tel que si u ∈ X2 et ‖u‖ = R, alors J(u) ≥ a ;
(ii) il existe u0 ∈ X2 avec ‖u0‖ = 1, R0 > R et R1 > R tels que J(u) ≤ 0 pour
tout u ∈ ∂ω où

ω := {u1 + ru0 ; u1 ∈ X1, ‖u1‖ ≤ R1, 0 ≤ r ≤ R0} ,

et ∂ω désigne la frontière de ω dans X1 ⊕ Ru0 (noter que ω est un cylindre).
Alors J possède une valeur critique c ≥ a. Plus précisément c est définie par :

c := inf
A∈B

max
v∈A

J(v) ,

où B := {ϕ(ω) ; ϕ ∈ C(ω, X), ϕ(u) = u pour u ∈ ∂ω}.

Démonstration. Remarquons en premier lieu que B )= ∅, puisque ω ∈ B.
Pour pouvoir montrer ensuite que c ≥ a, nous aurons besoin de la propriété
suivante :

8.5 Lemme. Si A ∈ B, il existe u ∈ X2 ∩ A tel que ‖u‖ = R.

Admettant pour un instant ce résultat, on voit donc, par la condition (i), que
pour tout A ∈ B on a maxv∈A J(v) ≥ a et par conséquent c ≥ a. Pour montrer
que c est une valeur critique, en supposant que ce n’est pas le cas, on peut
trouver, par le lemme de déformation 7.4, ε0 > 0 assez petit et un flot η(t, ·) tel
que pour 0 < ε < ε0 on ait η(1, [J ≤ c + ε]) ⊂ [J ≤ c − ε]. Alors en prenant
0 < ε0 < a/2, on peut fixer ε < ε0 et A ∈ B tels que c ≤ maxv∈A J(v) ≤ c+ε. En
considérant alors B := η(1, A) on a d’une part maxv∈B J(v) ≤ c − ε, et d’autre
part B ∈ B, ce qui est en contradiction avec la définition de c. Pour voir que B est
un élément de B, notons que A := ϕ(ω) où ϕ ∈ C(ω, X) et ϕ(v) = v si v ∈ ∂ω.
En posant ψ(v) := η(1, ϕ(v)), on a évidemment ψ ∈ C(ω, X) et B = ψ(ω). Or
par la propriété 2) du lemme 7.4 on sait que si v )∈ [c − ε0 ≤ J ≤ c + ε0], alors
η(1, v) = v, et dans le cas actuel, par la condition (ii) on sait que si v ∈ ∂ω on
a v = ϕ(v) et J(v) ≤ 0 < c − ε0. Par conséquent ψ(v) = v, pour tout v ∈ ∂ω et
ainsi B ∈ B.

Pour terminer la démonstration du théorème, il nous reste à montrer le
lemme 8.5. Soit donc A ∈ B et désignons par Pr la projection de X sur X1. On
doit résoudre l’équation :

(8.3) trouver u ∈ A tel que Pr(u) = 0, ‖u − Pr(u)‖ = R.

Si A := ϕ(ω), on considère la fonction F : X1 ⊕Ru0 −→ X1 ⊕Ru0 définie par :
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F (x) := Pr (ϕ(x)) + ‖ϕ(x) − Pr (ϕ(x)) ‖u0.

La résolution de (8.3) équivaut à trouver x ∈ ω tel que F (x) = Ru0. De manière
évidente on voit que F ∈ C(X1 ⊕ Ru0, X1 ⊕ Ru0) et que F = I, l’application
identité, sur ∂ω ; il est tout aussi clair que Ru0 )∈ ∂ω. En utilisant le degré
topologique de Brouwer, par la proposition 2.2.9 on conclut que :

deg(F, ω, Ru0) = deg(I, ω, Ru0) = 1,

et par la proposition 2.2.5 on déduit que l’équation F (x) = Ru0 admet au moins
une solution x ∈ ω et le lemme 8.5, ainsi que le théorème 8.4 sont prouvés. !

8.6 Remarque. Le théorème du col 8.1 est un cas particulier du théorème 8.4,
en prenant X1 := {0}. Le lemme 8.5 exprime le fait que le bord de ω (ou de
manière plus générale le bord d’un élément de B) et la sphère SR de rayon R
de X2 sont enlacés, de sorte que toute surface reposant sur ∂ω rencontre cette
sphère. Dans un vocabulaire imagé, on dit que tout élément de B a une liaison
(en anglais link) avec la sphère SR.

Dans la pratique, pour utiliser le théorème du col 8.1, on montre que l’origine
est un point de minimum local, sans être global ; on montre ensuite que J possède
un point critique distinct de l’origine. De ce point de vue, le théorème 8.4 a
l’avantage de ne pas exiger une telle situation : en effet il se peut très bien que
l’origine soit un point de minimum local pour la restriction de J à X2, sans
être un point de minimum local de J . Pour de tels exemples dans les problèmes
semilinéaires voir Exercices. !

8.7 Exemple. Avec les hypothèses et notations de l’exemple 8.3, supposons que
pour un entier k ≥ 1 on ait λk ≤ λ < λk+1 où les (λn)n désignent les valeurs
propres de l’opérateur A considéré en (2.2). En supposant que g vérifie :

(8.4) ∀s ∈ R, p.p. sur Ω, G(x, s) ≥ 0 ,

(ce qui est le cas si on a par exemple sg(x, s) ≥ 0 sur Ω × R), alors la fonc-
tionnelle J admet une valeur critique c > 0. En effet, en désignant par ϕn

une fonction propre associée à λn telle que ‖ϕn‖2 = 1, soient les sous-espaces
X1 := R {ϕ1, . . . , ϕk} et X2 := X⊥

1 l’orthogonal de X1 dans H1
0 (Ω). Pour

vérifier que la condition (i) est satisfaite, on montre, comme nous l’avons fait à
l’exemple 8.3, que :

J(v) ≥ 1
2
[
〈Av, v〉 − λ‖v‖2

]
− ε‖v‖2 − Cε‖∇v‖p+1,

pour tout v ∈ H1
0 (Ω). Mais si ε > 0 est assez petit pour que λ + 2ε < λk+1,

comme pour v ∈ X2 on a 〈Av, v〉 ≥ λk+1‖v‖2, on conclut que pour de tels v on
a

J(v) ≥ α(λk+1 − λ − 2ε)
2λk+1

‖∇v‖2 − Cε‖∇v‖p+1.

Par conséquent si Rp−1
∗ := α(λk+1 − λ − 2ε)/(2λk+1Cε), et v ∈ X2 est tel que

‖∇v‖ = R, pour 0 < R < R∗, on a J(v) ≥ b := b(R) > 0.
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Pour vérifier la condition (ii), remarquons que pour v := v1 + tϕk+1 avec
v1 ∈ X1 et t ≥ 0 on a :

〈Av, v〉 ≤ (λk − λ)‖v1‖2 + (λk+1 − λ)t2,

et par conséquent d’après la condition (8.4), pour tout v1 ∈ X1 on a J(v1) ≤ 0 :
en particulier pour tous R0, R1 > R, si ω est défini comme dans le théorème 8.4
et si v appartient au bord inférieur du cylindre, on a J(v) ≤ 0 (le bord
inférieur étant contenu dans X1). Par ailleurs, si v1 ∈ X1 est fixé, en utilisant
l’estimation (6.7) on voit que pour une constante C1 et une fonction m ∈ L∞(Ω)
et m > 0 p.p., on a :

(8.5) J(v1 + tϕk+1) ≤
1
2
(λk+1 − λ)t2 + C1 −

∫

Ω
m(x)|v1(x) + tϕk+1(x)|θdx.

Comme θ > 2, on peut fixer (voir Exercices) R1 > R assez grand pour que, si
v1 ∈ X1 et ‖∇v1‖ = R1, alors pour tout t ≥ 0 le second membre de (8.5) soit
négatif : de cette façon J est négative ou nulle sur le bord latéral du cylindre
ω. Enfin, pour le bord supérieur de ce cylindre, R1 étant ainsi fixé, on peut
trouver de la même manière R0 > R assez grand tel que pour tout v1 ∈ X1, avec
‖∇v1‖ ≤ R1, on ait :

J(v1+R0ϕk+1)

≤ 1
2
(λk+1 − λ)R2

0 + C1 −
∫

Ω
m(x)|v1(x) + R0ϕk+1|θdx

≤ 0.

Finalement on voit que J satisfait les conditions du théorème 8.4, et possède
donc un point critique autre que zéro, et le problème :

(8.6)

{
Au = λu + g(·, u)

u = 0
dans Ω

sur ∂Ω,

admet une solution non identiquement nulle pour tout λ ∈ R, pourvu que g
vérifie les conditions (6.5), (6.6), (8.1), (8.4). !

8.8 Remarque. On peut aborder par les mêmes techniques la résolution de
problèmes du type Au = λρ(·)u + g(·, u) où, par exmple, ρ est dans L∞(Ω).
Pour d’autres exemples voir Exercices. !
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9. Points critiques multiples

Soit Ω un ouvert borné de RN , avec N ≤ 3. Pour λ ∈ R, nous avons vu que le
problème :

(9.1)






−∆u + u3 = λu

u = 0
u )≡ 0,

dans Ω

sur ∂Ω

admet une solution si, et seulement si, λ > λ1, la première valeur propre du
laplacien avec condition de Dirichlet. On sait que les solutions de (9.1) peuvent
être recherchées comme points critiques de

J(v) :=
1
2

∫

Ω
|∇v(x)|2dx +

1
4

∫

Ω
v(x)4dx − λ

2

∫

Ω
v(x)2dx

sur H1
0 (Ω), et que l’équation (9.1) admet une solution positive obtenue comme

point de minimum de J .
En fait, en utilisant la notion de genre et le lemme de déformation, on peut

montrer que si λ > λk (k-ème valeur propre du laplacien avec condition de
Dirichlet), alors (9.1) admet au moins 2k solutions. En effet soit pour j ≥ 1,
Sj−1 la sphère unité de Rj et :

cj := inf
A∈Bj

max
v∈A

J(v),

où Bj :=
{
h(Sj−1) ; h ∈ C(Sj−1, H1

0 (Ω)), h impaire
}

.

Noter que, comme J est une fonction paire, on a

c1 = inf
v∈H1

0 (Ω)
J(v) = min

v∈H1
0 (Ω)

J(v).

On va montrer que si cj < 0 alors cj est valeur critique de J . En effet on sait que
J vérifie la condition de Palais-Smale ; si cj < 0 et cj n’est pas valeur critique
de J , soient ε0 > 0 et η(t, x) le flot impair en x associé à J par le lemme 7.4.
En prenant 0 < ε < min(ε0, |cj |/2) et A := h(Sj−1) ∈ Bj tels que

cj ≤ max
v∈A

J(v) ≤ cj + ε < 0,

on sait que d’une part η (1, [J ≤ cj + ε]) ⊂ [J ≤ cj − ε], et que d’autre part si
B := η(1, A) = (η(1, ·) ◦ h)(Sj−1) alors B ∈ Bj , puisque η(1, ·) est impair. On
aurait donc cj ≤ maxv∈B J(v) ≤ cj − ε, ce qui est absurde (on notera qu’on
utilise l’information cj < 0 pour être sûr que le point critique ainsi obtenu n’est
pas zéro : en effet si A ∈ Bj et maxv∈A J(v) < 0, alors 0 )∈ A).

Montrons maintenant que si j ≤ k, alors cj < 0. En effet, soient (λn)n≥1

la suite croissante des valeurs propres et (ϕn)n≥1 la suite des fonctions propres
du laplacien avec condition de Dirichlet, où (ϕn|ϕm) = δm

n . Si, pour ε > 0, Aε

désigne la sphère de rayon ε de l’espace R {ϕ1, ϕ2, . . . , ϕj}, on a Aε ∈ Bj et il
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existe une constante C > 0 indépendante de ε telle que, pour v :=
∑j

i=1 αiϕi ∈
Aε :

J(v) =
1
2

j∑

i=1

(λi − λ)α2
i +

1
4

∫

Ω

∣∣∣∣∣

j∑

i=1

αiϕi(x)

∣∣∣∣∣

4

dx

≤ ε2

2
(λj − λ) + Cε4.

On en conclut que si λj < λ, alors cj ≤ maxv∈Aε J(v) < 0 pour ε > 0 assez
petit.

Comme J est paire, à chaque cj < 0 correspondent (au moins) deux solu-
tions ; on va montrer qu’il y a au moins 2k solutions pour le problème (9.1). S’il
y a k valeurs distinctes cj < 0, il n’y a rien à montrer. En revanche si, pour un
entier n ≥ 1, on a

cj = cj+1 = · · · = cj+n < 0,

alors il y a une infinité de solutions : en effet on peut montrer que l’ensemble
K(cj) :=

{
u ∈ H1

0 (Ω) ; J(u) = cj , J ′(u) = 0
}

est de genre γ(K(cj)) ≥ n + 1
(on notera que K(cj) est fermé dans H1

0 (Ω), symétrique par rapport à l’origine
et ne contient pas zéro, donc son genre est bien défini).

Cependant au lieu de montrer cette propriété pour l’exemple (9.1), nous
allons énoncer et montrer le résultat suivant dû à D.C. Clark [41]. Rappelons
(voir paragraphe § 2.4) que si X est un espace de Banach, nous avons désigné par
s(X) l’ensemble des parties A ⊂ X qui sont fermées, symétriques (i.e. −A = A)
et ne contiennent pas l’origine ; si A ∈ s(X), son genre est noté γ(A). Pour un
entier n ≥ 1 on posera :

(9.2) Γn := {A ∈ s(X) ; γ(A) ≥ n} .

Si J ∈ C1(X, R), et si c est une valeur critique de J , rappelons la notation :

K(c) := {u ∈ X ; J(u) = c, et J ′(u) = 0} .

9.1 Théorème. Soient X un espace de Banach et J ∈ C1(X, R) une fonction
paire satisfaisant la condition de Palais-Smale. On suppose que J(0) = 0, et
pour j ≥ 1 on définit :

cj := inf
A∈Γj

sup
v∈A

J(v).

Alors cj ≤ cj+1, et si −∞ < cj < 0, cj est une valeur critique de J . De plus,
si pour un entier n ≥ 1, on a cj = cj+1 = · · · = cj+n et si −∞ < cj < 0, alors
γ(K(cj)) ≥ n + 1.

Démonstration. Le fait que la suite cj est croissante est évidente. Si −∞ <
cj < 0 n’est pas valeur critique, ε0 > 0 étant donné par le lemme de
déformation 7.4, pour 0 < ε < min(ε0, |cj|/2), il existe A ∈ Γj tel que
cj ≤ supv∈A J(v) ≤ cj + ε < 0. Alors le flot η(t, x) étant comme dans le lemme
et B := η(1, A), on sait que B ⊂ [J ≤ cj − ε], et par conséquent B ne contient
pas l’origine. Comme η(1, ·) est un homéomorphisme, on a B ∈ Γj ; on aurait
donc cj ≤ supv∈B J(v) ≤ cj − ε, ce qui est impossible.
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Si cj = cj+n pour un entier n ≥ 1, puisque J vérifie la condition de Palais-
Smale, K := K(cj) est compact et par conséquent γ(K) est fini et il existe τ > 0
assez petit, tel que si

ω := {v ∈ X ; dist(v, K) < τ}

et K̃ := ω, on ait K̃ ∈ s(X) et γ(K̃) = γ(K) (voir théorème 2.4.4). Supposons
que γ(K̃) ≤ n ; J vérifiant la condition de Palais-Smale, on peut trouver ε1 > 0
assez petit et δ > 0 (avec δ ≤ 1) tels que :

∀v ∈ [J ≤ cj + ε1] \ ([J < cj − ε1] ∪ ω) , ‖J ′(v)‖ ≥ δ.

En prenant ε0 < min(ε1, δ2/8, |cj|/2) assez petit et suivant la démarche de la
démonstration du lemme 7.4, pour 0 < ε < ε0, on choisit α : X −→ [0, 1] une
fonction localement lipschitzienne et paire telle que

(9.3)
α(v) = 0 pour v ∈ [J ≤ cj − ε0] ∪ K̃ ∪ [J ≥ cj + ε0],
α(v) = 1 pour v ∈ [cj − ε ≤ J ≤ cj + ε] \ ω.

En considérant V un champ de pseudo-gradient impair de J , on construit le flot
η(t, x) exactement comme en (7.2) et on conclut que

η (1, [J ≤ cj + ε] \ ω) ⊂ [J ≤ cj − ε].

Or on peut choisir A ∈ Γj+n tel que cj ≤ supv∈A J(v) ≤ cj + ε ; d’après la
propriété (vii) du théorème 2.4.4 on sait que :

γ(A \ K̃) ≥ γ(A) − γ(K̃) ≥ j + n − n,

et puisque η(1, ·) est un homéomorphisme, en posant

B := η(1, A \ K̃),

comme J(0) = 0 et supv∈B J(v) ≤ cj − ε < 0, l’origine n’appartient pas à
B, qui est donc un élément de s(X) : on en déduit que γ(B) ≥ j. On a donc
cj ≤ supv∈B J(v) ≤ cj − ε, ce qui n’est pas possible. !

On peut tenter d’appliquer ce type d’argument pour traiter le problème suiv-
ant :

(9.4)






−∆u = λu + u3

u = 0
u )≡ 0,

dans Ω

sur ∂Ω

(où Ω ⊂ RN et N ≤ 3). Mais ici les solutions de l’équation (9.4) correspondent
aux points critiques de la fonctionnelle :

E(v) :=
1
2

∫

Ω

[
|∇v(x)|2 − λv(x)2

]
dx − 1

4

∫

Ω
v(x)4dx,
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sur H1
0 (Ω). Or on peut voir facilement qu’ici pour tout j ≥ 1 on a

inf
A∈Bj

sup
v∈A

E(v) = −∞.

On a alors la possibilité de chercher une fonctionnelle J bornée inférieurement,
satisfaisant la condition de Palais-Smale et dont les points critiques sont (ou
permettent de construire) des points critiques de E. C’est une approche que
nous aborderons plus tard lors de l’étude de fonctionnelles avec contraintes. On
peut aussi essayer de trouver une version “multiple” du théorème du col. Cela
est possible comme on le voit dans le théorème suivant :

9.2 Théorème. Soient X un espace de Banach de dimension infinie et J ∈
C1(X, R) une fonction satisfaisant la condition de Palais-Smale. On suppose que
J est paire et vérifie les deux conditions suivantes :
(i) J(0) = 0 et il existe R > 0, a > 0 tels que si ‖u‖ = R, alors J(u) ≥ a ;
(ii) si X1 ⊂ X est de dimension finie, alors {u ∈ X1 ; J(u) ≥ 0} est borné.
Alors J possède une suite non bornée de valeurs critiques.

Démonstration. On doit construire une classe d’ensembles Bj stable par le
flot de J et telle que infA∈Bj supv∈A J(v) soit finie. Pour cela on introduit les
notations suivantes ; S étant la sphère unité de X , on note s(X) l’ensemble des
parties non vides, symétriques et compactes de X et :

CH (X) := {ϕ ∈ C(X, X) ; ϕ homéomorphisme impair}
F+ := {ϕ(S) ; ϕ ∈ CH (X), ϕ(S) ⊂ [J > 0]} ,(9.5)
Bj := {A ∈ s(X) ; ∀M ∈ F+, γ(A ∩ M) ≥ j} .(9.6)

On notera que F+ )= ∅, car en posant ϕ(v) := Rv, on a ϕ(S) ∈ F+. Pour mon-
trer le théorème, nous allons énoncer les diverses propriétés utiles des ensembles
Bj dans le lemme qui suit, et nous le prouverons un peu plus loin :

9.3 Lemme. Sous les hypothèses du théorème 9.2, F+ et Bj étant définis
en (9.5) et (9.6), on a les propriétés suivantes :

1) Pour tout j ≥ 1, Bj )= ∅ et Bj+1 ⊂ Bj .

2) Si A ∈ Bj+n et B ∈ s(X) vérifie γ(B) ≤ n, alors A \ B ∈ Bj .

3) Si ψ : X −→ X est un homéomorphisme impair tel que

ψ−1 ([J > 0]) ⊂ [J > 0],

alors pour tout A ∈ Bj on a ψ(A) ∈ Bj .

En supposant le lemme établi, on pose :

(9.7) cj := inf
A∈Bj

max
v∈A

J(v),

et on montre que cj est valeur critique de J . Cependant comme on a un résultat
de multiplicité supplémentaire intéressant, nous énoncerons la proposition :
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9.4 Proposition. Sous les hypothèses du théorème 9.2 :

1) la suite (cj)j définie par (9.7) est croissante et cj ≥ a ;

2) chaque cj est une valeur critique de J et si pour un entier n ≥ 0 on a
cj = cj+n, alors γ(K(cj)) ≥ n + 1 ;

3) de plus limj→∞ cj = +∞.

(Rappelons que K(cj) := {u ∈ X ; J(u) = cj , J ′(u) = 0}). Naturellement, puis-
que la suite Bj est décroissante, la suite cj est croissante. Par ailleurs si A ∈ Bj ,
comme d’après l’ypothèse (i) du théorème 9.2, SR, la sphère de rayon R, est un
élément de F+, on a A∩SR )= ∅ et par conséquent maxv∈A J(v) ≥ a et cj ≥ a ;
la propriété 1) est ainsi prouvée.

Montrons la propriété 2). Soit K := K(cj) ; comme J satisfait la condition
de Palais-Smale, K est compact donc de genre fini. Si γ(K) ≤ n on peut trouver
τ > 0 assez petit tel que si

ω := {v ∈ X ; dist(v, K) < τ} ,

et K̃ := ω, on ait K̃ ∈ s(X) et γ(K̃) = γ(K) (ici on utilise le théorème 2.4.4
et le fait que cj ≥ a > 0 pour être sûr que 0 /∈ K̃). Ensuite, exactement comme
dans la démonstration du théorème 9.1, on trouve ε1 > 0 et δ > 0 assez petits
tels que :

∀v ∈ [J ≤ cj + ε1] \ ([J < cj − ε1] ∪ ω) , ‖J ′(v)‖ ≥ δ.

En prenant ε0 < min(ε1, δ2/8, cj/2) assez petit et 0 < ε < ε0, on choisit une
fonction α comme en (9.3) et on construit le flot impair η de sorte que :

η (1, [J ≤ cj + ε] \ ω) ⊂ [J ≤ cj − ε].

Si A0 ∈ Bj+n est tel que cj ≤ maxv∈A0 J(v) ≤ cj + ε, on définit A := A0 \ K̃ ;
en utilisant la propriété 2) du lemme 9.3, on sait que A ∈ Bj . D’autre part, en
posant ψ(v) := η(1, v), on sait que ψ−1(v) = η(−1, v) et comme t $→ J(η(t, v))
est décroissante par construction, si J(v) > 0, alors ψ−1(v) ∈ [J(v) > 0]. On
en déduit, d’après la propriété 3) du lemme 9.3, que B := ψ(A) ∈ Bj . On a
donc d’une part cj ≤ maxv∈B J(v) et d’autre part B ⊂ [J ≤ cj − ε], ce qui est
impossible.

Pour montrer que cj tend vers +∞, comme il s’agit d’une suite croissante, il
suffit de montrer qu’on ne peut avoir :
(i) pour un entier m ≥ 1, cj = cm pour tout j ≥ m ;
(ii) pour un c > 0, cj ↑ c lorsque j ↑ +∞.

La possibilité (i) est exclue, puisque dans ce cas on aurait, d’après la pro-
priété 2) de la proposition 9.4, γ(K(cm)) = +∞, alors que K(cm) est compact
et donc de genre fini. Si la possibilité (ii) n’était pas exclue soit :

K := {u ∈ X ; c1 ≤ J(u) ≤ c, J ′(u) = 0} .



180 Chapitre 3. Points critiques sans contrainte

Comme J satisfait la condition de Palais-Smale, K est compact donc de genre
fini, soit γ(K) =: n. En raisonnant comme plus haut, on peut trouver τ > 0
assez petit tel que si

ω := {v ∈ X ; dist(v, K) < τ}

et K̃ := ω, on ait K̃ ∈ s(X) et γ(K̃) = n. En fixant ε1 > 0 et δ > 0 comme
ci-dessus et ε0 < min(ε1, δ2/8, c1/2, (c − c1) /2), puis 0 < ε < ε0, on construit le
flot η de sorte que η (1, [J ≤ c + ε] \ ω) ⊂ [J ≤ c − ε].

Soit maintenant j ≥ 1 un entier tel que cj > c − ε ; on peut prendre A0 ∈
Bj+n tel que maxv∈A0 J(v) ≤ c + ε, et en posant A := A0 \ ω on sait, grâce au
lemme 9.3, que A ∈ Bj et aussi B := η(1, A) ∈ Bj : on a donc cj ≤ maxv∈B J(v)
et B ⊂ [J ≤ c − ε], ce qui est impossible puisque c − ε < cj . !

La proposition 9.4, et par conséquent le théorème 9.2 sont ainsi prouvés, si
on montre le lemme 9.3.

Démonstration du lemme 9.3. Le fait que Bj+1 ⊂ Bj est clair. Pour voir
que Bj )= ∅, soit X1 ⊂ X un sous-espace de dimension finie j de X . Si Br est la
boule fermée de rayon r de X et si on pose A := X1 ∩Br, alors pour r > 0 assez
grand on a A ∈ Bj . En effet X1 ∩ [J > 0] est borné d’après l’hypothèse (ii) du
théorème 9.2, et si on fixe r > 0 assez grand, X1 ∩ [J > 0] ⊂ A ; par ailleurs si
M := ϕ(S) ∈ F+, on a M ⊂ [J > 0] et M ∩ X1 ⊂ A. On a ainsi :

j ≥ γ(A ∩ M) ≥ γ(X1 ∩ M) ≥ γ (∂ (X1 ∩ ϕ(B1))) = j,

car X1 ∩ ϕ(B1) est un voisinage symétrique et fermé de l’origine dans X1, et
par conséquent sa frontière est de genre j (= dim X1, voir exemple 2.4.3) ;
d’autre part la frontière ∂ (X1 ∩ ϕ(B1)) est contenue dans X1 ∩M = X1∩ϕ(S).
Finalement on a donc pour tout M ∈ F+, γ(A ∩ M) = j, ce qui prouve bien
que A ∈ Bj .

Pour montrer 2), on remarque que si A ∈ Bj+n et γ(B) ≤ n, pour M ∈ F+,
on a (A \ B) ∩ M = A ∩ M ∩ Bc et

γ
(
A \ B ∩ M

)
= γ

(
(A ∩ M) \ B

)
≥ γ(A ∩ M) − γ(B) ≥ j.

Enfin, si ψ est un homéomorphisme impair tel que ψ−1 ([J > 0]) ⊂ [J > 0], on
remarque que pour A ∈ Bj , ψ(A) est symétrique et compact et γ (ψ(A) ∩ M) =
γ
(
A ∩ ψ−1(M)

)
pour tout M ∈ F+. Mais comme M = ϕ(S) ⊂ [J > 0] et que

ψ−1 conserve l’ensemble [J > 0], on a M̃ := ψ−1(M) = ψ−1 ◦ ϕ(S) ∈ F+. Par
conséquent γ

(
A ∩ ψ−1(M)

)
≥ j et ψ(A) ∈ F+. !

9.5 Remarque. On peut donner une autre démonstration du fait que si J satis-
fait les conditions du théorème 9.2, alors J possède une valeur critique c̃ ≥ a > 0,
en procédant de la manière suivante : soit (Fj)j≥1 une suite de sous-espaces vec-
toriels de X telle que dim Fj = j et Fj ⊂ Fj+1. D’après la condition (ii) du
théorème 9.2, on sait qu’il existe Rj > 0 tel que :
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∀v ∈ Fj , ‖v‖ ≥ Rj =⇒ J(v) ≤ 0.

On peut aussi prendre Rj < Rj+1. On désignera par Bj la boule fermée de rayon
Rj de Fj . On introduit alors la classe Mj de parties de X par :

(9.8) Mj := {ϕ (Bj) ; ϕ ∈ C(Bj , X), ∀v ∈ Bj ∩ [J ≤ 0], ϕ(v) = v} .

Dans ces conditions on peut montrer le lemme suivant :

9.6 Lemme. Sous les hypothèses et notations du théorème 9.2, Mj étant défini
comme en (9.8), on pose :

c̃j := inf
A∈Mj

max
v∈A

J(v).

Alors pour tout j ≥ 1 on a c̃j+1 ≥ c̃j ≥ a, et chaque c̃j est une valeur critique
de J .

Pour la démonstration voir Exercices. Nous devons cependant faire remar-
quer, que même si dans certains cas on peut montrer que la suite c̃j est non
bornée, en général on ne peut pas établir le résultat de multiplicité de la propo-
sition 9.4. !

9.7 Exemple. Soient Ω un ouvert borné de RN , A un opérateur elliptique du
second ordre comme dans (2.2), g : Ω × R −→ R une fonction satisfaisant les
conditions de la proposition 6.7 avec b0 ∈ L∞(Ω) pour simplifier, ainsi que la
condition (8.1) (comme exemple typique prendre Ω un ouvert borné régulier,
Au := −∆u, pour u ∈ H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω), g(x, s) := ρ(x)|s|p−1s avec p > 1,
ρ ∈ L∞(Ω), ρ > 0 p.p. et (N − 2)p < N + 2). Alors pour tout λ < λ1 (première
valeur propre de A), l’équation :

(9.9)

{
Au = λu + g(·, u)

u = 0
dans Ω ,

sur ∂Ω ,

admet une infinité de solutions. En effet d’après les conditions de croissance
imposée à G(·, s) en zéro et à l’infini, pour ε > 0 assez petit pour que λ+2ε < λ1,
et une constante Cε > 0 on a :

(9.10)
∫

Ω
G(x, v(x))dx ≤ ε

∫

Ω
|v(x)|2dx + Cε

∫

Ω
|v(x)|p+1dx.

D’autre part si

J(v) :=
1
2

∫

Ω

[
a(x)∇v(x) ·∇v(x) − λ|v(x)|2

]
dx −

∫

Ω
G(x, v(x))dx,

on sait d’après la proposition 6.7 que J vérifie la condition de Palais-Smale et on
déduit de l’inégalité (9.10) que (on utilise ici l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg
‖v‖Lp+1(Ω) ≤ C ‖∇v‖) :

J(v) ≥ α(λ1 − λ − 2ε)
2λ1

‖∇v‖2 − C(ε)‖∇v‖p+1,
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ce qui montre que si ‖∇v‖ = R et que R > 0 est assez petit, alors il existe
b(R) > 0 tel que J(v) ≥ b(R), de sorte que J satisfait la condition (i) du
théorème 9.2. Pour voir que la condition (ii) est également satisfaite, rappelons
que J vérifie (6.7) et que par conséquent si X1 est un sous-espace vectoriel de
dimension finie de X et si v ∈ X1 est tel que J(v) ≥ 0, alors pour des constantes
C1, C2, C3 > 0 et une fonction m > 0 p.p. sur Ω on a :

0 ≤ J(v) ≤ C1‖∇v‖2 − C2

∫

Ω
m(x)|v(x)|θdx + C3.

Comme sur l’espace de dimension finie X1 toutes les normes sont équivalen-
tes, on peut trouver une constante C4 > 0 telle que pour tout v ∈ X1 on ait
‖∇v‖θ ≤ C4

∫
Ω m(x)|v(x)|θdx et par conséquent, pour v ∈ X1 tel que J(v) ≥ 0,

on doit avoir :
∫

Ω
m(x)|v(x)|θdx ≤ C5

(∫

Ω
m(x)|v(x)|θdx

)2/θ

+ C6,

ce qui, sachant que θ > 2, implique que
∫

Ω m(x)|v(x)|θdx est bornée et par
conséquent l’ensemble X1∩[J ≥ 0] est bornée dans H1

0 (Ω) ; ainsi la condition (ii)
du théorème 9.2 est vérifiée. !

9.8 Remarque. On voit de nouveau, comme dans l’exemple que nous avons
donné en application du théorème du col 8.1, que la condition λ < λ1 intervient
pour que l’hypothèse (i) du théorème 9.2 soit vérifiée. Comme nous l’avons vu au
théorème 8.4, on peut modifier légèrement la construction des valeurs critiques
cj pour se passer de cette condition technique. On dispose en réalité de la version
suivante du théorème 9.2. (voir P.H. Rabinowitz [137], [138, theorem 9.12], [136],
V. Benci [16]).

9.9 Théorème. Soient X un espace de Banach, X0 un sous-espace vectoriel de
dimension finie et X2 un sous-espace fermé tels que X = X0 ⊕X2. On considère
J ∈ C1(X, R) telle que J(0) = 0, satisfaisant la condition de Palais-Smale ainsi
que les deux conditions suivantes :
(i) il existe R > 0 et a > 0 tels que si v ∈ X2 et ‖v‖ = R alors J(v) ≥ a ;
(ii) si X1 ⊂ X est de dimension finie, alors {v ∈ X1 ; J(v) ≥ 0} est borné.
Alors J possède une suite non bornée de valeurs critiques.

Démonstration. Supposons que dim X0 =: m, et considérons une suite de
sous-espaces (Fj)j≥1 telle que X0 ⊂ Fj ⊂ Fj+1 et dim Fj = m + j. On sait
qu’il existe Rj > 0 tel que si v ∈ Fj et ‖v‖ ≥ Rj alors J(v) ≤ 0. On prendra
Rj < Rj+1 et on désignera par Bj la boule fermée de Fj de rayon Rj ; puis on
introduit les ensembles :

Fi := {ϕ ; ϕ ∈ C(Bi, X) impaire, ϕ(v) = v si ‖v‖ = Ri} ,

Bj :=
{
ϕ
(
Bi \ A

)
; i ≥ j, ϕ ∈ Fi, A ∈ s(X), γ(A) ≤ i − j

}
.(9.11)

On peut alors montrer le lemme suivant qui réunit les propriétés utiles de Bj :
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9.10 Lemme. Sous les hypothèses et notations ci-dessus on a :

1) Pour tout j ≥ 1, Bj )= ∅, et Bj+1 ⊂ Bj .

2) Soit ϕ ∈ C(X, X) une fonction impaire telle que pour tout n ≥ j et tout
v ∈ Bn, avec ‖v‖ = Rn, on ait ϕ(v) = v. Alors pour tout A ∈ Bj on a
ϕ(A) ∈ Bj .

3) Si A ∈ Bj et M ∈ s(X) est tel que γ(M) ≤ i ≤ j−1, alors A \ M ∈ Bj−i.

4) Si j ≥ 1, et A ∈ Bj , alors il existe v ∈ A ∩ X2 tel que ‖v‖ = R.

Supposant ce lemme établi (voir Exercices pour la démonstration), on con-
sidère les nombres cj définis par :

(9.12) cj := inf
A∈Bj

max
v∈A

J(v),

et on montre comme nous l’avons fait plus haut la proposition :

9.11 Proposition. Sous les hypothèses du théorème 9.9, Bj étant défini en
(9.11) et cj par (9.12), on a cj+1 ≥ cj ≥ a et chaque cj est une valeur critique
de J . De plus on a limj→∞ cj = +∞, et si pour un entier n ≥ 0 on a cj = cj+n,
alors γ(K(cj)) ≥ n + 1.

(Comme toujours, K(c) est l’ensemble des points critiques correspondant à
une valeur critique c). La démonstration est analogue à ce que nous avons vu
précédemment, et pour plus de détail voir Exercices. !

9.12 Remarque. En utilisant le théorème 9.9, on peut montrer que le problème
de l’exemple 9.7 admet une infinité de solutions, pour tout λ ∈ R, en supposant
en plus que G(x, s) ≥ 0 sur Ω×R. Pour cela, avec les notations déjà introduites,
lorsque λ ≥ λ1, il suffit de considérer un entier k ≥ 1 tel que λk ≤ λ < λk+1,
puis poser X0 := R {ϕ1, . . . , ϕk} et X2 := X⊥

0 l’orthogonal de X0 dans H1
0 (Ω),

et reprendre la démarche de l’exemple 8.7.
Cependant, il faut bien noter qu’il est essentiel de supposer que X0 est de

dimension finie pour la démonstration du théorème 9.9. En particulier on ne
peut pas utiliser le résultat que nous venons de voir pour montrer l’existence
d’une solution non nulle pour le système :

(9.13)






−∆u = (u2 + v2)mu − λv

−∆v = −(u2 + v2)mv + λu

u = v = 0

dans Ω

dans Ω

sur ∂Ω ,

où Ω est un ouvert borné régulier de RN , m := (p − 1)/2 pour un réel p > 1
vérifiant (N − 2)p < N + 2 et λ > 0. En effet on peut voir facilement que les
solutions du système (9.13) peuvent être obtenues comme points critiques de la
fonctionnelle définie sur X := H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω) par :

J(u, v) :=
∫

Ω

[
|∇u(x)|2− |∇v(x)|2 + 2λu(x)v(x)

]
dx

− 1
m + 1

∫

Ω

(
u2(x) + v2(x)

)m+1
dx
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et que J satisfait la condition de Palais-Smale mais ne vérifie aucune des con-
ditions du théorème 9.9. Cependant, une version plus fine de ce théorème, due
à V. Benci & P.H. Rabinowitz et utilisant une certaine notion de liaison ou
enlacement pour les ensembles, permet de montrer que J possède une valeur
critique c > 0 sur H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω) (en particulier le système (9.13) admet une

solution (u, v) telle que u )≡ 0 et v )≡ 0). Pour l’énoncé précis de la généralisation
de la notion de linking (ou liaison) ainsi que pour une version du théorème 9.9
permettant à X0 et X2 d’être de dimension infinie, voir V. Benci & P.H. Rabi-
nowitz [19] où on trouvera également d’autres exemples d’application. !



Exercices du chapitre 3

Exercice 1. Soient Ω :=]0, 1[N le cube unité de RN et 1 < p < ∞. Soient
ϕ ∈ W 1,p(Ω) et

Kϕ :=
{
v ; v ∈ W 1,p(Ω), v = ϕ sur ∂Ω

}
.

On considère une fonction F : RN −→ R de classe C2. On suppose qu’il existe
des constantes c1, c2, c3 telles que

∀ξ ∈ RN , −c1 + c2|ξ|p ≤ F (ξ) ≤ c3 (1 + |ξ|p) ,

et on pose J(v) :=
∫

Ω F (∇v(x))dx, pour v ∈ W 1,p(Ω).
1) On suppose que le minimum de J sur Kϕ est atteint en u ∈ Kϕ. Montrer
que pour tout η ∈ RN et p.p. sur Ω on a :

N∑

i,j=1

∂2

∂ξi∂ξj
F (∇u(x))ηiηj ≥ 0.

(On pourra considérer J(u+tv), où v(x) := εζ(x)ρ(x·η/ε), avec ζ ∈ C∞
c (Ω) et

ρ la fonction de période 2 sur R définie par ρ(s) := s sur [0, 1], et ρ(s) := 2−s
sur [1, 2]).
2) On suppose que J est faiblement séquentiellement s.c.i. sur l’espace
W 1,p(Ω). Soient (Qj)1≤j≤2nN la décomposition de Ω en 2nN cubes de côté
2−n, et xj,n le centre du cube Qj pour 1 ≤ j ≤ 2nN . Pour ξ ∈ RN fixé, on
pose ϕ(x) := x · ξ et on considère pour v ∈ C∞

c (Ω), la suite

un,j(x) := 2−nv(2n(x − xj,n)) + ξ · x.

Montrer que un,j ⇀ u dans W 1,p(Ω)-faible si u(x) := ξ · x.
3) En passant à la limite sur la suite un,j définie plus haut, montrer que :

mes(Ω)F (ξ) = J(u) ≤ lim inf
n→∞

J(un,j) =
∫

Ω
F (ξ + ∇v(x))dx.

4) Déduire de la question précédente que pour tous ξ, η ∈ RN on a

N∑

i,j=1

∂2

∂ξi∂ξj
F (ξ)ηiηj ≥ 0,
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et en déduire que si J est faiblement séquentiellement s.c.i. sur W 1,p(Ω),
alors F est convexe.
5) On suppose maintenant que F est convexe. Montrer que J est faiblement
séquentiellement s.c.i. sur W 1,p(Ω).

Exercice 2. Soient X un espace de Banach, J et Fj : X −→ R des fonctions de
classe C1 pour 1 ≤ j ≤ m. Dans certains problèmes de minimisation du type

u ∈ K, J(u) = min
v∈K

J(v), K := {v ∈ X ; 1 ≤ j ≤ m, Fj(v) ≥ 0} ,

on peut montrer qu’il existe des multiplicateurs de Lagrange λj tels que

(1) J ′(u) =
m∑

j=1

λjF
′
j(u).

En fait, sous des hypothèses adéquates, on peut montrer que les multiplicateurs
de Lagrange λj vérifient

(2) λj ≥ 0 pour 1 ≤ j ≤ m et
m∑

j=1

λjFj(u) = 0.

Lorsque u vérifie Fj(u) = 0, on dit que la contrainte Fj est saturée : la relation (2)
signifie que le multiplicateur de Lagrange provenant d’une contrainte non-saturée
est nulle. Les relations (1) et (2) sont connues sous le nom de relations de Kuhn-
Tucker . Ici nous supposerons que le point de minimum u ∈ K existe et nous
allons montrer ces relations dans le cas où toutes les fonctions Fj sont des
fonctions affines, ou bien lorsque la condition suivante (que nous appellerons
condition (KH) pour simplifier) est satisfaite : si u ∈ K est tel que l’ensemble
I := {j ; 1 ≤ j ≤ m, Fj(u) = 0} est non vide, alors il existe w ∈ X tel que pour
tout j ∈ I on ait

{
〈F ′

j(u), w〉 ≥ 0 si Fj est affine ,
〈F ′

j(u), w〉 > 0 si Fj n’est pas affine.

1) Soient f0, f1, f2, . . . , fm des formes linéaires sur X telles que si v ∈ X
vérifie 〈fj, v〉 ≥ 0 pour tout j ≥

≤
1
m , alors 〈f0, v〉 ≥ 0. Montrer qu’il existe

λ1, . . . , λm ≥ 0 tels que

f0 =
m∑

j=1

λjfj .

(C’est le lemme de Minkowski. Noter d’abord que l’on peut supposer que
f1, f2, . . . , fm sont linéairement indépendantes ; puis montrer que f0 est com-
binaison linéaire de f1, . . . , fm. Pour établir le fait que λj ≥ 0, montrer qu’il
existe v ∈ X tel que 〈fi, v〉 = δij pour 1 ≤ i ≤ m).
2) On suppose que pour 1 ≤ j ≤ m toutes les fonctions Fj sont affines.
Montrer que si v ∈ X est tel que pour 1 ≤ j ≤ m on a 〈F ′

j(u), v〉 ≥ 0, alors
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pour ε > 0 assez petit, on a u + tv ∈ K pour 0 ≤ t ≤ ε ; en déduire que
〈J ′(u), v〉 ≥ 0. En utilisant la question 1) établir les realations de Kuhn-
Tucker (1) et (2).
3) Montrer que si pour tout j ≥

≤
1
m on a Fj(u) > 0, alors J ′(u) = 0.

4) On suppose qu’il existe j ≥
≤

1
m tel que Fj(u) = 0. Avec les notations de la

condition (KH), soit v ∈ X tel que pour θ0 > 0 assez petit on ait v + θw )= 0
pour 0 < θ < θ0. On fixe θ ; montrer qu’il existe ε0 > 0 tel que pour tout j ≥

≤
1
m

on ait Fj(u + ε(v + θw)) > 0 pour 0 < ε < ε0. En déduire que 〈J ′(u), v〉 ≥ 0
et établir les relations (1) et (2) dans ce cas.
5) On suppose que la fonction J est convexe et que toutes les fonctions Fj

sont concaves. Vérifier que K est un convexe fermé. On suppose que u ∈ K
satisfait la conditions suivante : il existe λ1, . . . , λm ≥ 0 tels que

m∑

j=1

λjFj(u) = 0, J ′(u) =
m∑

j=1

λjF
′
j(u).

Montrer que u réalise le minimum de J sur K. (Cela montre que dans le cas
où J est convexe et les Fj concaves, si la condition (KH) est satisfaite alors
les relations de Kuhn-Tucker caractérisent le point où J atteint son minimum
sur K).
6) Etudier le cas où on suppose seulement que les fonctions J et Fj sont
G-dérivables (les autres hypothèses étant inchangées).

Exercice 3. Soient Ω un ouvert de RN avec N ≥ 3 et g : Ω × R dans R une
fonction mesurable en x ∈ Ω, continue et croissante en s ∈ R telle que g(·, 0) = 0.
On suppose qu’il existe une fonction de Caratheodory h, croissante en s ∈ R telle
que pour t, s ∈ R on ait |g(x, s + t) − g(x, s)| ≤ h(x, t) p.p. sur Ω et que pour
tout s ∈ R on ait h(·, s) ∈ L1

loc(Ω). Montrer que si f ∈ Lq(Ω) et q ≥ 2N
N+2 , alors

J(v) :=
1
2
‖∇v‖2 +

∫

Ω
G(x, v(x))dx −

∫

Ω
f(x)v(x)dx

atteint son minimum sur K0 :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) ; G(·, v(·)) ∈ L1(Ω)
}

en un point
u ∈ K0 tel que g(·, u) ∈ L1

loc(Ω) et qui satisfait l’équation

−∆u + g(·, u) = f dans D ′(Ω).

Dans le cas particulier où N = 2, analyser soigneusement le type de croissance
que l’on peut imposer à g.

Exercice 4. Soient Ω un ouvert de RN , p ≥ 1 et

J(v) := ‖∇v‖2 + ‖v‖2 + λ‖v‖p+1
p+1 − 〈f, v〉

définie sur X := H1
0 (Ω) ∩ Lp+1(Ω) avec f ∈ X ′ fixée (ici ‖ · ‖ est la norme

de L2(Ω)). Déterminer toutes les valeurs de λ ∈ R pour lesquelles J est uni-
formément strictement convexe sur X .
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Exercice 5. Soient Ω un ouvert borné de RN et p > 0. Montrer que pour λ > 0
la fonction

J0(v) :=
1
2

∫

Ω
|∇v(x)|2dx +

λ

p + 1

∫

Ω
|v(x)|p+1dx

satisfait la condition de Palais-Smale sur X := H1
0 (Ω)∩Lp+1(Ω). Trouver toutes

les valeurs q ≥ 1 telles que pour f ∈ X ′ fixée, la fonction

J(v) := J0(v) − 1
q + 1

∫

Ω
|v(x)|q+1dx − 〈f, v〉

satisfait la condition de Palais-Smale sur X .

Exercice 6. Soient Ω un ouvert borné de RN avec N ≥ 3. Montrer que pour
λ > 0 la fonction

J(v) :=
1
2

∫

Ω
|∇v(x)|2dx − λ

p + 1

∫

Ω
|v(x)|p+1dx

ne satisfait pas la condition de Palais-Smale si p := (N + 2)/(N − 2). Lorsque
(N − 2)p > N + 2, est-ce que J satisfait la condition de Palais-Smale sur X :=
H1

0 (Ω) ∩ Lp+1(Ω) ?

Exercice 7. Soient (X, d) un espace métrique séparable et (Ωn)n≥1 un recou-
vrement ouvert de X . On pose

δ(x, y) := min(1, d(x, y)), fn(x) := δ(x,Ωc
n).

1) Montrer que δ est une distance équivalente à d, que 0 ≤ fn ≤ 1 et que
pour tous x, y ∈ X on a :

|fn(x) − fn(y)| ≤ δ(x, y).

2) On pose h1(x) := 0 et

hn(x) := sup
i<n

fi(x), gn(x) := sup
i≤n

fi(x), h(x) := sup
i≥1

fi(x).

Montrer que hn, gn et h sont lipschitziennes sur X (avec une constante de
Lipschitz égale à 1), et que 0 ≤ hn ≤ gn ≤ 1.
3) Soit ϕn := gn − hn. Montrer que 0 ≤ ϕn ≤ 1 et que si x /∈ Ωn alors
ϕn(x) = 0 ; montrer par récurrence que pour tout x ∈ X on a :

∑

i≤n

ϕi(x) = gn(x),
∑

n≥1

ϕn(x) = h(x) > 0.

4) Soient βn(x) := ϕn(x)/h(x). Montrer que
∑

n≥1 βn ≡ 1 et que si

γn(x) := max
(

0, βn(x) − 1
2

sup
k≥1

βk(x)
)

,

alors γn est localement lipschitzienne sur X .
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5) Soient ωj := [γj > 0] et

θj(x) :=
γj(x)∑

n≥1 γn(x)
.

Montrer que (ωj)j≥1 est un recouvrement localement fini et plus fin que
(Ωn)n≥1 et que (θj)j≥1 est une partition de l’unité localement lipschitzi-
enne subordonnée à (ωj)j≥1 (en fait on peut montrer, sans hypothèse de
séparabilité, que tout espace métrique est paracompact).

Exercice 8. Soient X un espace de Banach et F : X −→ X une fonction bornée ;
on suppose que pour tout R > 0 il existe une constante L telle que

∀x, y ∈ B(0, R), ‖F (x) − F (y)‖ ≤ L‖x − y‖.

1) Montrer que pour tout x ∈ X , l’équation différentielle

dη

dt
= F (η), η(0) = x

admet une solution unique η(t, x) qui existe pour tout t ∈ R (si

Tmax := sup
{
T > 0 ; ∃η ∈ C1([0, T ], X) solution sur [0, T ]

}
,

en supposant que Tmax < ∞, considérer une suite tn ↑ Tmax, et montrer
que (η(tn, x))n est une suite de Cauchy qui converge vers un point x∗, puis
résoudre l’équation avec la donnée initiale x∗).
2) Montrer que si xn → x alors η(t, xn) → η(t, x).

Exercice 9. Avec les hypothèses et notations du théorème du col 8.1, montrer
que

c̃ := inf {b ∈ R ; [J ≤ b] contient un chemin continu allant de 0 à u0}

est une valeur critique de J et que a ≤ c̃ ≤ c.

Exercice 10. Soient Ω ⊂ RN un ouvert borné de classe C1 et p > 0 un réel.
Montrer que si X := H1(Ω)∩Lp+1(Ω) et ‖ · ‖ désigne la norme de L2(Ω), alors

J(v) :=
1
2
‖∇v‖2 +

1
2
‖v‖2 +

1
p + 1

‖v‖p+1
p+1 − 〈f, v〉

satisfait, pour f ∈ X ′, la condition de Palais-Smale sur X (on pourra utiliser le
lemme de Brezis-Lieb).

Exercice 11. Soient Ω un ouvert borné de RN , λ1 la première valeur propre
de −∆ sur H1

0 (Ω) et p > 1 un réel tel que (N − 2)p < N + 2. En utilisant le
théorème du col montrer que si λ < λ1, et f ∈ H−1(Ω) a une norme assez petite
(dans un sens que l’on précisera), alors l’équation

u ∈ H1
0 (Ω), −∆u = λu + |u|p−1u + f
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admet au moins une solution (on notera que dans ce problème l’origine n’est pas
un point de minumum local de l’énergie). Analyser également le cas où λ ≥ λ1.

Exercice 12. (Problème du pendule forcé). Soient T > 0, a > 0 fixés et f ∈
L1(0, T ). On considère l’ensemble des fonctions T -périodiques de H1

loc(R) i.e.

H1(ST ) :=
{
v ∈ H1

loc(R) ; ∀t ∈ R, v(t + T ) = v(t)
}

,

la norme de H1(ST ) étant induite par celle de H1(0, T ). On posera M(v) :=
1
T

∫ T
0 v(t)dt. On s’intéresse à la résolution (dans H1(ST )) du problème :

(1)

{
−u′′ = a sin(u) − f

u(t) = u(t + T )
sur ]0, T [
pour tout t ∈ ]0, T [

On posera

J0(v) := a

∫ T

0
cos(v(t))dt +

∫ T

0
f(t)v(t)dt,

J(v) :=
1
2

∫ T

0
|v′(t)|2dt + J0(v).

1) Montrer que l’équation (1) n’admet de solution que si |M(f)| ≤ a.
Dans la suite on suppose que M(f) = 0.

2) Montrer qu’il existe une constante (dépendant de T ) telle que pour tout
v ∈ H1(ST ) on ait :

‖v − M(v)‖∞ ≤ C‖v′‖L2(0,T ) .

3) Montrer que J0 est faiblement séquentiellement continue sur l’espace
H1(ST ) et en déduire que J y est faiblement séquentiellement s.c.i.
4) Montrer que J est bornée inférieurement sur H1(ST ) et qu’en particulier
elle atteint son minimum en un point u0 ∈ H1(ST ) tel que 0 ≤ M(u0) ≤ 2π
(on notera que pour tout entier k ∈ Z on a J(v + 2kπ) = J(v)).
5) Soit u0 comme ci-dessus et α := J(u0) = minv∈H1(ST ) J(v). On considère
une suite (uk)k telle que J(uk) → α et uk ⇀ u∗ dans H1(ST )-faible. Montrer
que

lim
k→∞

‖uk − u∗‖H1(ST ) = 0.

(Remarquer que

‖u′
k − u′

∗‖2
L2 = 2J(uk) − 2J0(uk) +

∫ T

0
|u′

∗|2dt − 2
∫ T

0
u′

ku′
∗dt

et passer à la limite).
6) Montrer que J satisfait cette variante de la condition de Palais-Smale :
si (un)n est une suite de H1(ST ) telle que J(un) → c et J ′(un) → 0, alors il
existe une sous-suite (unj )j , une suite (ũj)j et u ∈ H1(ST ) tels que :
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(ps) M(ũj) − M(unj ) = 0 (mod 2π), ũj → u dans H1(ST ).

7) Enoncer et établir rapidement un analogue du théorème du col pour J .
8) Pour R > 0 on désigne par Σ(u0, R) la sphère de centre u0 et de rayon
R dans H1(ST ). On suppose qu’il existe R > 0 (et R < 2π) tel que pour
tout v ∈ Σ(u0, R) on ait J(v) > α. Montrer qu’il existe δ > 0 tel que pour
tout v ∈ Σ(u0, R) on ait J(v) ≥ α + δ (raisonner par l’absurde et utiliser la
question 5)).
9) On suppose que pour tout R, avec 0 < R < 2π, il existe v ∈ Σ(u0, R) tel
que J(v) = α. En déduire qu’alors (1) admet une infinité de solutions.

10) On suppose qu’il existe R, avec 0 < R < 2π, tel que pour tout v ∈
Σ(u0, R) on ait J(v) > α. En utilisant le théorème du col établi en 7),
montrer qu’il existe une solution u∗ de (1) telle que J(u∗) > α.

11) En déduire que l’équation (1) admet toujours au moins deux solutions
distinctes.

Exercice 13. Soient Ω un ouvert borné et connexe de RN et (λn)n≥1, (ϕn)n≥1

les suites des valeurs propres et vecteurs propres de l’opérateur −∆ sur H1
0 (Ω).

On note X1 := R {ϕ1, . . .ϕk} et on suppose que λk ≤ λ < λk+1, que m ∈ L∞(Ω)
vérifie m > 0 p.p. sur Ω, et pour θ > 2 et c ≥ 0 fixés, on pose

F (t, v) :=
1
2
(λk+1 − λ)t2 + c −

∫

Ω
m(x)|v(x) + tϕk+1(x)|θdx.

Montrer que pour tout R > 0 donné, il existe R1 > R tel que si v ∈ X1 et
‖∇v‖ = R1 on ait F (t, v) ≤ 0 pour tout t ≥ 0.

Exercice 14. Soient Ω un ouvert borné de RN , et ρ ∈ L1
loc(Ω). On suppose que

ρ+ ∈ L∞(Ω) + Lq(Ω), avec q > N/2 si N ≥ 2.
1) Montrer que si p > 1 et (N − 2)p < N + 2, la fonction

J(v) :=
1
2

∫

Ω

[
|∇v(x)|2 − λρ(x)|v(x)|2

]
dx − 1

p + 1

∫

Ω
|v(x)|p+1dx

satisfait la condition de Palais-Smale sur l’espace des v ∈ H1
0 (Ω) telles que

ρ−v2 ∈ L1(Ω).
2) Etudier l’existence d’une solution non nulle pour l’équation :

−∆u = λρu + |u|p−1u, u ∈ H1
0 (Ω),

pour p > 1 et (N − 2)p < N + 2 et différentes valeurs de λ ∈ R.
3) Généraliser au cas où la non linéarité est g(·, u) au lieu de |u|p−1u, et g
vérifie les hypothèses adéquates introduites à l’exemple 8.7.
4) Que se passe-t-il si on suppose que N ≥ 3 et ρ ≡ ρ+ ∈ LN/2(Ω) ?

Exercice 15. Soient Ω un ouvert borné de RN , λ > 0 et p > 1 des réels tels
que (N − 2)p < N +2 et m := (p− 1)/2. Sur H := H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω) on considère

la fonction



192 Exercices du chapitre 3

J(u, v) :=
∫

Ω

[
|∇u(x)|2− |∇v(x)|2 + 2λu(x)v(x)

]
dx

− 1
m + 1

∫

Ω

(
u2(x) + v2(x)

)m+1
dx.

Montrer que J satisfait la condition de Palais-Smale sur H.

Exercice 16. Soient Ω un ouvert borné de RN , λ ∈ R et p > 1. Montrer que si

E(v) :=
1
2

∫

Ω

[
|∇v(x)|2 − λ|v(x)|2

]
dx − 1

p + 1

∫

Ω
|v(x)|p+1dx,

alors en désignant par Bj l’ensemble des parties compactes A de H1
0 (Ω) qui sont

symétriques, ne contiennent pas l’origine et telles que γ(A) ≥ j, on a :

inf
A∈Bj

max
v∈A

E(v) = −∞, sup
A∈Bj

min
v∈A

E(v) = +∞.

Exercice 17. Montrer que les nombres c̃j introduits au lemme 9.6 sont des
valeurs critiques de J .

Exercice 18. Montrer en détail le lemme 9.10 et la proposition 9.11.

Exercice 19. Montrer que la fonctionnelle J(u, v) introduite à la remarque 9.12
satisfait la condition de Palais-Smale sur H1

0 (Ω) × H1
0 (Ω).

Exercice 20. Soient Ω un ouvert borné régulier de RN , p > 1 et Au :=
−div

(
|∇u|p−2∇u

)
pour u ∈ D(A), où D(A) :=

{
u ∈ W 1,p

0 (Ω) ; Au ∈ Lp(Ω)
}

(ici | · | désigne la norme euclidienne de RN ).
1) Montrer qu’il existe une constante λ1,p > 0 (dépendant de p et de Ω)
telle que pour tout λ < λ1,p et f ∈ Lp(Ω), l’équation

Au = λ|u|p−2u + f, u ∈ W 1,p
0 (Ω),

admet une solution unique. Montrer aussi que l’application f $→ u de Lp(Ω)
dans W 1,p

0 (Ω) est continue, et que si f ≥ 0 alors u ≥ 0.
2) Soient q > p et (N − p)q < pN , et pour λ < λ1,p,

J(v) :=
1
p

∫

Ω
[|∇v(x)|p − λ|v(x)|p] dx − 1

q

∫

Ω
|v(x)|qdx.

Montrer que la fonction J est de classe C1,1
loc sur W 1,p

0 (Ω) et satisfait la
condition de Palais-Smale.
3) Montrer que sous les hypothèses de la question précédente, l’équation

(1) Au = λ|u|p−2u + |u|q−2u, u ∈ W 1,p
0 (Ω),

admet une solution u )≡ 0, et en plus u ≥ 0 sur Ω.
4) Généraliser le résultat précédent au cas où λ est quelconque.
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5) On suppose que g : R −→ R vérifie g(0) = 0, qu’il existe des constantes
R > 0 et θ > p telles que 0 < θG(s) ≤ sg(s) pour |s| ≥ R et que g est à
croissance sous-critique en ce sens que |g(s)| ≤ a(1+ |s|q) pour une constante
a > 0 et pour q tel que (N − p)q < pN . Montrer que l’équation

Au = λ|u|p−2u + g(u), u ∈ W 1,p
0 (Ω)

admet une solution non triviale (ici G(s) :=
∫ s
0 g(σ)dσ).

6) Montrer qu’en réalité (1) admet une infinité de solutions.

Exercice 21. Soit Au := −∆u + |x|2u pour u ∈ D(A) et

D(A) :=
{
u ∈ L2(RN ) ; Au ∈ L2(RN )

}
.

(Ici | · | désigne la norme euclidienne de RN ; A est appelé l’opérateur de
l’oscillateur harmonique). On considère l’espace H1 défini par :

H1 :=
{

u ∈ L2(RN ) ;
∫

RN

(
|∇u(x)|2 + |x|2u2(x)

)
dx < ∞

}

et on le munit de la norme ‖ · ‖1 induite par le produit scalaire

(u|v)1 :=
∫

RN

(
∇u(x) ·∇v(x) + |x|2u(x)v(x)

)
dx.

1) Montrer que l’injection de H1 dans Lq(RN ) est compacte pour 2 ≤ q < 2∗.

2) Soit λ1 := inf
{

(u|u)1 ; u ∈ H1, ‖u‖2
L2(RN ) = 1

}
. Montrer que λ1 est

atteint pour une fonction ϕ1 ≥ 0, que Aϕ1 = λ1ϕ1 et ϕ1 ∈ C∞(RN ).
3) Montrer que λ1 est valeur propre simple de A et, en remarquant que ϕ̂1,
la transformée de Fourier de ϕ1, satisfait la même équation, calculer λ1 et
ϕ1.
4) Montrer que pour tout p > 1 et λ > N , il existe une solution positive de
l’équation

(2)
{
−∆u + |u|p−1u + |x|2u = λu
u ∈ H1 ∩ Lp+1(RN ) \ {0} .

5) Montrer que pour p > 1 tel que (N − 2)p < N + 2 et tout λ ∈ R,
l’équation :

(3)
{
−∆u + |x|2u = λu + |u|p−1u
u ∈ H1 \ {0}

admet une infinité de solutions et qu’il n’existe de solution positive que si
λ < N .
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4 Points critiques avec contrainte

1. Pourquoi des contraintes ?

Soient Ω un ouvert de RN et p > 1 tel que (N − 2)p < N + 2. Nous avons déjà
vu que l’équation :

(1.1)






−∆u = |u|p−1u

u = 0
u )≡ 0 ,

dans Ω,

sur ∂Ω,

admettait une infinité de solutions. En particulier il existe une solution positive
de cette équation obtenue en minimisant la fonctionnelle v $→ ‖∇v‖2 =: J(v)
(puis en faisant une homothétie) sur l’ensemble S :=

{
v ∈ H1

0 (Ω) ; ‖v‖p+1 = 1
}

(voir l’exemple 1.14.9). On peut montrer aussi que (1.1) admet une infinité de
solutions en montrant, comme nous le ferons plus loin, que la fonction J possède
une infinité de valeurs critiques sur S. De ce point de vue, il s’agit de l’application
d’une généralisation d’un théorème dû à L. Ljusternik & L. Schnirelman disant
qu’une fonction paire de classe C1 définie sur Sn−1, la sphère unité de Rn,
possède au moins n valeurs critiques (dans le cas présent nous avons une fonc-
tionnelle paire de classe C1 sur une sphère de dimension infinie).

Il est intéressant d’étudier les solutions de certains problèmes, en étudiant
une fonctionnelle adéquate sur une contrainte bien choisie, pour de multiples
raisons : on peut placer le problème en question dans le cadre d’une famille
de problèmes dépendant d’un ou de plusieurs paramètres et comprendre ainsi
certains phénomènes qui ne paraissent pas clairs a priori ; on peut obtenir des
conditions nécessaires pour l’existence de solutions ou bien éliminer des incon-
nues du problème en les obtenant a posteriori comme des multiplicateurs de
Lagrange : c’est le cas lorsque l’on cherche des valeurs propres d’un opérateur
auto-adjoint A sur un espace de Hilbert, où les valeurs propres apparaissent
comme des mutiplicateurs de Lagrange pour les points critiques de v $→ (Av|v)
sur la sphère unité de H . On peut aussi, dans certains cas, chercher une solution
ayant des propriétés particulières parmi les solutions éventuelles d’un problème.
Par exemple, dans le cas de l’équation (1.1), le fait de considérer J(v) := ‖∇v‖2

sur la sphère unité de Lp+1(Ω) nous a permis d’emblée, et de manière très simple,
de construire une solution positive. Pour d’autre exemples voir Exercices.



196 Chapitre 4. Points critiques avec contrainte

Dans le cas particulier que nous avons en (1.1), on peut également se poser
la question suivante : parmi les solutions de (1.1), y a-t-il une solution d’énergie
minimale ? Rappelons que les solutions de (1.1) sont les points critiques de la
fonctionnelle définie sur H1

0 (Ω) par :

E(v) :=
1
2

∫

Ω
|∇v(x)|2dx − 1

p + 1

∫

Ω
|v(x)|p+1dx

et la question est de savoir s’il existe un point critique ũ de E tel que pour toute
autre solution u de (1.1) on ait E(ũ) ≤ E(u). Une telle solution est appelée état
fondamental (en anglais ground state). La question n’est pas superflue car E
n’est pas bornée inférieurement et possède une infinité de points critiques. Pour
répondre à cette question, notons que si u est solution de (1.1), alors on a (en
multipliant l’équation par u et en effectuant une intégration par parties) :

F (u) :=
∫

Ω
|∇u(x)|2dx −

∫

Ω
|u(x)|p+1dx = 0,

i.e. u ∈ S0 où on a posé :

(1.2) S0 :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) \ {0} ; F (v) = 0
}

.

Vérifions que F définit bien une contrainte au sens du paragraphe § 1.14. Si
v ∈ S0, alors F ′(v) = −2∆v − (p + 1)|v|p−1v, et si on avait F ′(v) = 0, on aurait
(en calculant 〈F ′(v), v〉 et en faisant une intégration par parties)

2‖∇v‖2 = (p + 1)
∫

Ω
|v(x)|p+1dx, et ‖∇v‖2 =

∫

Ω
|v(x)|p+1dx,

ce qui impliquerait v ≡ 0, alors que par définition 0 )∈ S0. Il est à noter que cette
vérification permet également de voir que pour tout v ∈ S0 on a 〈F ′(v), v〉 )= 0.
Soit maintenant ũ ∈ S0 réalisant le minimum de E sur S0 (comme on le verra
dans un instant un tel ũ existe) ; alors il existe un multiplicateur de Lagrange
λ ∈ R tel que E′(ũ) = λF ′(ũ). On obtient ainsi, en multipliant par ũ et en
notant que F (v) = 〈E′(v), v〉 :

0 = F (ũ) = 〈E′(ũ), ũ〉 = λ〈F ′(ũ), ũ〉,

et ainsi λ = 0 et E′(ũ) = 0. On voit en même temps que tout point critique de
E sur S0 est un point critique de E sur H1

0 (Ω). Mais l’avantage de considérer
E sur la contrainte S0 est que la solution ũ, trouvée en minimisant E sur S0,
est nécessairement d’énergie minimale (en plus on peut montrer que ũ peut être
choisie positive). De plus E est bornée inférieurement sur S0, puisque si v ∈ S0,
alors E(v) = p−1

2(p+1)‖∇v‖2, et on obtient ainsi une information supplémentaire,
à savoir que toute solution de (1.1) est d’énergie positive.

Montrons maintenant que E atteint son minimum sur S0. On commence
par noter que grâce à l’inégalité de Sobolev (ou bien l’inégalité de Gagliardo-
Nirenberg) pour tout v ∈ S0 on a ‖v‖p+1 ≤ C‖∇v‖ = C‖v‖(p+1)/2

p+1 , pour une
constante C dépendant de N, p, Ω. Comme v )= 0, on en déduit que ‖v‖p+1 ≥ C0
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où C0 > 0 est une constante dépendant uniquement de N, p, Ω. Cela signifie que
S0 est, au sens de Lp+1(Ω) mais aussi au sens de H1

0 (Ω), loin de l’origine et en
particulier S0 est fermé dans H1

0 (Ω). Soit :

m := inf
v∈S0

E(v) =
p − 1

2(p + 1)
inf

v∈S0

∫

Ω
|∇v(x)|2dx.

Si un ∈ S0 et E(un) ↓ m, on voit immédiatement que (un)n est bornée dans
H1

0 (Ω). En utilisant le théorème de compacité de Rellich-Kondrachov, on peut
supposer que un → ũ dans Lp+1(Ω) et, puisque ‖un‖p+1 ≥ C0, on a aussi
‖ũ‖p+1 ≥ C0, ce qui signifie en particulier que ũ )= 0. Comme de plus E et
F sont faiblement séquentiellement s.c.i. sur H1

0 (Ω), on a aussi E(ũ) ≤ m et
F (ũ) ≤ 0.

Pour terminer il nous reste à montrer que ũ ∈ S0, c’est à dire que F (ũ) = 0.
On sait déjà que F (ũ) ≤ 0 ; si ‖∇ũ‖2 < ‖ũ‖p+1

p+1 (ce qui signifie F (ũ) < 0), on
définit w(θ) := θũ pour 0 ≤ θ ≤ 1. On a

F (w(θ)) = θ2‖∇ũ‖2 − θp+1‖ũ‖p+1
p+1,

or F (w(1)) = F (ũ) < 0, alors que si ε > 0 est assez petit on a F (w(ε)) > 0.
On en conclut qu’il existe t tel que ε < t < 1 et F (w(t)) = 0. Ainsi on a
w := w(t) ∈ S0 et :

m ≤ E(w) =
p − 1

2(p + 1)
‖∇w‖2 =

p − 1
2(p + 1)

t2 ‖∇ũ‖2

<
p − 1

2(p + 1)2
‖∇ũ‖2 ≤ m,

ce qui est impossible. Par conséquent on doit avoir ‖∇ũ‖2 = ‖ũ‖p+1, i.e. ũ ∈ S0,
et E(ũ) = minv∈S0 E(v). En fait on peut montrer (voir Exercices) que un tend
vers ũ dans H1

0 (Ω)-fort. !
On peut énoncer et montrer facilement la proposition suivante que nous avons

utilisée et prouvée dans le cas particulier de l’exemple 1.14.9 (en montrant qu’au
point de minimum de J sur S0, la fonction F est faiblement séquentiellement
continue sur S0).

1.1 Proposition. Soient X un espace de Banach réflexif et F une fonction de
classe C1 de X −→ R. On considère S := {v ∈ X ; F (v) = 0} et on suppose
que pour tout v ∈ S on a F ′(v) )= 0, et que F est faiblement séquentiellement
continue. Soit J une fonction minorée sur S, et faiblement séquentiellement s.c.i.
de S dans R. Si

lim
v∈S,‖v‖→∞

J(v) = +∞,

alors J atteint son minimum sur S.

1.2 Exemple. Soient Ω un ouvert borné de RN et g : Ω×R −→ R une fonction
satisfaisant la condition de Caratheodory (1.16.1). On suppose que :
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(1.3)

{
∃p ≥ 1, ∃p0 >

N

2
, b0 ∈ Lp0(Ω), b1 ∈ R+,

|g(x, s)| ≤ b0(x) + b1|s|p,

et on note G(x, s) :=
∫ s
0 g(x,σ)dσ. Pour m ∈ R∗ donné on suppose que si

v ∈ H1
0 (Ω) vérifie

∫
Ω G(x, v(x))dx = m, alors g(x, v(x)) )≡ 0 p.p. sur Ω. Alors

en posant 



F (v) :=

∫

Ω
G(x, v(x))dx − m,

S(m) :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) ; F (v) = 0
}

,

on vérifie facilement que grâce à la condition (1.3) et au théorème de compacité
de Rellich-Kondrachov, F est faiblement séquentiellement continue sur H1

0 (Ω).
Par conséquent si

a(x) := (aij(x))1≤i,j≤N ,

est une matrice uniformément coercive et à coefficients dans L∞(Ω), la fonction

J(v) :=
∫

Ω

[
a(x)∇v(x) ·∇v(x) − λv2(x)

]
dx,

atteint son minimum sur S(m) pourvu que S(m) )= ∅ et que l’on ait :

(1.4) λ < λ1 := min
‖v‖=1

v∈H1
0 (Ω)

∫

Ω
a(x)∇v(x) ·∇v(x)dx.

(Ici ‖ · ‖ désigne la norme de L2(Ω)). Cela conduit à l’existence d’un couple
(u, µ) ∈ S(m) × R tel que :






−
N∑

i,j=1

∂i (aij∂ju) = µg(·, u)

u = 0

dans Ω ,

sur ∂Ω.

Il faut noter qu’en général (u, µ) dépend de m et que dans certains cas on peut
alléger la limitation sur λ donnée par (1.4). On peut également remarquer que
dans le cas où s $→ g(x, s) est impair, comme pour tout v ∈ S on a aussi |v| ∈ S
et que J(|v|) ≤ J(v) (voir proposition 1.8.22), on peut supposer que la suite
minimisante est positive et que u ≥ 0.

Il est instructif de méditer sur l’exemple suivant où

g(x, s) := ρ(x)|s|p−1s,

avec ρ ∈ L∞(Ω) et ρ > 0 p.p. sur Ω. Dans ce cas on peut montrer que pour
tout m > 0 et tout λ ∈ R, J atteint son minimum sur S(m) en un point u et
que si Av := −div (a(·)∇v), il existe µ ∈ R tel que Au − λu = µρ|u|p−1u. En
multipliant cette équation par u et en faisant une intégration par parties, on voit
que J(u) = µ(p + 1)m, et on peut supposer que u ≥ 0.



§ 2. La condition de Palais-Smale 199

Or si λ < λ1, pour tout v ∈ S(m) on a J(v) > 0 et par conséquent µ > 0 :
dans ce cas, en posant u0 := µ1/(p−1)u, on vérifie sans difficulté que u0 est
solution du problème :

Au0 − λu0 = ρ|u0|p−1u0, u0 ∈ H1
0 (Ω), u0 )≡ 0.

En revanche lorsque λ > λ1, si ϕ1 ∈ H1
0 (Ω) est telle que

∫

Ω
ρ(x)|ϕ1|p+1(x)dx = m et Aϕ1 = λ1ϕ1,

alors J(ϕ1) < 0. Par conséquent infv∈S(m) J(v) < 0 et µ < 0. Dans ce cas en
posant u1 := |µ|1/(p−1)u, on vérifie que u1 est solution du problème :

Au1 − λu1 + ρ|u1|p−1u1 = 0, u1 ∈ H1
0 (Ω), u1 )≡ 0.

Enfin dans le cas particulier où λ = λ1, la fonction ϕ1 étant comme ci-dessus, on
peut voir que µ = infv∈S(m) J(v) = 0, et que le point où J atteint son minimum
sur S(m) est précisément ±ϕ1. !

Pour construire des points critiques sur des contraintes, nous allons reprendre
la démarche du chapitre 3, en adaptant les différentes notions dont nous avons
eu besoin, en commençant par la condition de Palais-Smale.

2. La condition de Palais-Smale

Soit X un espace de Banach. Dans toute la suite lorsque l’on considère une
contrainte du type :

(2.1) S := {v ∈ X ; F (v) = 0} ,

on suppose toujours que :

(2.2) F ∈ C1(X, R), et ∀v ∈ S, F ′(v) )= 0.

2.1 Définition. Soient X un espace de Banach, F vérifiant (2.2), S défini
par (2.1) et J ∈ C1(X, R). Si c ∈ R, on dit que J|S vérifie la condition de Palais-
Smale (au niveau c), ou que J vérifie la condition de Palais-Smale sur S, si toute
suite (un, λn) ∈ S × R telle que :

J(un) → c dans R, et J ′(un) − λnF ′(un) dans X ′,

contient une sous-suite (unk , λnk)k convergeant vers (u, λ) dans S × R.

Naturellement, il n’est pas indispensable que J soit définie dans X tout en-
tier : on peut définir une notion analogue lorsque J est définie dans un voisinage
de S ou même seulement sur S, en précisant le sens de la dérivée d’une fonc-
tionnelle définie sur une variété. On notera que si J satisfait la condition de
Palais-Smale en c ∈ R, alors l’ensemble
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{(u, λ) ∈ S × R ; J(u) = c, et J ′(u) = λF ′(u)}

est compact dans X × R et il en est de même des ensembles

K(c) := {u ∈ S ; J(u) = c et ∃λ ∈ R tel que J ′(u) = λF ′(u)}

et ∪a≤c≤bK(c), pour tous a, b ∈ R. Nous allons illustrer cette définition par
quelques exemples.

2.2 Exemple. Soit (A,D(A)) un opérateur auto-adjoint à résolvante compacte
défini sur un espace de Hibert H0 et à valeurs dans H0. On suppose que pour tout
u ∈ D(A) on a (Au|u) ≥ 0, où (·|·) désigne le produit scalaire de H0, identifié à
son dual. On désigne par H le domaine de A1/2, et on convient d’écrire (Au|u)
au lieu de (A1/2u|A1/2u). On rappelle qu’alors il existe une extension Ã de A
telle que I + Ã soit un isomorphisme entre H et H ′ (voir remarque 1.9.4). On
va montrer que J(u) := (Au|u), défini sur H , satisfait la condition de Palais-
Smale sur S := {v ∈ H ; (u|u) = 1}. En effet si (un, λn) ∈ S × R est tel que
hn := Ãun − λnun → 0 dans H ′ et J(un) → c ∈ R, tout d’abord (en calculant
le produit 〈hn, un〉) on a J(un) − λn → 0, i.e. λn → c. Ensuite on remarque
que (I + Ã)un = hn + (λn + 1)un est bornée dans H ′ et, (I + Ã) étant un
isomorphisme entre H et H ′, (un)n est bornée dans H . Puis, comme A est à
résolvante compacte, l’injection de H dans H0 est compacte et par conséquent,
il existe une sous-suite (uni)i qui converge vers u dans H0 et en particulier u ∈ S.
De plus l’injection de H0 dans H ′ est continue et on peut en déduire que

uni = (I + Ã)−1 [hni + (λni + 1)uni] → (1 + c)(I + Ã)−1u dans H,

c’est à dire que (un)n contient une sous-suite convergeant vers u ∈ S. De plus
Ãu = cu : par conséquent Ãu ∈ H et Ãu = Au, i.e. u est un vecteur propre de
A et c est une valeur propre. Ainsi J satisfait la condition de Palais-Smale sur
S. !

2.3 Exemple. Soient X := H1(RN ) et

S :=
{
v ∈ H1(RN ) ; ‖v‖2 = 1

}
,

où ‖ · ‖ désigne la norme de L2(RN ). Alors si J(v) := ‖∇v‖2, J ne vérifie
pas la condition de Palais-Smale sur S. En effet si ϕ ∈ D(RN ) ∩ S, en posant
un(x) := n−N/2ϕ(x/n), on a un ∈ S, alors que J(un) = n−2J(ϕ) ↓ 0, et ‖∆un‖ =
n−2‖∆ϕ‖ ; par conséquent J ′(un) → 0 dans H−1(RN ). On voit que la seule limite
possible pour un est zéro, et évidemment (un)n ne contient aucune sous-suite
convergeant vers zéro dans H1(RN ). !

2.4 Exemple. Soient Ω un ouvert borné de RN , p ≥ 1 un réel tel que (N −
2)p < N + 2 et enfin ρ ∈ L∞(Ω). On considère sur H1

0 (Ω) la fonction J(v) :=
‖∇v‖2 +

∫
Ω ρ(x)|v(x)|2dx et l’ensemble de contraintes

S :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) ; ‖v‖p+1
p+1 = 1

}
,
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où ‖ · ‖ est la norme de L2(Ω) et ‖ · ‖p+1 celle de Lp+1(Ω). Alors J vérifie la
condition de Palais-Smale sur S. En effet si c ∈ R et (un, λn) ∈ S × R est telle
que {

J(un) → c
hn := −∆un + ρun − λn|un|p−1un → 0 dans H−1(Ω),

on voit tout d’abord, puisque un est bornée dans Lp+1(Ω), que un est bornée
dans H1

0 (Ω) (on aura noté qu’ici nous ne faisons aucune hypothèse sur le signe de
ρ). Puis en calculant 〈hn, un〉, on voit que λn = J(un)−〈hn, un〉, d’où on déduit
que (λn)n est bornée. Comme d’après le théorème de compacité de Rellich-
Kondrachov, l’injection de H1

0 (Ω) dans Lq(Ω) est compacte pour q = 2 ou
q = p+1, on peut extraire une sous-suite (unk , λnk)k qui converge vers (u, λ) dans(
L2(Ω) ∩ Lp+1(Ω)

)
× R. En désignant par B l’application linéaire continue de

H−1(Ω) dans H1
0 (Ω) qui à f ∈ H−1(Ω) fait correspondre la solution Z ∈ H1

0 (Ω)
de −∆Z = f , on conclut que

unk = B
(
hnk − ρunk + λnk |unk |p−1unk

)
→ B

(
−ρu + λ|u|p−1u

)

dans H1
0 (Ω). On obtient ainsi une solution du problème −∆u + ρu = λ|u|p−1u

(et u ∈ H1
0 (Ω), u )≡ 0). Pour p = 1, ce dernier problème correspond à un

problème aux valeurs propres. Lorsque p > 1, certains auteurs, de façon quelque
peu impropre, appellent ce genre d’équations problème aux valeurs propres non-
linéaires, ce qui n’a pas beaucoup de sens dans ce cadre puisque, par un argument
d’homothétie, on peut montrer (et nous le ferons au paragraphe § 5) que pour
tout λ > 0 il existe une infinité de solutions pour −∆u + ρu = λ|u|p−1u. Nous
verrons plus loin que si (N −2)p = N +2 et N ≥ 3, alors en général J ne satisfait
pas la condition de Palais-Smale sur S ; cependant dans certains cas on peut
montrer que J possède des valeurs critiques. Voir aussi Exercices, pour le cas où
ρ ∈ Lq(Ω), avec q > N/2. !

2.5 Exemple. Soient Ω un ouvert borné de RN et g : Ω×R −→ R une fonction
vérifiant la condition de Caratheodory (1.16.1), telle que p.p. en x ∈ Ω, et
pour tout s ∈ R la dérivée ∂sg(x, s) existe et soit continue. On considère alors
G(x, s) :=

∫ s
0 g(x,σ)dσ et :

(2.3)






J(v) :=
∫

Ω

{
1
2
[
a(x)∇v(x) ·∇v(x) − λv2(x)

]
− G(x, v(x))

}
dx,

F (v) :=
∫

Ω

{[
a(x)∇v(x) ·∇v(x) − λv2(x)

]
− g(x, v(x))v(x)

}
dx,

S :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) \ {0} ; F (v) = 0
}

.

On désigne enfin par A l’opérateur défini par Av := −div (a(x)∇v) sur

D(A) :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) ; Av ∈ L2(Ω)
}

,

et par λ1 la plus petite valeur propre de A, i.e.

λ1 := min
{
〈Av, v〉 ; v ∈ H1

0 (Ω), ‖v‖2 = 1
}

.
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(Ici, et à chaque fois que l’on ne le précise pas, a(·) est une matrice symétrique
à coefficients dans L∞(Ω) et uniformément coercive).

Nous allons montrer que, sous des hypothèses convenables, la fonctionnelle J
vérifie la condition de Palais-Smale sur l’ensemble de contraintes S. Pour la clarté
de l’exposé nous ne chercherons pas à donner les conditions les plus générales,
mais celles qui sont souvent remplies dans les applications courantes (voir aussi
Exercices).

2.6 Proposition. Soient Ω un ouvert borné de RN , p > 1 un réel tel que
(N − 2)p < N + 2. On suppose que la fonction g : Ω × R −→ R admet, p.p.
sur Ω, une dérivée continue ∂sg(x, s), est telle que g(x, 0) = ∂sg(x, 0) = 0 et
vérifie la condition de Caratheodory (1.16.1) ainsi que les conditions suivantes
(on suppose que g(x, s) )≡ 0) :

∃b ≥ 0, |∂sg(x, s)| ≤ b(1 + |s|p−1)(2.4)
∃θ > 2, tel que ∀s ∈ R 0 ≤ θG(x, s) ≤ sg(x, s)(2.5)
∃ε0 > 0, tel que ∀s ∈ R, s2∂sg(x, s) ≥ (1 + ε0)sg(x, s).(2.6)

Alors J, F, S étant définies par (2.3) et λ < λ1 étant fixé, on a les propriétés
suivantes :
(i) J est de classe C2 et F est de classe C1 sur H1

0 (Ω).
(ii) S )= ∅ et pour tout v ∈ S on a 〈F ′(v), v〉 < 0 ; de plus il existe δ > 0 tel
que pour tout v ∈ S on ait ‖∇v‖ ≥ δ.
(iii) La fonction J vérifie la condition de Palais-Smale sur S.

Démonstration. Nous devons faire remarquer avant tout que F (v) = 〈J ′(v), v〉.
Du fait que ∂sg(·, ·) vérifie la condition de croissance (2.4), en utilisant les
résultats du paragraphe § 1.17, on voit facilement que J est de classe C2 et
que F est de classe C1 sur H1

0 (Ω), ce qui établit (i).
La condition (2.6) et le fait que g )≡ 0 impliquent que S )= ∅. En effet, (par

exemple) il existe s0 > 0 tel que g(x, s0) ≥ 0 et g(x, s0) )≡ 0. Alors d’après (2.6),
pour s ≥ s0 on a g(x, s) ≥ g(x, s0)s−1−ε0

0 s1+ε0 . Par conséquent en posant

m(x) := g(x, s0)s−1−ε0
0 ,

pour tout v ∈ H1
0 (Ω) tel que v ≥ 0 et mv )≡ 0, pour une constante C ≥ 0 et

pour tout t > 0 on a :

(2.7)
F (tv) ≤ t2

∫

Ω
[a(x)∇ v(x) ·∇v(x) − λv2(x)

]
dx

− t2+ε0

∫

Ω
m(x)|v(x)|2+ε0dx + C,

ce qui montre que F (tv) < 0 pour t > 0 assez grand. D’autre part comme pour
tout ε > 0 il existe C(ε) > 0 telle que

(2.8) ∀s ∈ R, p.p. sur Ω, sg(x, s) ≤ ε|s|2 + C(ε)|s|p+1,
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on conclut, en prenant ε > 0 assez petit pour que λ + ε < λ1, que F (tv) > 0 si
t > 0 est assez petit. Par conséquent il existe t0 > 0 tel que t0v ∈ S.

Pour montrer (ii), commençons par noter que si v ∈ S, i.e. F (v) = 0, alors

〈F ′(v), v〉 = 2
∫

Ω

[
a(x)∇v(x) ·∇v(x) − λv2(x)

]
dx

−
∫

Ω

[
v2(x)∂sg(x, v(x)) + v(x)g(x, v(x))

]
dx,

〈F ′(v), v〉 = −
∫

Ω

[
v2(x)∂sg(x, v(x)) − v(x)g(x, v(x))

]
dx,(2.9)

≤ −ε0

∫

Ω
v(x)g(x, v(x))dx

= −ε0

∫

Ω

[
a(x)∇v(x) ·∇v(x) − λv2(x)

]
dx.

Par conséquent puisque v )= 0, et que λ < λ1, on a 〈F ′(v), v〉 < 0. Par ailleurs
si ε > 0 est assez petit pour que λ + ε < λ1, en utilisant (2.8), l’inégalité de
Sobolev ‖v‖p+1 ≤ C‖∇v‖ et la définition de λ1, on a pour tout v ∈ S :

∫

Ω
a(x)∇v(x).∇v(x)dx ≤ (λ + ε)

∫

Ω
v2(x)dx

+ Cε

∫

Ω
|v(x)|p+1dx,

≤ λ + ε

λ1

∫

Ω
a(x)∇v(x) ·∇v(x)dx

+ C(ε)‖∇v‖p+1,

ce qui donne finalement α(λ1 − λ − ε)/λ1 ≤ C(ε)‖∇v‖p−1, en utilisant la coer-
civité de la matrice a(·). Cela achève la preuve de (ii).

Pour montrer que J satisfait la condition de Palais-Smale sur S, on considère
une suite (un, µn) ∈ S ×R telle que J(un) → c et hn := J ′(un)− µnF ′(un) → 0
dans H−1(Ω). Dans un premier temps on va montrer que µn tend vers zéro et
que (un)n est bornée dans H1

0 (Ω). Comme on a 〈hn, un〉 = −µn〈F ′(un), un〉, en
se rappelant l’égalité (2.9), on peut écrire :

|µn|ε0

∫

Ω

[
a(x)∇un(x) ·∇un(x) − λ|un(x)|2

]
dx

= |µn|ε0

∫

Ω
un(x)g(x, un(x))dx

≤ |µn|
∫

Ω

(
|un(x)|2∂sg(x, un(x)) − un(x)g(x, un(x))

)
dx

= −|µn| 〈F ′(un), un〉 = |〈hn, un〉|
≤ ‖hn‖H−1(Ω) ‖∇un‖ .

En utilisant le fait que λ < λ1, on déduit que pour une constante C >
0 on a |µn| ‖∇un‖ ≤ C‖hn‖H−1(Ω), c’est à dire que µnun tend vers zéro
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dans H1
0 (Ω). Du fait que ‖∇un‖ ≥ δ, on conclut que µn tend vers zéro

et µn∆un tend vers zéro dans H−1(Ω). En utilisant le fait que 2J(un) =∫
Ω [un(x)g(x, un(x)) − 2G(x, un(x))] dx et en rappelant la condition (2.5), on

conclut que :
0 ≤ (θ − 2)

∫

Ω
G(x, un(x))dx ≤ 2J(un).

Comme θ > 2, cela implique que
∫

Ω G(x, un(x))dx est bornée et que par
conséquent (un)n est bornée dans H1

0 (Ω). En extrayant une sous-suite (uni)i

qui converge vers u dans H1
0 (Ω)-faible et dans Lq(Ω)-fort pour tout q tel que

(N − 2)q < 2N , on dispose d’une sous-suite telle que g(·, uni) et uni∂sg(·, uni)
convergent vers g(·, u) et u∂sg(·, u) dans L(p+1)/p(Ω) donc dans H−1(Ω). En
particulier µniF

′(uni) tend vers zéro dans H−1(Ω) et, si on désigne encore par
A l’extension de A comme isomorphisme entre H1

0 (Ω) et H−1(Ω), on a

uni = (A − λI)−1 [g(·, uni) + µniF
′(uni) + hni ]

→ (A − λI)−1 g(·, u),

dans H1
0 (Ω), ce qui termine la preuve du point (iii). !

2.7 Remarque. Lorsque λ ≥ λ1, l’origine est un point adhérent de S. Cependant
on peut montrer que J vérifie la condition de Palais-Smale sur S à tout niveau
c > 0 (voir à ce sujet Exercices). !

3. Champ de pseudo-gradient tangent

Soient X un espace de Banach, F ∈ C1(X, R) et S définie comme en (2.1) ;
on supposera, comme nous l’avons déjà dit, que F vérifie la condition (2.2). Si
J ∈ C1(X, R), pour tout x ∈ S on pose :

(3.1) ‖J ′(x)‖∗ = sup {〈J ′(x), y〉 ; y ∈ X, ‖y‖ = 1, et 〈F ′(x), y〉 = 0} .

Noter que la condition ‖J ′(x)‖∗ = 0 et x ∈ S signifie précisément que pour un
λ ∈ R on a J ′(x) = λF ′(x), c’est-à-dire que x est un point critique de J sur S. En
d’autres termes, ‖J ′(x)‖∗ est la norme de la projection de J ′(x) sur l’hyperplan
tangent à S en x. On notera que si X est un espace de Banach réflexif, alors
‖J ′(x)‖∗ est atteint en un point yx ; si de plus la norme de X est strictement
convexe, alors yx est unique.

3.1 Définition. Soient X un espace de Banach, J, F ∈ C1(X, R), S définie
par (2.1), F vérifiant (2.2). Pour tout u ∈ S, on dit que v ∈ X est un pseudo-
gradient tangent (à S) de J en u, si on a :

(3.2)
{
‖v‖ ≤ 2‖J ′(u)‖∗,
〈J ′(u), v〉 ≥ ‖J ′(u)‖2

∗, 〈F ′(u), v〉 = 0.

En désignant par Sr := {u ∈ S ; ∀λ ∈ R, J ′(u) − λF ′(u) )= 0} l’ensemble des
points réguliers (i.e. non critiques) de J sur S, une application V : Sr −→ X
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est appelée champ de pseudo-gradient tangent de J si V est localement
lipschitzienne sur Sr et pour tout u ∈ Sr, V (u) est un pseudo-gradient tangent
de J en u.

On notera que l’ensemble des pseudo-gradients tangents de J en un point
fixé u est convexe. Donc, si V1, V2 sont deux champs de p.g. tangent de J , alors
pour tout θ ∈ [0, 1] il en est de même de θV1 + (1 − θ)V2.

En ce qui concerne l’existence d’un champ de p.g. tangent, on doit supposer
(du moins nous semble-t-il) que la fonction F définissant la variété S est un
peu plus que de classe C1. On désignera par C1,1

loc (X, R) l’ensemble des fonctions
F ∈ C1(X, R) telles que F ′ est localement lipschitzienne de X dans X ′.

3.2 Lemme. Soient X un espace de Banach, J ∈ C1(X, R), F ∈ C1,1
loc (X, R), S

définie par (2.1). On suppose que F vérifie (2.2) et que J n’est pas constante sur
S. Alors il existe V , un champ de p.g. tangent de J sur Sr, tel que V soit défini
et localement lipschitzien sur un voisinage ouvert S̃r de Sr. De plus si F et J
sont paires, on peut choisir S̃r symétrique par rapport à l’origine et V impair.

Démonstration. Soit u0 ∈ Sr. D’après la définition de ‖J ′(u0)‖∗ par (3.1), il
existe y0 ∈ X tel que

‖y0‖ = 1, 〈F ′(u0), y0〉 = 0, et 〈J ′(u0), y0〉 ≥
2
3
‖J ′(u0)‖∗.

En posant alors v0 := 5
3‖J

′(u0)‖∗y0, on a donc :





‖v0‖ =
5
3
‖J ′(u0)‖∗,

〈J ′(u0), v0〉 ≥
10
9
‖J ′(u0)‖2

∗, 〈F ′(u0), v0〉 = 0.

Soit maintenant z0 ∈ X tel que ‖z0‖ = 1 et

〈F ′(u0), z0〉 ≥
2
3
‖F ′(u0)‖.

(Un tel z0 existe puisque par hypothèse u0 ∈ S, donc F ′(u0) )= 0). Soit alors

x0 :=
z0

〈F ′(u0), z0〉
,

de sorte que 〈F ′(u0), x0〉 = 1 et ‖x0‖ ‖F ′(u0)‖ ≤ 3/2. Il est clair qu’il existe
R1 := R1(u0) > 0 tel que pour tout u ∈ B(u0, R1) on ait :

〈F ′(u), x0〉 ≥
1
2

et ‖x0‖ ‖F ′(u)‖ ≤ 2.

Alors, en posant pour u ∈ B(u0, R) avec R := R(u0) < R1 et R assez petit

v := v(u, u0) := v0 −
〈F ′(u), v0〉
〈F ′(u), x0〉

x0,
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on vérifie sans peine que v(u, u0) est un p.g. tangent de J en tout u ∈
B(u0, R)∩Sr et que u $→ v(u, u0) est localement lipschitzienne sur B(u0, R(u0))
(c’est ici que l’on a besoin de l’hypothèse sur F ′). En considérant S̃r :=
∪u0∈SrB(u0, R(u0)), comme S̃r est paracompact (voir la démonstration du
lemme 3.7.4), on peut trouver un recouvrement localement fini (ωj)j∈I plus
fin que (B(u0, R(u0)))u0∈Sr et une partition de l’unité localement lipschitzienne
(θj)j∈I subordonnée à (ωj)j∈I . Sachant que pour chaque j ∈ I il existe u0j ∈ Sr

tel que ωj ⊂ B(u0j , R(u0j)), en posant :

V (u) :=
∑

j∈I

θj(u)v(u, u0j),

on obtient un champ de pseudo-gradient tangent de J sur Sr, défini et localement
lipschitzien sur un voisinage de Sr.

Si on suppose que F et J sont paires, on peut vérifier sans difficulté qu’en
remplaçant R(u0) par min (R(u0), R(−u0)), on peut choisir S̃r (tout comme
Sr) symétrique par rapport à l’origine. Ensuite, V étant donné plus haut, en
posant V2(u) := −V (−u), V2 est aussi un champ de p.g. tangent défini sur S̃r.
En considérant alors V1(u) := (V (u) + V2(u)) /2, on obtient un champ de p.g.
tangent et impair. !

3.3 Remarque. Nous devons attirer l’attention sur le fait qu’ici nous avons
énoncé la définition de la condition de Palais-Smale et celle de champ pseudo-
gradient tangent dans le cadre particulier de S, mais on peut faire tout ce que
nous venons de voir lorsque l’on souhaite travailler avec une variété M modelée
sur un espace de Banach. Cependant la construction du champ de p.g. tangent à
M est essentiellement la même que celle que nous avons exposée, en utilisant des
cartes locales (voir par exemple R.S. Palais [125, 126, 127], J.T. Schwartz [148],
F.E. Browder [37]). De même lorsque S est définie avec un nombre fini de con-
traintes, i.e.

S := {v ∈ X ; Fj(v) = 0, 1 ≤ j ≤ m} ,

où les fonctions Fj sont dans C1,1
loc (X, R) et sont telles que les F ′

j(v) sont linéai-
rement indépendants pour tout v ∈ S, on peut facilement montrer l’existence
d’un champ de p.g. tangent (voir Exercices).

Nous devons également insister sur le fait qu’en général, même lorsque
l’espace de Banach X est de dimension finie, pour la construction du flot de
J sur S de façon unique et continue, on a besoin de l’hypothèse supplémentaire
que F ′ soit localement lipschitzienne. Cela revient à dire que les variations de la
normale à S sont contrôlées de manière localement lipschitzienne. !
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4. Le lemme de déformation

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le lemme de déformation pour
une fonction J considérée sur une variété comme S définie en (2.1). Dans tout ce
qui suit on peut supposer que la fonction J : S −→ R est de classe C1 dans un
voisinage de S mais, pour la simplicité, on énonce les divers résultats pour une
fonction définie sur X . Rappelons que dans ce cadre [J ≤ a] désigne l’ensemble
des x ∈ S tels que J(x) ≤ a.

4.1 Lemme de déformation. Soient X un espace de Banach, F ∈ C1,1
loc (X, R),

S définie par (2.1) et vérifiant (2.2). On suppose que E ∈ C1(X, R) et J := E|S
vérifie la condition de Palais-Smale sur S ; on suppose enfin que J n’est pas
constante sur S et que c ∈ R n’est pas valeur critique de J sur S. Alors on peut
trouver ε0 > 0 tel que pour 0 < ε < ε0 il existe une application η ∈ C(R × S, S)
satisfaisant les conditions suivantes :

1) Pour tout u ∈ S, on a η(0, u) = u.

2) Pour tous t ∈ R et u /∈ [c − ε0 ≤ J ≤ c + ε0], on a η(t, u) = u.

3) Pour tout t ∈ R, η(t, ·) est un homéomorphisme de S dans S.

4) Pour tout u ∈ S, la fonction t $→ J(η(t, u)) est décroissante sur R.

5) Si u ∈ [J ≤ c + ε], alors η(1, u) ∈ [J ≤ c − ε].
6) Si J et F sont paires, pour tout t ∈ R, η(t, ·) est un homéomorphisme
impair.

Démonstration. On sait qu’il existe un voisinage ouvert S̃r de Sr (l’ensemble
des points réguliers de J sur S) et V un champ de pseudo-gradient tangent de
J tels que V est localement lipschitzien sur S̃r (on prendra soin de choisir V
impair lorsque J et F sont paires). Comme c est une valeur régulière de J sur S
et J satisfait la condition de Palais-Smale, il existe ε1 > 0 et δ > 0 tels que :

∀u ∈ [c − ε1 ≤ J(u) ≤ c + ε1], ‖J ′(u)‖∗ ≥ δ.

On peut prendre de plus δ ≤ 1 et on pose ε0 := min(ε1, δ2/8). Pour v ∈ Sr,
soit Ω(v) := B(v, 1

2d(v, (S̃r)c)) et Ω := ∪v∈SrΩ(v). Puis pour 0 < ε < ε0, en
considérant :

A := [J ≤ c − ε0] ∪ [J ≥ c + ε0] ∪ Ωc, B := [c − ε ≤ J ≤ c + ε],

on prend α(x) := d(x,A)/ (d(x,A) + d(x,B)), de sorte que α(x) = 1 pour tout
x ∈ B, et α(x) = 0 pour tout x ∈ A, et α est localement lipschitzienne sur X .
Lorsque F et J sont des fonctions paires, A et B sont symétriques par rapport
à l’origine et α est une fonction paire.

Soit alors W (x) := α(x)min (1, 1/‖V (x)‖) V (x) pour x ∈ X . On peut vérifier
que W est localement lipschitzien sur X , et que ‖W (x)‖ ≤ 1, pour tout x ∈ X ;
par conséquent pour tout x ∈ X donné, il existe une unique solution de l’équation
différentielle :
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(4.1)






dη(t, x)
dt

= −W (η(t, x))

η(0, x) = x

définie sur R. On sait aussi (voir la démonstration du lemme de déforma-
tion 3.7.4) que η ∈ C1(R, X), que η(t, η(s, x)) = η(t + s, x) et que pour chaque
t ∈ R, η(t, ·) est un homéomorphisme de X dans X . On vérifie sans difficulté
que les propriétés 1) et 2) sont satisfaites. Pour la propriété 3), on doit vérifier
que si u ∈ S alors pour tout t ∈ R on a η(t, u) ∈ S. Le seul cas où une difficulté
pourrait surgir est lorsque u ∈ [c − ε0 ≤ J ≤ c + ε0]. Mais dans ce cas, comme
t $→ η(t, u) est continue et que u ∈ Sr, pour t assez petit η(t, u) reste dans
l’ouvert S̃r et on a :

d

dt
F (η(t, u)) = 〈F ′(η(t, u)),

d

dt
η(t, u)〉

= −α(η)min(1, 1/‖V (η)‖) 〈F ′(η), V (η)〉.
Mais comme par définition du champ pseudo-gradient tangent on a

〈F ′(η), V (η)〉 = 0 ,

on conclut que F (η(t, u)) est constant pour t assez petit, et par conséquent η(t, u)
reste finalement sur S pour tout t ∈ R. Les autres propriétés de η se vérifient
en suivant point par point la démarche que nous avons suivie pour démontrer le
lemme de déformation 3.7.4. !

Comme nous l’avons vu au paragraphe § 3.7, on peut montrer une version
plus précise du lemme de déformation 4.1, dont la démonstration est identique
à celle du théorème 3.7.6 :

4.2 Théorème (M. Morse). Soient X un espace de Banach, F ∈ C1,1
loc (X, R)

et S comme en (2.1) et (2.2). Si E ∈ C1(X, R) et J := E|S n’est pas constante
sur S, alors pour tout c ∈ R qui est valeur régulière de J sur S, il existe ε0 > 0
tel que pour 0 < ε < ε0, l’ensemble [J ≤ c − ε] est une déformation rétracte de
[J ≤ c + ε].

On peut également énoncer un principe de min-max ou inf-sup sur les
variétés, et nous laissons la démonstration au lecteur (voir aussi théorème 3.7.8).

4.3 Principe de min-max. Soient X un espace de Banach, F ∈ C1,1
loc (X, R)

et S comme en (2.1) et (2.2). Soient E ∈ C1(X, R) telle que J := E|S n’est pas
constante et vérifie la condition de Palais-Smale sur S et B une famille non vide
de parties non vides de S. On suppose que pour chaque c ∈ R et ε > 0 assez
petit, le flot η(1, ·) construit dans le lemme de déformation 4.1 respecte B (i.e.
si A ∈ B, on a aussi η(1, A) ∈ B). On pose :

c∗ := inf
A∈B

sup
v∈A

J(v).

Si c∗ ∈ R, alors c∗ est une valeur critique de J sur S.

Au paragraphe suivant nous allons étudier quelques exemples d’application
de ce principe.
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5. Quelques applications du principe de min-max

Comme nous l’avons signalé précédemment, les techniques que nous discutons
dans ce chapitre ont leur origine dans le résultat suivant de L. Ljusternik &
L. Schnirelman [107], démontré à l’origine en utilisant la notion de catégorie
(sur l’espace projectif Pn(R)), mais que nous montrons ici en utilisant la notion
de genre (défini au paragraphe § 2.4) :

5.1 Théorème (Ljusternick & Schnirelmann). Soit E une fonction de
classe C1 de Rn −→ R. Sur la sphère Sn−1 de Rn (muni d’une norme eucli-
dienne), on considère la fonction J(u) := E(u) pour u ∈ Sn−1. Alors J admet
au moins n paires de points critiques sur Sn−1, i.e. il existe (au moins) n couples
(uk, λk) avec uk ∈ Sn−1 et λk ∈ R tels que E′(uk) = λkuk pour 1 ≤ k ≤ n
(naturellement (−uk, λk) possède la même propriété).

Démonstration. Rappelons que s(Rn) désigne l’ensemble des parties non vides,
fermées de Rn ne contenant pas 0 et qui sont symétriques par rapport à l’origine,
et que γ(A) est le genre de A, lorsque A ∈ s(Rn). Soit, pour 1 ≤ k ≤ n :

Bk :=
{
A ⊂ Sn−1 ; A ∈ s(Rn) et γ(A) ≥ k

}
.

On a Bk ⊃ Bk+1 )= ∅ si 1 ≤ k ≤ n−1 (noter que Bn+1 = ∅). On définit alors :

ck := inf
A∈Bk

max
v∈A

J(v).

En posant F (x) := ‖x‖2−1 pour x ∈ Rn et S := Sn−1, les hypothèses du lemme
de déformation 4.1 sont remplies et Bk est stable par le flot impair η(1, ·) de J
sur Sn−1. Par conséquent, d’après le principe de min-max 4.3, chaque ck est une
valeur critique de J sur Sn−1. De plus ck ≤ ck+1 si 1 ≤ k ≤ n− 1 ; on voit donc
que si tous les ck sont distincts alors J possède n valeurs critiques distinctes, i.e.
n paires de points critiques. Pour montrer le théorème, il nous reste à établir
le lemme suivant (rappelons que si γ(A) ≥ 2 alors A contient une infinité de
points) :

5.2 Lemme. Si pour des entiers 1 ≤ k ≤ n−1 et 1 ≤ j ≤ n−k on a ck = ck+j ,
alors l’ensemble

K(ck) :=
{
u ∈ Sn−1 ; J(u) = ck et ∃λ ∈ R tel que E′(u) = λu

}

est de genre au moins j + 1 (i.e. γ(K(ck)) ≥ j + 1).

Comme ce résultat est vrai indépendamment du fait que l’on soit dans le
cadre d’un espace de dimension finie, nous allons montrer un résultat analogue
dans un cadre plus général.

5.3 Théorème. Soient X un espace de Banach, F ∈ C1,1
loc (X, R), S définie

par (2.1) et vérifiant (2.2), E ∈ C1(X, R) et J := E|S . On suppose que F et J
sont paires, que J n’est pas constante, satisfait la condition de Palais-Smale sur
S et que 0 /∈ S. Pour tout entier k ≥ 1 on pose :
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Bk := {A ∈ s(X) ; A ⊂ S, et γ(A) ≥ k} et ck := inf
A∈Bk

sup
v∈A

J(v).

(i) Pour tout k ≥ 1 tel que Bk )= ∅ et ck ∈ R, ck est une valeur critique de J sur
S. De plus ck ≤ ck+1, et si pour un entier j ≥ 1 on a Bk+j )= ∅ et ck = ck+j ∈ R,
alors γ(K(ck)) ≥ j + 1, où :

K(ck) := {u ∈ S ; J(u) = ck, ∃λ ∈ R, t.q. E′(u) = λF ′(u)} .

(ii) Si pour tout k ≥ 1 on a Bk )= ∅ et ck ∈ R, alors

lim
k→∞

ck = +∞.

Démonstration. Comme la suite Bk est décroissante, il est clair que ck ≤ ck+1,
chaque fois que Bk+1 )= ∅. Si ck ∈ R (en supposant Bk )= ∅), il est clair que le
flot η construit dans le lemme de déformation 4.1 respecte Bk en ce sens que si
A ∈ Bk, alors η(1, A) ∈ Bk. Par conséquent, d’après le principe de min-max 4.3,
ck est une valeur critique de J sur S.

Supposons que Bk+j )= ∅ et que ck = ck+j ∈ R. Comme J vérifie la condition
de Palais-Smale sur S, on sait que K(ck) est compact, donc de genre fini. En
raisonnant par l’absurde nous allons montrer que γ(K(ck)) ≥ j+1. Si γ(K(ck)) ≤
j, on peut voir facilement (en utilisant la propriété (vi) du théorème 2.4.4)
qu’il existe τ > 0 tel que, si ω := {v ∈ S ; dist(v, K) < τ} et K̃ := ω, on ait
γ(K̃) = γ(K(ck)). Ensuite (en utilisant de nouveau le fait que J satisfait la
condition de Palais-Smale), on montre qu’il existe ε1 > 0 et δ > 0 (avec δ ≤ 1)
tels que :

∀v ∈ [J ≤ ck + ε1] \ ([J < ck − ε1] ∪ ω) , ‖J ′(v)‖∗ ≥ δ.

Soit ε0 := min(ε1, δ2/8). D’après le lemme 3.2, il existe un champ de pseudo-
gradient tangent V impair et un voisinage ouvert S̃r symétrique par rapport à
l’origine sur lequel V est défini et localement lipschitzien. Soit enfin R(v) :=
1
2 min(‖v‖, d(v, (S̃r)c)) pour v ∈ Sr, et

Ω := ∪v∈SrB(v, R(v)).

Si 0 < ε < ε0, on choisit maintenant une fonction localement lipschitzienne
α : X −→ [0, 1] telle que :

α(v) = 0 si v ∈ [J ≤ ck − ε0] ∪ [J ≥ ck + ε0] ∪ K̃ ∪ Ωc ,

α(v) = 1 si v ∈ [ck − ε ≤ J ≤ ck + ε] \ ω .

On construit ensuite le flot η(t, x) comme solution de l’équation différentielle :

d

dt
η(t, x) = −α(η)min (1, 1/‖V (η)‖)V (η), η(0, x) = x ∈ S

et, exactement comme dans la démonstration du lemme 4.1, on montre que η(t, ·)
est un homéomorphisme impair de S dans S et que η (1, [J ≤ ck + ε] \ ω) ⊂



§ 5. Quelques applications du principe de min-max 211

[J ≤ ck − ε]. Si A ∈ Bk+j est tel que ck ≤ supv∈A J(v) ≤ ck + ε, d’après la
propriété (vii) du théorème 2.4.4, on a :

γ
(

A \ K̃
)
≥ γ(A) − γ(K̃) ≥ k + j − j.

Mais en posant B := η
(
1, A \ K̃

)
, puisque η(1, ·) est un homéomorphisme de

S dans lui-même, d’après l’inégalité ci-dessus on a B ∈ Bk. Cela conduit donc
à l’inégalité ck ≤ supv∈B J(v) ≤ ck − ε qui est impossible. Par conséquent on a
γ(K(ck)) ≥ j + 1 et le point (i) du théorème est prouvé.

Pour montrer le point (ii), remarquons tout d’abord qu’il est impossible que
la suite soit stationnaire, i.e. que pour un entier k ≥ 1 on ait ck = ck+j pour
tout j ≥ 1. En effet on sait que J vérifie la condition de Palais-Smale et par
conséquent K(ck) est compact, donc de genre fini, alors que si ck = ck+j on a
γ(K(ck)) ≥ j + 1, ce qui n’est possible que pour un nombre fini de j. On en
conclut que si ck ne tend pas vers l’infini, la seule possibilité pour (ck)k est de
converger vers c ∈ R avec c > ck pour tout k ≥ 1. Mais dans ce cas :

K := {u ∈ S ; c1 ≤ J(u) ≤ c, ∃λ ∈ R tel que E′(u) = λu} ,

est compact (car J vérifie la condition de Palais-Smale), donc de genre fini, par
exemple γ(K) =: n. En reprenant le raisonnement ci-dessus, on peut trouver
τ > 0 assez petit tel que si

ω := {v ∈ S ; dist(v, K) < τ} ,

et K̃ := ω, alors γ(K̃) = γ(K) = n. On trouve alors ε1 et δ > 0 comme ci-dessus
et on pose ε0 := min

(
ε1, δ2/8, c1/2, (c− c1)/2

)
et ensuite pour 0 < ε < ε0 on

construit le flot η de sorte que η(1, [J ≤ c + ε] \ ω) ⊂ [J ≤ c − ε]. Maintenant
si k ≥ 1 est un entier tel que ck > c − ε, on peut prendre A0 ∈ Bk+n tel
que supv∈A0

J(v) ≤ c + ε. Mais en posant A := A0 \ ω, on sait que A ∈ Bk

et que M := η(1, A) ∈ Bk. On a donc ck ≤ supv∈M J(v) et en même temps
M ⊂ [J ≤ c − ε], ce qui est impossible puisque par hypothèse c − ε < ck. !

5.4 Remarque. On peut définir les ck par

ck := inf {c ∈ R ; γ([J ≤ c]) ≥ k} ,

et on voit ainsi que les ck sont des valeurs pour lesquelles il y a un changement
qualitatif dans les ensembles [J ≤ c].

On notera aussi que, suivant le type de problèmes à traiter, on peut changer
les conditions sur A dans la définition de Bk. Par exemple, on peut exiger que
A soit exactement de genre k, ou que A soit compact, ou bien qu’il soit l’image
d’une sphère Sk−1 de Rk, etc. En ajoutant l’hypothèse que les éléments de Bk

sont compacts, on peut aussi remplacer inf sup par inf max dans la définition de
ck. Cependant il faut prendre garde de ne pas affirmer a priori que les différents
ck construits de cette façon sont identiques. De même il se peut que le résultat
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plus précis concernant la multiplicité des points critiques, lorsque ck = ck+j , ne
subsiste plus. !

Comme dans un espace de dimension infinie la sphère unité est de genre infini,
elle contient des ensembles de genre k, pour tout k ≥ 1 . On peut alors déduire du
théorème 5.3 cette généralisation du théorème de Ljusternik-Schnirelman dans
le cas d’un espace de dimension infinie :

5.5 Théorème. Soient H un espace de Hilbert de dimension infinie, E ∈
C1(H, R) une fonction paire et J := E|S où S est la sphère unité de H . On
suppose que J vérifie la condition de Palais-Smale sur S, est minorée et n’est
pas constante. Alors J possède une infinité de (paires de) points critiques sur S.
Plus précisément, si Bk := {A ∈ s(H) ; A ⊂ S, A compact et γ(A) ≥ k} et

ck := inf
A∈Bk

max
v∈A

J(v),

ck est une valeur critique de J sur S, ck ≤ ck+1 et si ck = ck+j alors γ(K(ck)) ≥
j + 1. De plus limk→∞ ck = +∞.

5.6 Remarque. Comme toujours s(H) est l’ensemble des parties non vides et
fermées de H , ne contenant pas 0 et qui sont symétriques par rapport à l’origine.
Par ailleurs on notera que si H est un espace de Banach de dimension infinie
telle que sa norme ‖ · ‖ est de classe C1,1

loc sur H \ {0}, le résultat du théorème
ci-dessus reste vrai. !

5.7 Exemple. Soit (A,D(A)) un opérateur auto-adjoint à résolvante compacte
défini sur un espace de Hilbert séparable H0 et à valeurs dans H0. On suppose que
pour tout u ∈ D(A) on a (Au|u) ≥ 0, où (·|·) désigne le produit scalaire de H0,
identifié à son dual. On désigne par H le domaine de A1/2, et on convient d’écrire
(Au|u) au lieu de (A1/2u|A1/2u). On a vu à l’exemple 2.2 que J(u) := (Au|u),
défini sur H , satisfait la condition de Palais-Smale sur S := {v ∈ H ; (u|u) = 1}.
Par conséquent pour tout entier k ≥ 1 tel que γ(S) ≥ k, le nombre :

ck := inf
M∈Bk

max
v∈M

J(v) ,

où Bk := {M ∈ s(H) ; M compact ⊂ S, γ(M) ≥ k}, est une valeur critique de
J , donc une valeur propre de A. Si H0 est de dimension finie n on retrouve le
résultat bien connu concernant l’existence de n valeurs propres pour une matrice
symétrique n × n (ou une application linéaire auto-adjointe de H0 dans lui-
même). Si H0 est de dimension infinie, on sait d’après le théorème 5.5 qu’il
existe une infinité de ck (qui sont toutes valeurs propres de A) et que ck → +∞
lorsque k → +∞. En fait on peut montrer dans ce cas que toutes les valeurs
propres de A sont obtenues de cette façon, i.e. que le spectre de A est précisément
Sp(A) = {ck ; k ≥ 1}. En effet considérons les quotients de Rayleigh :

Q(v) :=
(Av|v)
(v|v)

,
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pour v ∈ H et v )= 0 ; on peut montrer le principe de Courant-Fischer qui
affirme que les valeurs propres de A peuvent être caractérisées par

(5.1)

{
λk := inf

E∈Fk

sup
v∈E\{0}

Q(v) = inf
E∈Fk

sup
v∈E∩S

J(v),

Fk := {E ; E s.e.v. de H, k ≤ dim(E) < ∞}

(voir R. Courant [48], E. Fischer [65] et R. Courant & D. Hilbert [50], et Exer-
cices). Nous allons montrer que ck = λk ; en effet soient k ≥ 1 et ui ∈ S tel
que Aui = ciui, pour un i≥≤

1
k . On commence par remarquer que A étant auto-

adjoint, si ci )= cj alors on a (ui|uj) = 0 et, si ci = cj , on peut choisir ui et uj

tels que (ui|uj) = 0 dans le sous-espace propre associé à ci (qui est de dimension
finie). Si Ek désigne le sous-espace engendré par u1, . . . , uk, on a dim(Ek) = k
et, par suite,

max
v∈Ek∩S

J(v) = ck ≥ inf
E∈Fk

sup
v∈E∩S

J(v) = λk.

D’autre part, il est évident que pour tout E ∈ Fk on a E ∩ S ∈ Bk. On en
conclut donc que ck ≤ λk et, finalement, ck = λk.

Nous ferons également remarquer que, pour définir les ck, on peut remplacer
les ensembles Bk par toute autre famille suffisamment riche d’ensembles de genre
au moins égal à k. Par exemple, si Sk−1 est la sphère unité de Rk et

B̃k :=
{
h(Sk−1) ; h ∈ C(Sk−1, S) impaire

}
,

on vérifie que ck = inf
B∈B̃k

maxv∈B J(v). !

5.8 Remarque. On peut montrer directement, en considérant le champ de
pseudo-gradient tangent défini par V (u) := Au−(Au|u)u, que λk défini par (5.1)
est valeur critique de J sur S, donc valeur propre de A (voir Exercices). !

5.9 Exemple. Si Ω est un ouvert borné de RN , soient une matrice symétrique
a(x) := (aij(x))1≤i,j≤N à coefficients dans L∞(Ω) et uniformément coercive et
p ≥ 1 tel que (N−2)p < N+2. Pour une fonction ρ ∈ L∞(Ω) fixée et u ∈ H1

0 (Ω),
on considère :

J(u) :=
∫

Ω

[
a(x)∇u(x) ·∇u(x) + ρ(x)u2(x)

]
dx

S :=
{

u ∈ H1
0 (Ω) ;

∫

Ω
|u(x)|p+1dx = 1

}
.

Nous avons vu à l’exemple 2.4 que J vérifie la condition de Palais-Smale sur
S. Par conséquent d’après le théorème 5.5, J possède une infinité de valeurs
critiques (ck)k sur S et de plus ck → +∞. Si p = 1, les nombres ck et les points
critiques correspondants uk sont précisément les valeurs propres et fonctions
propres de l’opérateur elliptique

Lu := −div (a(·)∇u) + ρ(·)u,
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sur le domaine D(L) :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) ; Lv ∈ L2(Ω)
}
. Si p > 1, il existe un

multiplicateur de Lagrange µk ∈ R et uk ∈ S tels que J(uk) = ck et
Luk = µk|uk|p−1uk. En multipliant par uk on voit que µk = ck.

Si ck > 0, ce qui est le cas pour une infinité d’indices k, alors en posant
ũk := c1/(p−1)

k uk on vérifie que ũk est solution du problème :
{

−div (a(x)∇ũk) + ρ(x)ũk = |ũk|p−1ũk

ũk = 0
dans Ω ,

sur ∂Ω,

qui possède donc une infinité de solutions. Lorsque ck < 0, ce qui peut arriver
au plus pour un nombre fini (dépendant de ρ), éventuellement nul, d’indices k,
alors en posant vk := |ck|1/(p−1)uk on vérifie sans peine que vk est solution du
problème :

{
−div (a(x)∇vk) + ρ(x)vk + |vk|p−1vk = 0

vk = 0
dans Ω ,

sur ∂Ω.

5.10 Exemple. Avec les notations de l’exemple 2.5, supposons que g satisfait les
hypothèses de la proposition 2.6 et que λ < λ1. Les fonctions J, F et l’ensemble
S étant définis par (2.3), si s $→ g(x, s) est impaire de classe C1,1

loc , alors S est de
classe C1,1

loc , J est impaire, de classe C2 et vérifie la condition de Palais-Smale
sur S. Supposons de plus, pour simplifier la preuve de ce qui suit, que l’on ait

(5.2) ∀s ∈ R \ {0} , p.p. sur Ω, G(x, s) > 0.

Alors, pourvu que l’on montre que S contient des ensembles de genre k (pour
tout k ≥ 1), le théorème 5.5 implique que J possède une infinité de valeurs
critiques sur S, et donc il existe une suite (uk, µk)k≥1 ∈ S × R telle que

J ′(uk) = µkF ′(uk).

En calculant 〈J ′(uk), uk〉 = µk〈F ′(uk), uk〉 et sachant que pour tout v ∈ S on a
〈F ′(v), v〉 < 0 (cf. proposition 2.6 (ii)) et 0 = F (v) = 〈J ′(v), v〉, on conclut que
pour tout k ≥ 1 on a µk = 0 et par conséquent uk ∈ H1

0 (Ω) est solution de

(5.3)






−∇ · (a(x)∇uk) = λuk + g(x, uk)
uk = 0
uk )≡ 0.

dans Ω,

sur ∂Ω,

Pour montrer que S contient des ensembles de genre quelconque considérons,
pour v ∈ H1

0 (Ω) et v )≡ 0, la fonction t $→ J(tv) =: f(t). En procédant comme
dans la preuve de la proposition 2.6, on voit que pour s > s0 > 0 on a G(x, s) ≥
G(x, s0)(s/s0)θ et par conséquent on conclut que pour t > 0 assez grand on a
f(t) < 0 et pour t > 0 assez petit f(t) > 0. On en déduit qu’il existe t := t(v) > 0
tel que

f(t(v)) = max
t>0

f(t) = max
t>0

J(tv).
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D’autre part on a f ′(t) = F (tv)/t, donc si f ′(t∗) = 0 on a t∗v ∈ S et f ′′(t∗) =
1
t∗

〈F ′(t∗v), v〉 < 0 (cf. proposition 2.6 (ii)). Finalement, puisque f est de classe
C2 sur R, on conclut qu’il existe un unique t(v) > 0 qui réalise le maximum
de f ; on a donc f ′(t(v)) = 0 et f ′′(t(v)) < 0. Par ailleurs comme t(−v) =
t(v), le théorème des fonctions implicites permet de conclure que v $→ t(v)v est
une fonction de classe C1 et impaire de la sphère unité de H1

0 (Ω) dans S ; le
théorème 2.4.4 (i) permet alors de conclure que S contient des ensembles de
tout genre k. En fait on peut montrer que même si λ ≥ λ1, S contient de tels
ensembles (voir Exercices).



Exercices du chapitre 4

Exercice 1. Soient Ω un ouvert borné de RN et p > 1 tel que (N −2)p < N +2.
On note ‖ · ‖ la norme de L2(Ω) et on pose

E(v) :=
1
2
‖∇v‖2 − 1

p + 1
‖v‖p+1

p+1 ,

et F (v) := 〈E′(v), v〉 pour v ∈ H1
0 (Ω). On considère enfin

S0 :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) ; v )= 0, F (v) = 0
}

,

et une suite (un)n de S0 telle que E(un) → infv∈S0 E(v). Montrer que la suite
(un)n est bornée dans H1

0 (Ω), et que si unj ⇀ u dans H1
0 (Ω)-faible, alors unj →

u fortement dans H1
0 (Ω).

Exercice 2. Soient Ω un ouvert borné de RN , un réel 1 < p < ∞, et q > 1 tel
que (N − p)q < Nq. On pose

E(v) :=
1
p
‖∇v‖p

p −
1
q
‖v‖q

q ,

et F (v) := 〈E′(v), v〉 pour v ∈ W 1,p
0 (Ω). On considère enfin

S0 :=
{

v ∈ W 1,p
0 (Ω) ; v )= 0, F (v) = 0

}
,

et une suite (un)n de S0 telle que E(un) → infv∈S0 E(v). Montrer que la suite
(un)n est bornée dans W 1,p

0 (Ω), et que si unj ⇀ u dans W 1,p
0 (Ω)-faible, alors

unj → u fortement dans W 1,p
0 (Ω). Ecrire l’équation satisfaite par u.

Exercice 3. Montrer la proposition 1.1.

Exercice 4. Soient N ≥ 2, Ω un ouvert borné et connexe de RN . On pose

H0,div(Ω) :=
{
v ∈

(
L2(Ω)

)N ; ∇ · v = div(v) = 0
}

,

où ∇ · v est pris au sens de H−1(Ω).

1) Montrer que H0,div(Ω) est un sous-espace fermé de
(
L2(Ω)

)N . Etudier la
densité des fonctions de (C∞

c (Ω))N ∩ H0,div(Ω) dans H0,div(Ω).
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2) Montrer que pour tout f ∈
(
L2(Ω)

)N il existe un unique q ∈ H1
0 (Ω) tel

que −∆q = div(f) dans H−1(Ω). En déduire qu’il existe un couple unique
(v, q) ∈ H0,div(Ω) × H1

0 (Ω) tel que

f = v + ∇q .

3) Avec la décomposition précédente montrer que si une suite (fn)n de(
L2(Ω)

)N converge vers f , alors la suite (vn, qn)n converge vers (v, q) dans
H0,div(Ω) × H1

0 (Ω).
4) Généraliser cette décomposition au cas où f ∈ (Lp(Ω))N et 1 < p < ∞.

Exercice 5. Soit Ω un ouvert borné et connexe de RN avec N ≥ 2. Montrer
que si f ∈

(
L2(Ω)

)N est donnée, il existe une unique fonction u ∈
(
H1

0 (Ω)
)N

solution du problème de Stokes





−∆u + ∇p = f

∇ · u = 0
u = 0

dans Ω ,

dans Ω ,

sur ∂Ω .

(La fonction u représente la vitesse d’un fluide incompressible, et p la pression.
L’incompressibilité est exprimée par la condition ∇ · u = 0). On pourra étudier
la fonction

J(v) :=
1
2

∫

Ω
|∇v(x)|2dx −

∫

Ω
v(x) · f(x)dx,

sur l’espace H =
{
v ∈

(
H1

0 (Ω)
)N ; ∇ · v = 0

}
. Dans cette approche le terme

∇p est trouvé comme un multiplicateur de Lagrange.

Exercice 6. En reprenant les notations de l’exemple 1.2, on considère une fonc-
tion ρ ∈ Lq(Ω), où q ≥ 1 si N = 1, et q > 2∗/(2∗ − p − 1) si N ≥ 2 (lorsque
N = 2 cela signifie que q > 1). On suppose que ρ > 0 presque partout ; montrer
que

J(v) :=
∫

Ω
a(x)∇v(x) ·∇v(x)dx − λ

∫

Ω
|v(x)|2dx

atteint son minimum sur S :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) ;
∫

Ω ρ(x)|v(x)|p+1dx = 1
}
, en un

point u0 ∈ S, et écrire l’équation satisfaite par u0.
En supposant que Ω est un ouvert borné de classe C1, étudier le même

problème en remplaçant H1
0 (Ω) par H1(Ω).

Exercice 7. Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné connexe de classe C1. Montrer que
les solutions (u, λ) du problème aux valeurs propres :






∆2u = λu

u =
∂u

∂n
= 0

u )≡ 0,

dans Ω,

sur ∂Ω,
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sont obtenues comme points critiques et valeurs critiques de J(v) := ‖∆v‖2 sur
S la sphère L2(Ω) de H2

0 (Ω), i.e.

S :=
{
v ∈ H2

0 (Ω) ; ‖v‖2 = 1
}

,

où ‖·‖ désigne la norme de L2(Ω) (c’est le problème des vibrations propres d’une
plaque encastrée). Montrer qu’il existe une suite (λn)n≥1 de valeurs propres et
que λn > 0.

Exercice 8. Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné connexe de classe C1. Montrer que
les solutions (u, λ) du problème aux valeurs propres :






∆2u = −λ∆u

u =
∂u

∂n
= 0

u )≡ 0,

dans Ω,

sur ∂Ω,

sont obtenues comme points critiques et valeurs critiques de J(v) := ‖∆v‖2 sur
la sphère H1

0 (Ω) de H2
0 (Ω), i.e. sur

S :=
{
v ∈ H2

0 (Ω) ; ‖∇v‖2 = 1
}

,

où ‖ · ‖ désigne la norme de L2(Ω) (c’est le problème du flambage d’une plaque
encastrée). Montrer qu’il existe une suite (λn)n≥1 de valeurs propres et que
λn > 0.

Exercice 9. Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné connexe de classe C1. Montrer que
les solutions (u, λ) du problème aux valeurs propres :






∆u = 0
∂u

∂n
− λu = 0

u )≡ 0,

dans Ω,

sur ∂Ω,

sont obtenues comme points critiques et valeurs critiques de J(v) := ‖∇v‖2 sur
la sphère L2(∂Ω) de H1(Ω), i.e. sur

S :=
{

v ∈ H1(Ω) ;
∫

∂Ω
|v(σ)|2dσ = 1

}
.

(C’est le problème de Steklov, correspondant aux vibrations propres d’une mem-
brane élastique dont la masse est concentrée sur le bord). Montrer qu’il existe
une suite (λn)n≥1 de valeurs propres et que pour n ≥ 2 on a λn > λ1 = 0.

Exercice 10. Soient Ω un ouvert borné de RN , p > 1 tel que (N −2)p < N +2.
On considère une fonction c ∈ Lq(Ω), où q ≥ 1 si N = 1, et q > 2∗/(2∗ − p − 1)
si N ≥ 2 (lorsque N = 2 cela signifie que q > 1), et telle que c > 0 presque
partout sur Ω et la fonction
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J(v) :=
∫

Ω
a(x)∇v(x) ·∇v(x)dx + λ

∫

Ω
ρ(x)|v(x)|2dx,

où a(·) := (aij(·))1≤i,j≤N est une matrice symétrique à coefficients dans L∞(Ω)
et uniformément coercive sur Ω.

1) Montrer que si ρ ∈ Lq0(Ω) avec q0 > N/2, alors J satisfait la condition
de Palais-Smale sur S :=

{
v ∈ H1

0 (Ω) ;
∫

Ω c(x)|v(x)|p+1dx = 1
}
.

2) Dans ces conditions, en déduire l’existence d’une infinité de solutions pour
l’équation

{
−div (a(·)∇u) + ρu = c(·)|u|p−1u

u = 0
dans Ω,

sur ∂Ω.

Exercice 11. Avec les notations de la proposition 2.6, on suppose que la fonction
g satisfait les hypothèses de cette proposition mais que λ ∈ R est quelconque.
Montrer que si une suite (un, µn) ∈ S × R est telle que

J(un) → c > 0, J ′(un) − µnF ′(un) → 0 dans H−1(Ω),

alors (un, µn)n contient une sous-suite convergente.

Exercice 12. Soient X un espace de Banach, J ∈ C1(X, R) et, pour 1 ≤ j ≤ m,
des fonctions Fj ∈ C1,1

loc (X, R). On pose

S := {v ∈ X ; Fj(v) = 0 pour 1 ≤ j ≤ m} .

1) On suppose que pour tout v ∈ S on a

dim R {F ′
1(v), . . . , F ′

m(v)} = m.

Montrer l’existence d’un champ de p.g. tangent pour J sur S.
2) Lorsque J satisfait la condition de Palais-Smale sur S établir le lemme
de déformation.

Exercice 13. Montrer que si (Bn)n est une suite d’opérateurs compacts et auto-
adjoints convergeant vers B, alors les valeurs propres λ(n)

k de Bn convergent vers
λk, valeur propre de B.

En fait de manière générale, le spectre d’un opérateur dépend continûment
de l’opérateur, sans hypothèse de symétrie. Par exemple, on va montrer que les
valeurs propres d’une matrice A dépendent continûment de ses coefficients ou,
ce qui revient au même, que les racines d’un polynôme dépendent continûment
de ses coefficients. En effet soit dans Cn la relation d’équivalence définie par :
x R y ssi il existe une permutation σ de {1, . . . , n} telle que (xi)i = (yσ(i))i. On
pose E := Cn/R et on le munit de la distance

d(x, y) := inf
{

max
1≤i≤n

(|xi − yσ(i)|) ; σ permutation de {1, . . . , n}
}

.
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On désigne par F l’ensemble des polynômes de degré n dont le coefficient du
terme de plus haut degré est 1 ; F est muni de la topologie induite par Cn. Soit
enfin ϕ : E −→ F définie par

ϕ(a) :=
n∏

i=1

(X − ai).

1) Montrer que ϕ est bijective et continue ainsi que son inverse. En déduire
le résultat annoncé.
2) En calculant les vecteurs propres normalisés de la matrice

Ak :=
(

1 + k−1 cos(2k) −k−1 sin(2k)
−k−1 sin(2k) 1 − k−1 cos(2k)

)
,

vérifier qu’en général, on ne peut rien dire de la dépendance des vecteurs
propres.

Exercice 14. Nous avons vu que la première fonction propre du laplacien, sur un
ouvert borné et connexe avec condition de Dirichlet, est positive. Mais on peut
donner des exemples d’opérateurs ressemblant au laplacien avec condition de
Dirichlet qui ne possèdent pas cette propriété. Soit Au := −∆u avec le domaine
D(A) :=

{
u ∈ H1

0 (Ω) ; Au ∈ L2(Ω)
}
, où Ω est un ouvert borné et connexe. On

désignera par (λk)k≥1 la suite croissante des valeurs propres de A.
1) On pose B := A + θA−1 pour θ > 0, avec D(B) := D(A). Montrer que
B est auto-adjoint et ses valeurs propres sont µk := λk + θλ−1

k .
2) Montrer que si j ≥ 1 est fixé, on peut choisir θ > 0 pour que, pour
k ≤ j − 1, les fonctions propres de B correspondant à la valeur propre µk ne
soient pas de signe constant.

Exercice 15. Soient Ω ⊂ RN un ouvert borné et connexe et ρ ∈ L∞(Ω) une
fonction telle que ρ+ )≡ 0, ρ− )≡ 0 et |ρ| > 0 p.p. sur Ω. On s’intéresse au
problème aux valeurs propres du problème de Dirichlet :

(1) λ ∈ C, ϕ ∈ H1
0 (Ω) \ {0} , −∆ϕ = λρϕ .

1) Montrer qu’il existe une suite (λj)j≥1 de valeurs propres pour le prob-
lème (1), que zéro n’est pas valeur propre et que |λj | → +∞ lorsque j → ∞.
2) Vérifier que si ϕ )= 0 est une fonction propre correspondant à λj , alors on
a

λj

∫

Ω
ρ(x)|ϕ(x)|2dx > 0 .

Dans la suite on pose S± :=
{
u ∈ H1

0 (Ω) ;
∫

Ω ρ(x)|u(x)|2dx = ±1
}
, puis pour

k ≥ 1 en notant Sk−1 la sphère unité de Rk :

Bk,± :=
{
h(Sk−1) ; h ∈ C(Sk−1; S±), impaire

}
.

3) Montrer que pour tout k ≥ 1 on a Bk,± )= ∅.
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4) Montrer que J(u) := ‖∇u‖2 vérifie la condition de Palais-Smale sur S+

et sur S−.
5) Montrer que les nombres

ck,± := inf
B∈Bk,±

max
u∈B

J(u) ,

sont valeurs critiques de J sur S±, que ck,± > 0 et que ck,± → +∞ lorsque
k → ∞.
6) Vérifier que ck,+ et −ck,− sont valeurs propres de (1), et que toutes les
valeurs propres λj peuvent être obtenues de cette manière.
7) Montrer que l’étude précédente est valable lorsque ρ ∈ Lq(Ω) avec q >
max(1, N/2).

Exercice 16. Sur l’intervalle ]0, 1[ on considère la fonction ρ définie par ρ(x) := 1
si 0 < x < 1/2 et ρ(x) := −1 si 1/2 < x < 1. Montrer que les valeurs propres du
problème

λ ∈ C, ϕ ∈ H1
0 (0, 1) \ {0} , −ϕ′′ = λρϕ ,

sont données par λk = ±4ω2
k où les ωk > 0 sont solutions de tg(ωk)+th(ωk) = 0.

Déterminer également les fonctions propres et leur régularité.
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5 Problèmes sans symétrie

1. La situation du problème

Si g est une fonction monotone et croissante de R dans R, nous avons vu que
l’équation

(1.1) −∆u + g(u) = f,

admettait une solution unique u ∈ H1
0 (Ω), pourvu que, par exemple, Ω soit

borné et que f ∈ L2(Ω). De manière plus générale, pour une classe assez large
d’opérateurs monotones A, des équations du type Au = f peuvent être résolues,
soit par une méthode variationnelle lorsque A est la dérivée d’une fonctionnelle
convexe, soit en utilisant la théorie générale des opérateurs maximaux monotones
(voir par exemple H. Brezis [27], F.E. Browder [38], I. Ekeland & R. Temam [60],
R.T. Rockafellar [143], J.L. Lions [101]). Par contre dès que la fonction g dans
l’équation ci-dessus n’est pas monotone croissante, on peut perdre l’unicité de
la solution et, dans la plupart des cas, on n’est pas en mesure d’en montrer
l’existence.

Par exemple si g(s) := s3 − λs, suivant la position de λ vis à vis du spectre
du laplacien avec condition de Dirichlet, l’équation (1.1) peut avoir une solution
unique ou plusieurs solutions dans H1

0 (Ω). En revanche, si par exemple Ω est un
ouvert borné et régulier de R3, les techniques que nous avons vues ne permet-
tent pas de décider si l’équation (1.1) admet une (ou plusieurs) solution lorsque
g(s) := λs − s3 et f est une fonction de L2(Ω) ou même C∞

c (Ω). Cependant,
nous avons vu que si f ≡ 0 on pouvait montrer l’existence d’une infinité de
solutions (uj)j≥1, dont la norme (ou l’énergie) tend vers l’infini ; de même, un
argument très simple utilisant le théorème des fonctions implicites permet de
montrer que si f est petite au sens d’une norme adéquate, l’équation en question
admet au moins une solution (voir Exercices). Ce résultat peut être interprété
comme un résultat de stabilité de la solution nulle de l’équation −∆u = u3 −λu
et on pourrait s’attendre à avoir un résultat analogue pour les autres solutions
uj de cette équation. A notre connaissance, ce problème demeure encore non
résolu, malgré les recherches actives de ces dernières années.

Pour donner un exemple simple, si on considère la fonction
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F∗(t) := 2a2t2 − t4

de R dans R pour a > 0 donné, on sait que F∗ admet trois points critiques −a, 0
et a. Si maintenant, pour b ∈ R, on considère la fonction F (t) := F∗(t) − bt, on
voit que l’équation f(t) := a2t − t3 − b = 0 admet trois solutions si b est assez
petit , plus précisément si 27b2 < 4a6. Cela signifie que, dans ces conditions, F
admet trois points critiques qui sont en quelque sorte les perturbés de ceux de
F∗. Comme l’opérateur −∆ a des valeurs propres qui tendent vers l’infini, on
peut s’attendre à ce que l’équation −∆u = u3+f admette au moins une solution
pour tout f ∈ L2(Ω) (par exemple lorsque Ω ⊂ R3).

Dans ce chapitre nous nous proposons de donner un résultat abstrait qui est
d’une certaine manière une généralisation du théorème 4.5.3 aux fonctionnelles
J qui ne sont pas paires. Cette généralisation peut être interprétée comme un
résultat de stabilité des valeurs critiques d’une fonctionnelle paire. Nous don-
nerons ensuite deux exemples d’application de ce résultat.

Nous devons rappeler encore une fois qu’il n’existe pas, pour le moment, une
étude exhaustive des équations du type

(1.2)

{
−∆u = g(u) + f

u = 0
dans Ω ,

sur ∂Ω ,

où g(0) = 0 et g(s) se comporte à l’infini comme |s|p−1s, mais ne possède aucune
propriété de symétrie. Par exemple si f ≡ 0 et

g(s) := a(s+)p1 − b(s−)p2 ,

avec pi > 1 et (N − 2)pi < N + 2 pour i = 1, 2 et a, b > 0, on ne sait pas si
l’équation (1.2) admet une infinité de solutions lorsque p1 )= p2, ni même lorsque
p1 = p2 et a )= b.

2. Perturbations de fonctionnelles paires

Soient X un espace de Banach de dimension infinie, F ∈ C1,1
loc (X, R) une fonction

paire telle que :

(2.1) ∀v ∈ X vérifiant F (v) = 0, on a F ′(v) )= 0.

Lorsque J0 ∈ C1(X, R) est une fonction paire, nous avons vu que si s(X) désigne
l’ensemble des parties fermées de X qui ne contiennent pas l’origine et sont
symétriques (par rapport à l’origine), en notant

M := {v ∈ X ; F (v) = 0} ,(2.2)
Bk := {A ⊂ M ; A ∈ s(X) et γ(A) ≥ k} ,

alors le nombre
ck := inf

A∈Bk

sup
v∈A

J0(v)
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est une valeur critique de J0 sur M pourvu que J0 satisfasse la condition de
Palais-Smale sur M , que Bk )= ∅ et que ck ∈ R. On a vu aussi dans les Exer-
cices du chapitre 4 que l’on pouvait définir une autre suite de valeurs critiques
c̃k par

c̃k := inf
A∈B̃k

sup
v∈A

J0(v) ,

où la famille B̃k est définie par :

B̃k :=
{
h(Sk−1) ; h : Sk−1 −→ M continue et impaire

}
.

De manière claire on a ck ≤ c̃k (plus précisément chaque fois que B̃k )= ∅ et
c̃k ∈ R, alors c̃k est valeur critique de J0 sur M). On peut même prendre, dans
la définition des ensembles B̃k, les fonctions h continues, impaires et injectives
et obtenir une valeur critique de J0. On dit souvent que ck ou c̃k sont des valeurs
critiques de J0 correspondant aux ensembles d’indice (ou de genre) k.

Il est intéressant, pour la compréhension de ce qui suit, de remarquer
également que l’on peut construire des valeurs critiques de J0 en considérant des
images d’hémisphères Sk

+ en procédant comme suit : tout d’abord on fixe une
famille libre (ϕj)j≥1 d’éléments de S, la sphère unité de X . On notera (comme
d’habitude) Sk la sphère unité de l’espace euclidien Rk+1, qui sera identifié à
l’espace R {ϕ1, . . . , ϕk+1}, et on considérera Sk−1 comme l’équateur de Sk. Pour
k ≥ 1 on considère l’hémisphère nord de Sk, c’est à dire :

(2.3) Sk
+ :=

{
u ∈ Sk ; u =

k+1∑

i=1

uiϕi , ui ∈ R, et uk+1 ≥ 0

}
,

puis on pose :

Ak :=
{
h(Sk−1) ; h : Sk−1 → M, continue, impaire

}
,(2.4)

Bk :=
{
h(Sk

+) ; h : Sk
+ → M, continue, h|Sk−1 impaire

}
.(2.5)

Alors J0 étant comme ci-dessus une fonction paire et satisfaisant la condition de
Palais-Smale sur M , on peut facilement vérifier que les nombres

a0
k := inf

A∈Ak

max
v∈A

J0(v), b0
k := inf

B∈Bk

max
v∈B

J0(v)

sont des valeurs critiques de J0, pourvu que les ensembles Ak, Bk soient non
vides et que a0

k, b0
k soient dans R. En réalité, sous des hypothèses adéquates que

nous préciserons plus loin, on peut voir qu’un élément quelconque A := h(Sk−1)
de Ak est contenu dans un élément B ∈ Bk, ce qui implique que de façon
générale pour une fonction J de M dans R on a

ak := inf
A∈Ak

max
v∈A

J(v) ≤ inf
B∈Bk

max
v∈B

J(v) =: bk.

Dans le cas particulier que nous avons ici, i.e. J0 paire, si h impaire et continue
de Sk

+ dans M est donnée, en posant
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h̃(u) :=

{
h(u)

−h(−u)
si u ∈ Sk

+

si − u ∈ Sk
+,

on voit tout de suite que h̃ est une fonction continue et impaire de Sk dans M .
En posant B := h(Sk

+) et B̃ := h̃(Sk), on a B ∈ Bk et B̃ ∈ Ak+1. Or

max
v∈B

J0(v) = max
v∈B̃

J0(v),

et par conséquent on peut conclure, lorsque Bk )= ∅, que

a0
k ≤ a0

k+1 = b0
k.

Nous allons montrer grosso modo que si a0
k < a0

k+1, on peut perturber “légè-
rement” la fonctionnelle paire J0 en une fonctionnelle quelconque J (tout de
même de classe C1 et vérifiant la condition de Palais-Smale), de telle sorte que
J possède encore une valeur critique correspondant à l’indice k.

Pour simplifier l’exposé qui suit, nous allons supposer que M est essentielle-
ment une sphère en ce sens que tout point de X autre que l’origine peut être
ramené sur M par une homothétie. Plus précisément

(2.6) ∀v ∈ X \ {0} , ∃t(v) > 0 unique tel que, F (t(v)v) = 0.

Par exemple dans le cas où X := H1
0 (Ω), avec Ω un ouvert borné de RN , pour

q ≥ 2 et (N − 2)q ≤ 2N on pourra prendre F (v) := ‖v‖q
q − 1.

En réalité, comme on peut le voir aisément lors de la démonstration du
théorème qui suit, on peut alléger une telle condition, mais cela n’aiderait pas
à éclaircir la démarche que nous allons entreprendre ; de plus dans les exemples
que nous traiterons plus loin ou que l’on rencontre dans la pratique, une telle
condition est satisfaite. On peut alors énoncer le résultat suivant :

2.1 Lemme. Soient X un espace de Banach de dimension infinie et F une
fonction paire de X dans R satisfaisant la condition (2.6). On suppose de plus
que v $→ t(v) est continue et paire. Alors les familles Ak et Bk définies par (2.4)
et (2.5) sont non vides et tout élément A de Ak est contenu dans un élément B
de Bk.

Démonstration. Tout d’abord notons que M est de genre infini, car il contient
des ensembles de genre quelconque : en effet, si pour z ∈ Sk−1 on pose g(z) :=
t(z)z, alors g(Sk−1) est de genre au moins égal à k et contenu dans M . En
particulier pour tout k ≥ 1, les familles Ak et Bk sont non vides. Soit A ∈ Ak

tel que A = h0(Sk−1), où h0 ∈ C(Sk−1, M) est une fonction impaire. Comme A
est compact, donc de genre fini, et que M ne l’est pas, on peut trouver v0 ∈ M \A
tel que pour tout u ∈ A et −1 ≤ θ ≤ 1 on ait u+θv0 )= 0 (sinon M serait contenu
dans {λu ; u ∈ A, |λ| ≥ 1} qui est de genre fini). En écrivant l’élément générique
de Sk

+ sous la forme z := z1+θϕk+1 avec z1 ∈ Sk−1 (considéré comme l’équateur
de Sk

+) et 0 ≤ θ ≤ 1, soit

h(z) := t (h0(z1) + θv0) [h0(z1) + θv0] .
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Il est clair que h est continue de Sk
+ dans M et que sa restriction à Sk−1 est

précisément h0, donc impaire, et ainsi B := h(Sk
+) ∈ Bk et A ⊂ B (nous

attirons l’attention sur le fait que c’est le seul point où nous avons besoin de
l’hypothèse (2.6)). !

Nous pouvons maintenant énoncer le résultat concernant l’existence de
valeurs critiques pour une fonction J qui n’est pas nécessairement paire.

2.2 Théorème. Soient X un espace de Banach de dimension infinie, F ∈
C1,1

loc (X, R) une fonction paire satisfaisant les conditions (2.1) et (2.6), la con-
trainte M définie par (2.2) et (pour un entier k ≥ 1 fixé) les ensembles Ak et
Bk définis par (2.4) et (2.5). On suppose de plus que 0 /∈ M , et que la fonction
v $→ t(v) donnée par (2.6) est continue et paire.

Soient J ∈ C1(X, R) une fonction satisfaisant la condition de Palais-Smale
sur M et

(2.7) ak := inf
A∈Ak

max
v∈A

J(v), bk := inf
B∈Bk

max
v∈B

J(v).

On a ak ≤ bk et, si ak ∈ R et ak < bk, alors J admet un point critique ck ≥ bk

correspondant à l’indice k. Plus précisément, soit 2ε∗ := bk − ak ; si A0 ∈ Ak

vérifie maxv∈A0 J(v) ≤ ak + ε∗, alors, en posant

Ck :=
{
h(Sk

+) ; h ∈ C(Sk
+, M), h|Sk−1 impaire et h(Sk−1) = A0

}
,

ck := inf
C∈Ck

max
v∈C

J(v) ,

ck est valeur critique de J sur M et ck ≥ bk.

Démonstration. Sous les hypothèses du théorème, le lemme 2.1 implique que
tout élément A de Ak est contenu dans un élément de Bk, et réciproquement
tout élément B de Bk contient un élément de Ak ; par conséquent on a ak ≤ bk.
Supposons que ak ∈ R, ce qui implique en particulier que bk ∈ R, et soient
2ε∗ := bk − ak > 0 et A0 ∈ Ak tel que

ak ≤ max
v∈A0

J(v) ≤ ak + ε∗ = bk − ε∗ < bk.

Notons en premier lieu que la famille Ck définie dans le théorème est non vide
et contenue dans Bk ; en effet il est clair que Ck ⊂ Bk et que si A0 = h0(Sk−1),
en procédant comme dans la démonstration du lemme 2.1, on peut prolonger h0

à Sk
+ en posant, pour z1 ∈ Sk−1 et 0 ≤ θ ≤ 1,

h̃0(z1 + θϕk+1) := t (h0(z1) + θv0) [h0(z1) + θv0] ,

pour un v0 ∈ M \A0 fixé de telle sorte que u+θv0 )= 0 pour u ∈ A0 et 0 ≤ θ ≤ 1.
Dans ces conditions on voit que h̃0(Sk

+) ∈ Ck.
On a donc ck ≥ bk > ak, et nous allons montrer que ck est valeur critique de

J sur M . Sinon, d’après le lemme de déformation 4.4.1, il existerait ε0 > 0 avec
ε0 < ε∗ tel que pour 0 < ε < ε0 on puisse construire un flot η ∈ C(R × M, M)
vérifiant η(0, u) = u et
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η(s, u) = u, pour tout (s, u) ∈ R × [ck − ε0 ≤ J ≤ ck + ε0]c,
η(1, u) ∈ [J ≤ ck − ε], pour tout u ∈ [J ≤ ck + ε].

On peut alors prendre C := h(Sk
+) ∈ Ck tel que maxv∈C J(v) ≤ ck + ε. Soit

maintenant
h̃(z) := η(1, h(z)), C̃ := h̃(Sk

+).

Si z ∈ Sk−1, considéré comme l’équateur de Sk
+, on sait que h(z) ∈ A0 et par

conséquent

J(h(z)) ≤ ak + ε∗ = bk − ε∗ < bk − ε0 ≤ ck − ε0.

On en conclut que si z ∈ Sk−1, on a η(s, h(z)) = h(z) pour tout s ∈ R, et en
particulier que h̃ = h sur Sk−1. Cela prouve que C̃ ∈ Ck ; mais on aurait alors,
d’après la propriété du flot de déformer les ensembles [J ≤ ck+ε] en [J ≤ ck−ε],

ck ≤ max
v∈C̃

J(v) ≤ ck − ε,

ce qui est impossible. Par conséquent ck est valeur critique de J sur M et le
théorème est prouvé. !

Dans la pratique, pour utiliser ce théorème, on procède de la manière suiv-
ante : on considère que J est la perturbation d’une fonction paire J0 (par exemple
J0(v) := (J(v) + J(−v)) /2), et en notant a0

k, b0
k = a0

k+1 les nombres définis dans
le théorème pour la fonction J0, on essaie d’estimer d’une part les différences
ak − a0

k et bk − b0
k = bk − a0

k+1, et d’autre part la différence a0
k+1 − a0

k, pour voir
si pour certains entiers k on a bk > ak. Dans la suite nous allons donner deux
exemples d’application de ce théorème.

3. Comportement des valeurs critiques

Dans ce paragraphe nous regroupons quelques résultats auxiliaires concernant la
croissance des valeurs propres du laplacien, ainsi que celle des valeurs critiques
de la fonction J∗(u) := ‖∇u‖2 sur l’ensemble

{
u ∈ H1

0 (Ω) ; ‖u‖p+1 = 1
}

.

Ces résultats sont utiles dans d’autres situations et peuvent être utilisés pour
établir des estimations analogues pour d’autres opérateurs que le laplacien avec
condition de Dirichlet ; dans les Exercices on pourra en trouver quelques exem-
ples.

Nous commencerons par le résultat suivant concernant les valeurs propres du
laplacien avec condition de Dirichlet (voir R. Courant & D. Hilbert [50]).
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3.1 Lemme. Soient Ω un ouvert borné de RN et (λk)k≥1 la suite des valeurs
propres de −∆ avec condition de Dirichlet sur Ω, i.e.

λk := λk(Ω) := inf
A∈Ak

max
v∈A

‖∇v‖2,

Ak := Ak(Ω) :=
{
h(Sk−1) ; h ∈ C(Sk−1, S) impaire

}
,

où S :=
{
u ∈ H1

0 (Ω) ; ‖u‖2 = 1
}

et ‖ · ‖ désigne la norme de L2(Ω). Il existe
alors deux constantes c1, c2 > 0 telles que pour tout k ≥ 1 on ait

(3.1) c1k
2/N ≤ λk ≤ c2k

2/N .

Démonstration. Rappelons que la suite (λk)k≥1 définie ci-dessus est précisé-
ment la suite des valeurs propres de −∆ sur H1

0 (Ω) (voir exemple 4.5.7). Soient
Ω1 ⊂ Ω2 deux ouverts ; si u ∈ H1

0 (Ω1), nous savons qu’en posant ũ(x) =
u(x) pour x ∈ Ω1 et ũ(x) = 0 pour x ∈ Ω2 \ Ω1, on a ũ ∈ H1

0 (Ω2) (voir
proposition 1.8.2). Par conséquent, Ak(Ω1) ⊂ Ak(Ω2) et λk(Ω2) ≤ λk(Ω1) (en
fait si Ω1 )= Ω2, on a une inégalité stricte ; cf. Exercices). En particulier on
conclut que, si ω1 et ω2 sont deux pavés tels que ω1 ⊂ Ω ⊂ ω2,

λk(ω2) ≤ λk(Ω) ≤ λk(ω1).

Pour prouver le théorème, il suffit donc de montrer que le résultat du lemme est
vrai si Ω est un pavé. Or, si z ∈ RN et t > 0, on a

λk(z + Ω) = λk(Ω), λk(tΩ) = t−2λk(Ω),

ce qui permet finalement de se ramener au cas où, pour des Ti tels que 0 < Ti ≤ 1,
le pavé est donné par

Ω =
N∏

i=1

]0, Ti[.

Or dans ce cas, un calcul élémentaire montre que les valeurs propres et fonctions
propres de −∆ sur H1

0 (Ω) sont données par

ψα(x) :=
N∏

i=1

sin (αiπxi/Ti) , µα := π2
N∑

i=1

α2
i

T 2
i

,

où α ∈ NN est un multi-indice tel que |α| ≥ 1, et on a −∆ψα = µαψα. On peut
montrer facilement que pour des constantes positives γ1, γ2 dépendant unique-
ment des Ti, on a pour tout R > 0

γ1R
N/2 ≤ card

{
α ∈ NN ; µα ≤ R

}
≤ γ2R

N/2,

ce qui permet de conclure que si la suite des (µα)α est rangée dans un ordre
croissant et appelée (λk)k≥1, on a

γ1R
N/2 ≤ card {j ≥ 1 ; λj ≤ R} ≤ γ2R

N/2,
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et finalement, en prenant R := λk on voit que γ1λ
N/2
k ≤ k ≤ γ2λ

N/2
k , ce qui

signifie que c1k2/N ≤ λk ≤ c2k2/N pour des constantes c1, c2 > 0 dépendant de
Ω. !

3.2 Remarque. En fait on peut montrer que

lim
k→∞

k−2/Nλk(Ω)

existe (et elle est positive) pour tout ouvert Ω (il s’agit d’un théorème de
H. Weyl ; voir par exemple le livre de R. Courant & D. Hilbert [50], et M. Reed
& B. Simon [139, § XIII.15]). Plus précisément en désignant par λk les valeurs
propres de −∆ sur H1

0 (Ω) on a :

lim
R→∞

R−N/2card {j ≥ 1 ; λj ≤ R} = (2π)−Nmes([|x| < 1])mes(Ω),

pour un ouvert assez régulier Ω. !
Nous allons dans un deuxième temps estimer les valeurs critiques de

(3.2) J∗(v) := ‖∇v‖2, sur M :=
{
v ∈ H1

0 (Ω) ; ‖v‖p+1 = 1
}

.

On désignera par (λk)k≥1 et (ϕk)k≥1 la suite des valeurs propres et fonctions
propres de −∆ sur H1

0 (Ω), et on supposera que ‖ϕk‖ = 1.

3.3 Lemme. Soient Ω un ouvert borné de RN , p > 1 un réel tel que (N −2)p ≤
N + 2 et J∗, M définis par (3.2). Les ensembles Ak et Bk étant définis par (2.4)
et (2.5), on pose

a∗
k := inf

A∈Ak

max
v∈A

J∗(v), b∗k := inf
B∈Bk

max
v∈B

J∗(v).

Alors on a b∗k = a∗
k+1 et il existe une constante c0 > 0 dépendant uniquement de

p et Ω telle que pour tout k ≥ 1 on ait

a∗
k ≥ c0k

τ avec τ :=
2
N

− p − 1
p + 1

.

Démonstration. Nous avons déjà vu que b∗k = a∗
k+1. Si A ∈ Ak alors, en notant

Hk−1 le sous-espace engendré par ϕ1, . . . , ϕk−1 dans L2(Ω), on a A∩H⊥
k−1 )= ∅.

En effet dans le cas contraire, en désignant par Pk−1 la projection orthogonale
de L2(Ω) sur Hk−1, on aurait Pk−1(A) ⊂ Hk−1 \ {0}, et A serait de genre
inférieur ou égal à k − 1 (voir la propriété (i) du théorème 2.4.4 ; ici Pk−1 est
une application continue et impaire). Or A est l’image continue et impaire de
Sk−1, qui est de genre k, et par conséquent le genre de A est au moins égal à k.
On voit donc que A ∩ H⊥

k−1 )= ∅.
Soient donc A ∈ Ak et v0 ∈ A ∩ H⊥

k−1. On sait que λk‖v0‖2 ≤ ‖∇v0‖2, et
par l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg on a

‖v0‖p+1 ≤ C ‖v0‖1−θ‖∇v0‖θ, où
1

p + 1
= θ

(
1
2
− 1

N

)
+

1 − θ

2
.
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Puisque ‖v0‖p+1 = 1 et ‖v0‖ ≤ λ−1/2
k ‖∇v0‖, on conclut finalement que λ1−θ

k ≤
C‖∇v0‖2. Comme on a λk ≥ c1k2/N et que θ = N

2 − N
p+1 , le résultat du lemme

est prouvé. !
L’estimation obtenue ici est loin d’être optimale. En effet lorsque N ≥ 3 et

p = (N +2)/(N−2), on a τ = 0 et l’estimation précédente indique seulement que
a∗

k ≥ c0 ; nous avons donné ce résultat pour la simplicité de sa démonstration et
aussi parce que les premières études de l’équation

(3.3)

{
−∆u = |u|p−1u + f

u = 0
dans Ω ,

sur ∂Ω ,

par M. Struwe [155], A. Bahri [10] et A.Bahri & H. Berestycki [11] utilisaient
cette estimation pour montrer que (3.3) admet une infinité de solutions lorsque p
est assez voisin de 1. En réalité, comme l’ont prouvé plus tard A. Bahri & P.L. Li-
ons [15] on peut obtenir une meilleure estimation sur la croissance de a∗

k.
Rappelons que si V ∈ L1

loc(Ω) est telle que V − ∈ LN/2(Ω), on peut définir
un opérateur auto-adjoint L par

Lu := −∆u + V u

sur le domaine D(L) :=
{
u ∈ H1

0 (Ω) ; V u ∈ L1
loc(Ω), Lu ∈ L2(Ω)

}
(voir par

exemple H. Brezis & T. Kato [32]). On a alors le résultat suivant (c’est l’inégalité
de Rosenbljum-Lieb-Cwickel).

3.4 Théorème. Soient N ≥ 3 un entier, Ω un ouvert de RN et V ∈ L1
loc(Ω) tel

que V − ∈ LN/2(Ω). On désigne par Lu := −∆u + V u l’opérateur auto-adjoint
défini sur L2(Ω) avec D(L) défini ci-dessus, et par n(V ) le nombre de valeurs
propres négatives de L. Alors

n(V ) ≤ C(N)
∫

Ω
|V −(x)|N/2dx,

où C(N) est une constante dépendant de N . Le même résultat est vrai lorsque
N = 2 si l’exposant N/2 est remplacé par 1 + ε pour un ε > 0.

Ce résultat est dû à G.V. Rosenbljum [144], E.H. Lieb [95] et M. Cwi-
ckel [51], lorsque Ω = RN ; on pourra consulter M. Reed & B. Simon [139,
theorem XIII.12] pour la démonstration de ce théorème. Cependant, comme on
peut le voir dans les Exercices, on peut facilement en déduire le résultat que nous
avons énoncé. On notera en particulier que l’on peut déduire de cette inégalité
une partie de l’inégalité (3.1) (voir Exercices).

Des estimations sur les moments des valeurs propres négatives de L, c’est-à-
dire sur ∑

λk<0

|λk|m,

où m > 0 et λk est valeur propre de L, ont été établies par E.H. Lieb & W. Thir-
ring et nous renvoyons le lecteur intéressé à [99].
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Si uk ∈ H1
0 (Ω) est point critique de J∗ sur M correspondant à la valeur a∗

k
(et c’est le cas lorsque p > 1 et (N − 2)p < N + 2), on a

−∆uk = a∗
k|uk|p−1uk,

et en étudiant le nombre de valeurs propres négatives ou nulles de l’opérateur L
défini par

Lv := −∆v − pa∗
k|uk|p−1v,

sur H1
0 (Ω), on peut alors montrer (voir A. Bahri & P.L. Lions [14, 15]) qu’il

existe un point critique uk associé à a∗
k tel que l’opérateur L (qui n’est autre que

la dérivée seconde de J∗ en uk) possède k valeurs propres négatives ou nulles.
Maintenant, en utilisant l’inégalité de Rosenbljum-Lieb-Cwickel, on obtient le
résultat suivant :

3.5 Lemme. Soient Ω un ouvert borné de RN avec N ≥ 2, p > 1 un réel tel
que (N − 2)p < N + 2 et J∗, M définis par (3.2). Les ensembles Ak et Bk étant
définis par (2.4) et (2.5), on pose

a∗
k := inf

A∈Ak

max
v∈A

J∗(v), b∗k := inf
B∈Bk

max
v∈B

J∗(v).

Alors on a b∗k = a∗
k+1 et il existe une constante c0 > 0 dépendant uniquement de

p et Ω telle que pour tout k ≥ 1 on ait

a∗
k ≥ c0k

τ , avec τ :=
2
N

si N ≥ 3,

et où on peut prendre τ = 1 − ε avec ε > 0 arbitraire, lorsque N = 2.

3.6 Remarque. En utilisant un théorème de prolongement, on peut montrer
que si Ω est un ouvert connexe de classe C1, les valeurs propres du problème de
Neumann 





−∆ϕk = λN
k ϕk

∂ϕk

∂n
= 0

dans Ω ,

sur ∂Ω ,

vérifient également une estimation du type

c1k
2/N ≤ λN

k ≤ c2k
2/N ,

pour des constantes c1, c2 > 0 dépendant de Ω et pour tout k ≥ 2. De manière
générale, en utilisant la caractérisation variationnelle des valeurs propres et des
théorèmes de prolongement, on peut trouver des estimations sur les valeurs pro-
pres d’un opérateur différentiel A, qui est auto-adjoint et à résolvante compacte.
Voir Exercices pour des exemples, et la démonstration du résultat que nous
avons énoncé pour le problème de Neumann. !
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4. Un problème semilinéaire non homogène

Dans ce paragraphe nous étudions l’existence de solutions pour l’équation

(4.1)

{
−∆u = |u|p−1u + f

u = 0
dans Ω,

sur ∂Ω,

lorsque Ω est un ouvert borné de RN , pour une fonction f ∈ L2(Ω) fixée et
p > 1 un réel tel que (N − 2)p < (N + 2). On pourrait naturellement appli-
quer la méthode présentée ici à d’autres équations du type Au = g(·, u) + f , où
A est un opérateur auto-adjoint à résolvante compacte et g(·, ·) est une fonc-
tion sur-quadratique continue et à croissance sous-critique satisfaisant certaines
conditions techniques. Comme le traitement général de ces équations n’apporte
rien de particulier pour éclaircir la démarche à suivre, nous laisserons de telles
généralisations au lecteur.

Pour résoudre (4.1), en suivant S.I. Pohožaev [132] et A. Bahri [10] nous
allons introduire la fonction J définie par :

E(v) :=
1
2
‖∇v‖2 − 1

p + 1
‖v‖p+1

p+1 −
∫

Ω
f(x)v(x)dx,

J(v) := max
λ>0

E(λv).(4.2)

En fait S.I. Pohožaev définit J en prenant maxλ∈R E(λv), ce qui fait que la
fonction ainsi définie est paire. Mais étant donnée la forme particulière de E
dans le cas que nous étudions ici, la fonction v $→ maxλ∈R E(λv) n’est pas de
classe C1 sur H1

0 (Ω). L’avantage de J , comme nous allons le voir, est que c’est
une fonction positive qui a les mêmes valeurs critiques que E.

4.1 Proposition. Soient Ω un ouvert borné de RN , f ∈ H−1(Ω), p > 1 un réel
tel que (N − 2)p ≤ N + 2 et J définie par (4.2). Alors J est de classe C1 sur
[J > 0], et pour v ∈ [J > 0] il existe un unique λ(v) > 0 tel que J(v) = E(λ(v)v).
De plus l’application v $→ λ(v) est de classe C1 sur l’ensemble [J > 0] et on a

J ′(v) = λ(v)E′(λ(v)v).

En particulier si v ∈ [J > 0] est point critique de J , alors λ(v)v est point
critique de E. En notant M :=

{
v ∈ H1

0 (Ω) ; ‖v‖p+1 = 1
}
, si v ∈ [J > 0] est

point critique de J sur M , alors v est point critique de J .

Démonstration. Remarquons tout d’abord que [J > 0] est un ouvert non vide.
En effet puisque J est constante sur les demi-droites, pour déterminer J(v), ou
vérifier que J(v) > 0, on peut supposer sans perte de généralité que ‖v‖p+1 = 1.
Ensuite on peut écrire

E(v) ≥ 1
2
‖∇v‖2 − 1

p + 1
− ‖f‖H−1‖∇v‖,
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ce qui montre que si ‖∇v‖ est suffisamment grand, alors E(v) > 0 et par
conséquent J(v) > 0. Pour voir que v $→ λ(v) est bien définie, lorsque J(v) > 0,
il suffit d’écrire

E(λv) = g(λ) :=
λ2

2
‖∇v‖2 − λp+1

p + 1
‖v‖p+1

p+1 − λ〈f, v〉,

et de noter que si J(v) > 0, alors le maximum de g sur ]0,∞[ est atteint en un
point λ∗ tel que g′(λ∗) = 0, i.e.

g′(λ∗) = 〈E′(λ∗v), v〉 = λ∗‖∇v‖2 − λp
∗‖v‖

p+1
p+1 − 〈f, v〉 = 0.

Comme 〈f, v〉 < 1
2λ∗‖∇v‖2 − 1

p+1λp
∗‖v‖p+1

p+1, car J(v) > 0, on a

g′′(λ∗) <
−p(p − 1)

p + 1
λp−1
∗ ‖v‖p+1

p+1 < 0.

Puisque g ne peut admettre qu’un unique maximum positif, en notant λ(v) :=
λ∗, sachant que g′′(λ∗) < 0, on conclut par le théorème des fonctions implicites
que v $→ λ(v) est de classe C1, et il en est de même de J sur l’ensemble ouvert
[J > 0]. On a également de façon évidente :

〈J ′(v), w〉 = 〈E′(λ(v)v), w〉 + 〈E′(λ(v)v), v〉〈λ′(v), w〉
= 〈E′(λ(v)v), w〉,

car g′(λ(v)) = 〈E′(λ(v)v), v〉 = 0 par la définition même de λ(v). Notons enfin
que si v ∈ [J > 0] est un point critique de J sur M :=

{
u ∈ H1

0 (Ω) ; ‖u‖p+1 = 1
}
,

alors il existe µ ∈ R tel que J ′(v) = µ|v|p−1v, et en particulier en calculant
〈J ′(v), v〉 on voit que :

µ = 〈J ′(v), v〉 = 〈E′(λ(v)v), v〉 = 0,

ce qui signifie que J ′(v) = 0, i.e. que v est point critique de J . !
Dans la suite on notera

(4.3) M :=
{
u ∈ H1

0 (Ω) ; ‖u‖p+1
p+1 = 1

}

et, dans le cas particulier où f ≡ 0, on posera J0(v) := J(v), ainsi que λ0(v) :=
λ(v). Dans ce cas on a pour v )= 0,

E0(v) :=
1
2
‖∇v‖2 − 1

p + 1
‖v‖p+1

p+1,

λ0(v) =

(
‖∇v‖2

‖v‖p+1
p+1

)1/(p−1)

,(4.4)

J0(v) =
p − 1

2(p + 1)

(
‖∇v‖
‖v‖p+1

)2(p+1)/(p−1)

.(4.5)

Nous avons les estimations suivantes pour relier J et J0 :
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4.2 Lemme. Soit f ∈ H−1(Ω). Il existe des constantes R0, c > 0 dépendant
uniquement de p > 1 et ‖f‖H−1 telles que si v ∈ M et ‖∇v‖ ≥ R0 alors on a
J(v) > 0 et |λ(v) − λ0(v)| ≤ 1, ainsi que

|J(v) − J0(v)| ≤ c
(
1 + J(v)1/(p+1)

)
,

|J(v) − J0(v)| ≤ c
(
1 + J0(v)1/(p+1)

)
.

Démonstration. En prenant v ∈ M , on a λ0 := λ0(v) = ‖∇v‖2/(p−1), et en
notant g(λ) := E(λv), on voit que l’on a

g′(λ0 ± 1) = ±‖∇v‖2 − [(λ0 ± 1)p − λp
0] − 〈f, v〉.

Comme |〈f, v〉| ≤ ‖f‖H−1‖∇v‖, on peut voir sans difficulté que

g′(λ0 + 1) ≤ −(p − 1)‖∇v‖2 + ‖f‖H−1‖∇v‖,

car (λ0 + 1)p ≥ λp
0 + pλp−1

0 . Par conséquent on peut fixer R0 > 0 as-
sez grand (dépendant uniquement de p > 1 et ‖f‖H−1) tel que pour tout
v ∈ M avec ‖∇v‖ ≥ R0 on ait g′(λ0 + 1) < 0. De la même manière, si
0 < ε < 1 − [(p + 1)/2p]1/(p−1) =: ε∗, alors

(1 − ε)p < 1 − p + 1
2

ε,

ce qui, pour ε := ‖∇v‖−2/(p−1) < ε∗, implique

g′(λ0 − 1) ≥ −‖∇v‖2 + ‖∇v‖2p/(p−1) [1 − (1 − ε)p] − ‖f‖H−1‖∇v‖

≥ p − 1
2

‖∇v‖2 − ‖f‖H−1‖∇v‖ .

On en conclut, en augmentant éventuellement R0, que si ‖∇v‖ ≥ R0, on a
g′(λ0 − 1) > 0, et finalement que

|λ(v) − λ0(v)| ≤ 1.

Par ailleurs, on sait que

J(v) =
p − 1

2(p + 1)
λ(v)2‖∇v‖2 − p

p + 1
λ(v)〈f, v〉

et en tenant compte de l’estimation de λ(v) que l’on vient d’obtenir, on constate
que, si ‖∇v‖ ≥ R0 pour un R0 assez grand, on a J(v) > 0. On conclut la preuve
du lemme en rappelant que 2(p + 1)J0(v) = (p − 1)λ0(v)p+1 et donc

|J(v) − J0(v)| ≤ c
(
1 + J0(v)1/(p+1)

)
,

pour une constante c > 0 et pour tout v ∈ M tel que ‖∇v‖ ≥ R0 ; on peut voir
de la même manière que |J(v) − J0(v)| ≤ Cε

(
1 + J(v)1/(p+1)

)
. !
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4.3 Lemme. On suppose que p > 1 vérifie (N−2)p < N+2 et que f ∈ H−1(Ω).
Alors R0 étant donné par le lemme 4.2, la fonction J satisfait la condition de
Palais-Smale sur M en tout point de [‖∇v‖ ≥ R0] ∩ [J ≥ δ], pour tout δ > 0.
Plus précisément si c∗ > 0, toute suite (un, µn)n de M ×R telle que ‖∇un‖ ≥ R0

et
J ′(un) + µn|u|p−1un → 0 dans H−1(Ω), J(un) → c∗,

contient une sous-suite (unj , µnj )j telle que (unj )j converge vers u dans H1
0 (Ω)

et µnj → 0.

Démonstration. Le lemme 4.2 implique en particulier que J0(un) est bornée,
et donc que la suite (un)n est bornée dans H1

0 (Ω). Par ailleurs

|µn| =
∣∣〈J ′(un) + µn|un|p−1un, un〉

∣∣

≤ ‖J ′(un) + µn|un|p−1un‖H−1 ‖∇un‖,

et µn → 0. Posons vn := λ(un)un ; alors E′(vn) → 0 dans H−1(Ω), (vn)n est
bornée dans H1

0 (Ω) et E(vn) = J(vn) tend vers c∗. Or en procédant comme
dans l’exemple 3.6.4 on montre que E satisfait la condition de Palais-Smale sur
H1

0 (Ω). Par conséquent on peut extraire une suite (vnj )j de (vn)n et une suite
(λ(unj ))j de (λ(un))n telles que vnj → v dans H1

0 (Ω) et E(v) = c∗ ≥ δ, et
λ(unj ) → λ∗. On en déduit que v )= 0 et λ∗ )= 0 ; puisque unj = λ(unj )−1vnj

tend vers (λ∗)−1v, le lemme est prouvé. !
Comme plus haut nous introduisons les suites de nombres

a0
k := inf

A∈Ak

max
v∈A

J0(v), b0
k := inf

B∈Bk

max
v∈B

J0(v),(4.6)

ak := inf
A∈Ak

max
v∈A

J(v), bk := inf
B∈Bk

max
v∈B

J(v),(4.7)

où Ak et Bk sont définis par (2.4) et (2.5) et M est défini en (4.3). En utilisant
le lemme 3.5 on peut montrer les estimations suivantes sur la croissance de ces
suites :

4.4 Lemme. Soit f ∈ H−1(Ω). Si τ = 2/N lorsque N ≥ 3 et τ = 1 − ε pour
0 < ε < 1 arbitraire lorsque N = 2, alors il existe une constante c1 > 0 telle
que a0

k ≥ c1kτ(p+1)/(p−1). De même il existe k0 ≥ 1 et c > 0 tels que pour tout
k ≥ k0 on ait :

ak ≥ ckτ(p+1)/(p−1).

Démonstration. La minoration de a0
k est une conséquence directe du lemme 3.5,

puisque 2(p+1)J0(v) = (p−1)J∗(v)(p+1)/(p−1). On sait par ailleurs que si A ∈ Ak,
il existe u ∈ A ∩ H⊥

k−1 où Hk−1 est l’espace engendré par {ϕ1, . . . , ϕk−1}. En
particulier on a

max
v∈A

J0(v) ≥ J0(u), max
v∈A

J(v) ≥ J(u).

Mais puisque λk‖u‖2 ≤ ‖∇u‖2, d’après l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg on
peut écrire
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1 = ‖u‖p+1 ≤ C‖u‖1−θ‖∇u‖θ ≤ Cλ(1−θ)/2
k ‖∇u‖,

avec θ = N
(
2−1 − (p + 1)−1

)
< 1 ; on en déduit en particulier que si k ≥ k0

on a ‖∇u‖ ≥ c2λ
(1−θ)/2
k0

, et qu’en prenant k0 assez grand, R0 étant donné par le
lemme 4.2, pour tout k ≥ k0 fixé on a ‖∇u‖ ≥ R0. Cela signifie que pour k ≥ k0

on a
a0

k = inf
A∈Ak

max {J0(v) ; v ∈ A, ‖∇v‖ ≥ R0} ,

ak = inf
A∈Ak

max {J(v) ; v ∈ A, ‖∇v‖ ≥ R0} .

Mais il est clair que l’on peut trouver des constantes c1, c2 > 0, dépendant
uniquement de p et ‖f‖H−1 , telles que pour v ∈ M et ‖∇v‖ ≥ R0 on ait

J(v) ≥ 1
2
J0(v) − c1, J0(v) ≥ 1

2
J(v) − c2,

ce qui permet de conclure que ak ≥ a0
k/2 − c1 pour tout k ≥ k0 et, en utilisant

l’estimation déjà établie pour a0
k, on conclut la preuve du lemme (on aura noté

que la constante 1/2 pourrait être remplacé par 1 − δ pour tout δ > 0). !
L’étape suivante consiste à montrer une sorte de lemme de Gronwall discret.

4.5 Lemme. Soient p > 1 et une suite positive (αk)k≥1 telle que pour une
constante c0 > 0 et un entier k0 ≥ 1 on ait

∀k ≥ k0, αk+1 ≤ αk + c0

(
1 + α1/(p+1)

k

)
.

Alors il existe une constante c > 0 telle que pour tout k ≥ k0

αk ≤ ck(p+1)/p.

Démonstration. Si c ≥ c∗ := max
{
k−(p+1)/pαk ; k0 ≤ k ≤ 2k0

}
, l’inégalité

demandée est satisfaite. Supposons que la constante c est telle que pour un
entier j ≥ 2k0, on a αi ≤ c i(p+1)/p pour k0 ≤ i ≤ j. Alors on sait que αj+1 ≤
αj + c0

[
1 + (c j(p+1)/p)1/(p+1)

]
et par conséquent :

αj+1 ≤ αk0 + c0

j∑

k=k0

(
1 + c1/(p+1)k1/p

)

≤ αk0 + (j + 1 − k0)c0 + c0c
1/(p+1)

j∑

k=k0

k1/p .

Or on a
j∑

k=k0

k1/p ≤
∫ j

k0

s1/pds ≤ p

p + 1
j(p+1)/p ,

ce qui implique finalement

αj+1 ≤ αk0 + (j + 1 − k0)c0 +
p

p + 1
c0c

1/(p+1)j(p+1)/p .
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Pour prouver le lemme, on demande donc de trouver une constante c ≥ c∗ telle
que pour tout j ≥ 2k0 on ait

αk0 + (j + 1 − k0)c0 +
p

p + 1
c0c

1/(p+1)j(p+1)/p ≤ c(j + 1)(p+1)/p ,

ce qui est possible en prenant c ≥ c∗ assez grand. !
Nous pouvons maintenant énoncer et prouver le théorème suivant :

4.6 Théorème. Soient Ω un ouvert borné de RN avec N ≥ 1, et p > 1 tel que
(N − 2)p < N . Alors pour tout f ∈ H−1(Ω), l’équation (4.1) admet une infinité
de solutions (uk)k telles que ‖∇uk‖ tend vers l’infini.

Démonstration. Comme nous l’avons fait remarquer plus haut, la fonction J
étant définie par (4.2), il suffit de montrer que J possède une infinité de points
critiques, par exemple sur M . Comme J satisfait la condition de Palais-Smale
sur M ∩ [∇v ≥ R0] ∩ [J ≥ δ] pour δ > 0, d’après le théorème 2.2, il nous reste
à montrer que pour une infinité de k ≥ 1 on a δ ≤ ak < bk, ces nombres étant
définis par (4.7).

Comme ak ≤ bk et que ak → ∞ lorsque k → ∞, on sait que pour k assez
grand on a ak ≥ δ. Supposons qu’il existe un entier k0 ≥ 1 tel que pour tout
k ≥ k0 on ait ak = bk. D’après le lemme 4.2 on a

J0(v) ≤ J(v) + c1

(
1 + J(v)1/(p+1)

)
,

J(v) ≤ J0(v) + c2

(
1 + J0(v)1/(p+1)

)
,

ce qui permet de conclure que

a0
k+1 = b0

k ≤ bk + c1

[
1 + b1/(p+1)

k

]
,

ak+1 ≤ a0
k+1 + c2

[
1 + (a0

k+1)
1/(p+1)

]
,

et finalement, si on avait ak = bk pour tout k ≥ k0, comme ak → ∞, pour
une constante positive c3 on devrait avoir pour tout k ≥ k1 (où k1 ≥ k0 est
suffisamment grand) :

ak+1 ≤ ak + c3

[
1 + a1/(p+1)

k

]
.

Le lemme 4.5 implique alors qu’il existe une constante c4 > 0 telle que ak ≤
c4k(p+1)/p pour tout k ≥ k1. Mais le lemme 4.4 donne une estimation inférieure
ak ≥ c0kα avec α := τ(p+1)/(p−1) où τ = 2/N si N ≥ 3 et τ = 1−ε si N = 2,
et cela nécessite que, par exemple si N ≥ 3,

2(p + 1)
N(p − 1)

≤ p + 1
p

,

c’est à dire p ≥ N/(N −2), ce qui est contraire à l’hypothèse. Lorsque N = 2, en
prenant ε > 0 assez petit, on aboutit à une contradiction de la même manière.
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Dans le cas où N = 1, l’estimation imprécise obtenue au lemme 3.3, implique
que a0

k ≥ c1kα avec α := (p + 3)/(p − 1), et comme pour tout p > 1 on a
(p + 3)/(p − 1) > (p + 1)/p, on conclut que l’on ne peut pas avoir ak = bk pour
tout k ≥ k1. !

4.7 Remarque. Le résultat que nous venons de voir a été prouvé, indépen-
damment et par des méthodes différentes, par M. Struwe [155] et A. Bahri
& H. Berestycki [11], (voir aussi P.H. Rabinowitz [138]) pour le cas où 1 < p < p0,
avec p0 la plus grande solution de l’équation (2p0+1)/p0 = 2(p0+1)/(N(p0−1))
(cela est dû à l’utilisation de l’estimation imprécise du lemme 3.3). Lorsque
(N − 2)p < N , comme nous l’avons déjà évoqué, le résultat est dû à un affine-
ment de l’estimation sur la croissance de la suite a0

k, par A. Bahri & P.L. Li-
ons [15]. Comme par ailleurs on peut prouver que l’estimation du lemme 3.5 est
optimale (voir [15] et Exercices), la méthode que nous avons exposée ne semble
pas permettre de prouver que l’équation (4.1) admet une solution pour tout p tel
que (N − 2)p < N + 2 et tout f ∈ H−1(Ω). Nous devons également dire qu’un
résultat de A. Bahri [10] affirme que lorsque (N − 2)p < N + 2, l’ensemble des
f ∈ H−1(Ω) pour lesquels (4.1) admet une infinité de solutions est un ensemble
Gδ-dense de H−1(Ω) (rappelons qu’on dit qu’un ensemble est Gδ-dense s’il est
une intersection dénombrable d’ouverts denses).

5. Problèmes de demi-valeurs propres

Lorsque l’on s’intéresse à la résolution de problèmes du type :

(5.1) trouver u ∈ D(L), Lu = g(u) + h,

où h ∈ L2(Ω) est donnée, g : R → R est une fonction continue et L : D(L) →
L2(Ω) est un opérateur auto-adjoint à résolvante compacte, nous avons vu aux
chapitres 2 et 3 que les comportements de g aux voisinages de zéro, +∞ et
−∞ déterminent, en quelque sorte, l’existence ou la non-existence de solutions
pour (5.1). Ici nous nous intéressons au cas où la “non-linéarité” g est demi-
linéaire à l’infini en ce sens que :

lim
s→+∞

g(s)
s

=: a ∈ R, lim
s→−∞

g(s)
s

=: b ∈ R.

Ainsi on peut écrire g(s) = as+−bs−+g0(s) où s+ := max(s, 0), et s− := (−s)+
(de sorte que s = s+ − s−) et

lim
|s|→∞

g0(s)
s

= 0.

Si l’intervalle fermé [a, b] (ou [b, a]) ne contient aucune valeur propre de L,
alors un argument d’homotopie compacte et le degré de Leray-Schauder per-
mettent de prouver l’existence d’au moins une solution, pour toute h ∈ L2(Ω)
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donnée. Lorsque a = b ∈ Sp(L), on dit que (5.1) est en “résonance” — par analo-
gie avec le cas linéaire où le problème est résolu par l’alternative de Fredholm
—, et E.M. Landesman & A.C. Lazer [93] ont observé que (5.1) a une solution
si pour tout ϕ ∈ N(L − aI) − {0} :

∫

Ω
h(x)ϕ(x)dx < g0(+∞)

∫

Ω
ϕ+(x)dx − g0(−∞)

∫

Ω
ϕ−(x)dx.

où g0(±∞) := lims→±∞ g0(s) et on suppose que g0(+∞)g0(−∞) ≤ 0 (ici N(L−
aI) désigne le noyau de L − aI, c’est à dire le sous-espace propre associé à a ;
pour ces aspects voir paragraphe § 2.7). En fait dans [93] il est supposé que a = b
est une valeur propre simple, mais des démonstrations ultérieures de ce résultat
n’utilisent pas cette hypothèse (voir par exemple H. Brezis & L. Nirenberg [35],
P. Hess [81], Th. Gallouët & O. Kavian [71]). Ces deux dernières références
donnent une démonstration simple du résultat cité. (cf. [71, remark 1, p. 336] et
paragraphe § 7 du chapitre 2).

Lorsque a )= b et le couple (a, b) “chevauche” une valeur propre de L, i.e.
l’intervalle [a, b] contient des éléments de Sp(L), la situation est tout à fait
différente parce que, en général, on ne peut trouver d’estimation a priori des
solutions éventuelles de (5.1). En effet même lorsque g0 ≡ 0 et h = 0, il se peut
que l’équation homogène

(5.2) u ∈ D(L), Lu = au+ − bu−,

admette une solution u )= 0 et de ce fait l’ensemble des solutions de (5.2) pour-
rait contenir une demi-droite R+u. En réalité pour que l’on puisse utiliser des
arguments d’homotopie compacte, il faut savoir si (5.2) a des solutions autres
que la solution nulle (mais cela ne suffit pas pour conclure).

Le premier résultat dans le cas où a )= b a été celui de A. Ambrosetti &
G. Prodi [5] ; ces auteurs considèrent le cas L := −∆ avec D(L) := H2(Ω) ∩
H1

0 (Ω), b < λ1 < a < λ2 et Ω est un ouvert borné régulier. Dans ce cas, il
est facile de vérifier que (5.2) n’a pas de solution autre que zéro et que, par
conséquent, on peut trouver des estimations a priori des solutions éventuelles
de (5.2) (voir Exercices). Mais il y a une nouvelle difficulté due au fait qu’en
zéro, le degré de Leray-Schauder de l’opérateur u $→ u−L−1[g(u)+h] est nul, et
par conséquent il faut regarder de plus près l’image de l’opérateur u $→ Lu−g(u).
Une analyse précise permet alors de dire que cette image est (parfois convexe)
différente de L2(Ω), et que suivant la donnée h ∈ L2(Ω), il y a zéro, une ou deux
solutions.

Il y a eu ensuite les travaux de S. Fučik [66, 67], E.N. Dancer [52–54], J.L. Kaz-
dan & F.W. Warner [88] (sans être exhasutif) où (5.1) et le problème homogène
associé (5.2) sont étudiés sous diverses hypothèses sur la nature de la valeur
propre λk chevauchée par (a, b) et lorsque la différence |b − a| est assez petite.
En particulier S. Fučik étudie le cas où L correspond à un problème de Sturm-
Liouville en dimension un, et E.N. Dancer étudie différentes situations où le
problème (5.2) est supposé ne pas avoir de solution non nulle ; il prouve alors
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que (5.1) a une solution lorsque (a, b) peut être “relié” à un point de la diagonale
de R2, différent d’une valeur propre de L.

Puis B. Ruf [146] et Th. Gallouët & O. Kavian [70] — indépendamment et
par des méthodes différentes —, ont montré que si λk est une valeur propre
simple de L, il existe dans le carré

(5.3) Λk := [λk−1, λk+1] × [λk−1, λk+1]

de R2, deux courbes Γ 1
k et Γ 2

k (l’une étant symétrique de l’autre par rapport à
la diagonale de R2) telles que pour (a, b) ∈ Λk, l’équation (5.2) a une solution
si, et seulement si, (a, b) ∈ Γ 1

k ∪ Γ 2
k . Lorsque (5.2) n’a pas de solution autre que

zéro on peut alors montrer que :
• Si (a, b) appartient à une composante connexe de Λk \ (Γ 1

k ∪Γ 2
k ) rencontrant

la diagonale, alors pour tout h donnée dans L2(Ω), le problème (5.1) admet
une solution (cette situation arrive en particulier lorsque Γ 1

k = Γ 2
k , auquel

cas il y a deux composantes connexes qui contiennent toutes deux une partie
de la diagonale).

• Sinon c’est la situation du problème résolu par A. Ambrosetti & G. Prodi
dans [5] qui se présente : suivant la donnée h, le problème (5.1) peut avoir
zéro, (au moins) une ou (au moins) deux solutions.

Lorsque (5.2) admet des solutions non nulles alors il y a “résonance” et “chevau-
chée” d’une valeur propre simple et Th. Gallouët & O. Kavian [71] ont donné
une condition suffisante sur h, généralisation naturelle de celle de Fredholm et
de Landesman-Lazer, qui assure l’existence d’une solution pour (5.1).

Quand (a, b) chevauche λk, une valeur propre multiple de L, les méthodes
employées dans [146] et [70] ne peuvent plus être appliquées. Dans ce cas nous
allons montrer au paragraphe suivant, par une méthode variationnelle utilisant le
théorème 2.2, l’existence dans le carré Λk d’une famille de deux courbes continues
et monotones

{
Γ 1

k , Γ 2
k

}
k

(symétriques l’une de l’autre, mais éventuellement on
peut avoir Γ 1

k = Γ 2
k ) qui se coupent au point (λk, λk) et qui sont contenues dans

le spectre demi-linéaire (on dit aussi spectre de Fučik) de L i.e. dans l’ensemble

(5.4) Sdl(L) :=
{
(a, b) ∈ R2 ; ∃u ∈ D(L) \ {0} , Lu = au+ − bu−} .

On pourrait alors donner des résultats d’existence ou de non-existence de solu-
tions pour (5.1) mais néanmoins ces résultats ne sont pas aussi précis que dans
le cas de la chevauchée (sans résonance) d’une valeur propre simple, du fait que
nous ne savons pas si Sdl(L) est composé exactement des courbes Γ 1

k , Γ 2
k (et de

leurs prolongements à R2).
Ces questions sont intéressantes dans la mesure où lorsque g est asymp-

totiquement linéaire à l’infini, le problème (5.1) est un premier exemple de
problème non-linéaire sans symétrie et sans monotonie. Il s’agit donc de com-
prendre comment une non-linéarité u $→ g(u) affecte l’image d’un opérateur
linéaire comme L.
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6. Existence de demi-valeurs propres

Dans toute la suite L désigne un opérateur auto-adjoint à résolvante compacte
défini sur D(L) ⊂ L2(Ω), à valeurs dans L2(Ω) (où Ω est un ouvert de RN ,
muni de la mesure de Lebesgue ou d’une mesure régulière, absolument continue
par rapport à la mesure de Lebesgue, mais que nous noterons toujours dx).
On rappelle que D(L) est dense dans L2(Ω) ; de plus, L à résolvante compacte
signifie que l’injection de D(L) (muni de la norme du graphe ‖·‖D(L)) dans L2(Ω)
est compacte ; la norme de L2(Ω) sera notée ‖ · ‖ et son produit scalaire (·|·).
Sans perdre de généralité en ce qui concerne l’étude de (5.1) ou de (5.2) on peut
supposer (et nous le ferons) que L est inversible i.e. 0 )∈ Sp(L). Dans un souci de
simplification de l’exposé (voir Exercices pour le cas général) on supposera que
le spectre de L est inférieurement borné, ce qui revient à dire dans le cas présent
que si (λk)k≥1 est la suite croissante des valeurs propres de L on a λ1 > 0. Les
cas où L n’est pas à résolvante compacte — par exemple l’opérateur des ondes
en dimension un avec conditions périodiques en temps, Dirichlet en espace — ou
lorsque le spectre de L est réparti sur ] −∞, +∞[ peuvent être traités de façon
analogue mais plus laborieuse. La multiplicité de chaque valeur propre λk sera
désignée par mk ≥ 1 et le sous-espace propre associé par N(L − λkI).

Pour u ∈ L2(Ω) on désigne par uk sa projection sur N(L − λkI), i.e.

uk := proj|N(L−λkI)(u)

et par H le domaine de L1/2 c’est à dire l’espace

H := {u ∈ L2(Ω) ;
∑

k≥1

λk‖uk‖2 < ∞}.

Enfin H ′ étant le dual de H (de telle sorte que H ⊂ L2(Ω) ⊂ H ′), L sera
considéré parfois comme une bijection de H sur H ′ et par commodité, si u ∈ H ,
on écrira (Lu|u) := ‖L1/2u‖2. On définit le spectre demi-linéaire de L par (5.4).
Comme (a, b) ∈ Sdl(L) si, et seulement si, (b, a) ∈ Sdl(L), il suffit de trouver des
points de Sdl(L) tels que b − a ≥ 0. Remarquons qu’alors

Lu + tu− = cu ⇐⇒ (c, t + c) ∈ Sdl(L),

et ainsi, pour t ≥ 0 donné, nous nous attacherons à trouver c(t) ∈ R tel que

(6.1) ∃u ∈ D(L) \ {0}, Lu + tu− = c(t)u.

Le premier résultat dans ce domaine est :

6.1 Théorème. Soit λk une valeur propre de L de multiplicité mk ≥ 1 et
λk−1 < λk la plus proche valeur propre inférieure à λk, en convenant de poser
λ0 := −∞. Il existe alors deux fonctions ci

k (i = 1,2) définies de [0, λk−λk−1] −→
[λk−1, λk], continues et décroissantes telles que ci

k(0) = λk et les courbes :

Γ 1
k :=

{
(c1

k(t), t + c1
k(t)) ; 0 ≤ t ≤ λk − λk−1

}
,

Γ 2
k :=

{
(c2

k(t) − t, c2
k(t)) ; 0 ≤ t ≤ λk − λk−1

}
,
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sont contenues dans Sdl(L). Plus précisément Pour chaque t fixé dans [0, λk −
λk−1], c1

k(t) (resp. c2
k(t)) est une valeur critique de la fonction Jt(u) := (Lu|u)−

t‖u−‖2 (resp. Jt(u) := (Lu|u) − t‖u+‖2) sur M , la sphère unité de L2(Ω).

Démonstration. Il est clair que Jt est une fonction de classe C1 et qu’elle satis-
fait la condition de Palais-Smale sur M et nous allons appliquer le théorème 2.2.
Pour k ≥ 1 on considère une suite de fonctions propres (ϕk,i)1≤i≤mk de L telles
que Lϕk,i = λkϕk,i et (ϕk,i|ϕj,/) = δkjδi/. En désignant par Hk−1 le sous-espace

Hk−1 :=
⊕

1≤i≤k−1

N(L − λi),

on notera j la dimension de Hk−1. Puis on définit les ensembles :

Aj :=
{
h(Sj−1) ; h ∈ C(Sj−1, M) impaire

}
,(6.2)

Bj :=
{
h(Sj

+) ; h ∈ C(Sj , M), h|Sj−1 impaire
}

,(6.3)

et les nombres

aj(t) := inf
A∈Aj

max
u∈A

Jt(u)(6.4)

bj(t) := inf
B∈Bj+1

max
u∈B

Jt(u).(6.5)

On notera que aj(t) et bj(t) sont finis, que aj(t) ≤ bj(t), et que aj(0) = λk−1 et
bj(0) = aj+1(0) = λk. Mais il est facile de voir que si t ≥ 0 on a

J0(u) − t ≤ Jt(u) ≤ J0(u),

et que par conséquent

λk−1 − t ≤ aj(t) ≤ λk−1, λk − t ≤ bj(t) ≤ λk.

On en déduit que si 0 ≤ t < λk − λk−1, on a aj(t) < bj(t), et le théorème 2.2
implique qu’en prenant A0 ∈ Aj tel que

aj(t) ≤ max
u∈A

Jt(u) ≤ aj(t) + ε∗,

où 2ε∗ := bj(t) − aj(t). En posant

c1
k(t) := inf

C∈Ck

max
u∈C

Jt(u),

Ck :=
{
h(Sj

+) ; h(Sj
+), h|Sj−1 impair et h(Sj−1) = A0

}
,

alors c1
k(t) est valeur critique de Jt et on a Lu + tu− = c1

k(t)u pour un u ∈ M .
Ainsi (c1

k(t), c1
k(t) + t) est un point de Sdl(L), et de plus on a c1

k(0) = λk.
Finalement en appliquant les arguments ci-dessus à la fonction u $→ (Lu|u) −
t‖u+‖2, on obtient la fonction c2

k(t) et l’ensemble Γ 2
k .

Comme pour τ > 0 et ‖u‖ = 1 on a Jt(u) − τ ≤ Jt+τ (u) ≤ Jt(u), on montre
facilement que ci

k(t) (pour i = 1, 2) est monotone décroissante et continue. !
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6.2 Remarque. Lorsque λk est une valeur propre simple, on peut même montrer
que les fonctions ci

k(t) sont dérivables. Dans ce cas (voir [85]), en paramétrisant
la courbe Γ 1

k par a $→ b(a) où (a, b(a)) ∈ Γ 1
k , on peut montrer que si Lu =

au+ − b(a)u− avec u ∈ D(L) et ‖u‖ = 1, alors

b′(a) = −‖u+‖2

‖u−‖2
.

La même approche peut être utilisée pour montrer qu’il existe une famille de
deux courbes continues Γ 1

k , Γ 2
k dans R2 telles que pour (a, b) ∈ Γ 1

k ∪Γ 2
k l’équation

homogène

u ∈ W 1,p
0 (Ω) \ {0} , −div

(
|∇u|p−2∇u

)
= a|u+|p−1 − b|u−|p−1,

admet une solution, pour 1 < p < ∞ et Ω un ouvert borné de RN .



Exercices du chapitre 5

Exercice 1. Soient Ω un ouvert borné connexe de RN et 0 < ρ1 ≤ ρ2 deux
fonctions de Lq(Ω) avec q > N/2. Montrer que si a(·) := (aij(·))1≤i,j≤N est une
matrice symétrique à coefficients dans L∞(Ω) et uniformément coercive, alors
les valeurs propres des problèmes (pour i = 1, 2) :






−div (a(·)∇ϕi,k) = λi,k ρi ϕi,k

ϕi,k = 0

‖ϕi,k‖2 = 1 ,

dans Ω ,

sur ∂Ω ,

vérifient λ2,k ≤ λ1,k.

Exercice 2. Soit Ω un ouvert borné de RN . En utilisant le théorème du col,
montrer que si p > 1 est un réel tel que (N − 2)p < N + 2, alors il existe R∗ > 0
tel que pour tout f ∈ H−1(Ω) avec ‖f‖H−1(Ω) < R∗, l’équation

−∆u = |u|p−1u + f

admet au moins une solution dans H1
0 (Ω).

De même en utilisant le théorème des fonction implicites montrer que si
(N − 2)p ≤ N + 2 et la norme de f est assez petite, l’équation ci-dessus admet
une solution.

Exercice 3. Soient Ω1, Ω2 des ouverts bornés et connexes de RN . On désigne
par λk(Ωi) les valeurs propres du laplacien avec condition de Dirichlet sur Ωi

pour i = 1, 2. Montrer que si Ω1 ⊂⊂ Ω2, alors λk(Ω2) < λk(Ω1) pour tout k ≥ 1.

Exercice 4. Soient Ω un ouvert borné de RN , avec N ≥ 3 et V ∈ L1
loc(Ω)

une fonction telle que V − ∈ LN/2(Ω). On considère l’opérateur L défini par
Lu := −∆u + V u avec

D(L) :=
{
u ∈ H1

0 (Ω) ; V u ∈ L1
loc(Ω), Lu ∈ L2(Ω)

}
.

1) En utilisant le théorème de Rosenbljum-Lieb-Cwickel dans RN , montrer
que n(V ), le nombre de valeurs propres négatives de L, peut être estimé par

n(V ) ≤ C(N)
∫

Ω
|V −(x)|N/2dx
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(sur RN considérer l’opérateur L̃f := −∆f + 1ΩV f).
2) En déduire qu’il existe une constante c0(N) telle que les valeurs propres
λk du laplacien sur Ω avec condition de Dirichlet, vérifient

λk ≥ c0(N) [mes(Ω)]−2/N k2/N .

Exercice 5. Soit Ω un ouvert de mesure finie et λ1(Ω) définie par

λ1(Ω) := inf
{
‖∇u‖2 ; u ∈ H1

0 (Ω), ‖u‖2 = 1
}

.

(Lorsque Ω est bornée, λ1(Ω) est la première valeur propre du laplacien avec
condition de Dirichlet sur Ω). Montrer que si mes(Ω) → 0, alors λ1(Ω) → +∞.

Exercice 6. Soit Ω un ouvert borné dans une direction, par exemple contenu
dans ]0, a[×RN−1. Si λ1(Ω) est définie par

λ1(Ω) := inf
{
‖∇u‖2 ; u ∈ H1

0 (Ω), ‖u‖2 = 1
}

,

montrer que lorsque a → 0, alors λ1(Ω) → +∞.

Exercice 7. Soit Ω un ouvert borné de RN , connexe et de classe C1. On désigne
par λD

k (Ω) les valeurs propres du laplacien avec condition de Dirichlet sur Ω, et
par λN

k les valeurs propres du laplacien avec condition de Neumann sur Ω.
1) Montrer que l’on a toujours λN

k (Ω) ≤ λD
k (Ω).

2) Soit Ω1 un ouvert quelconque tel que Ω ⊂⊂ Ω1. En utilisant un théorème
de prolongement, montrer qu’il existe une constante c0 dépendant de Ω, Ω1

telle que pour tout k ≥ 2 on ait

λN
k (Ω) ≥ c0 λD

k (Ω1).

3) En déduire qu’il existe des constantes c1, c2 telles que pour tout k ≥ 2 on
ait :

c1k
2/N ≤ λN

k (Ω) ≤ c2k
2/N .

Exercice 8. Soient Ω un ouvert borné de RN et p > 2. On considère la contrainte
S :=

{
u ∈ W 1,p

0 (Ω) ; ‖u‖p = 1
}

et

Bk :=
{
h(Sk−1) ; h : Sk−1 −→ S, continue et impaire

}
,

bk(p) := inf
B∈Bk

max
v∈B

‖∇v‖p
p .

Montrer que bk(p) ≥ c0 km où c0 est une constante dépendant de p, N, Ω et m
est un réel dépendant de p, N .

Exercice 9. Avec les notations introduites en (4.6), montrer que l’estimation
obtenue au lemme 4.4 est optimale en ce sens que si N ≥ 3 alors pour tout k ≥ 1
on a :

a0
k ≤ c2 kτ(p+1)/(p−1)
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où τ := 2/N et c2 est une constante.

Exercice 10. Soit (L, D(L)) un opérateur auto-adjoint à résolvante compacte
sur L2(Ω). Comme au paragraphe § 6, on désigne par H le domaine de L1/2, et
S := {v ∈ H ; ‖v‖ = 1}. Montrer que pour tout t ∈ R, la fonction

Jt(u) := (Lu|u) + t ‖u−‖2,

satisfait la condition de Palais-Smale sur S.

Exercice 11. Trouver le spectre demi-linéaire de Au := −u′′ avec D(A) :=
H2(0, 1) ∩ H1

0 (0, 1), i.e. l’ensemble des (a, b) ∈ R tels qu’il existe une fonction
non-nulle u satisfaisant

−u′′ = au+ − bu−, u(0) = u(1) = 0.

Exercice 12. On désigne par Hm
per(0, π) l’ensemble des fonctions de Hm

loc(R) qui
sont périodiques de période π, et on le munit de la norme induite par Hm(0, π).
Trouver le spectre demi-linéaire de Au := −u′′ avec D(A) := H2

per(0, π), i.e.
l’ensemble des (a, b) ∈ R tels qu’il existe une fonction non-nulle u de période π
satisfaisant {

−u′′ = au+ − bu−

u(x) = u(x + π)
sur ]0, π[ ,
pour tout x ∈ R .
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6 Problèmes sans compacité

Dans les chapitres précédents nous avons vu différents résultats permettant de
résoudre en particulier les problèmes elliptiques semilinéaires, dans le cas où on
dispose d’un résultat de compacité, par exemple lorsque l’on a une injection
compacte de H1

0 (Ω) dans L2(Ω). Quand on résout ce type de problèmes dans le
cas où Ω est non borné, par exemple quand Ω = RN ou quand Ω est borné mais
p = 2N/(N−2) et N ≥ 3, avec la perte de compacité de cette injection on ne peut
ni établir des conditions du type Palais-Smale, ni montrer que le minimum de la
fonctionnelle d’énergie est atteint sur une contrainte appropriée. Pour illustrer
ce propos, rappelons que l’injection de H1(RN ) dans Lp(RN ) peut perdre sa
compacité de deux façons. Si p ≥ 1 et (N−2)p ≤ 2N , en prenant ϕ ∈ D(RN ) une
fonction non identiquement nulle et (xj)j≥1 une suite de points de RN telle que
|xj | → ∞, on voit immédiatement que la suite uj(x) := ϕ(x+xj) est bornée dans
H1(RN ), tend p.p. vers zéro, mais ne contient aucune sous-suite convergeant
dans Lp(RN ) (perte de compacité dûe au fait que le domaine va jusqu’à l’infini ;
c’est la “bosse” allant à l’infini). De même si N ≥ 3 et p = 2∗ = 2N/(N − 2), la
famille uλ(x) := λ−τϕ(λ−1(x−x0)) avec τ := (N−2)/2 est bornée dans H1(RN )
lorsque λ → 0, tend p.p. vers zéro mais ne contient aucune sous-suite convergeant
dans L2∗

(RN ) (c’est la “pointe” allant vers une masse de Dirac en x0). Ce qui est
remarquable, c’est que grosso modo ce sont presque les seules manières de perdre
la compacité, et que tirant profit de ce fait, on peut changer légèrement la notion
d’extraction de sous-suite pour retrouver une certaine notion de compacité.

Pour fixer les idées nous allons étudier le problème semilinéaire
{

−∆u = g(u) dans RN

u ∈ H1(RN ),

essentiellement par trois méthodes différentes, ce qui permettra de voir dans
quelles situations on peut utiliser l’une ou l’autre approche. Pour aborder l’étude
de ce type de problèmes sans compacité à l’infini, mais avec compacité locale, on
dispose de trois méthodes ou outils (qui sont liés, comme on le verra, de façon
naturelle) : on peut travailler dans l’espace des fonctions à symétrie radiale
(lemme de W. Strauss), on peut changer la notion d’extraction de sous-suite
en effectuant une extraction de sous-suites suivie d’une suite de translations
(lemme de E.H. Lieb), ou enfin utiliser la méthode de concentration-compacité
(introduite par P.L. Lions) qui consiste à analyser ce que fait une suite de mesures
bornées qui tend vers zéro faiblement.
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On commence par le lemme de W. Strauss concernant les fonctions radiales.

1. Compacité des fonctions à symétrie sphérique

Rappelons qu’une fonction u ∈ Lp(RN ), avec N ≥ 2, est dite à symétrie
sphérique si pour toute matrice de rotation S agissant sur RN on a :

p.p. sur RN , u(Sx) = u(x).

On dit alors que u est radiale, car pour tout r > 0, en posant f(r) := u(x) pour
un x ∈ RN tel que |x| = r, on définit p.p. sur R+ une fonction f qui permet de
reconstruire entièrement u. Si la fonction f est décroissante sur ]0, +∞[, on dit
alors que u est radiale décroissante. On notera également que pour une fonction
radiale ou à symétrie sphérique, en désignant par 8N la mesure superficielle de
la sphère unité SN−1 de RN , on a :

‖u‖p
Lp = 8N

∫ ∞

0
|f(r)|p rN−1dr.

On désignera par H1
rad(RN ) le sous-espace fermé des fonctions radiales de

H1(RN ). Si u ∈ H1
rad(RN ) et f(r) = u(x) pour |x| = r, on peut voir sans

difficulté que

‖u‖2
H1(RN ) = 8N

∫ ∞

0

(
|f(r)|2 + |f ′(r)|2

)
rN−1dr,

et que les fonctions radiales de C∞
c (RN ) sont denses dans H1

rad(RN ).

1.1 Lemme. Soit N ≥ 2. Si u ∈ H1
rad(RN ), on a p.p. sur RN :

|u(x)| ≤ 8−1/2
N

|x|
−(N−1)

2 ‖u‖H1(RN ),

et de plus |x|N−1
2 u(x) → 0 lorsque |x| → ∞. Par ailleurs dans la classe

d’équivalence p.p. de u il existe une fonction höldérienne en dehors de l’origine.

Démonstration. Compte tenu de la densité des fonctions radiales de C∞
c (RN )

dans H1
rad(RN ), il suffit de montrer le lemme pour les fonctions régulières. Si

ϕ ∈ C∞
c ([0,∞[) on a :

ϕ(r)2 = −2
∫ ∞

r
ϕ′(s)ϕ(s)ds

≤ 2
∫ ∞

r
s−(N−1)|ϕ′(s)| · |ϕ(s)|sN−1ds

≤ r−(N−1)

∫ ∞

r

(
|ϕ′(s)|2 + |ϕ(s)|2

)
sN−1ds,

et en particulier si u ∈ H1
rad(RN ) ∩ C∞

c (RN ) et ϕ(r) := u(x) pour |x| = r,
on déduit l’inégalité du lemme. Pour voir que dans la classe d’équivalence de
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u ∈ H1
rad(RN ) il existe une fonction continue en dehors de l’origine, en posant

f(r) := u(x) si r = |x|, il suffit de voir comme ci-dessus que pour |x| > |y| > 0
on a :

|u(x) − u(y)| ≤
∫ |x|

|y|
|f ′(s)|ds

≤ | |x|− |y| |1/2

(∫ |x|

|y|
|f ′(s)|2ds

)1/2

,

≤ | |x|− |y| |1/2 |y|
−(N−1)

2 8−1/2
N

‖∇u‖,
ce qui montre que u est höldérienne en dehors de l’origine. !

1.2 Théorème (W. Strauss). Soient N ≥ 2, p > 1 et (N −2)p < N +2. Alors
l’injection de H1

rad(RN ) dans Lp+1(RN ) est compacte.

Démonstration. Soit (un)n une suite de H1
rad(RN ) convergeant faiblement vers

u ∈ H1
rad(RN ). Si vn := un − u, il s’agit de montrer que ‖vn‖p+1 tend vers zéro.

D’après le lemme 1.1, en désignant par C diverses constantes indépendantes de
n, on a pour tout R > 0 :

∫

|x|≥R
|vn(x)|p+1dx ≤ ‖vn1[|x|≥R]‖p−1

∞ ‖vn‖2
L2(RN )

≤ C R
−(p−1)(N−1)

2 ,

ce qui, en fixant R > 0 assez grand, permet d’affirmer que pour tout n ≥ 1 :

‖vn1[|x|≥R]‖Lp+1(RN ) ≤ ε.

Par ailleurs comme d’après le théorème de Rellich-Kondrachov 1.8.16 l’injec-
tion de H1([|x| < R]) dans Lp+1([|x| < R]) est compacte (rappelons que (N −
2)(p + 1) < 2N), on peut fixer n0 ≥ 1 assez grand tel que pour n ≥ n0 on ait
‖vn‖Lp+1([|x|<R]) ≤ ε. Ainsi pour n ≥ n0, on a ‖vn‖Lp+1(RN ) ≤ 2ε, et le théorème
est prouvé. !

En utilisant le lemme 1.1, on voit que pour l’anneau

Ω :=
{
x ∈ RN ; R1 < |x| < R2

}
,

l’espace H1
rad(Ω) est contenu dans C0,1/2(Ω) : on en déduit aisément le résultat

suivant que nous laissons en exercice.

1.3 Corollaire. Soient N ≥ 2 un entier, 0 < R1 < R2 deux réels, l’anneau

Ω :=
{
x ∈ RN ; R1 < |x| < R2

}
,

et 1 ≤ q < ∞. Alors les injections de H1
rad(Ω) dans Lq(Ω) et dans C(Ω) sont

compactes.

1.4 Exemple. L’ouvert Ω étant, comme dans le corollaire ci-dessus, un anneau
et p > 1 étant fixé, l’équation
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{

−∆u = |u|p−1u

u = 0
dans Ω

sur ∂Ω,

admet une infinité de solutions dans H1
0 (Ω) ; de plus ces solutions sont de classe

C2,θ pour θ < 1. !

1.5 Exemple. Soient N ≥ 2, m > 0 un réel et p > 1 tel que (N − 2)p < N + 2.
Pour résoudre dans RN l’équation :

(1.1) −∆u + mu = |u|p−1u

dans H1(RN ), il suffit de minimiser la fonctionnelle

J(v) :=
∫

RN

(
|∇v(x)|2 + m|v(x)|2

)
dx,

sur l’ensemble S :=
{
v ∈ H1

rad(RN ) ; ‖v‖p+1 = 1
}
. Il est clair que J atteint

son minimum sur S, car J est minorée, faiblement séquentiellement s.c.i. ; les
suites minimisantes sont nécessairement bornées puisque m > 0 et, grâce au
théorème 1.2, la fonction v $→ ‖v‖p+1 est faiblement séquentiellement continue
sur H1

rad(RN ). Il existe donc λ ∈ R et u0 ∈ S tels que :

J(u0) = min
v∈S

J(v), −∆u0 + mu0 = λ|u0|p−1u0.

En multipliant cette équation par u0, on voit que λ = J(u0) > 0 et, en posant
u := λ1/(p−1)u0, on obtient une solution de (1.1). On notera également que
u0, donc u, peut être supposée positive car J(|u0|) = J(u0). En fait comme il
est montré par B. Gidas, W.M. Ni & L. Nirenberg [72, 73] dans un cadre plus
général, toute solution positive de (1.1) est radiale décroissante (par rapport à
un point donné x0 de RN ). Par ailleurs M.K. Kwong [91] a montré que modulo
le choix de ce point x0 la solution radiale décroissante est unique.

Le lecteur pourra montrer (voir Exercices) que J satisfait la condition de
Palais-Smale sur S, et qu’elle y possède une infinité de points critiques. !

1.6 Remarque. L’équation (1.1) peut être également résolue par une méthode
non variationnelle appelée méthode du tir . En supposant que la solution recher-
chée est radiale, posons f(r) := u(x) pour r = |x| ; en supposant que u est
dérivable en zéro, f satisfait l’équation différentielle ordinaire :






f ′′(r) +
N − 1

r
f ′(r) = mf(r) − |f(r)|p−1f(r)

f(0) = α

f ′(0) = 0.

pour r > 0

On peut alors montrer (voir par exemple H. Berestycki, P.L. Lions & L.A. Pele-
tier [22]) que, pour une valeur bien précise du paramètre α, cette équation admet
une solution globale et positive. !
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Avant de donner un exemple plus général d’équation semilinéaire pouvant
être résolue en utilisant le résultat de compacité du théorème 1.2, nous allons in-
troduire l’identité de Pohožaev satisfaite par les solutions de certaines équations
semilinéaires.

2. L’identité de Pohožaev et ses conséquences

Le résultat suivant a été remarqué par S.I. Pohožaev [131] dans le cas particulier
où l’ouvert Ω est borné. Ce résultat a des conséquences importantes que nous
verrons dans un instant.

2.1 Proposition (Identité de Pohožaev). Soient Ω un ouvert de classe C1,
g une fonction continue de R dans lui-même dont on désignera par G la primitive
s’annulant en zéro et u ∈ H1

0 (Ω) ∩ H2
loc(Ω) une fonction satisfaisant l’équation

−∆u = g(u).

Si de plus G(u) ∈ L1(Ω) et n(σ) désigne la normale extérieure à ∂Ω, alors pour
tout z∗ ∈ RN fixé, u satisfait l’identité

(2.1)

N − 2
2

∫

Ω
|∇u(x)|2dx +

1
2

∫

∂Ω
|∇u(σ)|2(σ − z∗) · n(σ)dσ

= N

∫

Ω
G(u(x))dx.

En particulier si Ω = RN , pour 1 ≤ j ≤ N on a
∫

Ω
|∂ju(x)|2dx =

∫

Ω
|∂1u(x)|2dx,

(N − 2)
∫

Ω
|∂ju(x)|2dx = 2

∫

Ω
G(u(x))dx.

Démonstration. Soit une fonction ϕ0 de classe C∞ sur [0,∞[ telle que ϕ0(t) =
1 pour 0 ≤ t ≤ 1, et ϕ0(t) = 0 pour t ≥ 2. En posant, pour j ≥ 1 entier,

ϕj(x) := ϕ0

(
|x|
j

)
,

on vérifie facilement que |∇ϕj(x)| ≤ C, une constante indépendante de j et que :

|x||∇ϕj | ≤
|x|
j

|ϕ′
0 (|x|/j) | ≤ C ‖ϕ′

0‖∞.

On peut alors, pour un indice i fixé, multiplier les deux membres de l’équation
−∆u = g(u) par (xi − z∗i )∂iu(x)ϕj(x). En intégrant par parties le terme de
droite on obtient



254 Chapitre 6. Problèmes sans compacité
∫

Ω
g(u(x))(xi − z∗i )∂iu(x)ϕj(x)dx =

∫

Ω
(xi − z∗i )ϕj(x)∂iG(u(x))dx

= −
∫

Ω
ϕj(x)G(u(x))dx

−
∫

Ω
(xi − z∗i )∂iϕj(x)G(u(x))dx,

et par un passage à la limite où on utilise le théorème de la convergence dominée
et le fait que ∂iϕj(x) tend vers zéro lorsque j → ∞, on obtient :

(2.2) lim
j→∞

∫

Ω
g(u(x))(xi − z∗i )∂iu(x)ϕj(x)dx = −

∫

Ω
G(u(x))dx.

D’autre part, on intègre par parties le terme de gauche de l’équation et on
obtient :

−
∫

Ω
∆u(x) · ((xi − z∗i )∂iu(x))ϕj(x)dx =

−
∫

∂Ω
((σi − z∗i )∂iu(σ))ϕj(σ)∇u(σ) · n(σ)dσ

+
∫

Ω
∇u(x) ·∇ [(xi − z∗i )∂iu(x)ϕj(x)] dx.

Or le dernier terme s’écrit :
∫

Ω
∇u(x)·∇ [(xi − z∗i )∂iu(x)ϕj(x)] dx =(2.3)

1
2

∫

Ω
(xi − z∗i )ϕj(x)∂i

[
|∇u(x)|2

]
dx

+
∫

Ω
|∂iu(x)|2ϕj(x)dx

+
∫

Ω
(xi − z∗i )∂iu(x)∇u(x) ·∇ϕj(x)dx.

En appelant dans l’ordre E1j , E2j et E3j les trois termes de droite dans (2.3),
on a, lorsque j → ∞ :

(2.4) E3j → 0, et E2j →
∫

Ω
|∂iu(x)|2dx.

D’autre part, en intégrant par parties, E1j s’écrit :

E1j =
−1
2

∫

Ω
|∇u(x)|2∂i [(xi − z∗i )ϕj(x)] dx

+
1
2

∫

∂Ω
|∇u(σ)|2(σi − z∗i )ϕj(σ)ni(σ)dσ,

et donc lorsque j → ∞, on a



§ 2. L’identité de Pohožaev et ses conséquences 255

E1j → −1
2

∫

Ω
|∇u(x)|2dx +

1
2

∫

∂Ω
|∇u(σ)|2(σi − z∗i )ni(σ)dσ.

Finalement en reportant cette dernière limite ainsi que (2.4) dans la rela-
tion (2.3), on a grâce à (2.2) :

−1
2

∫

Ω
|∇u(x)|2dx +

∫

Ω
|∂iu(x)|2dx(2.5)

+
1
2

∫

∂Ω
|∇u(σ)|2(σi − z∗i ) · ni(σ)dσ

−
∫

∂Ω
(σi − z∗i )∂iu(σ)∇u(σ) · n(σ)dσ

= −
∫

Ω
G(u(x))dx,

ce qui, en faisant la somme sur i et sachant que lorsque u = 0 sur le bord alors le
gradient ∇u(σ) est parallèlle à n(σ) (i.e. ∇u(σ) = (∇u(σ) · n(σ))n(σ)), conduit
à :

N − 2
2

∫

Ω
|∇u(x)|2dx +

1
2

∫

∂Ω
|∇u(σ)|2(σ − z∗) · n(σ)dσ

= N

∫

Ω
G(u(x))dx.

Si Ω = RN , alors ∂Ω = ∅ de sorte que la relation (2.5) et le fait que

N − 2
2

∫

RN

|∇u(x)|2dx = N

∫

RN

G(u(x))dx

impliquent ‖∂iu‖2
L2(RN ) = ‖∂1u‖2

L2(RN ) pour 1 ≤ i ≤ N ; cela termine la preuve
de la proposition. !

2.2 Remarque. Ici, pour la simplicité de l’exposé nous avons supposé que ∆u
était dans L2

loc(Ω) pour donner un sens aux termes du type xi∂iu∆u ainsi qu’à
∇u(σ) sur le bord ∂Ω. Mais dans un grand nombre de cas, en particulier lorsque
Ω = RN , des hypothèses adéquates de croissance sur g impliquent que si u ∈
H1(Ω) satisfait l’équation −∆u = g(u), alors localement ∂iu est dans un espace
Lp

loc avec p > 2 et ∆u est dans Lp′

loc (avec (p − 1)p′ = p), de sorte que l’on peut
procéder comme dans la démonstration ci-dessus (voir Exercices pour de tels
exemples). Typiquement, si |g(s)| ≤ C

(
|s| + |s|

N+2
N−2

)
, et N ≥ 3, on peut écrire

−∆u = V u,

avec V ∈ L∞(Ω) + L
N
2 (Ω). Alors le lemme de Brezis-Kato 1.11.7 implique que

u ∈ Lp(Ω) pour tout p < ∞, et on peut donc conclure que u satisfait l’identité de
Pohožaev. Dans les exemples que nous traiterons par la suite, on peut toujours
vérifier que les solutions que nous considérons satisfont cette identité. !
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2.3 Remarque. Dans le cas particulier où Ω = RN , on peut obtenir l’identité
de Pohožaev, connue chez les physiciens sous le nom de théorème de viriel 1,
par un raisonnement formel simple qui doit être justifié. Cette façon de procéder
est surtout utile pour se souvenir des coefficients intervenant dans l’identité, et
aussi dans d’autres circonstances où a priori on ne voit pas par quoi multiplier
l’équation pour obtenir une identité intéressante. Soit en effet

(2.6) E(v) :=
1
2

∫

RN

|∇v(x)|2 −
∫

RN

G(v(x))dx.

Une solution de −∆u = g(u), avec u ∈ H1(RN ), est un point critique de E sur
cet espace ; en particulier la dérivée de E en u, dans n’importe quelle direction,
est nulle. Si pour λ > 0, on pose uλ(x) := u(x/λ) et f(λ) := E(uλ) on doit avoir
f ′(1) = 0, pourvu que f soit dérivable au voisinage de λ = 1. Or de manière
claire on a :

f(λ) =
λN−2

2

∫

RN

|∇u(x)|2dx − λN

∫

RN

G(u(x))dx

f ′(1) =
N − 2

2

∫

RN

|∇u(x)|2dx − N

∫

RN

G(u(x))dx.

Ce qu’il faut justifier ici, c’est le fait que uλ décrit bien une courbe de classe
C1 dans H1(RN ), ce qui peut être fait dans la plupart des cas réellement
intéressants, car on peut alors montrer que les solutions de −∆u = g(u) ont
une décroissance exponentielle à l’infini du type |u(x)|+ |Du(x)| ≤ C exp(−δ|x|)
pour certaines constantes C, δ > 0 (voir aussi Exercices). !

2.4 Remarque. Toujours dans le cas où Ω = RN , en multipliant l’équation
−∆u = g(u) par u on déduit :

∫

RN

|∇u(x)|2dx =
∫

RN

u(x)g(u(x))dx,

ce qui donne avec l’identité de Pohožaev :

(2.7)
∫

RN

(
N − 2
2N

u(x)g(u(x)) − G(u(x))
)

dx = 0.

Cela implique en particulier que s $→ N−2
2N sg(s) − G(s) doit prendre des valeurs

positives et négatives, si elle n’est pas identiquement nulle. Par exemple si g(s) =
λ|s|p−1s avec p ≥ 1 et λ )= 0 on en déduit que, si N ≥ 3, le seul exposant p
pour lequel l’équation −∆u = λ|u|p−1u peut avoir une solution non nulle dans
H1(RN ) est p = N+2

N−2 , alors que si N = 2 l’équation n’a aucune solution non
nulle. Il est aussi intéressant de noter que cet argument appliqué à p := 1 permet
de voir que le laplacien n’a pas de fonction propre sur H1(RN ). Mais pour ce
cas particulier, on dispose du résultat suivant de T. Kato [84] :

1 Dans le cas où N = 3, le viriel d’un point matériel situé en M et soumis à une force
−→
F est le scalaire

−→
F ·−−→OM , où O est un point arbitraire choisi comme origine.
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2.5 Théorème. Soit q ∈ L∞(RN ). On suppose que lorsque |x| tend vers l’infini
on a q(x) = o(|x|−1). Alors, si λ > 0 et u ∈ L2(RN ) vérifient

−∆u + q(x)u = λu dans D ′(RN ) ,

on a u ≡ 0.

Dans les Exercices on pourra voir d’autres exemples où l’identité de Pohožaev
permet de conclure à la non existence de solutions.

On peut montrer (voir en particulier J. Serrin [150] où, lorsque le problème
est posé dans une boule, ce résultat est essentiellement prouvé, sans être ex-
plicitement proclamé, ainsi que B. Gidas, W.M. Ni & L. Nirenberg [72, 73])
que si u > 0 est solution de −∆u = g(u) et si g est localement lipschitzi-
enne, alors u est radiale décroissante (si g est supposée seulement continue le
résultat ne subsiste plus). Notons aussi que la relation ‖∂iu‖L2 = ‖∂1u‖L2 satis-
faite par une solution quelconque, implique que, pour toute direction e de RN ,
on a ‖∂eu‖L2 = ‖∂1u‖L2, mais on ne sait pas si toute solution est radiale (ici
∂eu := e ·∇u et |e| = 1). !

2.6 Remarque. Soient Ω un ouvert borné régulier, et g(s) := |s|p−1s. L’identité
de Pohožaev implique que si u ∈ H1

0 (Ω)∩H2(Ω) vérifie −∆u = |u|p−1u, comme
on a aussi

∫

Ω
[−∆u(x)]u(x)dx =

∫

Ω
|∇u(x)|2dx =

∫

Ω
|u(x)|p+1dx,

alors :
(

N − 2
2

− N

p + 1

)∫

Ω
|u(x)|p+1dx(2.8)

+
1
2

∫

∂Ω
|∇u(σ)|2(σ − z∗) · n(σ)dσ = 0.

Supposons que l’ouvert Ω est étoilé par rapport à un point z∗ de RN , par exemple
(pour simplifier) z∗ := 0 ; plus précisément supposons que pour tout σ ∈ ∂Ω,
on a σ · n(σ) > 0. On déduit de (2.8) que si N−2

2 − N
p+1 > 0 alors u ≡ 0. Si

N−2
2 = N

p+1 alors ∇u = 0 sur ∂Ω, et si de plus u ≥ 0, alors par le théorème de
Green

0 = −
∫

∂Ω
∇u(σ) · n(σ)dσ =

∫

Ω
−∆u(x)dx =

∫

Ω
u(x)pdx,

ce qui implique que u ≡ 0 : c’est le résultat de S.I. Pohožaev [131] (en fait on
peut montrer que même si on ne suppose pas que u ≥ 0, alors u ≡ 0 ; voir Exer-
cices). Nous attirons l’attention sur le fait que le résultat de non-existence de
solution non nulle est spécifique au cas où g(s) = |s|p−1s, p = N+2

N−2 est l’exposant
critique de Sobolev et Ω est étoilé.

En effet, toujours pour le cas où g(s) = |s|p−1s, nous venons de voir que si
Ω := [R1 < |x| < R2] est un anneau, alors pour tout p > 1, le problème



258 Chapitre 6. Problèmes sans compacité
{

−∆u = |u|p−1u

u = 0
dans Ω,

sur ∂Ω,

admet une infinité de solutions. Cela prouve que la nature géométrique, ou plutôt
topologique, de l’ouvert Ω joue un rôle essentiel dans l’existence de solutions
pour le problème de Dirichlet que nous considérons ici. Un résultat de A. Bahri
& J.M. Coron [13] montre que si Ω est un ouvert régulier et non contractible
alors il existe une solution au problème






−∆u = up

u = 0
u > 0

dans Ω,

sur ∂Ω,

dans Ω,

où N = 3 et p := N+2
N−2 est l’exposant critique de Sobolev (le résultat général dit

que pour N ≥ 3, s’il existe un entier d ≥ 1 tel que l’homologie Hd(Ω; Z2) de
Ω est non nulle, alors le problème précédent a une solution. On pourra consul-
ter J.R. Munkres [120, chapter 1] pour la définition de Hd(Ω; Z2)).

D’autre part comme il a été remarqué par H. Brezis & L. Nirenberg [36] et
comme nous le verrons plus loin, il existe λ∗ > 0 tel que si λ1 désigne la première
valeur propre du laplacien avec condition de Dirichlet sur l’ouvert borné Ω alors,
pour tout λ ∈ ]λ∗, λ1[, le problème :






−∆u + λu = up

u = 0
u > 0

dans Ω,

sur ∂Ω,

dans Ω

admet une solution (en fait si N ≥ 4 alors λ∗ = 0). Cela montre que le résultat
de Pohožaev que nous avons évoqué plus haut dépend fortement de la forme
particulière de la non-linéarité. !

2.7 Remarque. Lorsque Ω = RN les solutions de l’équation
{

−∆u = g(u)
u )= 0,

dans RN

vérifient (pourvu qu’elles soient dans H1(RN ) ∩ H2
loc(RN ) et G(u) ∈ L1(RN )) :

N − 2
2

∫

RN

|∇u(x)|2dx = N

∫

RN

G(u(x))dx.

Donc, pour les solutions éventuelles, E étant définie par (2.6), on a

E(u) =
(

1
2
− N − 2

2N

)∫

RN

|∇u(x)|2dx =
1
N

∫

RN

|∇u(x)|2dx,

ce qui implique en particulier que, sur l’ensemble des solutions, l’action E est
positive. D’où la question suivante : y a-t-il une solution d’action (ou d’énergie)
minimale parmi toutes les solutions éventuelles ? Une telle solution est appelée un
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état fondamental (ground state en anglais). Avant de répondre à cette question
et montrer (sous des hypothèses adéquates) qu’une telle solution existe et qu’elle
est à symétrie sphérique, nous allons consacrer un paragraphe à la symétrisation
de Schwarz.

3. Symétrisation de Schwarz ou réarrangement

Dans tout ce paragraphe, lorsque nous ne le précisons pas, les fonctions con-
sidérées sont positives et mesurables au sens de Lebesgue sur RN . Pour définir
le réarrangement ou la symétrisation de Schwarz d’une fonction f de RN dans
R+, on commence par considérer les fonctions étagées (voir à ce sujet M. Cot-
lar & R. Cignoli [47, chapter V, § 1.5], ou encore G.H. Hardy, J.E. Littlewood
& G. Pólya [77, chapter X, § 10.12–10.14]). On désignera par | · | la norme
euclidienne de RN et par [|x| < R] la boule B(0, R) de RN pour cette norme.

3.1 Définition. Soient A1, . . . , An des boréliens de RN deux à deux disjoints
de mesure finie, et 0 < an < an−1 < · · · < a1 des réels. Si f est une fonction
étagée telle que f =

∑n
i=1 ai1Ai , alors on définit son réarrangement par

f∗ =
n∑

i=1

ai1[Ri−1≤|x|<Ri],

où R0 := 0 et Ri ≥ Ri−1 sont donnés par la relation

mes([Ri−1 ≤ |x| < Ri]) = mes(Ai).

3.2 Remarque. Soit f une fonction étagée prenant un nombre fini de valeurs
a1 > a2 > · · · > an > 0. Si Ai := [f = ai], alors f =

∑n
i=1 ai1Ai . On peut aussi

écrire

(3.1) f =
n∑

i=1

λifi

où f1 ≥ f2 ≥ · · · ≥ fn et les λi sont donnés par la relation

fi := 1[f≥ai], λi := ai − ai+1 pour 1 ≤ i ≤ n, an+1 := 0 .

De cette façon le réarrangement de f est donné par

f∗ =
n∑

i=1

λif
∗
i

et on a f∗
1 ≥ f∗

2 ≥ · · · ≥ f∗
n. En effet il suffit de remarquer que l’on a (λifi)∗ =

λif∗
i = λi1[|x|<Ri], où Ri vérifie mes(Ai) = mes([Ri−1 ≤ |x| < Ri]) et :

mes([|x| < Ri]) = mes([f ≥ ai]) = mes(Ai) + · · · + mes(An).

Comme λi = ai − ai+1, on conclut facilement que
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f∗ =
n∑

i=1

ai1[Ri−1≤|x|<Ri] =
n∑

i=1

λi1[|x|<Ri]

=
n∑

i=1

λif
∗
i =

(
n∑

i=1

λifi

)∗

.

Cela est intéressant dans la mesure où l’application f $→ f ∗ n’est pas linéaire,
mais néanmoins dans le cas particulier où f s’écrit sous la forem (3.1) le
réarrangement de f est la somme des réarrangements λif∗

i . !
Le théorème suivant permet de définir le réarrangement d’une fonction pos-

itive et mesurable quelconque.

3.3 Théorème & Définition. Soient 1 ≤ p ≤ ∞ et f ∈ Lp(RN ) une fonction
positive. Il existe une fonction unique f ∗ ∈ Lp(RN ) telle que f∗ ≥ 0 et pour tout
λ > 0

mes([f ≥ λ]) = mes([f∗ ≥ λ]),

et où l’ensemble [f∗ ≥ λ] est une boule B(0, Rλ). La fonction f∗ est radiale
décroissante et on l’appelle le réarrangement décroissant, ou la symétrisée
de Schwarz de la fonction f . De plus pour toute fonction continue et croissante
G : R+ −→ R+, telle que G(0) = 0 on a

(3.2)
∫

RN

G(f(x))dx =
∫

RN

G(f∗(x))dx.

Démonstration. On considère l’application f $→ f ∗ de la définition 3.1. Re-
marquons qu’alors si f et g sont étagées et f ≤ g alors f ∗ ≤ g∗. En effet si ai, bj

et Ai, Bj sont tels que 0 < an < · · · < a1 et 0 < bm < · · · < b1, les Ai étant deux
à deux disjoints, ainsi que les Bj , si

f :=
n∑

i=1

ai1Ai ≤ g :=
m∑

j=1

bj1Bj ,

alors pour tout i≥≤
1
n fixé il existe un indice ji tel que bji+1 < ai ≤ bji (on posera

bm+1 := 0). Par ailleurs si

f∗ :=
n∑

i=1

ai1[Ri−1<|x|≤Ri], g∗ :=
m∑

j=1

bj1[R′
j−1<|x|≤R′

j]
,

et x0 est tel que f∗(x0) = ai, on a par définition Ri−1 < |x0| ≤ Ri et

mes (B(0, Ri)) = mes ([f ≥ ai])
≤ mes ([g ≥ ai]) = mes

(
B(0, R′

ji
)
)

.

Cela implique que Ri ≤ R′
ji

et par suite x0 ∈ B(0, R′
ji

) et g∗(x0) ≥ bji ≥ ai, i.e.
f∗ ≤ g∗. On a aussi (pour une fonction étagée) de façon évidente ‖f‖p

p = ‖f∗‖p
p.

Si maintenant f ∈ Lp(RN ) et f ≥ 0, il existe une suite de fonctions étagées (fn)n
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telle que fn ≤ fn+1 ≤ f et fn → f presque partout. Par conséquent d’après ce
que nous venons de remarquer, la suite (f ∗

n)n est une suite croissante, et si on
désigne par f∗ := limn→∞ f∗

n, cette limite étant a priori à valeurs dans [0, +∞],
on a d’après le théorème de la convergence monotone

∫

RN

|fn(x)|pdx =
∫

RN

|f∗
n(x)|pdx,

∫

RN

|f(x)|pdx = lim
n→∞

∫

RN

|f∗
n(x)|pdx =

∫

RN

|f∗(x)|pdx,

ce qui implique en particulier que f ∗ ∈ Lp(RN ) et par conséquent f∗ < ∞
presque partout. D’autre part les suites d’ensembles

[fn ≥ λ] et [f∗
n ≥ λ]

étant croissantes, on a

[f ≥ λ] =
⋃

n

[fn ≥ λ] et [f∗ ≥ λ] =
⋃

n

[f∗
n ≥ λ],

ce qui conduit à :

mes([f ≥ λ]) = lim
n→∞

mes([fn ≥ λ]) = lim
n→∞

mes([f∗
n ≥ λ])

= mes([f∗ ≥ λ]).

Enfin comme l’ensemble [f∗
n ≥ λ] est une boule B(0, Rn,λ) et que Rn,λ ≤

Rn+1,λ, on voit aussi que l’ensemble [f∗ ≥ λ] est une boule B(0, Rλ), où
Rλ := limn→∞ Rλ,n. L’identité (3.2) étant claire pour chacune des fonctions
fn, f∗

n, on conclut la preuve du théorème en faisant tendre n vers l’infini. !

3.4 Proposition. Soient 1 ≤ p, q, r ≤ ∞ et f ∈ Lp(RN ), g ∈ Lq(RN ) et
h ∈ Lr(RN ) des fonctions positives.
1) Si 1

p + 1
q = 1, alors

∫

RN

f(x)g(x)dx ≤
∫

RN

f∗(x)g∗(x)dx.

2) Si 1
p + 1

q + 1
r = 2, alors on a l’inégalité de F. Riesz

∫∫

RN×RN

f(x)g(y)h(x − y)dydx ≤
∫∫

RN×RN

f∗(x)g∗(y)h∗(x − y)dxdy.

Démonstration. Pour montrer 1), il suffit de le faire pour des fonctions étagées.
Si on a

f = a1A, g = b1B,

en posant A∗ := B(0, R1) et B∗ := B(0, R2), avec mes(A∗) = mes(A) et
mes(B∗) = mes(B), on a
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∫

fg =
∫

1A1B =
∫

1A∩B ≤ min (mes(A), mes(B))

=
∫

1A∗∩B∗ =
∫

1A∗1B∗ =
∫

f∗g∗,

et la propriété est prouvée pour cette situation. Comme nous l’avons vu à la
remarque 3.2, si f et g sont deux fonctions étagées, on peut toujours les écrire
sous la forme

f =
n∑

i=1

αifi, g =
m∑

j=1

βjgj,

où les fonctions fi = 1Ai , gj = 1Bj vérifient

0 < fn ≤ · · · ≤ f1, et 0 < gm ≤ · · · ≤ g1,

de telle sorte que f∗ =
∑n

i=1 αif∗
i et g∗ =

∑m
j=1 βjg∗j . Ainsi, d’après ce que nous

venons de dire :
∫

fg =
∑

i,j

αiβj

∫
figj ≤

∑

i,j

αiβj

∫
f∗

i g∗j =
∫

f∗g∗.

L’inégalité donnée par 2) est dûe à F. Riesz [141], et on peut en trouver une
preuve, très technique, dans G.H. Hardy, J.E. Littlewood & G. Pólya [77, chap-
ter X, § 10.14–10.15, theorem 379], dans le cas où N = 1. Une démonstration
plus simple, ainsi qu’une généralisation de cette inégalité au cas où il y a plus de
trois fonctions et N ≥ 1, a été donnée par H.J. Brascamp, E.H. Lieb & J.M. Lut-
tinger [26], et nous y renvoyons le lecteur. !

3.5 Remarque. Au lieu de prendre les ensembles de [f ∗ ≥ λ] comme étant
des boules euclidiennes ayant même mesure que [f ≥ λ], on pourrait les choisir
comme les homothétiques d’une boule fixée de RN pour une distance autre que la
distance euclidienne. Plus précisément, si K∗ est un convexe ouvert, symétrique
par rapport à l’origine et tel que 0 ∈ K∗, en désignant par K(R) le convexe
{Rx ; x ∈ K∗}, on peut construire une symétrisée f ∗K de f en disant que pour
tout λ > 0, l’ensemble [f∗K ≥ λ] est une boule K(Rλ) ayant même mesure que
[f ≥ λ]. On peut montrer alors que f ∗K est déterminée de manière unique, que
pour 1 ≤ p ≤ ∞ on a ‖f∗K‖p = ‖f‖p et que la propriété 1) de la proposition 3.4
est satisfaite. Mais nous ne savons pas si l’analogue de l’inégalité de Riesz est
satisfaite, même en remplaçant la convolution de RN par une convolution dans
un sens approprié pour l’action d’un autre groupe, lorsque K∗ est une boule
adaptée à cette action. !

On déduit aisément de la première propriété donnée par la proposition 3.4
que la symétrisation est une contraction dans le cône des fonctions positives de
L2(RN ).
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3.6 Corollaire. Si f, g sont deux fonctions positives de L2(RN ), alors on a :

‖f∗ − g∗‖ ≤ ‖f − g‖.

Nous allons prouver un lemme sur la caractérisation de l’espace H1(RN )
avant de montrer que la symétrisation de Schwarz conserve cet espace (et qu’elle
y est même continue lorsque N = 1, comme l’a montré J.M. Coron [46], ou
qu’elle l’est parfois, lorsque la fonction symétrisée satisfait une certaine condition
de régularité, comme l’ont prouvé F. Almgren & E.H. Lieb [3]). Dans la suite
nous noterons pour t > 0

Gt(x) := (4πt)−N/2 exp
(
−|x|2

4t

)
,

le noyau de la chaleur sur RN . Si u0 ∈ L2(RN ), alors la fonction u := Gt ∗ u0

définie par convolution entre Gt et u0 vérifie l’équation de la chaleur

∂tu = ∆u sur ]0,∞[×RN ,

et que u(t, ·) → u0 dans L2(RN ) lorsque t → 0. Tout cela peut se montrer par
transformation de Fourier en notant que

(
̂Gt ∗ u0

)
(ξ) = exp(−t|ξ|2)û0(ξ),

où v̂ désigne la transformée de Fourier de v ∈ L2(RN ). On a alors le résultat
suivant (ici ‖ · ‖ et (·|·) désignent la norme et le produit scalaire de L2(RN )) :

3.7 Lemme. Soit v ∈ L2(RN ). Alors v ∈ H1(RN ) si, et seulement si

lim
t→0

Jt(v) < ∞, où Jt(v) :=
1
t

(
‖v‖2 − (v|Gt ∗ v)

)
.

Plus précisément lorsque v ∈ H1(RN ) on a ‖∇v‖2 = limt→0 Jt(v).

Démonstration. Rappelons en premier lieu (cf. paragraphe § 1.8) que v ∈
H1(RN ) si, et seulement si, on a :

∫

RN

|v̂(ξ)|2(1 + |ξ|2)dξ < ∞.

Or d’après l’identité de Parseval on peut écrire :

Jt(v) =
1
t

(
‖v̂‖2 − (v̂|Ĝt ∗ v)

)

=
1
t

∫
|v̂(ξ)|2

(
1 − exp(−t|ξ|2)

)
dξ.

On voit donc que si v ∈ H1(RN ), puisque

1
t

(
1 − exp(−t|ξ|2)

)
≤ |ξ|2,
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par le théorème de la convergence dominée on a limt→0 Jt(v) < ∞ et plus
précisément

lim
t→0

Jt(v) =
∫

RN

|v̂(ξ)|2|ξ|2dξ =
∫

RN

|∇v(x)|2dx.

D’autre part si v /∈ H1(RN ), alors
∫

RN |v̂(ξ)|2|ξ|2dξ = +∞, et comme

1
t

(
1 − exp(−t|ξ|2)

)
≥ |ξ|2

1 + t|ξ|2 ,

grâce au théorème de la convergence monotone, on voit que

lim
t→0

∫

RN

|v̂(ξ)|2 |ξ|2

1 + t|ξ|2 dξ =
∫

RN

|ξ|2|v̂(ξ)|2dξ = +∞,

et par conséquent limt→0 Jt(v) = +∞. !

3.8 Proposition. Soit u ∈ H1(RN ) une fonction positive. Alors la symétrisée
u∗ appartient à H1(RN ) et on a :

∫

RN

|∇u∗(x)|2dx ≤
∫

RN

|∇u(x)|2dx.

Démonstration. Nous suivons ici la démonstration de E.H. Lieb [96]. Soit
u ∈ H1(RN ) ; avec les notations introduites au lemme 3.7, on sait que

‖∇u‖2 = lim
t→0

Jt(u),

et pour montrer que u∗ ∈ H1(RN ), il suffit de montrer que la limite de Jt(u∗) est
finie lorsque t → 0. Or d’après l’inégalité de F. Riesz vue à la proposition 3.4 2)
on a

∫∫

RN×RN

u(x)Gt(x − y)u(y)dxdy ≤
∫∫

RN×RN

u∗(x)G∗
t (x − y)u∗(y)dxdy,

mais comme Gt ≡ G∗
t , on en déduit que Jt(u) ≥ Jt(u∗). On obtient donc

facilement le résultat annoncé en faisant tendre t vers zéro, et en utilisant le
lemme 3.7. !

3.9 Remarque. Pour 1 ≤ p < ∞ on peut montrer que ‖∇u∗‖Lp ≤ ‖∇u‖Lp

(voir par exemple F. Almgren & E.H. Lieb [3]). !

3.10 Remarque. Comme le montre G. Talenti [160], en utilisant les techniques
de symétrisation et le calcul des variations on peut voir que, pour 1 ≤ p < N ,
dans l’inégalité de Sobolev

‖u‖Lp∗ ≤ C(p, N) ‖∇u‖Lp

l’égalité est réalisée par une fonction radiale et on peut calculer la meilleure
constante C(p, N). Dans le cas où 1 < p < N , cette constante est donnée par
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C(p, N) := π−1/2N−1/p

(
p − 1
N − p

)(p−1)/p [ Γ (N)Γ [(N + 2)/2)]
Γ (N/p)Γ [(p + pN − N)/p]

]1/N

et l’inégalité de Sobolev devient une égalité pour les fonctions

ϕ(x) :=
(
a + b|x|p/(p−1)

)(p−N)/p
, a, b > 0.

Voici une application de ces techniques, pour voir que parmi tous les corps
de volume donné, la sphère a la plus petite superficie (ou dans R2, parmi toutes
les figures de superficie donnée, le cercle a le plus petit périmètre).

Si Ω est un ensemble mesurable de RN , on sait que

mesN (Ω) = sup
{∫

RN

1Ω(x)ϕ(x)dx ; ϕ ∈ C1
c (RN ), |ϕ(x)| ≤ 1

}
.

Si N ≥ 2, pour définir mesN−1(∂Ω) la mesure superficielle à N − 1 dimension
de ∂Ω (ou encore le périmètre de Ω si N = 2), on peut procéder comme suit. Si
u ∈ L1

loc(RN ), on définit sa variation totale par :

VT(u) := sup
{∫

RN

u(x)∇ · Φ(x)dx ; Φ ∈ (C1
c (RN ))N , |Φ(x)| ≤ 1

}
,

où | · | désigne la norme euclidienne de RN . L’ensemble des fonctions à variation
totale bornée est désignée par BV(RN ). On vérifie facilement que, par exemple
si u ∈ L1

loc(RN ) et Du ∈ L1(RN ), alors :

VT(u) = ‖∇u‖L1(RN ).

Lorsque Ω est un ensemble mesurable, pour définir la mesure superficielle (ou
l’aire) de ∂Ω, on pose

mesN−1(∂Ω) := VT(1Ω)

= sup
{∫

RN

1Ω(x)∇ · Φ(x)dx ; Φ ∈ (C1
c (RN ))N , |Φ(x)| ≤ 1

}
.

En effet si Ω est un ouvert borné et de classe C1, en désignant par n(σ) la
normale extérieure à ∂Ω, par une intégration par parties on peut écrire :

VT(1Ω) = sup
{∫

Ω
∇ · Φ(x)dx ; Φ ∈ (C1

c (RN ))N , |Φ(x)| ≤ 1
}

= sup
{∫

∂Ω
Φ(σ) · n(σ)dσ ; Φ ∈ (C1

c (RN ))N , |Φ(x)| ≤ 1
}

=
∫

∂Ω
dσ,

et on retrouve ainsi la définition classique de la mesure (superficielle) de ∂Ω.
L’inégalité isopérimétrique
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[mesN (Ω)](N−1)/N ≤ [Γ ((N + 2)/2)]1/N

N
√

π
mesN−1(∂Ω)

exprime simplement le fait que pour un ensemble mesurable on a

‖1Ω‖
L

N
N−1

≤ C(1, N)VT(1Ω) ;

et l’égalité est vraie si, et seulement si, Ω est une boule. Cette inégalité peut
naturellement s’obtenir de l’inégalité de Sobolev

‖u‖LN/(N−1) ≤ C(1, N) ‖∇u‖L1

où, pour trouver la meilleure constante C(1, N), on peut se borner à minimiser
‖∇u‖L1 sous la contrainte ‖u‖LN/(N−1) = 1 parmi les fonctions radiales. !

4. Existence d’un état fondammental

Nous reprenons ici l’équation modèle :

(4.1)

{
−∆u = g(u)

u )= 0,

dans RN ,

dont on cherche une solution dans H1(RN ). Nous avons vu que u est un point
critique de la fonctionnelle :

E(u) :=
1
2

∫

RN

|∇u(x)|2dx −
∫

RN

G(u(x))dx,

que les solutions raisonnables de cette équation satisfont l’identité de Pohožaev

N − 2
2

∫

RN

|∇u(x)|2dx = N

∫

RN

G(u(x))dx

et qu’un état fondamental est une solution u telle que pour toute autre solution
v on ait E(u) ≤ E(v). Comme ici

E(u) =
1
N

∫

RN

|∇u(x)|2dx > 0,

on va montrer que sous des hypothèses presque optimales on peut trouver une
telle solution. Pour en montrer l’existence, on a alors (au moins) deux possi-
bilités :

1) soit minimiser E ou plutôt, ce qui revient au même, la fonction J(v) :=
‖∇v‖2, sous la contrainte de Pohožaev, c’est à dire sur l’ensemble

SP :=
{
v ∈ H1(RN ) \ {0} ; V (v) = 0

}
,

où on a posé
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V (v) := (N − 2)
∫

RN

|∇v(x)|2dx − 2N

∫

RN

G(v(x))dx,

pourvu que SP soit non vide et contienne la limite de la suite minimisante ;
2) soit minimiser J(v) := ‖∇v‖2 sur l’ensemble

{
v ∈ H1(RN ) \ {0} ;

∫

RN

G(v(x))dx = N − 2
}

.

Dans ce paragraphe nous allons adopter la deuxième méthode et nous renvoyons
aux Exercices pour étudier la première. Aussi, nous séparons légèrement la ques-
tion de l’existence d’une solution à (4.1) du problème de minimisation de J sur
la contrainte mentionnée.

Nous commençons notre étude par le cas où N ≥ 3, parce que la preuve de
l’existence d’une solution dans le cas N = 1 peut être traité par une méthode
d’équation différentielle oridinaire (rappelons aussi que le théorème 1.2 n’est
valable que pour N ≥ 2), et enfin le cas N = 2 est plus délicat. Soient donc

(4.2)






S :=
{

v ∈ H1(RN ) ; G(v) ∈ L1(RN ),
∫

RN

G(v(x))dx = 1
}

,

J(v) :=
∫

RN

|∇v(x)|2dx.

Nous introduisons les conditions suivantes sur la fonction G, la primitive de g
s’annulant en zéro.

G ∈ C(R, R), et ∃s0 > 0 tel que G(s0) > 0 ,(4.3)
∃m > 0, t.q. G′′(0) = −m, lim

|s|→∞
|s|−2∗

G+(s) = 0,(4.4)

où 2∗ = 2N/(N − 2) et G+ := max(G, 0) est la partie positive de G. Alors on a
le résultat suivant.

4.1 Proposition. Soit N ≥ 3. On suppose que la fonction G est deux fois
dérivable en zéro, vérifie G(0) = G′(0) = 0, que les conditions (4.3) et (4.4) sont
satisfaites et que S, J sont définies par (4.2). Si de plus on suppose que G est
paire, alors la fonctionnelle J atteint son minimum sur S en un point v ∈ S tel
que v est une fonction positive et radiale décroissante.

Démonstration. Commençons par remarquer que S )= ∅ car, s0 > 0 étant
comme dans (4.3), en prenant ϕ ∈ D(RN ) telle que

ϕ(x) = s0 si |x| ≤ 1, et ϕ(x) = 0 si |x| ≥ 1 + ε,

on voit facilement que pour ε > 0 assez petit on a
∫

RN G(ϕ(x))dx > 0. Il suffit
alors de choisir convenablement λ > 0 pour que si ϕλ(x) := ϕ(x/λ), on ait

∫

RN

G (ϕλ(x)) dx = 1.
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Notons aussi que si v ∈ S, comme on suppose que G est paire, |v| ∈ S et
J(|v|) = J(v). On peut donc considérer une suite minimisante (ṽn)n sur S telle
que ṽn ≥ 0 et

J(ṽn) → α := inf
v∈S

J(v).

Grâce à la proposition 3.8, on sait que si on considère la symétrisée vn := (ṽn)∗,
alors vn ∈ S et

α ≤ J(vn) ≤ J(ṽn) → α = inf
v∈S

J(v).

Soit G0(s) := G(s) + m
2 s2. Nous allons montrer que :

G+
0 (vn) → G+

0 (v) dans L1(RN ),

en montrant tout d’abord que la suite
(
G+

0 (vn)
)
n

est équi-intégrable. En effet,
compte tenu des conditions (4.4), pour tout ε0 > 0, il existe une constante
C := C(ε0) > 0 telle que pour tout s ∈ R on ait

G+
0 (s) ≤ ε0|s|2 + C|s|2

∗
.

Mais, de l’inégalité de Sobolev ‖vn‖L2∗ ≤ C ‖∇vn‖, on déduit :

1 +
m

2
‖vn‖2 +

∫

RN

G−
0 (vn(x))dx =

∫

RN

G+
0 (vn(x))dx(4.5)

≤ ε0‖vn‖2 + C‖∇vn‖2∗
,

ce qui, en prenant 2ε0 < m, implique que (vn)n est bornée dans L2(RN ) et,
‖∇vn‖ étant également bornée, on conclut finalement que (vn)n est bornée dans
H1(RN ).

De même, pour tout ε1 > 0 il existe δ, M > 0 telles que pour tout s ∈ R on
ait

(4.6)

{
G+

0 (s) ≤ ε1s
2

G+
0 (s) ≤ ε1|s|2

∗

pour |s| ≤ δ,

pour |s| ≥ M.

Comme vn est radiale décroissante, d’après le lemme 1.1 on a

|vn(x)| ≤ C|x|
−(N−1)

2 ‖vn‖H1 ≤ C|x|
−(N−1)

2 .

Pour voir que (G+
0 (vn))n est équi-intégrable on doit montrer tout d’abord que

pour tout ε > 0 il existe R > 0 tel que :

(4.7) ∀n ≥ 1
∫

|x|≥R
G+

0 (vn(x))dx ≤ ε,

ce qui est manifestement vrai grâce à la première propriété de (4.6). Ensuite il
reste à montrer que R > 0 étant fixé comme ci-dessus, la suite

(
G+

0 (vn)1[|x|<R]

)
n

est équi-intégrable. Or si A ⊂ [|x| < R] est mesurable, en utilisant l’inégalité de
Sobolev et (4.6), pour tout ε1 > 0 on a
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∫

A
G+

0 (vn(x))dx ≤ ε1

∫

RN

|vn(x)|2dx + ε1C ‖∇vn‖2∗

+ mes(A) max
δ≤|s|≤M

G+
0 (s).

On voit donc (cf. définition 1.4.12) que pour tout ε > 0, si ε1 et mes(A) sont
suffisamment petits, on a

∫

A
G+

0 (vn(x))dx ≤ ε,

et finalement cela implique que la suite
(
G+

0 (vn)
)

n
est équi-intégrable.

Maintenant, moyennant une extraction de sous-suite, on peut supposer que
la suite (vn)n converge faiblement dans H1(RN ) et presque partout sur RN

vers v ∈ H1(RN ). Le théorème de Vitali 1.4.13 permet alors de conclure que
G+

0 (vn) → G+
0 (v) dans L1(RN ), et en appliquant le lemme de Fatou dans la

relation (4.5) on voit que

(4.8) 1 +
∫

RN

G−
0 (v(x)) dx +

m

2
‖v‖2dx ≤

∫

RN

G+
0 (v(x)) dx,

et en particulier on conclut que G(v) ∈ L1(RN ). D’autre part, J étant faiblement
séquentiellement s.c.i. sur H1(RN ), on a J(v) ≤ α. Si on montre que v ∈ S, alors
on aura α = J(v). Si on avait une inégalité stricte dans (4.8), cela signifierait
que

∫
RN G(v(x))dx > 1 ; mais alors en posant vλ(x) := v(x/λ) pour λ > 0, on a

∫

RN

G(vλ(x))dx = λN

∫

RN

G(v(x))dx,

et il existerait λ ∈ ]0, 1[ tel que ṽ := vλ soit dans S. Cela n’est pas possible car
on aurait

α ≤ J(ṽ) = λN−2J(v) < α.

On doit donc avoir v ∈ S, et cela montre que J atteint son minimum sur S. !

4.2 Remarque. Récemment O. Lopes [108] a montré, de manière très simple,
qu’en général le point où J atteint son minimum est à symétrie sphérique. Plus
précisément, soient F et G des fonctions de classe C2 (ou même C1,1

loc ) de Rm

dans R, et

S :=
{

v ∈ (H1
0 (Ω))m ; F (v) ∈ L1(RN ),

∫

RN

F (v(x))dx = 1
}

)= ∅ ,

J(v) :=
1
2

∫

RN

|∇v(x)|2dx +
∫

RN

G(v(x))dx .

Si on suppose que u ∈ S réalise le minimum de J sur S, i.e.

J(u) = inf
v∈S

J(v) ,

alors u est à symétrie sphérique. Il est intéressant de noter qu’ici F et G ne sont
pas nécessairement paires, et que dans le cas où m ≥ 2 on ne peut pas utiliser
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la symétrisation de Schwarz même en supposant que F et G sont paires. Voir
aussi la fin de la remarque 2.4 et B. Gidas, W.M. Ni & L. Nirenberg [72, 73]. !

Nous allons montrer maintenant que la fonction v ∈ S trouvée dans la propo-
sition précédente conduit, moyennant un changement d’échelle x $→ x/λ, à une
solution d’énergie minimale de l’équation (4.1). Dans la suite on posera

(4.9) S+ :=
{

v ∈ H1(RN ) ; G(v) ∈ L1(RN ),
∫

RN

G(v(x))dx ≥ 1
}

.

4.3 Lemme. Soient G ∈ C1(R, R) une fonction vérifiant les hypothèses de la
proposition 4.1 et v ∈ S telle que

J(v) = min
w∈S

J(w).

On suppose de plus que g(v) ∈ L1
loc(RN ) et qu’il existe une constante C > 0 et

une fonction continue H telles que H(0) = 0 et

(4.10) ∀s, t ∈ R |g(s + t)| ≤ C |g(s)| + H(t).

Alors il existe λ > 0 tel que −∆v = λg(v) dans D ′(RN ).

Démonstration. Notons en premier lieu que

inf
w∈S+

J(w) = min
w∈S

J(w).

En effet comme nous l’avons vu à la fin de la démonstration de la proposition 4.1,
si w ∈ S+ et w /∈ S, il existe λ ∈ ]0, 1[ tel que, si wλ(x) := w(x/λ), on ait wλ ∈ S
et J(wλ) < J(w) ; par conséquent la borne inférieure de J est atteinte sur S.
D’autre part si on avait g(v) ≡ 0, comme v ∈ H1(RN ), on peut facilement voir
par exemple que

∫
RN G(v(x))dx = 0, ce qui est contraire à l’hypothèse sur v.

Maintenant si ϕ ∈ D(RN ) est tel que

〈g(v), ϕ〉 =
∫

RN

g(v(x))ϕ(x)dx > 0

(on notera que de telles fonctions ϕ existent), grâce à l’hypothèse (4.10) la
fonction t $→

∫
RN G(v(x) + tϕ(x))dx est dérivable et sa dérivée en t = 1 est

précisément 〈g(v), ϕ〉. Alors il existe t∗ > 0 tel que pour 0 < t < t∗ on ait
v + tϕ ∈ S+. Par conséquent

J(v) ≤ J(v + tϕ) = J(v) + 2t

∫

RN

∇v(x) ·∇ϕ(x)dx + t2J(v),

ce qui, après simplification et division par t, puis en faisant tendre t vers zéro,
implique que

∫
RN ∇v(x) ·∇ϕ(x)dx ≥ 0. Rappelons alors le résultat suivant (voir

aussi l’exercice 59 du chapitre 1) :
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Lemme. Soient f, g deux formes linéaires sur un espace de Ba-
nach X telles que pour tout ξ ∈ X , 〈f, ξ〉 > 0 implique 〈g, ξ〉 ≥ 0.
Alors il existe λ ≥ 0 tel que g = λf .

On conclut en utilisant ce lemme qu’il existe λ ≥ 0 tel que −∆v = λg(v) dans
D ′(RN ). Si λ = 0, on aurait −∆v = 0 et v ∈ H1(RN ), donc v ≡ 0, ce qui n’est
pas vrai. Par conséquent λ > 0 et le lemme 4.3 est prouvé. !

4.4 Remarque. L’hypothèse (4.10) limite la croissance de la fonction g : par
exemple une fonction qui a une croissance du type s $→ exp(s2) ne peut pas
satisfaire une telle condition, mais une croissance du type s $→ exp(α|s|) ou
encore s $→ α|s|p, avec α > 0 et p > 1, est acceptable. On doit supposer une telle
condition pour affirmer que si ϕ ∈ D(RN ), alors G(v + ϕ) ∈ L1(RN ). En effet,
pour le voir il suffit d’écrire

G(v(x) + ϕ(x)) = G(v(x)) + g(v(x) + θ(x)ϕ(x)) · ϕ(x),

pour un θ(x) ∈ [0, 1]. On notera aussi que la condition de croissance donnée
dans (4.4), ne porte que sur G+, la partie positive de G. Cependant la condi-
tion (4.10) est suffisamment simple et générale pour que nous ne nous attardions
pas ici à donner une condition optimale (voir aussi Exercices). !

Avant d’énoncer le théorème concernant la résolution du problème (4.1), nous
allons nous intéresser à la régularité et la décroissance à l’infini des solutions qui
sont dans H1(RN ).

4.5 Proposition. Soient N ≥ 1 et g ∈ C(R, R) avec g(0) = 0. On pose q0 :=
N+2
N−2 lorsque N ≥ 3, et q0 > 1 quelconque lorsque N ≤ 2. On suppose que pour
des constantes a, δ, m > 0, en posant g0(s) := g(s) + ms, la condition suivante
est satisfaite :

(4.11)
{
∀s ∈ R, [sgn(s)g0(s)]

+ ≤ a|s|q0 ,
pour |s| ≤ δ, on a sgn(s)g0(s) ≤ 0.

On suppose que u ∈ H1(RN ) satisfait l’équation −∆u = g(u) et ∆u ∈ L1
loc(RN ).

Alors on a u ∈ C1,θ
0 (RN ) pour tout θ < 1 et il existe une constante C > 0 telle

que

∀x ∈ RN , |u(x)| ≤ C exp
(
−
√

1 + m|x|2
)

.

De plus si g est de classe C1, alors u est de classe C2,θ pour tout θ < 1, et pour
une constante C > 0 on a :

∀x ∈ RN , |Du(x)| ≤ C exp
(
−
√

1 + m|x|2
)

.

Démonstration. Nous commençons par prouver que u est de classe C1,θ et
tend vers zéro à l’infini. Comme −∆u + mu = g0(u), si on montre que pour
p < ∞ suffisamment grand on a g0(u) ∈ Lp(RN ), le théorème de régularité 1.11.1
permet de dire que u ∈ W 2,p(RN ) et, cet espace étant contenu dans C1,θ

0 (RN )
d’après l’inégalité de Morrey-Sobolev, le but sera atteint.
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Tout d’abord, en utilisant l’inégalité de Kato (voir lemme 1.8.24 ainsi que
l’exercice 30 du chapitre 1), on a dans D ′(RN ), en posant p0 := 2N/(N + 2)
lorsque N ≥ 3 et p0 > 1 quelconque lorsque N ≤ 2 :

(4.12) −∆|u| + m|u| ≤ −sgn(u)∆u + m|u| = sgn(u)g0(u) ≤ a|u|q0 .

Comme d’après l’inégalité de Sobolev on a |u|q0 ∈ Lp0(RN ), on sait qu’il existe
un unique w ∈ W 2,p0(RN ) satisfaisant

−∆w + mw = a|u|q0 .

Or le principe du maximum (appliqué à l’opérateur −∆ + mI) permet de dire
que |u| ≤ w. Si 2p0 ≥ N , alors on sait que w ∈ Lp(RN ) pour 2 ≤ p < ∞, ce qui
implique aussi que u ∈ Lp(RN ) pour de tels p. Lorsque 2p0 < N , les inégalités
de Sobolev (voir proposition 1.8.10) permettent alors de conclure que si

q1 :=
p0N

N − 2p0
et p1 :=

2Nq1

N + 2
,

on a w ∈ Lq1(RN ) et par conséquent u ∈ Lq1(RN ). En reprenant ce procédé on
montre que w ∈ W 2,p1(RN ) et un argument de bootstrap (cf. l’exemple 1.11.6)
conduit finalement à : u ∈ Lp(RN ) pour tout p < ∞ et w, u sont dans W 2,p(RN ).
En utilisant l’inégalité de Morrey-Sobolev on conclut que u ∈ C1,θ

0 (RN ) pour
tout θ ∈ ]0, 1[, et u et Du tendent vers zéro à l’infini (on voit aussi que si g0 est
de classe C0,β pour un β ∈]0, 1[, le théorème de régularité de Schauder implique
que que u est de classe C2,θ).

Pour montrer la décroissance exponentielle de u à l’infini, considérons :

(4.13) z(x) := λ exp
(
−
√

1 + β|x|2
)

,

pour des constantes λ, β > 0 que nous fixerons dans un instant. Un calcul
élémentaire permet de voir que :

−∆z + mz =
[
N + (N − 1)β(1 + β|x|2)

(1 + β|x|2)3/2
β +

m + (m − β)β|x|2

1 + β|x|2

]
z

de sorte que

(4.14) −∆z + mz ≥ m + (m − β)m|x|2

1 + β|x|2 z.

En prenant maintenant β := m, comme u est continue et tend vers zéro à l’infini,
on en déduit que sgn(u(x))g0(u(x)) est négatif pour |x| > R assez grand, et ainsi
on peut trouver λ > 0 tel que pour tout x ∈ RN on ait

sgn(u(x))g0(u(x)) ≤ m

1 + m|x|2 z(x) =
mλ exp

(
−
√

1 + m|x|2
)

1 + m|x|2 .

On en conclut, en utilisant (4.12) et (4.14) que l’on a
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−∆|u| + m|u| ≤ −∆z + mz,

et le principe du maximum implique que |u| ≤ z.
Pour montrer la décroissance exponentielle de Du, en posant v := ∂iu pour

un indice i fixé, on remarque que v satisfait

−∆v + mv = g′
0(u)v

et de nouveau par l’inégalité de Kato et du fait que g′
0(u(x)) ≤ 0 pour |x| ≥ R

assez grand, on peut trouver λ > 0 pour que

−∆|v| + m|v| ≤ g′
0(u)|v| ≤ m(1 + m|x|2)−1z ≤ −∆z + mz,

ce qui donne encore, par le principe du maximum

|v(x)| ≤ λ exp
(
−
√

1 + m|x|2
)

. !

4.6 Remarque. En fait on constate dans la démonstration ci-dessus que si g est
de classe C0,α

loc , on peut conclure que u est de classe C2,α. On notera également
que le résultat énoncé est vrai indépendamment du fait que u est radiale ou
non. Cependant, lorsque l’on considère une solution radiale, on peut montrer
facilement qu’en dehors de l’origine u est de classe C2 et si f(r) := u(x) pour
r = |x|, en zéro on a f ′′(0) = −g(u(0))/N : par conséquent lorsque g est continue,
les solutions radiales sont de classe C2 (voir Exercices). Par ailleurs dans ce cas,
un simple raisonnement sur l’équation différentielle ordinaire satisfaite par f , à
savoir

−f ′′ − N − 1
r

f ′ + mf = g0(f),

permet de conclure que si u, ou f , est à décroissance exponentielle à l’infini, il
en est de même de f ′ et f ′′. !

Nous vérifions dans le lemme suivant que la minimisation de J sur S fournit
bien un état fondamental de (4.1).

4.7 Lemme. Soient S et J définies par (4.2), N ≥ 3 et S )= ∅. On suppose que
v ∈ S vérifie :

J(v) = min
w∈S

J(w), ∃λ > 0 tel que − ∆v = λg(v),

et que v satisfait l’identité de Pohožaev. En posant u(x) := v(λ−1/2x), pour
x ∈ RN , alors u est solution de (4.1) et pour toute autre solution w ∈ H1(RN )
de cette équation satisfaisant l’identité de Pohožaev on a E(u) ≤ E(w).

Démonstration. Remarquons en premier lieu que d’après l’identité de Poho-
žaev, pour toute fonction z ∈ S telle que

g(z) ∈ L1
loc(RN ) et − ∆z = µg(z),

on a 2∗µ = J(z). Par conséquent, on a en particulier λ ≤ µ. Soit maintenant
w ∈ H1(RN ) une solution quelconque de (4.1) satisfaisant l’identité de Pohožaev.
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En posant b :=
∫

RN G(w(x))dx, de cette identité on déduit 2∗b = J(w) > 0, et
en notant z(x) := w(b1/Nx), on vérifie que

−∆z = b2/Ng(z), z ∈ S.

En particulier, si on note a :=
∫

RN G(u(x))dx, on déduit que −∆v = a2/Ng(v),
et d’après ce que nous venons de dire on doit avoir a ≤ b. Mais, toujours d’après
l’identité de Pohožaev, on a

E(u) =
2

N − 2

∫

RN

G(u(x))dx =
2a

N − 2

≤ 2b

N − 2
=

2
N − 2

∫

RN

G(w(x))dx = E(w),

ce qui montre le résultat du lemme. !
Nous pouvons maintenant énoncer le théorème concernant la résolution

de (4.1), sans toutefois chercher à donner les conditions les plus générales sur la
fonction g.

4.8 Théorème. Soit g ∈ C(R, R) une fonction impaire telle que |g(s)| ≤
C (|s| + |s|q0) où q0 := N+2

N−2 . On désigne par G la primitive de g s’annulant
en zéro, et on suppose que les conditions (4.3) et (4.4) sont satisfaites. Alors
l’équation (4.1) admet une solution positive u ∈ H1

rad(RN ), qui est un état fon-
damental, de calsse C2 et à décroissance exponentielle à l’infini.

Démonstration. Sous les hypothèses que nous avons ici, celles de la proposi-
tion 4.1 et du lemme 4.3 sont satisfaites : par conséquent, on sait qu’il existe
λ > 0 et v dans S ∩ H1

rad(RN ) tels que −∆v = λg(v) et J(v) = minw∈S J(w).
En posant alors

u(x) := v

(
x√
λ

)
,

on vérifie que u est solution de (4.1). La proposition 4.5 montre alors que u
est de classe C2 et à décroissance exponentielle à l’infini. Enfin u est un état
fondamental, car d’après l’hypothèse de croissance sur g, toute solution w ∈
H1(RN ) de l’équation (4.1) vérifie les conditions du lemme 4.7, et ce lemme
prouve que E(u) ≤ E(w). !

4.9 Remarque. Pour voir que les conditions imposées à g ne sont pas loin d’être
optimales, remarquons en premier lieu que pour l’existence d’une solution, il
faut que G prenne une valeur strictement positive. Par ailleurs, la condition de
croissance sous-critique est presque nécessaire en ce sens que l’équation

−∆u + mu = |u|p−1u,

n’admet pas de solution pour m > 0 et (N − 2)p ≥ N + 2. Reste à montrer que
la première condition de (4.4) est presque nécessaire en ce sens que si G′′(0) =
g′(0) = m > 0, l’équation (4.1) n’a pas de solution radiale dans H1

rad(RN ). En
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effet si u )≡ 0 est une telle solution, alors u tend vers zéro à l’infini au moins
comme |x|−(N−1)/2. Or en posant g0(s) := g(s) − ms, on voit que la fonction

q(x) := − g0(u(x))
u(x)

est, grâce au lemme 1.1, un o(|x|−1) lorsque |x| → ∞ et N ≥ 3. Cela contredit
le théorème de Kato 2.5 qui dit que

−∆u + q(x)u = mu

n’a pas de solution dans L2(RN ) autre que la solution nulle.
On peut aussi montrer ce résultat sans utiliser le théorème 2.5 mais en

analysant l’équation différentielle ordinaire que satisfait ϕ(r) := u(x) pour
r = |x| ; voir Exercices pour le cas général. Cependant dans le cas de la di-
mension N = 2 voici un résultat plus précis.

4.10 Lemme. Soient N := 2, g une fonction continue et G sa primitive
s’annulant en zéro. On suppose qu’il existe des réels µ > 0 et δ > 0 tels que
0 ≤ G(s) ≤ µs2 si 0 < |s| ≤ δ. Alors (4.1) n’a pas de solution dans H1

rad(R2).

Démonstration. En effet si u était une telle solution, en posant ϕ(r) := u(x)
pour r = |x|, on aurait :

ϕ′′ +
1
r
ϕ′ + g(ϕ) = 0.

En multipliant cette équation par ϕ′ et en intégrant de r à ∞ on obtient

−1
2
|ϕ′(r)|2 +

∫ ∞

r
|ϕ′(s)|2 ds

s
− G(ϕ(r)) = 0.

En posant alors F (r) :=
∫∞

r |ϕ′(s)|2s−1ds, sachant par le lemme 1.1 que |ϕ(r)| ≤
δ pour r ≥ r0 et un certain r0 assez grand, on a donc pour r ≥ r0 :

1
2r

(
r2F (r)

)′ =
1
2
rF ′(r) + F (r) ≥ 0.

Cela implique que r2F (r) ≥ r2
0F (r0) =: c0 > 0. Mais alors

r|ϕ′(r)|2 + 2rG(ϕ(r)) = rF (r) ≥ c0

r
,

ce qui, en intégrant sur [r0,∞[, permet de voir que
∫ ∞

r0

(
|ϕ′(r)|2 + 2µ|ϕ(r)|2

)
rdr ≥

∫ ∞

r0

(
|ϕ′(r)|2 + 2G(ϕ(r))

)
rdr = ∞,

et par conséquent u n’est pas dans H1
rad(R2). !
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5. Le cas de la dimension deux

Il y a deux difficultés pour traiter le cas de la dimension N = 2. Tout d’abord il
faut chercher la solution du problème de minimisation sur l’ensemble

(5.1) S :=
{

v ∈ H1(R2) \ {0} ; G(v) ∈ L1(RN ),
∫

RN

G(v(x)) = 0
}

,

et par conséquent il faut s’assurer que la suite qui minimise J(v) := ‖∇v‖2 sur
S, ne converge pas vers zéro. Mais il y a une difficulté supplémentaire, car non
seulement J et S sont invariants par les translations de R2 (i.e. J (v(· + z)) =
J(v)) mais de plus, pour tout λ > 0 et v ∈ S on a, en posant vλ(x) := v(λ−1x),

vλ ∈ S et J(vλ) = J(v).

En réalité, mettant à profit cette deuxième invariance on peut surmonter la
première difficulté et montrer que J atteint son mimimum sur S, du moins dans
le cas où G satisfait des conditions raisonnables (voir H. Berestycki, Th. Gallouët
& O. Kavian [20]).

De manière générale, comme nous le verrons par la suite, lorsqu’une fonc-
tionnelle et la contrainte sur laquelle on veut la minimiser sont invariantes sous
l’action d’un groupe non compact, en faisant agir ce groupe de manière adéquate
sur une suite minimisante, on peut (dans la plupart des cas) s’arranger pour
obtenir une nouvelle suite minimisante et relativement compacte.

5.1 Théorème. On suppose que G vérife la condition (4.3), est deux fois
dérivable en zéro, G′(0) = 0 et G′′(0) = −m < 0 et que pour tout α > 0
on a :

lim
|s|→∞

exp
[
−α|s|2

]
G(s) = 0.

Si de plus on suppose que G est paire, alors J atteint son minimum sur S
défini par (5.1), en un point v ∈ S tel que v est une fonction positive et radiale
décroissante.

Démonstration. Il suffit de remarquer qu’on a seulement besoin de savoir que
pour une suite minimisante on évite la convergence faible vers zéro. Si (z̃n)n est
une suite minimisante sur S, du fait que G est paire, on voit qu’il en est de même
de la suite des valeurs absolues (zn)n := (|z̃n|)n. De plus en considérant la suite
des symétrisées (z∗

n)n, on dispose d’une suite minimisante de fonctions radiales
décroissantes et positives. Il est clair qu’en prenant λn > 0 de manière adéquate,
et en posant

vn(x) := z∗n

(
x

λn

)
,

on peut s’arranger pour que
∫

RN |vn(x)|2dx = 1, et on aura toujours

vn ∈ S, J(vn) = J(z∗n) → inf
u∈S

J(u),

et de plus, en notant g0(s) := g(s) + ms et par G0 sa primitive, on a :
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(5.2)
∫

RN

G+
0 (vn(x))dx =

m

2
+
∫

RN

G−
0 (vn(x))dx.

On commence par montrer, en utilisant le théorème de Vitali et l’inégalité de
Trudinger-Moser que G+

0 (vn) tend vers G+
0 (v) dans L1(RN ), du moins pour une

sous-suite.
En effet pour tout ε > 0 donné, comme la suite (vn)n est bornée dans H1(R2),

d’après le lemme 1.1 on peut fixer R > 0 assez grand pour que
∫

[|x|≥R]
G+

0 (vn(x))dx ≤ ε.

Notons ensuite que pour tous ε0, σ > 0 il existe δ0 > 0 et M > 0 tels que
{

G+
0 (s) ≤ ε0|s|2

G+
0 (s) ≤ ε0 exp

[
σ|s|2

]
pour |s| ≤ δ0 ,

pour |s| ≥ M.

D’autre part, si A ⊂ B(0, R) =: BR est un ensemble mesurable, on peut écrire
∫

A
G+

0 (vn(x))dx ≤ ε0

∫

BR

|vn(x)|2dx(5.3)

+ ε0

∫

BR

exp
[
σ|vn(x)|2

]
dx

+ |A| max
δ0≤|s|≤M

G+
0 (s).

Or d’après l’inégalité de Trudinger-Moser on sait que pour tout R > 0 il existe
des constantes C0 > 0 et σ0 > 0 telles que

‖ϕ‖H1(BR) ≤ 1 =⇒
∫

BR

exp
[
σ0|ϕ(x)|2

]
≤ C0 .

En supposant qu’ici ‖vn‖H1 ≤ C1 et en prenant σ := σ0/C2
1 , dans l’inégali-

té (5.3), on voit que pour une constante C indépendante de n, ε0 on a
∫

A
G+

0 (vn(x))dx ≤ ε0C + |A| max
δ0≤|s|≤M

G+
0 (s),

et donc la suite (G+
0 (vn))n est équi-intégrable (voir la définition 1.4.12). Comme

(modulo une extraction de sous-suite) vn → v p.p. sur RN et vn ⇀ v dans
H1(RN )-faible, en utilisant le fait que G+

0 (vn) converge vers G+
0 (v) dans L1(RN )

(théorème de Vitali) et en appliquant le lemme de Fatou à (5.2), on a :
∫

RN

G+
0 (v(x))dx ≥ m

2
+
∫

RN

G−
0 (v(x))dx > 0,

ce qui confirme que v )≡ 0 et J(v) ≤ infu∈S J(u). Il reste à montrer que v ∈ S.
Or, du fait de l’hypothèse de croissance sur G, la proposition 1.17.3 implique
que la fonction
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τ $→ f(τ) :=
∫

RN

G0(τv(x))dx,

est continue sur [0, 1]. Si on avait v /∈ S, comme f(0) = 0 et f(1) > m/2,
il existerait τ0 ∈ ]0, 1[ tel que f(τ0) = m/2, et v0 := τ0v ∈ S. Cela n’est pas
possible car

0 < J(v0) = τ2
0 J(v) < inf

u∈S
J(u).

On doit donc avoir v ∈ S et le théorème est prouvé. !

5.2 Remarque. Ici nous n’avons pas cherché à donner les meilleures conditions
sur G pour prouver l’existence d’un point de minimum de J sur S. En particulier
la condition de croissance sur G peut être allégée et imposée uniquement à G+

0 .
Nous verrons par la suite que sous des conditions adéquates sur la fonction g,

on peut montrer que la fonction v trouvée dans le théorème précédent conduit,
moyennant un changement d’échelle, à un état fondamental de l’équation−∆u =
g(u). Par exemple (cf. Exercices) si on suppose que pour tout α > 0 on a

|g(s)| ≤ C(α)
(
|s| + exp

[
α|s|2

])
,

alors le point de minimum v vérifie −∆v = λg(v) pour un multiplicateur de
Lagrange λ ∈ R. Comme λ < 0 est impossible d’après le lemme 4.10 et que
λ = 0 impliquerait v ≡ 0, on doit avoir λ > 0. Par conséquent, si

u(x) := v

(
x√
λ

)
,

on a −∆u = g(u). Si w ∈ H1(R2)\{0} est une autre solution, on a naturellement
G(w) ∈ L1(RN ) et g(w) ∈ L2

loc(RN ). De sorte que w satisfait l’identité de
Pohožaev et w ∈ S. En particulier J(u) = J(v) ≤ J(w) et comme 2E(w) = J(w),
on voit que E(u) ≤ E(w) et donc que u est un état fondamental de l’équation
−∆w = g(w).

On notera également que la démonstration vue plus haut montre qu’en fait
chercher les points critiques de J sur S revient à les chercher sur l’ensemble

Σ :=
{

u ∈ H1
rad(R2) ;

∫

RN

G(u(x))dx = 0 et
∫

RN

u2(x)dx = 1.

}
.

Et de fait comme il a été prouvé dans [20], on peut montrer que J possède une
infinité de points critiques sur Σ ∩ H1

rad(R2).
L’idée de minimiser une fonctionnelle invariante par changement d’échel-

le peut être utilisée pour montrer l’existence d’un état fondamental pour les
équations de champ même dans le cas N ≥ 3, ou encore dans des domaines
cylindriques du type ω×RN−k où ω est un ouvert borné de Rk, avec 0 ≤ k ≤ N−2
(voir plus loin et O. Kavian [86]). !
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6. Le lemme de Lieb

Dans certains cas on ne peut pas montrer a priori que le minimum de la fonction-
nelle que l’on étudie est réalisé par une fonction radiale. On peut alors utiliser le
lemme de E.H. Lieb [97] que nous allons montrer dans un instant. Auparavant
voici un lemme technique, que nous énonçons dans le cas particulier des espaces
H1, mais que le lecteur pourra facilement traduire dans le cadre des espaces
Wm,p. On note toujours ‖ · ‖ la norme de L2.

6.1 Lemme. Soit N ≥ 1. Il existe une constante C0 > 0 telle que pour tout
u ∈ H1(RN ) tel que u )≡ 0 et ‖∇u‖ ≤ 1 il existe y0 ∈ RN tel que :

(
2 + ‖u‖−2

)
mes

[
B(y0) ∩ supp(u)

]
≥ C0,

où B(y) :=
∏N

i=1]yi − 1
2 , yi + 1

2 [ pour y ∈ RN .

Démonstration. Tout d’abord, notons que sous les hypothèses sur u il existe
y0 ∈ RN tel que

∫

RN

|∇u(x)|21B(y0)(x)dx <
(
1 + ‖u‖−2

) ∫

RN

|u(x)|21B(y0)(x)dx.

En effet sinon on pourrait recouvrir RN par des cubes B(yn) disjoints et en
faisant la somme sur n on obtiendrait :

1 ≥
∫

RN

|∇u(x)|2dx ≥
(
1 + ‖u‖−2

) ∫

RN

|u(x)|2dx > 1.

Ensuite supposons que N ≥ 3 (le cas N = 2 ou N = 1 est analogue et on le
laisse en exercice). Si 2∗ = 2N

N−2 , par l’inégalité de Sobolev on a :

C0‖u1B(y0)‖2
L2∗ ≤

∫

B(y0)

(
|u(x)|2 + |∇u(x)|2

)
dx

≤
(
2 + ‖u‖−2

) ∫

B(y0)
|u(x)|2dx.

Or en appliquant l’inégalité de Hölder on voit que :

‖u1B(y0)‖2 ≤ ‖u1B(y0)‖2
L2∗

[
mes

(
B(y0) ∩ supp(u)

)]1− 2
2∗ ,

d’où on déduit le résultat du lemme. !

6.2 Lemme (E.H. Lieb). Soit (un)n une suite de H1(RN ) telle que ‖∇un‖ ≤
R. On suppose qu’il existe ε, δ > 0 tels que :

(6.1) ∀n ≥ 1, mes ([|un| > ε]) ≥ δ .

Alors il existe une suite (yn)n de RN telle que si vn(x) := un(x + yn), aucune
sous-suite de (vn)n ne converge faiblement vers zéro.

Démonstration. Sans perte de généralité on peut supposer que ‖∇un‖ ≤ 1.
En appliquant le lemme 6.1 à la fonction
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(
|un|−

ε

2

)+
,

et en notant que
∫

RN

∣∣∣∣
(
|un(x)| − ε

2

)+
∣∣∣∣
2

dx ≥
∫

|un|>ε

∣∣∣∣
(
|un(x)|− ε

2

)+
∣∣∣∣
2

dx

≥ ε2

4
mes [|un| > ε] ≥ 1

4
δε2,

on voit qu’ainsi ‖
(
|un(x)|− ε

2

)+ ‖−2 ≤ 4δ−1ε−2 et donc

(
2 + 4δ−1ε−2

)
mes

(
B(yn) ∩ supp

(
|un|−

ε

2

)+
)

≥ C0.

Comme supp
(
|un|− ε

2

)+ = [|un| > ε/2], on conclut que

mes
(
B(yn) ∩

[
|un| >

ε

2

])
≥ C(δ, ε) > 0,

où C(ε, δ) := δε2/(4 + 2δε2) est indépendante de n. En particulier si vn(x) :=
un(x + yn), on vérifie facilement que

∫

B(0)
|vn(x)|2dx ≥

∫

B(yn)∩[|un|>ε/2]
|un(z)|2dz

≥ 1
4
ε2C(δ, ε) > 0 ,

ce qui prouve que (vn)n ne contient aucune sous-suite convergeant faiblement
vers zéro dans H1(RN ). !

7. Une application du lemme de Lieb

Pour illustrer le lemme de Lieb, nous allons l’appliquer à une variante du
problème de minimisation que nous avons étudié aux paragraphes précédents,
mais cette fois sans utiliser la compacité des fonctions radiales (voir H. Brezis
& E.H. Lieb [34] et O. Kavian [86]). Dans un premier temps soient N ≥ 3 et
m ≥ 1 des entiers. On pose

(7.1)






F (u) := G(u) − 1
2

N∑

i=3

|∂iu|2,

S0 :=
{

u ; F (u) ∈ L1(RN ),
∫

RN

F (u)(x)dx ≥ 0
}

,

S+ := S0 ∩
(
H1(RN )

)m \ {0} ,

J(u) :=
∫

RN

(
|∂1u(x)|2 + |∂2u(x)|2

)
dx.
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On rappelle que les solutions de −∆u = g(u) qui vérifient l’identité de Pohožaev
sont dans S+ ; plus précisément elles satisfont

∫

RN

F (u)(x)dx = 0.

En particulier on a 2E(u) = J(u), et la minimisation de J sur S+ fournit bien
un état fondamental de l’équation −∆u = g(u).

On suppose que G satisfait les conditions suivantes :

G ∈ C1 (Rm, R) , G(0) = 0,(7.2)
lim sup
|s|→∞

|s|−2∗
G+(s) = 0,(7.3)

∃a0 > 0, ∃δ0 > 0 tels que G(s) ≤ −a0

2
|s|2 si |s| ≤ δ0.(7.4)

∃s0 ∈ Rm, G(s0) > 0.(7.5)

7.1 Théorème. Soient N ≥ 3 et G satisfaisant (7.2)–(7.5) et g = G′. On
suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que pour s ∈ Rm on ait |g(s)| ≤
C(|s| + |s|

N+2
N−2 ) et que pour tout δ > 0 il existe une fonction continue H avec

H(0) = 0 telle que pour s, t ∈ Rm on ait

(7.6) |G(s + t) − G(s)| ≤ δ
(
|G(s)| + |s|2

∗
)

+ H(t).

Alors J et S+ étant définis par (7.1), J atteint son minimum sur S+ en un point
u tel que

∫
RN F (u)(x)dx = 0. De plus il existe λ > 0 tel que si

ũ(x) := u

(
x1√
λ

,
x2√
λ

, x3, . . . , xN

)
,

on a −∆ũ = g(ũ) et ũ est un état fondamental de cette équation.

Démonstration. La condition (7.5) implique que S+ )= ∅. Soient α :=
infv∈S+ J(v) et (v̂n)n ⊂ S+ une suite minimisante. On peut fixer λn > 0 tel
que si

vn(x) := v̂n (λnx1, λnx2, x3, . . . , xN ) ,

on ait a0‖vn‖2 +
∑N

i=3 ‖∂ivn‖2 = 2. Comme vn ∈ S+ et J(vn) = J(v̂n), on
dispose d’une suite minimisante (vn)n qui est bornée dans H1(RN ).

Nous allons montrer dans un premier temps que la suite (vn)n est loin de
zéro. En effet pour tout δ > 0 il existe t > 0 tel que G+(s) ≤ δ|s|2∗

pour |s| ≥ t.
On en déduit

1 ≤
∫

RN

G+(vn(x))dx ≤−a0

2

∫

[|vn|≤δ0]
|vn(x)|2dx

+
∫

[δ0<|vn|<t]
G+(vn(x))dx

+ δ

∫

[|vn|≥t]
|vn(x)|2

∗
dx,
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ce qui, en utilisant l’inégalité de Sobolev, montre que pour une constante C
dépendant uniquement de N on a :

1 ≤ max
δ0≤|s|≤t

G+(s) mes ([|vn| ≥ δ0]) + δC‖∇vn‖2∗
.

En prenant finalement δ > 0 assez petit pour que δC‖∇vn‖2∗ ≤ 1/2, on voit que

mes ([|vn| ≥ δ0]) max
δ0≤|s|≤t

G+(s) ≥ 1
2
.

On peut appliquer maintenant le lemme de Lieb 6.2 pour conclure qu’il existe
une suite yn de RN telle que si

un(x) := vn(x + yn),

alors (un)n ne contient pas de sous-suite convergeant vers zéro dans H1(RN )-
faible. Moyennant une extraction de suite, un ⇀ u dans H1(RN )-faible et pour
tout q < 2∗ {

0 < J(u) ≤ α,
un → u dans Lq

loc(RN ) et p.p.

Vérifions tout d’abord que G(u) ∈ L1(RN ). On a, pour δ, ε > 0 fixés comme
plus haut :

∫

RN

(
G(un(x)) +

a0

2
|un(x)|2

)+
dx ≤ δ

∫

RN

|un(x)|2∗dx

+ max
δ0≤|s|≤R

(
G(s) +

a0

2
|s|2

)+
mes ([|un| > ε]) .

Or mes ([|un| > ε]) ≤ ε−2∗ ∫
RN |un(x)|2∗

dx ≤ C ; par conséquent
∫

RN

(
G(un(x)) +

a0

2
|un(x)|2

)+
dx ≤ C

et le lemme de Fatou implique que
(
G(u) + a0

2 |u|2
)+ ∈ L1(RN ). Par ailleurs de

façon claire :

1 +
∫

RN

(
G(un(x)) +

a0

2
|un(x)|2

)−
dx

≤
∫

RN

(
G(un(x)) +

a0

2
|un(x)|2

)+
dx,

et de nouveau le lemme de Fatou montre que
(
G(u) + a0

2 |u|2
)− est dans L1(RN ),

et finalement G(u) ∈ L1(RN ).
On notera ici que si on savait que la suite

(
G(un) + a0

2 |un|2
)+ est équi-

intégrable, on pourrait conclure que u ∈ S, et alors la preuve du théorème serait
finie (c’est cette information que nous fournissait la lemme 1.1, lorsqu’on se
contentait de travailler avec les fonctions radiales). Mais du fait qu’ici on ne sait
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rien du comportement à l’infini des fonctions un, on ne peut pas dire que la suite(
G(un) + a0

2 |un|2
)+ est équi-négligeable à l’infini.

Pour montrer que u ∈ S on va montrer le lemme suivant, qui est un cas
particulier des relations de Kuhn-Tucker ; voir Exercice 2 du chapitre 3. On
posera

(7.7) V (u) :=
∫

RN

F (u)(x)dx, V ′(u) := g(u) +
N∑

i=3

∂iiu.

et on notera ∇1ψ := (∂1ψ, ∂2ψ), pour une fonction ψ ∈ H1(RN ).

7.2 Lemme. Soit V définie par (7.7). Alors pour ϕ ∈ (D(RN ))m on a :

〈V ′(u), ϕ〉 > 0 =⇒
∫

RN

∇1u(x) ·∇1ϕ(x)dx ≥ 0.

En particulier il existe λ > 0 tel que : − (∂11 + ∂22)u = λV ′(u).

En admettant un instant ce lemme, nous pouvons conclure que u ∈ S et
J(u) = α, le minimum de J sur S. En effet compte tenu du fait que λ > 0, on
vérifie facilement que si on pose

ũ(x) := u

(
x1√
λ

,
x2√
λ

, x3, . . . , xN

)
,

alors on a −∆ũ = g(ũ), et l’hypothèse de croissance sur g permet d’affirmer
que ũ satisfait l’identité de Pohožaev et en particulier V (ũ) = 0. Comme on a
V (u) = V (ũ), et sachant que J(u) ≤ α, on conclut que u ∈ S+, et J(u) = α.
Par la même occasion on note que ũ est un état fondamental de l’équation
−∆v = g(v). !

Il nous reste à montrer le lemme 7.2.
Démonstration du lemme 7.2. On notera d’abord que grâce à l’hypothèse
de croissance sur g, la fonctionnelle V est de classe C1 sur H1(RN ) et que sa
dérivée est précisément V ′ donnée par (7.7). Ensuite notons que V ′(u) )= 0 (car
u )≡ 0, voir aussi Exercices), et que par conséquent il existe ϕ ∈ (D(RN ))m telle
que 〈V ′(u), ϕ〉 > 0. Pour une telle fonction ϕ fixée, il existe t∗ > 0 tel que pour
t ∈ ]0, t∗[ on ait

V (u + tϕ) − V (u) > 0.

Soit t ∈ ]0, t∗[ fixé. Si on montre qu’il existe n0 ≥ 1 tel que

(7.8) ∀n ≥ n0 V (un + tϕ) − V (un) ≥ 0,

alors le lemme est prouvé. En effet si cette propriété est établie, pour n ≥ n0 on
a un + tϕ ∈ S+ et

J(u) ≤ α ≤ J(un + tϕ) = J(un) + 2t

∫

RN

∇1ϕ(x) ·∇1un(x)dx + t2J(ϕ).
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Ce qui, en faisant tendre n vers l’infini et utilisant le fait que un ⇀ u dans
H1(RN )-faible, implique que

2
∫

RN

∇1ϕ(x) ·∇1u(x)dx + tJ(ϕ) ≥ 0.

Maintenant, en faisant tendre t vers zéro, on obtient
∫

RN

∇1ϕ(x) ·∇1u(x)dx ≥ 0,

et l’argument que nous avons évoqué à la fin de la démonstration du lemme 4.3
permet de conclure que − (∂11 + ∂22)u = λV ′(u) pour un λ ≥ 0. Or λ = 0
impliquerait u ≡ 0, contrairement à ce que nous savons de u. On a ainsi λ > 0
et le lemme 7.2 est prouvé.

Reste donc à montrer (7.8) ; pour ce faire on va montrer que

lim
n→∞

V (un + tϕ) − V (un) = V (u + tϕ) − V (u).

Or si supp(ϕ) ⊂ B := B(0, R) pour un R > 0, on peut écrire

V (un + tϕ) − V (un) =
∫

RN

[F (un(x) + tϕ(x)) − F (un(x))] dx

=
∫

B
[F (un(x) + tϕ(x)) − F (un(x))] dx.

Du fait de la stucture de F et puisque un ⇀ u dans H1(RN )-faible, on doit
essentiellement vérifier que

zn := G(un + tϕ) − G(un),

tend vers z := G(u + tϕ) − G(u) dans L1(B). On sait déjà que zn → z presque
partout et que |G(un)| est bornée dans L1. Montrons l’équi-intégrabilité de la
suite (zn)n. D’après l’hypothèse (7.6) sur G on peut écrire, pour tout ensemble
mesurable A ⊂ B,

∫

A
|zn(x)|dx ≤ δ

∫

A

(
|G(un(x))| + |un(x)|2∗

)
dx +

∫

A
H(tϕ(x))dx.

Comme G(un) et |un|2
∗

sont bornées dans L1(RN ), en prenant d’abord δ > 0
petit, puis mes(A) petite, on conclut que (zn)n est équi-intégrable. Enfin le
théorème de Vitali permet de dire que zn → z dans L1(B) et la propriété (7.8)
est prouvée. !

7.3 Remarque. Nous laissons au lecteur le soin d’énoncer et établir un résultat
analogue dans le cas où N = 2 : en effet la seule chose qui change est que l’on
peut autoriser une croissance exponentielle à g.

De même si ω ⊂ Rk est un ouvert borné et Ω := RN−k×ω avec N−k ≥ 2, on
peut traiter le problème de l’existence d’une solution u ∈ H1

0 (Ω) de l’équation
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−
/−1∑

i=1

∂iiu −
N∑

i,j=/

∂i(aij(y)∂ju) = g(y, u),

où ' := N − k + 1, y ∈ ω et (aij)/≤i,j≤N est une matrice symétrique et coercive.
Voir Exercices pour l’étude d’une telle équation. !

7.4 Remarque. On aura noté que dans le théorème 7.1 on ne suppose pas que
G est paire, et que dans le cas de l’équation scalaire où m = 1, on ne dit rien
du signe de u, contrairement à l’étude précédente utilisant les fonctions radiales.
On rappelle aussi que la solution u est à décroissance exponentielle à l’infini,
c’est à dire que la proposition 4.5 est valable pour la solution donnée par le
théorème 7.1, en supposant toutefois que g satisfait la condition (4.11) (dans le
cas où m ≥ 2, pour s ∈ Rm, on note sgn(s) := 0 si s = 0 et sgn(s) := s/|s|
sinon). Enfin la condition de croissance imposée à g dans le théorème 7.1 peut
être allégée. !

8. La méthode de concentration-compacité

Cette méthode introduite par P.L. Lions [103–106] est basée sur le lemme suivant,
et c’est la méthode la plus générale pour traiter les problèmes de minimisation
qui interviennent dans les domaines les plus variés (Équations aux Dérivées
Partielles, Analyse Harmonique, Calcul des Variations, etc.). Nous commençons
par montrer le premier lemme de concentration-compacité de P.L. Lions, puis
nous introduirons le principe de concentration-compacité.

8.1 Lemme de concentration-compacité. Soit λ > 0 fixé. On considère une
suite de fonctions positives (ρn)n telle que pour tout n ≥ 1

∫

RN

ρn(x)dx = λ.

Il existe alors une sous-suite (ρni)i telle qu’une seule des trois possibilités suiv-
antes se présente.

1) Compacité : il existe une suite (yi)i de RN telle que pour tout ε > 0 il
existe R < ∞ vérifiant

∀i ≥ 1,

∫

B(yi,R)
ρni(x)dx ≥ λ − ε.

2) Évanescence : pour tout R < ∞ fixé on a

lim
i→∞

[
sup

y∈RN

∫

B(y,R)
ρni(x)dx

]
= 0.

3) Dichotomie : il existe α ∈ ]0, λ[ tel que pour tout ε > 0, il existe des
fonctions positives ρ1,i, ρ2,i ∈ L1(RN ) et i0 ≥ 1 tels que pour tout i ≥ i0 on
ait :
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∫

RN

|ρni(x) − [ρ1,i(x) + ρ2,i(x)]| dx ≤ ε,

∣∣
∫

RN

ρ1,i(x)dx − α
∣∣ ≤ ε,

∣∣
∫

RN

ρ2,i(x)dx − (λ − α)
∣∣ ≤ ε,

lim
i→∞

dist (supp(ρ1,i), supp(ρ2,i)) = +∞.

Démonstration. Pour toute fonction positive ρ de L1(RN ) on définit sa
fonction de concentration de P. Lévy par :

(8.1) Q(t) := sup
y∈RN

∫

B(y,t)
ρ(x)dx.

Q est une fonction croissante bornée : on a Q(0) = 0 et Q(∞) =
∫

RN ρ(x)dx. On
notera Qn la fonction de concentration associée à ρn. Rappelons le lemme suivant
(dont on peut trouver une démonstration élémentaire dans les Exercices) :

Lemme. Soient λ, T des réels positifs et finis et (fn)n une suite
de fonctions croissantes de [0, T ] dans [0, λ]. Alors il existe une
sous-suite (fni)i et une fonction croissante f de [0, T ] dans [0, λ]
telles que fni(t) → f(t), sauf pour une infinité dénombrable de
t ∈ [0, T ].

En utilisant ce lemme, on conclut que (Qn)n contient une sous-suite (Qni)i

convergeant p.p. vers Q, et on a naturellement :

(8.2) Q(0) = 0, α := Q(∞) = lim
t↑∞

Q(t) ∈ [0, λ].

Si Q(∞) = α = 0, alors la propriété 2) est vérifiée. De même si α = λ, alors
c’est la propriété 1) qui est satisfaite. En effet soit µ ≥ λ

2 et µ < λ. Il existe
R := R(µ) tel que pour tout i ≥ 1, on ait Qni(R) > µ. Comme

Qni(R) = sup
y∈RN

∫

B(y,R)
ρni(x)dx,

il existe yi(µ) tel que ∫

B(yi(µ),R)
ρni(x)dx > µ.

En posant ỹi := yi(λ/2) et R̃ := R(λ/2), on constate que pour tous µ > λ
2 (avec

µ < λ) et i ≥ 1 on a
|ỹi − yi(µ)| ≤ R̃ + R(µ).

(Car sinon on aurait B(ỹi, R̃) ∩ B(yi(µ), R(µ)) = ∅ et cela conduirait à
∫

B(ỹi,R̃)
ρni(x)dx +

∫

B(yi(µ),R(µ))
ρni(x)dx >

λ

2
+ µ > λ

qui contredit l’hypothèse
∫

RN ρni(x)dx = λ). On voit donc qu’en posant R0(µ) :=
2R(µ) + R̃, pour λ

2 < µ < λ on a
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∫

B(ỹi,R0(µ))
ρni(x)dx > µ,

ce qui montre la propriété 1).
Enfin si α ∈ ]0, λ[, soit ε > 0 fixé. On peut prendre R > 0 tel que Q(R) >

α − 1
4ε, et alors il existe i0 ≥ 1 tel que pour tout i ≥ i0 on ait

α − ε

4
< Qni(R) < α +

ε

4
.

On peut également trouver yi ∈ RN tel que pour i ≥ i0 on ait :

α − ε

4
<

∫

B(yi,R)
ρni(x)dx < α +

ε

4
.

Alors si ρ1,i := ρni1B(yi,R), on a de façon claire :

∣∣
∫

RN

ρ1,i(x)dx − α
∣∣ ≤ ε

4
.

Par ailleurs il existe Ri > R tel que lorsque i → ∞ on ait Ri → +∞ et Qni(Ri) →
α. En posant ρ2,i := ρni1B(yi,Ri)c , on vérifie facilement que :

∫

RN

[ρni(x) − (ρ1,i(x) + ρ2,i(x))] dx =
∫

[R≤|x−yi|<Ri]
ρni(x)dx

≤ Qni(Ri) − Qni(R) +
ε

2
≤ ε.

Finalement comme dist (supp(ρ1,i), supp(ρ2,i)) → +∞, et que

α − ε <

∫

B(yi,Ri)
ρni(x)dx < α + ε,

on conclut que les conditions données par la propriété 3) sont satisfaites et le
lemme est prouvé. !

8.2 Remarque. On notera que les conclusions du lemme 8.1 sont valides si on
suppose que ∫

RN

ρn(x)dx = λn,

où λn → λ > 0 : en effet il suffit d’appliquer le lemme à la suite ρn/λn. De
même lors de la construction des suites ρ1,i et ρ2,i, on peut remarquer qu’il est
possible de remplacer 1B(yi,R) et 1B(yi,Ri)c par des fonctions de troncature de
classe C∞. Plus précisément si ζi, ηi ∈ C∞(RN ) vérifient

0 ≤ ζi ≤ 1, ζi = 1 sur B(yi, R), ζi = 0 sur B(yi, R + δi)c,

0 ≤ ηi ≤ 1, ηi = 0 sur B(yi, Ri − δi), ηi = 1 sur B(yi, Ri)c,

alors on peut fixer δi > 0 assez petit pour que ρ̃1,i := ρniζi et ρ̃2,i := ρniηi

remplissent les conditions de la propriété 3). Comme nous le verrons par la suite,
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l’intérêt de ces nouvelles fonctions réside dans le fait que ρ̃1,i et ρ̃2,i conservent
la même régularité que ρni (par exemple si les ρni sont dans H1(RN ), il en est
de même de ρ̃j,i pour j = 1, 2). !

8.3 Remarque. Un examen rapide de la preuve du lemme 8.1 montre que
lorsque l’on traite des problèmes variationnels dans des espaces sur lequels
d’autres groupes que celui des translations agissent, il faut changer légèrement
la définition de la fonction de concentration Q(R), en prenant par exemple
d’autres ouverts B(y, R) qui recouvrent l’espace où l’on travaille. Cela est par-
ticulièrement vrai pour les problèmes de minimisation venant de l’Analyse Har-
monique où l’espace sous-jacent est un groupe de Lie non compact ou non com-
mutatif. !

Pour utiliser le lemme de concentration-compacité et montrer par exemple
que les suites minimisantes sont relativement compactes, en général on procède
en montrant que la suite reste loin de zéro dans un sens approprié (cela pour
éviter le cas 2 du lemme qui correspond à l’évanescence) et que la masse totale
des éléments de la suite n’a pas intérêt à se scinder en deux pour réaliser le
minimum.

En ce qui concerne le cas de l’évanescence, on dispose du lemme suivant de
P.L. Lions qui est à comparer avec le lemme de Lieb 6.2.

8.4 Lemme. Soient 1 < p ≤ ∞, 1 ≤ q < ∞ et N ≥ 1 un entier. Lorsque N > p,
on suppose de plus que q )= p∗. Soit (un)n une suite bornée de Lq(RN ) telle que
(|∇un|)n est bornée dans Lp(RN ) ; s’il existe R > 0 tel que

lim
n→∞

[
sup

y∈RN

∫

B(y,R)
|un(x)|qdx

]
= 0,

alors un tend vers zéro dans Lr(RN ) si min(q, p∗) < r < max(q, p∗) (on convient
que p∗ = ∞ si p ≥ N).

Démonstration. Dans un premier temps supposons que la suite (un)n est
bornée dans L∞(RN ) et que N > p. Alors il est clair que pour m > min(q, p∗)
on a

lim
n→∞

[
sup

y∈RN

∫

B(y,R)
|un(x)|mdx

]
= 0.

En appliquant l’inégalité de Hölder, on voit que si (α−1)p′ > min(q, p∗) et α > q
(ici p′(p − 1) = p), alors

lim
n→∞

[
sup

y∈RN

∫

B(y,R)
|un(x)|α−1|∇un(x)|dx

]
= 0,

et en posant zn := |un|α, et utilisant l’inégalité de Sobolev, on sait que pour
β > 1 et (N − 1)β < N on a
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∫

B(y,R)
|zn(x)|βdx ≤ C

[∫

B(y,R)
(|zn(x)| + |∇zn(x)|) dx

]β

,

≤ Cεβ−1
n

∫

B(y,R)
(|zn(x)| + |∇zn(x)|) dx.

où εn :=
∫

B(y,R) (|zn(x)| + |∇zn(x)|) dx tend vers zéro lorsque n → +∞. En

supposant que les B(y, R) sont des cubes
∏N

i=1]yi − R
2 , yi + R

2 [, et en recouvrant
RN par une suite disjointe de cubes B(yj , R) on conclut que

∫

RN

|zn(x)|βdx ≤ Cεβ−1
n

∫

RN

(|zn(x)| + |∇zn(x)|) dx ≤ Cεβ−1
n .

On conclut que un tend vers zéro dans Lr(RN ), si αβ = r, et le lemme est prouvé
dans le cas où on sait que (un)n est bornée dans L∞(RN ).

Pour le cas général, on voit sans peine que si t > 0, la suite

vn := min(|un|, t),

satisfait les hypothèses précédentes, et par conséquent ‖vn‖r → 0 si min(q, p∗) <
r < max(q, p∗). Or pour γ > r et compris entre q et p∗, on sait que (un)n est
bornée dans Lγ(RN ), et en écrivant

∫

RN

|un(x)|rdx ≤
∫

RN

|vn(x)|rdx +
∫

[|un|>t]
|un(x)|rdx

≤
∫

RN

|vn(x)|rdx + tr−γ

∫

RN

|un(x)|γdx,

en faisant tendre n puis t vers l’infini et en prenant la lim sup dans cette inégalité,
on conclut que ‖un‖r tend vers zéro. !

Pour ce qui est de la question de dichotomie, nous allons expliquer de façon
heuristique ce qu’il faut faire. Considérons le problème de minimisation

(8.3) inf {J(v) ; v ∈ X, F (v) = 1} ,

où X est un espace de Banach de fonctions définies sur RN , et A,B étant des
opérateurs de X dans d’autres espaces fonctionnels Y, Z, on suppose que

J(v) :=
∫

RN

j(x,Av(x))dx, F (v) :=
∫

RN

f(x,Bv(x))dx,

et j : RN × Rm −→ R et f : RN × Rn −→ R+ vérifient j(x, 0) = f(x, 0) = 0 et
j(x, y) → j∞(y) et f(x, z) → f∞(z) lorsque |x| → ∞ et y ∈ Rm, z ∈ Rn sont
fixés. On définit deux nouvelles fonctionnelles à l’infini J∞ et F∞ comme plus
haut en remplaçant j et f par j∞ et f∞ respectivement. Puis pour λ > 0 on
associe au problème (8.3) les deux problèmes de minimisation

Iλ := inf {J(v) ; v ∈ X, F (v) = λ} ,

I∞λ := inf {J∞(v) ; v ∈ X, F∞(v) = λ} .
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On suppose que les ensembles où on cherche la borne inférieure sont non vides et
que les fonctions u telles que F (u) = λ peuvent être approchées par des fonctions
à support compact vérifiant la même contrainte. De plus pour 0 < λ ≤ 1 on
admet que Iλ > −∞, et on suppose (ou on pose) I0 = 0.

On remarque tout d’abord que l’on a toujours l’inégalité large

(8.4) ∀α ∈ [0, λ[, Iλ ≤ Iα + I∞λ−α.

En effet, pour ε > 0, on peut choisir uε et vε à support compact tels que F (uε) =
α, F (vε) = λ − α et

Iα ≤ J(uε) ≤ Iα + ε, I∞λ−α ≤ J∞(vε) ≤ I∞λ−α + ε.

Alors si e ∈ RN , |e| = 1 et vn,ε(x) := vε(x + ne), on peut voir, du fait que les
supports uε et vn,ε sont disjoints pour n assez grand, que l’on a

lim
n→∞

J(uε + vn,ε) = J(uε) + J∞(vε),

lim
n→∞

F (uε + vn,ε) = F (uε) + F∞(vε) = λ,

où on utilise le fait que J∞ et F∞ sont invariantes par les translations de RN .
Finalement on conclut que pour n ≥ n0 assez grand on a

Iα + Iλ−α − ε ≤ J(uε + vn,ε) ≤ Iα + Iλ−α + 3ε

et en prenant wn (à support compact) assez proche de uε+vn,ε tel que F (wn) = λ
et |J(wn)−J(uε+vn,ε)| ≤ ε, on voit que comme Iλ ≤ J(wn), on a l’inégalité (8.4).
En réalité l’argument que nous venons d’utiliser montre aussi que si on a Iλ =
Iα+I∞λ−α pour un α ∈ ]0, λ[, alors les suites minimisantes ne sont pas relativement
compactes : en effet on peut vérifier facilement que

∫
RN wn(x)ϕ(x)dx → 0 pour

tout ϕ ∈ D(RN ) et
lim

n→∞
J(wn) = Iα + I∞λ−α = Iλ ,

alors que la suite (wn)n ne contient aucune sous-suite convergeant dans l’ensemble
des contraintes {u ∈ X ; F (u) = λ}.

Lorsque les fonctions F et J sont invariantes sous l’action des translations
de RN , on a I∞λ−α = Iλ−α, et tout ce que l’on peut espérer est que les suites
minimisantes soient relativement compactes modulo une suite de translations.

On peut ainsi énoncer un principe de concentration-compacité disant que les
conditions

∀α ∈ [0, λ[, Iλ < Iα + I∞λ−α,(8.5)
∀α ∈ ]0, λ[, Iλ < Iα + Iλ−α(8.6)

empêchent les suites minimisantes de se diviser en deux morceaux , ce qui évite
le cas 3) du lemme 8.1. Au paragraphe suivant nous verrons, en appliquant
cette méthode au problème de minimisation que nous avons déjà étudié, que les
conditions (8.5) ou (8.6) sont suffisantes pour que toute suite minimisante soit
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relativement compacte (dans le cas où c’est la condition (8.6) qui est satisfaite,
ce sera une compacité modulo les translations).

8.5 Exemple. Pour voir concrètement la démarche à suivre, considérons pour
λ > 0 :

Sλ :=
{

u ∈ H1(RN ) ;
∫

RN

|u(x)|p+1dx = λ

}
,

J(u) :=
∫

RN

(
|∇u(x)|2 + |u(x)|2

)
dx,

pour N ≥ 1 et (N − 2)p < (N + 2) (avec p > 1). Alors si

Iλ := inf
v∈Sλ

J(v),

on voit facilement que Iλ = λ
2

p+1 I1. Notons d’abord que I1 > 0, et par
conséquent Iλ > 0 pour tout λ > 0. En effet si on avait I1 = 0, pour une suite
(un)n de S1 telle que J(un) → I1 = 0, on aurait en particulier ‖un‖p+1 → 0, ce
qui contredit la contrainte un ∈ S1.

Ensuite remarquons que, si 0 < α < λ et, par exemple, α ≥ λ − α, on a :

λ
2

p+1 <
λ

α
α

2
p+1 = α

2
p+1 +

λ − α

α
α

2
p+1

< α
2

p+1 +
λ − α

α
· α

λ − α
(λ − α)

2
p+1 ,

ce qui montre (puisque I1 > 0) l’inégalité stricte

(8.7) Iλ < Iα + Iλ−α pour 0 < α < λ ;

cette inégalité empêche l’apparition de dichotomie dans les suites minimisantes
et on peut montrer qu’elles sont relativement compactes modulo des translations.

En effet, en appliquant le lemme 8.1 à ρn := |un|p+1 où (un)n est une suite
de Sλ telle que J(un) → Iλ, comme Iλ > 0, on peut dire que pour tout R > 0
la suite

Qn(R) := sup
y∈RN

∫

B(y,R)
|un(x)|p+1dx

ne tend pas vers zéro. En effet sinon pour un R > 0 on aurait (en utilisant
l’inégalité de Hölder)

lim
n→∞

[
sup

y∈RN

∫

B(y,R)
|un(x)|qdx

]
= 0,

pour tout q < p + 1, et par conséquent, (un)n étant bornée dans H1(RN ), le
lemme 8.4 impliquerait ‖un‖p+1 → 0, ce qui contredirait la contrainte un ∈ Sλ.
On en conclut que l’évanescence, i.e. le cas 2) du lemme de concentration-com-
pacité 8.1, ne se présente pas pour la suite ρn.
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De même nous allons vérifier qu’il n’y a pas de dichotomie. En effet dans
le cas présent, en supposant que Qn(R) → Q(R), que un ⇀ u dans H1(RN )-
faible et que un → u dans Lq

loc(RN ) et p.p. (avec (N − 2)q < 2N), on peut
vérifier que le cas 3) du lemme 8.1 se traduit par l’existence d’un α ∈ ]0, λ[ tel
que Q(∞) =: α ∈ ]0, λ[. Pour ε > 0 fixé assez petit, en prenant R0 > 0 tel que
Q(R0) ≥ α − ε, il existe yn ∈ RN et une suite Rn → ∞ tels que

α − 2ε ≤
∫

B(yn,R0)
|un(x)|p+1dx ≤ α + ε, et Qn(Rn) ≤ α + ε.

Soit maintenant ϕ∗ ∈ C∞(R) une fonction décroissante avec 0 ≤ ϕ∗ ≤ 1, ϕ∗(t) =
1 pour t ≤ 1, ϕ∗(t) = 0 si t ≥ 2 et |ϕ′

∗(t)| ≤ 2. Introduisons les fonctions
ϕ(x) := ϕ∗(|x|) et

ϕn(x) := ϕ

(
x − yn

R∗

)
, ζn(x) := 1 − ϕ

(
x − yn

Rn

)
,

puis u1,n := ϕnun, et u2,n := ζnun ; R∗ > max(R0, 1) sera fixé assez grand
pour que pour tout n ≥ 1 on ait 4R−1

∗ ‖un‖H1 ≤ ε. On peut alors vérifier sans
difficulté que pour tout n tel que Rn ≥ R∗ on a :

∣∣∣∣
∫

RN

ϕn(x)2|∇un(x)|2dx −
∫

RN

|∇(ϕnun)(x)|2dx

∣∣∣∣ ≤ ε

∣∣∣∣
∫

RN

ζn(x)2|∇un(x)|2dx −
∫

RN

|∇(ζnun)(x)|2dx

∣∣∣∣ ≤ ε.

Par ailleurs comme ϕn + ζn ≤ 1B(yn,2R∗) + 1B(yn,Rn)c , on voit que

J(un) ≥ J(u1,n) + J(u2,n) − 2ε.

De plus
∫

RN

ϕ

(
x − yn

R∗

)
|un(x)|p+1dx ≤ Qn(2R∗) ≤ α + ε,

∫

RN

ϕ

(
x − yn

Rn

)
|un(x)|p+1dx ≥

∫

B(yn,Rn)
|un(x)|p+1dx ≥ α − ε,

ce qui permet enfin de vérifier l’inégalité

‖un−u1,n − u2,n‖p+1
p+1

≤
∫

RN

[
ϕ

(
x − yn

R∗

)
− ϕ

(
x − yn

Rn

)]
|un(x)|p+1dx

≤ 2ε.

Ainsi, puisque
∣∣‖u1,n‖p+1

p+1−α
∣∣ ≤ ε et

∣∣‖u2,n‖p+1
p+1−(λ−α)

∣∣ ≤ ε, on en conclut, en
prenant v1,n ∈ Sα et v2,n ∈ Sλ−α telles que ‖ui,n − vi,n‖2

H1 ≤ δ (avec i = 1, 2),
que pour n assez grand et δ > 0 assez petit on a :

J(un) ≥ J(v1,n) + J(v2,n) − 4ε ≥ Iα + Iλ−α − 4ε,
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ce qui conduit à Iλ ≥ Iα + Iλ−α, contrairement à l’inégalité (8.7).
Finalement la seule possibilité pour ρn = |un|p+1 est de satisfaire la con-

dition 1) du lemme 8.1, c’est à dire qu’il existe une sous-suite (notée encore)
(un)n et une suite de points yn ∈ RN telles que pour tout ε > 0, il existe R > 0
vérifiant pour tout n ≥ 1 :

∫

B(yn,R)
|un(x)|p+1dx ≥ λ − ε.

En posant vn(x) := un(x + yn), et en supposant que vn ⇀ v dans H1(RN )-
faible, p.p. sur RN et dans Lq

loc(RN ) pour tout q ≥ 1 tel que (N − 2)q < 2N , on
vérifie sans peine que v ∈ Sλ et J(v) ≤ Iλ, donc que J(v) = Iλ. Cet argument
montre en même temps qu’en réalité vn → v dans H1(RN )-fort et que toute
suite minimisante est relativement compacte, modulo une suite de translations
de RN . !

8.6 Remarque. Il est utile de noter que dans l’exemple ci-dessus on ne suppose
pas que la suite minimisante possède une quelconque symétrie, ni qu’elle est pos-
itive. Nous attirons également l’attention sur le fait qu’ici N ≥ 1 est quelconque,
et que pour N = 1, on ne peut pas utiliser les fonctions à symétrie radiale pour
minimiser J sur Sλ.

Enfin on aura remarqué que si p = 1, alors Iλ = Iα + Iλ−α, et aucune suite
minimisante n’est relativement compacte. !

Le second lemme de concentration-compacité concerne le cas limite des in-
jections de Sobolev dans le cas des espaces W m,p(RN ) et Lp∗m

(RN ) (voir pour
la démonstration P.L. Lions [105, lemma I.1]). Plus précisément pour 1 ≤ p < ∞
on note Dm,p(RN ) l’adhérence de D(RN ) pour la norme ϕ $→ ‖Dmϕ‖Lp(RN ) ;
cet espace est muni de la norme ‖Dmu‖p. L’inégalité de Sobolev implique en
particulier que si N > mp, alors Dm,p(RN ) ⊂ Lp∗m

(RN ) où p∗m := Np
N−mp . On

notera

S(m, p, N) := inf
{
‖Dmu‖p

p ; u ∈ Dm,p(RN ), ‖u‖p∗m = 1
}

> 0.

L’espace des mesures de Radon bornées sur Ω étant noté M(Ω), nous dirons
qu’une suite de mesures (µn)n tend faiblement vers µ dans M(Ω), si :

∀ϕ ∈ Cc(Ω), lim
n→∞

〈µn, ϕ〉 = lim
n→∞

∫

Ω
ϕdµn =

∫

Ω
ϕdµ = 〈µ, ϕ〉.

On écrira alors µn ⇀ µ dans M(Ω)-faible (on dit aussi que la suite (µn)n

converge vaguement vers µ). De même on dira qu’une suite de mesures (µn)n de
M(Ω) converge étroitement vers µ (et on écrira µn ⇀ µ étroitement) si :

∀ϕ ∈ Cb(Ω), lim
n→∞

〈µn, ϕ〉 = lim
n→∞

∫

Ω
ϕdµn =

∫

Ω
ϕdµ = 〈µ, ϕ〉.

8.7 Second Lemme de Concentration-compacité. Soient un entier m ≥ 1,
un réel 1 ≤ p < N

m ; on note p∗m := Np
N−mp et θ := 1 − mp

N . On suppose que la
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suite (un)n de Dm,p(RN ) converge faiblement vers u ∈ Dm,p(RN ) et qu’il existe
deux mesures bornées λ et µ telles que |Dmun|p ⇀ µ dans M(RN)-faible et
|un|p

∗m
⇀ λ étroitement. Alors :

1) Il existe un ensemble au plus dénombrable J , des points (xj)j∈J et des
réels (aj)j∈J tels que aj > 0 et

λ = |u|p
∗m

+
∑

j∈J

ajδxj .

2) De plus il existe des réels bj > 0 tels que S(m, p, N)aθ
j ≤ bj et

|Dmu|p +
∑

j∈J

bjδxj ≤ µ et
∑

j∈J

aθ
j < ∞.

3) Si v ∈ Dm,p(RN ) et |Dm(un +v)|p ⇀ µ̃ dans M(RN )-faible, alors µ̃−µ ∈
L1(RN ) et

|Dm(u + v)|p +
∑

j∈J

bjδxj ≤ µ̃.

4) Si u ≡ 0 et 0 <
∫

dµ ≤ S(m, p, N)
∫

dλ, alors J est réduit à un seul
élément et il existe c > 0 et x0 ∈ RN tels que

λ = cδx0 et µ = S(m, p, N)c1+θδx0 .

9. L’exemple de l’équation de champ

Nous reprenons ici le problème que nous avons traité dans les paragraphes
précédents, en utilisant cette fois le lemme de concentration-compacité de P.L. Li-
ons. Soient m ≥ 1 un entier et, pour λ > 0, les ensembles

S̃λ :=
{

u ; G(u) ∈ L1(RN ),
∫

RN

G(u(x))dx = λ

}
,

Sλ := (H1(RN ))m ∩ S̃λ.(9.1)

On supposera que G satisfait les conditions suivantes :

G ∈ C (Rm, R) , G(0) = 0,(9.2)
lim

|s|→∞
|s|−2∗

G(s) = 0,(9.3)

∃a0 > 0, ∃δ0 > 0 tels que G(s) ≤ −a0

2
|s|2 si |s| ≤ δ0.(9.4)

∃s0 ∈ Rm, G(s0) > 0.(9.5)

9.1 Théorème. Soient N ≥ 3 et G une fonction vérifiant les conditions (9.2)–
(9.5). Si J(u) := ‖∇u‖2, Sλ est défini par (9.1) et
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Iλ := inf {J(v) ; v ∈ Sλ} ,

alors pour tout α ∈ ]0, λ[, on a Iλ < Iα + Iλ−α, et cette inégalité stricte est une
condition suffisante pour que toute suite minimisante soit relativement com-
pacte (modulo des translations) dans (H1(RN ))m. En particulier J atteint son
minimum sur Sλ pour tout λ > 0.

Démonstration. On sait que la condition (9.5) implique que Sλ )= ∅. Par
ailleurs si u ∈ S1, en posant v(x) := u(λ−1/Nx), on a v ∈ Sλ, et on voit de cette
manière que Iλ = λ(N−2)/N I1. De même nous attirons l’attention sur le fait que
la condition (9.4) implique que toute suite minimisante (un)n est bornée dans
H1(RN ).

Vérifions d’abord que Iλ > 0 pour tout λ > 0. En effet en posant G0(s) :=
G(s) + a0

2 |s|2, on sait que pour tout ε > 0 il existe C(ε) > 0 telle que

G+
0 (s) ≤ ε|s|2 + C(ε)|s|2

∗
,

pour tout s ∈ Rm. En utilisant l’inégalité de Sobolev on peut donc écrire, pour
tout u ∈ Sλ

a0

2
‖u‖2 + λ ≤

∫

RN

G+
0 (u(x))dx ≤ ε‖u‖2 + C(ε)‖∇u‖2∗

,

ce qui, en prenant ε > 0 assez petit, permet de voir qu’il existe une constante
C(λ) > 0 telle que pour tout u ∈ Sλ on ait J(u) ≥ C(λ), et ainsi Iλ ≥ C(λ) > 0.

Soit maintenant θ := 1 − 2
N . Comme 0 < θ < 1 et que Iλ = λθI1 > 0, on

remarque que pour 0 < α < λ, en supposant par exemple que α ≥ λ − α, on
peut écrire :

λθ <
λ

α
αθ = αθ +

λ − α

α
αθ

< αθ +
λ − α

α
· α

λ − α
(λ − α)θ,

c’est à dire que finalement on a l’inégalité stricte

(9.6) ∀α ∈ ]0, λ[, Iλ < Iα + Iλ−α .

Nous allons prouver que cette inégalité stricte empêche l’apparition de di-
chotomie pour les suites minimisantes.

Plus précisément posons ρn := |∇un|2 + |un(x)|2 et

Qn(R) := sup
y∈RN

∫

B(y,R)

(
|∇un(x)|2 + |un(x)|2

)
dx.

Rappelons que (un)n est bornée dans H1(RN ) ; admettons que Qn(R) → Q(R),
un ⇀ u dans H1(RN )-faible et un → u p.p. et dans Lq

loc(RN ) pour q < 2∗.
Comme

0 < Iλ < J(un) ≤
∫

RN

ρn(x)dx =: bn ,
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on peut appliquer le lemme 8.1 à ρn (ou à ρn/bn), en supposant que bn → b > 0.
Pour vérifier que le cas 2 du lemme 8.1, l’évanescence, ne se présente pas,

supposons que pour un R > 0 on ait

lim
n→∞

[
sup

y∈RN

∫

B(y,R)
|un(x)|2dx

]
= 0.

Rappelons que le lemme 8.4 implique que si 2 < q < 2∗, alors ‖un‖Lq tend vers
zéro. D’autre part, avec les notations ci-dessus, on sait que pour tout ε > 0 il
existe t > 0 et δ > 0 tels que

{
G+

0 (s) ≤ ε|s|2

G+
0 (s) ≤ ε|s|2

∗

si |s| ≤ δ ,

si |s| ≥ t .

Ainsi il est clair que l’on peut écrire, pour une constante C := C(q, ε),

G+
0 (s) ≤ ε(|s|2 + |s|2

∗
) + C|s|q,

et en conclure que

0 < λ ≤
∫

RN

G+
0 (un(x))dx ≤ ε

(
‖un‖2 + ‖un‖2∗

L2∗

)
+ C‖un‖q

Lq .

Or, en se rappelant que ‖un‖2 + ‖un‖2∗

L2∗ est bornée par une constante C0

indépendante de n, ε et en passant à la lim sup dans cette inégalité, on ob-
tient 0 < λ ≤ εC0. Cela est impossible car ε > 0 est arbitraire ; par conséquent
l’évanescence ne se produit pas pour la suite ρn.

S’il y avait dichotomie, on aurait Q(∞) = β ∈ ]0, b[ et pour ε > 0 fixé assez
petit (en particulier 4ε < min(β, b−β)), en prenant R0 > 0 tel que Q(R0) ≥ β−ε,
on peut trouver yn ∈ RN et une suite Rn → ∞ tels que

∫

B(yn,R0)

(
|∇un(x)|2 + |un(x)|2

)
dx ≥ β − 2ε,

et Qn(Rn) ≤ β + ε. Soit maintenant ϕ∗ ∈ C∞(R) une fonction décroissante avec
0 ≤ ϕ∗ ≤ 1, ϕ∗(t) = 1 pour t ≤ 1, ϕ(t) = 0 si t ≥ 2 et |ϕ′

∗| ≤ 2. Introduisons,
comme nous l’avons fait à l’exemple 8.5, les fonctions ϕ(x) := ϕ∗(|x|) et

ϕn(x) := ϕ

(
x − yn

R∗

)
, ζn(x) := 1 − ϕ

(
x − yn

Rn

)
,

puis u1,n := ϕnun, et u2,n := ζnun. On peut choisir R∗ > max(R0, 1) assez
grand pour que, en supposant que Rn > R∗, on ait pour tout n :

∣∣∣∣
∫

RN

ϕn(x)2|∇un(x)|2dx −
∫

RN

|∇(ϕnun)(x)|2dx

∣∣∣∣ ≤ ε

∣∣∣∣
∫

RN

ζn(x)2|∇un(x)|2dx −
∫

RN

|∇(ζnun)(x)|2dx

∣∣∣∣ ≤ ε,
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ce qui implique que

(9.7) J(un) ≥ J(u1,n) + J(u2,n) − 2ε .

On doit également faire remarquer que un étant proche de u1,n + u2,n au sens
de la norme de H1(RN ), grâce aux hypothèses (9.3) et (9.4) on a

∫

RN

|G(un(x)) − G(u1,n(x)) − G(u2,n(x))| dx ≤ η(ε),

où η(ε) → 0 lorsque ε → 0. On définit, moyennant des extractions de sous-suites,

λi(ε) := lim
n→∞

∫

RN

G(ui,n(x))dx ;

ainsi on sait que |λ − λ1(ε) − λ2(ε)| ≤ η(ε). Soit vi,n ∈ Sλi(ε), pour i = 1, 2, tels
que ‖ui,n − vi,n‖H1 ≤ ε0, pour ε0 > 0 assez petit. En utilisant (9.7), on obtient

Iλ ≥ Iλ1(ε) + Iλ2(ε) − 4ε.

Finalement en faisant tendre ε vers zéro, modulo des extractions de sous-
suites, λi(ε) tend λ∗

i pour i = 1, 2 et

(9.8) λ∗
1 + λ∗

2 = λ, Iλ ≥ Iλ∗
1

+ Iλ∗
2
.

On ne peut pas avoir λ∗
1 < 0 car dans ce cas on aurait λ∗

2 > λ, et on
obtiendrait Iλ ≥ Iλ∗

2
> Iλ (car α $→ Iα est strictement croissante). De même il

est exclu d’avoir λ∗
2 < 0.

Si on avait λ∗
1 = 0, on aurait alors λ∗

2 = λ, et du fait que

lim
n→∞

J(un) = Iλ

et que
∫

RN G(u2,n(x))dx tend vers λ lorsque n → ∞ et ε → 0, on peut déduire
de (9.7) que pour n assez grand et ε assez petit on a

J(un) ≥ J(u1,n) + Iλ − 4ε,

ce qui implique que J(u1,n) → 0 lorsque n → ∞ et ε → 0. Comme pour tout θ >
0 il existe une constante C(θ) telle que G+

0 (s) ≤ θ|s|2 + C(θ)|s|2∗
, l’inégalité de

Sobolev et le fait que (u1,n)n est bornée dans H1(RN ) impliquent que G+
0 (u1,n)

tend vers zéro dans L1(RN ) lorsque n → ∞ et ε → 0. Or en posant λ1,n :=∫
RN G(u1,n(x))dx, on sait que

∫

RN

G+
0 (u1,n(x))dx = λ1,n +

∫

RN

G−
0 (u1,n(x))dx +

a0

2

∫

RN

|u1,n(x)|2dx ,

et sachant que λ1,n → 0, on conclut que u1,n → 0 dans L2(RN ), et finalement
que u1,n → 0 dans H1(RN ) lorsque n → ∞ et ε → 0. Or d’après la construction
même de u1,n on sait que
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‖u1,n‖2
H1 ≥

∫

B(yn,R∗)
ρn(x)dx ≥ β − ε >

3
4

β > 0.

Par conséquent on ne peut pas avoir λ∗
1 = 0. De la même manière on exclut que

λ∗
2 = 0.

En conclusion, dans (9.8) on a λ∗
i ∈ ]0, λ[, et l’inégalité Iλ ≥ Iλ∗

1
+Iλ∗

2
contredit

l’inégalité stricte établie plus haut en (9.6), et ainsi la dichotomie est exclue pour
la suite ρn = |∇un|2 + |un|2.

Le lemme de concentration-compacité 8.1, permet de conclure qu’il existe
une suite yn ∈ RN , telle que pour tout ε > 0 il existe R > 0 vérifiant

∀n ≥ 1, Iλ ≥
∫

B(yn,R)

(
|∇un(x)|2 + |un(x)|2

)
dx ≥ Iλ − ε.

On en conclut qu’en posant vn(x) := un(x+yn), on a J(vn) → Iλ, et qu’il existe
v ∈ Sλ telle que vn → v dans H1(RN ). On voit par la même occasion que toute
suite minimisante est relativement compacte dans H1(RN ), modulo une suite de
translations. !

9.2 Remarque. Dans les exemples que nous avons traités plus haut, nous
n’avons pas eu à utiliser toute la généralité du lemme de concentration-compacité.
En effet pour établir la non-évanescence de la suite ρn, nous utilisons seulement
le fait que si pour un R > 0 on a

lim
n→∞

[
sup

y∈RN

∫

B(y,R)
|un(x)|qdx

]
= 0,

alors il y a une contradiction avec un )= 0. Cependant dans beaucoup d’autres
problèmes, surtout ceux où il y a un exposant limite, ou bien lorsque la non-
compacité est locale, la preuve de la non-évanescence est plus délicate. !

10. L’exposant limite de Sobolev

Pour finir ce chapitre, nous dirons quelques mots sur les problèmes qui font
intervenir l’exposant limite de Sobolev, lorsque N ≥ 3. En fait dans le cas
général, il y a des problèmes dans lesquels l’espace naturel H , sur lequel on
minimise une fonctionnelle J , s’injecte de façon continue mais non compacte
dans un espace de Banach X et de ce fait le problème de minimisation est plus
délicat. Un exemple en dimension N = 1 en est la minimisation de

J(v) :=
∫ 1

0

[
|u′(x)|2 + λ|u(x)|2

]
ρ(x)dx,

sur S :=
{
u ; u(1) = 0,

∫ 1
0 |u(x)|mρ(x)dx = 1

}
, où m := 2(α + 1)/(α − 1) et

ρ est une fonction continue sur [0, 1], telle que ρ(x) > 0 pour x > 0 et, par
exemple, ρ(x) ∼ xα au voisinage de zéro pour un réel α > 1.
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Dans ce paragraphe nous voulons seulement montrer, sur un exemple simple,
comment il est possible de résoudre certains problèmes de minimisation lorsque
l’on n’a plus de compacité locale.

Lors de la présentation de l’identité de Pohožaev, nous avons dit que dans
un ouvert Ω borné, régulier et étoilé de RN et pour λ ≤ 0 fixé, le problème

(10.1)

{
−∆u = λu + |u|p−1u

u = 0
dans Ω,

sur ∂Ω

n’admet pas de solution autre que zéro lorsque N ≥ 3 et p := N+2
N−2 . Nous allons

montrer ici un résultat dû à H. Brezis & L. Nirenberg [36] (voir aussi l’article
de Th. Aubin [9], ainsi que M. Struwe [156]), qui dit essentiellement que l’équa-
tion (10.1) admet une solution positive si λ ∈ ]λ∗, λ1[, où λ∗ est une constante
dépendant de N et de l’ouvert Ω. A part les travaux que nous venons de citer, il y
a de nombreux autres qui traitent des problèmes de ce type sans compacité locale
(conjecture de Yamabe, conjecture de Rellich, problème de Plateau, H-systèmes,
cristaux liquides, etc.). On pourra consulter à ce sujet le livre de M. Struwe [159],
ainsi que les articles de H. Brezis [29, 30].

Dans toute la suite on supposera que Ω est un ouvert borné de RN , avec
N ≥ 3 et pour λ ∈ R on posera

Jλ(v) :=
∫

Ω

(
|∇v(x)|2 − λ|v(x)|2

)
dx,(10.2)

σ(λ) := inf
{

Jλ(v) ; v ∈ H1
0 (Ω),

∫

Ω
|v(x)|2

∗
dx = 1

}
.(10.3)

On rappelle que σ(0) est indépendant de Ω et que (voir remarque 3.10)

σ(0) = 2π(N − 2)
[
Γ (N/2)
Γ (N)

]2/N

.

De plus si ϕa,b(x) :=
(
a + b|x|2

)(2−N)/2, on a

σ(0) ‖ϕa,b‖2
L2∗(RN ) = ‖∇ϕa,b‖2

L2(RN ).

On désignera également par λ1 et ϕ1 > 0 les premières valeur propre et fonction
propre de −∆ sur H1

0 (Ω), i.e. (en notant ‖ · ‖ la norme de L2(Ω))

λ1 := min
{
‖∇v‖2 ; v ∈ H1

0 (Ω), ‖v‖2 = 1
}

.

10.1 Théorème. Soient N ≥ 3, Ω un ouvert borné connexe de RN et Jλ et
σ(λ) donnés par (10.2), (10.3). Si 0 < σ(λ) < σ(0), alors σ(λ) est un mimimum,
plus précisément il existe u0 ∈ H1

0 (Ω), telle que u0 ≥ 0, ‖u‖L2∗(Ω) = 1 et
Jλ(u0) = σ(λ). De plus toute suite minimisante est relativement compacte dans
H1

0 (Ω), et l’équation (10.1) admet une solution positive u ∈ C∞(Ω).

Démonstration. Remarquons en premier lieu que pour avoir σ(λ) > 0, il faut
que λ < λ1. En effet comme d’après l’inégalité de Poincaré Jλ1(v) ≥ 0 pour tout
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v ∈ H1
0 (Ω) et que Jλ1(ϕ1) = 0, on a σ(λ1) = 0, et il devient clair que pour

λ ≥ λ1 on a σ(λ) ≤ σ(λ1) = 0.
Soit (un)n une suite minimisante. Comme ‖un‖2∗ = 1, la suite est bornée

dans L2(Ω), et par conséquent dans H1
0 (Ω). Il existe donc uH1

0 (Ω) telle que,
moyennant une extraction de sous-suite,

{
un ⇀ u

un → u

dans H1
0 (Ω)-faible,

p.p. sur Ω et dans Lq(Ω) pour 1 ≤ q < 2∗ .

Le but est de prouver que ‖u‖2∗ = 1 ou encore, ce qui revient au même, que
un → u dans L2∗

(Ω) (voir le lemme de Brezis-Lieb 1.4.6 et le corollaire 1.4.7).
Soit vn := un − u ; d’après le lemme de Brezis-Lieb 1.4.6, on a

1 =
∫

Ω
|un(x)|2

∗
dx =

∫

Ω

[
|u(x)|2

∗
+ |vn(x)|2

∗
]
dx + ε(n),

où, ici et dans la suite, ε(n) désigne différentes suites de réels qui tendent vers
zéro lorsque n → ∞. En utilisant le fait que l’on a (a + b)θ ≤ aθ + bθ pour
0 < θ < 1 et a, b ≥ 0, on conclut que

(10.4) 1 + ε(n) ≤
(∫

Ω

[
|u(x)|2

∗
+ |vn(x)|2

∗
]
dx

)2/2∗

≤ ‖u‖2
2∗ + ‖vn‖2

2∗ .

Par ailleurs, comme vn ⇀ 0 dans H1
0 (Ω)-faible, on sait que

Jλ(u) + ‖∇vn‖2 = σ(λ) + ε(n) ;

mais, pour n assez grand σ(λ) + ε(n) > 0 et, en utilisant (10.4), on peut écrire
σ(λ) ≤ σ(λ)

[
‖u‖2

2∗ + ‖vn‖2
2∗
]
+ ε(n) ; donc

Jλ(u) + ‖∇vn‖2 ≤ σ(λ)
[
‖u‖2

2∗ + ‖vn‖2
2∗
]
+ ε(n)

≤ Jλ(u) + σ(λ)‖vn‖2
2∗ + ε(n)

puisque, par définition de σ(λ), pour tout ϕ ∈ H1
0 (Ω) on a σ(λ)‖ϕ‖2

2∗ ≤ Jλ(ϕ).
Finalement on déduit de cette dernière inégalité, et du fait que ‖∇vn‖2 ≥
σ(0)‖vn‖2

2∗ :
(σ(0) − σ(λ)) ‖∇vn‖2 ≤ ε(n),

ce qui montre que vn tend vers zéro dans H1
0 (Ω)-fort, et par conséquent un → u

dans H1
0 (Ω).

Comme on peut remplacer la suite minimisante un par |un| et avoir encore
une suite minimisante, σ(λ) est atteint en un point u0 ≥ 0 et u0 )≡ 0. On vérifie
alors facilement que

−∆u0 − λu0 = σ(λ)up
0,

où p := (N +2)/(N −2). Comme λ < λ1, le principe du maximum fort implique
que u0 > 0 dans Ω. Par ailleurs, on sait que up−1

0 ∈ LN/2(Ω) et, d’après le lemme
de Brezis-Kato, on a u ∈ Lq(Ω) pour tout q < ∞. Finalement les théorèmes de
régularité classiques impliquent que u ∈ C(Ω) ∩ C∞(Ω). !

Nous allons maintenant voir que pour certaines valeurs de λ on a bien σ(λ) <
σ(0).
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10.2 Proposition. Avec les notations et hypothèses du théorème 10.1, σ est
continue et décroissante (au sens large) sur [0, λ1] et on a σ(λ1) = 0. En partic-
ulier il existe λ∗ ≥ 0, avec λ∗ < λ1 tel que pour λ∗ < λ < λ1 on a σ(λ) < σ(0)
(plus précisément si N ≥ 4 on a λ∗ = 0).

Démonstration. Nous avons déjà vu que pour λ ≤ λ1 on a σ(λ) ≥ 0 et que
σ(λ1) = 0. Pour montrer les autres propriétés, notons que pour v ∈ H1

0 (Ω) fixé,
la fonction λ $→ Jλ(v) est une fonction affine décroissante, et par conséquent
λ $→ σ(λ), qui est l’enveloppe inférieure de ces fonctions affines, est une fonction
concave et décroissante. On a déjà vu que σ(λ) = σ(0) > 0 pour λ ≤ 0, et que
σ(λ1) = 0. Comme toute fonction concave de [0, λ1] dans R est continue, on en
conclut qu’il existe λ∗ > 0 avec λ∗ < λ1 tel que 0 < σ(λ) < σ(λ∗) = σ(0) pour
λ∗ < λ < λ1.

En réalité on peut montrer, comme le font H. Brezis & L. Nirenberg dans [36],
qu’en prenant une fonction ϕ ∈ C∞

c (Ω) telle que ϕ ≡ 1 dans un voisinage d’un
point x0 ∈ Ω puis en posant

vε(x) := ϕ(x)
(
ε + |x − x0|2

)(2−N)/2 et uε := vε/‖vε‖2∗ ,

on a, pour ε > 0 assez petit,
{

Jλ(uε) = σ(0) − λC0ε + O(ε(N−2)/2)
Jλ(uε) = σ(0) − λC0ε| log(ε)| + O(ε)

si N ≥ 5
si N = 4,

pour une constante C0 > 0. Dans le cas N = 3 et lorsque Ω est une boule, ils
montrent également que λ∗ = λ1/4. Ces résultats sont obtenus en analysant les
différentes intégrales qui interviennent dans Jλ(uε), lorsque ε → 0 et montrent
également que si λ ≤ 0 on a σ(λ) = σ(0). !
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Exercice 1. On désigne par C∞
c,rad(RN ) l’ensemble des fonctions radiales de

C∞
c (RN ). Montrer que C∞

c,rad(RN ) est dense dans H1
rad(RN ).

Exercice 2. Soit u ∈ D1,2
rad(RN ) (i.e. une fonction mesurable et radiale de RN

dans R telle que ∂iu ∈ L2(RN ) pour i≥≤
1
N , ou encore l’adhérence des fonctions

radiales de D(RN ) pour la norme ϕ $→ ‖∇ϕ‖ := ‖∇ϕ‖L2(RN )). Montrer qu’il
existe une constante C(N) telle que

∀x ∈ RN , |x| ≥ 1, |u(x)| ≤ C(N)|x|
−(N−2)

2 ‖∇u‖L2(RN ).

(Si ϕ(r) := u(x) pour r = |x|, considérer la fonction

z(t) := ϕ
(
et
)
exp (αt) ,

définie pour t ∈ R et une valeur convenablement choisie de α ; remarquer que
|z(t)| ≤ C‖z‖H1(R), puis calculer

∫∞
0 rN−1|ϕ′(r)|2dr en fonction de z′, z).

Exercice 3. On suppose que 1 < p < ∞. Montrer qu’il existe une constante
C(p, N) telle que, pour u ∈ W 1,p

rad(RN ), on ait

|u(x)| ≤ C(p, N)|x|
−(N−1)

p (‖∇u‖p + ‖u‖p) .

Exercice 4. Pour 1 < p < ∞, en utilisant l’Exercice 3 , étudier l’existence d’une
solution positive au problème

−div
(
|∇u|p−2∇u

)
+ λ|u|p−2u = |u|q−2u dans RN ,

pour différentes valeurs de λ, q (ici |∇u| désigne la norme euclidienne de ∇u dans
RN ).

En supposant que λ > 0, p < q et (N − p)q < Np, étudier l’existence d’une
infinité de solutions au problème précédent.

Exercice 5. Soit Ω ⊂ RN un ouvert borné, connexe et de classe C1. Dans un
travail datant de 1971, J. Serrin [150] a montré que si une fonction positive u
satisfait −∆u = f(u) dans Ω et u = 0 sur ∂Ω, si en plus la dérivée normale
∂u/∂n est constante sur ∂Ω, alors Ω est une boule (en supposant toutefois que
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f est assez régulière ; en fait en utilisant la méthode du même article on peut
voir que si −∆u = f(u) dans une boule Ω et u = 0 sur le bord ∂Ω, alors u est
radiale décroissante par rapport au centre de la boule). Dans le cas particulier
où f(u) ≡ 1, H.F. Weinberger [163] a donné une démonstration simple de ce
fait, que nous présentons ici. Dans la suite on suppose que −∆u = 1 dans Ω et
u = 0 sur ∂Ω ; on supposera aussi que c := ∂u/∂n est constante.

1) En utilisant l’identité de Pohožaev, montrer que

(1) (N + 2)
∫

Ω
u(x)dx = c2Nmes(Ω) .

2) Soit z(x) := |∇u(x)|2 + 2
N u(x). En remarquant que :

(2) 1 = (∆u)2 ≤ N
N∑

i=1

|∂iiu|2 ≤ N
N∑

i,j=1

|∂iju|2,

calculer ∆z et montrer que −∆z ≤ 0 dans Ω.
3) Montrer que

∫
Ω z(x)dx = c2mes(Ω).

4) En utilisant le principe du maximum fort et la question précédente, mon-
trer que z ≡ c2 dans Ω.
5) Montrer que N

∑N
i,j=1 |∂iju(x)|2 ≡ 1 dans Ω, et que dans (2) on a égalité

partout. En déduire que si i )= j, alors ∂iju = 0.
6) En utilisant l’inégalité de Cauchy-Schwarz et le fait que

∑N
i=1 ∂iiu = −1,

montrer que ∂iiu = −1/N dans Ω.
7) Montrer qu’il existe x0 ∈ RN et A ∈ R tels que u(x) =

(
A − |x − x0|2

)
/N

dans Ω. Déduire du fait que u = 0 sur ∂Ω, que A > 0 et que si R2 := A alors
Ω est la boule B(x0, R).

Exercice 6. Soit u ∈ W 1,p(RN ) vérifiant

(1) −div
(
|∇u|p−2∇u

)
= g(u).

1) On suppose que g(u) ∈ L1
loc(RN ) et G(u) ∈ L1(RN ), où G est la primitive

de g s’annulant en zéro. Montrer que u satisfait l’identité (de Pohožaev) :

N − p

p

∫

RN

|∇u(x)|pdx = N

∫

RN

G(u(x))dx.

2) On suppose que p < N . En prenant pour exemple le cas p = 2 traité
au paragraphe § 4 et en utilisant l’Exercice 3, donner les conditions les plus
générales sur g pour que l’équation (1) admette un état fondamental.
3) Traiter également la cas p = N , en utilisant toujours les fonctions radiales.

Exercice 7. Soient 1 < p < ∞ et δ, ε > 0. Enoncer et montrer le lemme de
Lieb 6.2 pour une suite de fonctions (un)n de W 1,p(RN ) telles que (‖∇un‖p)n

est bornée et
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∀n ≥ 1, mes ([|un| ≥ ε]) ≥ δ.

Exercice 8. En utilisant l’Exercice 7 , reprendre l’étude de l’équation (1) de
l’Exercice 6 (sans utiliser les fonctions radiales).

Exercice 9. Soient N ≥ 2 un entier, 1 < p < 1 + 4
N un réel et λ > 0. On

considère Sλ :=
{
v ∈ H1(RN ) ; ‖u‖2 = λ

}
où ‖ · ‖ désigne la norme de L2(RN ).

On pose

G(s) :=
|s|p+1

p + 1
, J(v) :=

∫

RN

[
1
2
|∇v(x)|2dx − G(v(x))

]
dx.

On considère le problème de minimisation

Iλ := inf
v∈Sλ

J(v),

1) En utilisant l’inégalité de Gagliardo-Nirenberg, montrer que les suites
minimisantes de J sont bornées et que Iλ > −∞.
2) En appliquant successivement les trois méthodes vues au chapitre 6
(lemme de Strauss, lemme de Lieb, méthode de concentration-compacité),
montrer que Iλ est atteint.
3) Généraliser au cas d’une fonction G qui est un o(s2) en zéro et qui est
équivalente à c0|s|p+1 à l’infini (avec c0 > 0).
4) Montrer que si p := 1+ 4

N et λ est assez petit, le résultat de la question 2)
est encore vrai.
5) Vérifier que si p > 1 + 4

N alors Iλ = −∞.

Exercice 10. Soient k ≥ 1 un entier, ω un ouvert borné de Rk et Ω := RN−k×ω.
On pose ' := N − k + 1, et on considère (aij(y))/≤i,j≤N une matrice symétrique
carrée d’ordre k à coefficients dans L∞(ω) telle que

∃α > 0, ∀η ∈ Rk, p.p. sur ω,
N∑

i,j=/

aij(y)ηiηj ≥ α|η|2.

On désigne par λ1(ω) la plus petite valeur propre de l’opérateur

Aku := −
N∑

i,j=/

∂i(aij(y)∂ju)

sur H1
0 (ω). Montrer que si pour u ∈ H1

0 (Ω) on considère l’opérateur

Au := −
/−1∑

i,j=1

∂iiu − Aku,

alors λ1(ω) = inf
{
〈Aϕ,ϕ〉 ; ϕ ∈ H1

0 (Ω), ‖ϕ‖2
L2(Ω) = 1

}
.
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Exercice 11. Avec les notations et hypothèses de l’Exercice 10, x := (z, y)
désignera le point générique de Ω avec y ∈ ω. On considère une fonction G ∈
C1(ω × R, R) telle que

∃ϕ ∈ D(Ω),
∫

Ω

[
G(y, ϕ(z, y)) − λ1(ω)

2
|ϕ(z, y)|2

]
dx > 0.

1) Enoncer et montrer l’analogue du lemme de Lieb sur Ω.
2) En reprenant les hypothèses adéquates du théorème 7.1 et en notant
g(·, s) := ∂sG(·, s), établir l’existence d’un état fondamental pour l’équation :

{
Au = g(·, u)
u ∈ H1

0 (Ω) \ {0} .

Exercice 12. Montrer, sous des hypothèses adéquates sur la fonction G, que
pour N ≥ 3 les fonctions J(v) := ‖∇v‖2 et E(v) := 1

2J(v) −
∫

RN G(v(x))dx
atteignent leur minimum sur l’ensemble SP des fonctions non nulles v ∈ H1(RN )
telles que

(N − 2)‖∇v‖2 = 2N

∫

RN

G(v(x))dx

et qu’ on obtient ainsi une solution de −∆u = g(u) où g := G′.

Exercice 13. Montrer, sous des hypothèses adéquates sur la fonction G, que
pour N ≥ 1, la fonctionnelle d’énergie

E(v) :=
1
2
‖∇v‖2 −

∫

RN

G(v(x))dx

atteint son minimum sur l’ensemble SH des fonctions v ∈ H1(RN ) telles que
v )= 0 et

‖∇v‖2 =
∫

RN

g(v(x))v(x)dx,

et qu’on obtient ainsi une solution de −∆u = g(u) (ici g := G′).

Exercice 14. Soit G ∈ C1(Rm, R) telle que la condition (4.3) soit satisfaite et
que, pour un δ > 0, on ait G(s) ≤ − 1

2a0|s|2 pour un a0 > 0 fixé et pour tout
s ∈ Rm tel que |s| ≤ δ. On suppose que pour tout α > 0, il existe C > 0 telle
que la dérivée g := G′ vérifie |g(s)| ≤ C

(
|s| + exp

[
α|s|2

])
pour tout s ∈ Rm.

1) Montrer que tout point critique de J(v) := ‖∇v‖2 sur

Σ :=
{

u ∈ H1
rad(R2) ;

∫

R2
G(u(x))dx = 0 et ‖u‖2 = 1.

}

permet d’obtenir une solution de −∆u = g(u) (on peut en fait montrer que
J possède une infinité de points critiques sur Σ, en supposant toutefois que
G est de classe C2 et paire).
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2) Montrer que s’il existe s0 ∈ Rm tel que G(s0) > 0, alors Σ )= ∅ et J
atteint son minimum sur Σ, en utilisant successivement les fonctions radiales,
le lemme de Lieb et la méthode de concentration-compacité.

Exercice 15. On montre ici le lemme suivant concernant une suite de fonctions
croissantes.

Lemme. Soit (fn)n une suite de fonctions croissantes de [0, 1]
dans [0, 1]. Alors il existe une sous-suite (fni)i et une fonction
croissante f de [0, 1] dans lui-même telles que fni → f en dehors
d’une infinité dénombrable de points de [0, 1].

1) Soit ϕ une fonction croissante de [0, 1] dans [0, 1]. On désigne par D(ϕ)
l’ensemble des points de discontinuité de ϕ. Montrer que D(ϕ) est dénom-
brable (en posant

ϕ(x±) := lim
h→0+

ϕ(x ± h),

considérer les ensembles An :=
{
x ; ϕ(x+) − ϕ(x−) ≥ 1

n

}
).

2) Soit (aj)j≥1 une suite dense dans [0, 1]. Par le procédé de la suite diago-
nale, montrer qu’il existe une sous-suite (fni)i≥1 de la suite (fn)n telle que
pour tout j ≥ 1 fixé la suite (fni(aj))i soit convergente. La limite de cette
suite sera notée f(aj).
3) Pour x ∈ [0, 1] on pose f(x) := sup {f(aj) ; aj ≤ x}. Montrer que f est
croissante et que si x /∈ D(f) alors fni(x) tend vers f(x) lorsque i → ∞.
4) En déduire que de façon générale, toute suite de BV(0, 1) contient une
sous-suite convergeant p.p. vers une fonction f appartenant à BV(0, 1).

Exercice 16. Soit f ∈ C(R, R) une fonction telle que

lim
t→0

|t|−2∗
f(t) = 0, lim

|t|→∞
|t|−2∗

f(t) = 0.

On suppose que (un)n est une suite bornée de D1,2(RN ) telle que pour un R > 0
fixé on ait :

lim
n→∞

[
sup

y∈RN

∫

B(y,R)

(
|∇un(x)|2 + |un(x)|2

∗
)

dx

]
= 0.

Montrer que
∫

RN |f(un(x))|dx tend vers zéro lorsque n → ∞.

Exercice 17. En reprenant le problème traité à l’exemple 8.4, montrer que le
minimum de J est atteint sur Sλ, en appliquant le lemme de concentration-com-
pacité à la suite

ρn(x) := |∇un(x)|2 + |un(x)|2

(au lieu de |un|p+1, comme on l’a fait dans cet exemple).

Exercice 18. On reprend ici les hypothèses et notations de l’exemple traité au
paragraphe § 9 et on pose ρn := |G(un)|, où un ∈ Sλ est une suite minimisante.



Exercices du chapitre 6 307

1) En remarquant que |s|2 ≤ ε|s|2∗
+ Cε|G(s)|, pour ε > 0 fixé et une

constante Cε > 0, montrer que si

(1) lim
n→∞

[
sup

y∈RN

∫

B(y,R)
|G(un(x))|dx

]
= 0,

alors pour tout p > 2 tel que p < 2∗, on a ‖un‖Lp → 0 et en conclure que (1)
n’est pas possible.
2) Montrer que la dichotomie au sens de 3) du lemme de concentration-com-
pacité ne se présente pas pour ρn, et en déduire que J atteint son minimum.

Exercice 19. Soient N, m ≥ 1 des entiers et G ∈ C(Rm, R) telle que G(0) = 0,
G(s0) > 0 pour un s0 ∈ Rm et :

∃a0 > 0, ∃δ0 > 0 tels que G(s) ≤ −a0

2
|s|2 si |s| ≤ δ0.

Pour λ ∈ R, on désigne par Sλ l’ensemble des u ∈ (H1(RN ))m tels que G(u) ∈
L1(RN ) et

∫
RN G(u(x)) = λ, et on pose J(v) := ‖∇v‖2.

1) Montrer que pour tout λ ∈ R on a Sλ )= ∅.
2) Montrer que si λ < 0, alors Iλ := infv∈Sλ J(v) = 0.
3) Montrer que si N ≥ 3, on a inf {J(v) ; v ∈ S0, v )= 0} = 0.
4) Montrer que si N ≤ 2 et λ > 0, alors Iλ n’est pas atteint.

Exercice 20. Soit Au := −∆u + |x|2u pour u ∈ D(A) où

D(A) :=
{
u ∈ L2(RN ) ; Au ∈ L2(RN )

}
.

(Ici | · | désigne la norme euclidienne de RN ; A est l’opérateur de l’oscillateur
harmonique). On considère l’espace H1 défini par :

H1 :=
{

u ∈ L2(RN ) ;
∫

RN

(
|∇u(x)|2 + |x|2u2(x)

)
dx < ∞

}
,

et on le munit de la norme ‖ · ‖1 induite par le produit scalaire

(u|v)1 :=
∫

RN

(
∇u(x) ·∇v(x) + |x|2u(x)v(x)

)
dx.

1) Montrer que l’injection de H1 dans Lq(RN ) est compacte pour 2 ≤ q < 2∗.
2) On considère ici, pour λ, µ ∈ R, et ε = ±1 l’équation :

(1)
{
−∆u + ε|x|2u = λu + µ|u|p−1u ,
u ∈ H1 \ {0} .

Montrer que si ∆u ∈ L2
loc(RN ) et (N − 2)p ≤ N + 2, alors on a l’identité de

Pohožaev :
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N − 2
2

∫

RN

|∇u(x)|2dx + ε
N + 2

2

∫

RN

|x|2u2(x)dx =

+ N

∫

RN

[
λ

2
u2(x) +

µ

p + 1
|u(x)|p+1

]
dx.

3) En déduire que si λ ≥ 0 et µ ≥ 0, alors l’équation (1) n’a pas de solution
pour ε = −1.
4) Montrer que A admet une fonction propre positive pour la valeur propre
λ1 := N .
5) Soient N ≥ 3, p := (N +2)/(N−2) et ε = µ = 1. En utilisant la démarche
du paragraphe § 10, montrer qu’il existe λ∗ tel que, pour λ∗ < λ < N ,
l’équation (1) admette une solution positive.
6) Calculer λ∗ en fonction de N .
7) On suppose que ε = µ = 1, N ≥ 1 et (N − 2)p ≤ N + 2. Montrer que les
solutions de (1) vérifient

|u(x)| ≤ C exp(−δ|x|2),

pour des constantes C, δ > 0.

Exercice 21. Soient N ≥ 1 et α ∈ R tel que α + N > 0. On désigne par | · | la
norme euclidienne de RN . En remarquant que

div |x|αx = (α + N)|x|α ,

et par une intégration par parties, montrer que si 1 < p < ∞, on a l’inégalité de
Hardy : ∫

RN

|u(x)|p|x|αdx ≤ pp

(α + N)p

∫

RN

|x ·∇u(x)|p|x|αdx,

pour toute fonction u ∈ C1
c (RN ), et en fait pour les fonctions u telles que

l’intégrale ∫

RN

|∇u(x)|p|x|α+pdx

est finie. Montrer également que la constante pp(α+N)−p est la meilleure possible
mais qu’elle n’est pas atteinte.

Exercice 22. Comme nous l’avons vu lors de la démonstration de l’inégalité
de Poincaré et de l’inégalité de Hardy, le fait de pouvoir exprimer certaines
fonctions comme la divergence d’autres fonctions, puis d’effectuer une intégration
par parties, permet d’établir des inégalités importantes dans l’application des
méthodes variationnelles. Nous en donnons un autre exemple ici sur RN (voir
M. Escobedo & O. Kavian [61]). Il s’agit de trouver des solutions non nulles de
l’équation :

(1) −∆u − x ·∇u = λu + ε|u|p−1u dans RN ,

où ε = ±1 est fixé. Soient ρ(x) := exp(|x|2/2) pour x ∈ RN , N ≥ 1 et, pour
m ≥ 1 :
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L2(ρ) :=
{

f ∈ L2(RN ) ;
∫

RN

|f(x)|2ρ(x)dx

}
,

Hm(ρ) :=
{
u ∈ L2(ρ) ; Dαu ∈ L2(ρ), pour |α| ≤ m

}
.

On désignera par ‖ ·‖ la norme de L2(ρ), et on munira Hm(ρ) de la norme définie
par ‖u‖2

m :=
∑

|α|≤m ‖Dαu‖2.
1) Vérifier que L2(ρ) et Hm(ρ) sont des espaces de Hilbert et que C∞

c (RN )
est dense dans ces espaces.
2) En remarquant que |x|2ρ(x) + Nρ(x) = div (xρ(x)), montrer que pour
tout u ∈ H1(ρ) on a :

∫

RN

|u(x)|2|x|2ρ(x)dx + N

∫

RN

|u(x)|2ρ(x)dx ≤ 2
∫

RN

|∇u(x)|2ρ(x)dx.

3) En déduire que l’injection de H1(ρ) dans L2(ρ) est compacte.
Dans la suite, on pose Lu := −∆u − x ·∇u avec le domaine :

D(L) :=
{
u ∈ H1(ρ) ; Lu ∈ L2(ρ)

}
.

4) Montrer que L est un opérateur auto-adjoint et inversible sur L2(ρ) (on
pourra noter que Lu = −ρ−1div (ρ∇u)).
5) En utilisant la question 3), montrer que L−1 est compact de L2(ρ) dans
lui-même et admet un spectre discret (µk)k, avec 0 < µk+1 < µk.
6) En utilisant l’inégalité obtenue à la question 2), montrer que D(L) =
H2(ρ).
7) Montrer que si u ∈ D(L) vérifie Lu ≥ 0 alors u ≥ 0. En cherchant une
fonction propre du type ϕ1(x) := exp(−β|x|2), trouver la première valeur
propre λ1 de L, ainsi qu’une fonction propre ϕ1.
8) Montrer que si (N − 2)q ≤ 2N et q ≥ 2, alors H1(ρ) ⊂ Lq(ρ) avec
injection continue, où ce dernier espace désigne l’ensemble des fonctions f
telles que |f |ρ1/q ∈ Lq(RN ). Montrer aussi que cette injection est compacte
si (N − 2)q < 2N .
9) En étudiant J(u) := ‖∇u‖2 − λ‖u‖2 sur une contrainte appropriée de
Lp+1(ρ), montrer que si ε = 1, alors l’équation (1) admet une infinité de
solutions dans H1(ρ).

10) Montrer que les solutions trouvées à la question précédente sont de classe
C2 et tendent vers zéro à l’infini. Montrer de manière générale qu’il existe
β > 0 telle que toute solution de (1) qui est dans H1(ρ) vérifie pour une
constante c0 > 0 :

|u(x)| ≤ c0 exp(−β|x|2).

11) En étudiant la fonctionnelle :

E(v) :=
1
2
‖∇v‖2 +

1
p + 1

∫

RN

|v(x)|p+1ρ(x)dx − λ

2
‖v‖2
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sur H1(ρ) montrer que, si dans l’équation (1) on prend ε = −1, cette équation
n’a pas de solution non nulle dans H1(ρ) si λ ≤ λ1. Montrer également que
si λ > λ1, alors (1) possède une solution positive.

12) Etudier l’existence de solutions multiples de (1) lorsque ε = −1.

Exercice 23. Soient N ≥ 3 un entier et p := (N + 2)/(N − 2). En utilisant la
technique que nous avons vue au paragraphe § 10, et en reprenant les notations
et l’étude de l’exercice précédent, on peut montrer qu’il existe λ∗ > 0 tel que si
λ∗ < λ < N , l’équation

(1) −∆u − x ·∇u = λu + up dans RN ,

admet une solution u > 0 dans H1(ρ).
1) Montrer que si u ∈ H1(ρ) est solution, alors u satisfait une identité de
Pohožaev, à savoir :

N − 2
2

∫

RN

|∇u(x)|2dx +
∫

RN

(x ·∇u(x))2 dx =
∫

RN

(
N

p + 1
|u(x)|p+1 +

Nλ

2
|u(x)|2

)
dx.

2) Montrer aussi que si u ∈ H1(ρ) est solution alors on a :

1
2

∫

RN

|∇u(x)|2dx +
N

2

∫

RN

|u(x)|2dx =
∫

RN

(
|u(x)|p+1 + λ|u(x)|2

)
dx.

3) En utilisant l’inégalité de Hardy (voir Exercice 21 ), montrer que si λ ≤
N/2 et (N − 2)p = N + 2, l’équation (1) n’a pas de solution non nulle dans
H1(ρ).
4) Montrer, par les techniques vues au paragraphe § 10, que si N ≥ 4 et
N/2 < λ < N , alors l’équation (1) possède une solution u > 0 dans H1(ρ).
Montrer que cette solution est de classe C∞ et u(x) ≤ exp(−β|x|2) pour un
β > 0.
5) Montrer que si N = 3 et 2 < λ < 3, les conclusions de la question
précédente sont valides.
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l’équation de Yamabe et le problème de Kazdan-Warner ; C.R. Acad. Sci.
Paris, Série I, Math., 300 (1985), pp. 513–516.

13. A. Bahri & J.M. Coron : On a nonlinear elliptic equation involving
the critical Sobolev exponent : The effect of the topology of the domain ;
Comm. Pure Appl. Math., 41 (1988), pp. 253–294.

14. A. Bahri & P.L. Lions : Remarques sur la théorie variationnelle des
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145. W. Rudin : Analyse Réelle et Complexe ; Editions Masson, Paris 1975.



Bibliographie 319

146. B. Ruf : On nonlinear problems with jumping nonlinearities ; Annali di
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équi-négligeable 283,
espace d’énergie 24,
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opérateur de prolongement 27,
— — superposition 62,
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